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ANALYSE DU TRANSFERT DE CHALEUR
EN CONVECTION MIXTE LAMINAIRE
ENTRE DEUX CYLINDRES COAXIAUX HORIZONTAUX

A. MorraBi et J.-P. CALTAGIRONE
Laboratoire d’Aérothermique du CNRS, 4ter, route des Gardes, 92190-Meudon, France

Résumé — Nous avons étudié I'écoulement de convection mixte une fois le régime dynamique et thermique

établis. Nous avons obtenu la solution de ce probléme en utilisant la méthode des perturbations ainsi gu’un

modéle aux différences finies. Les résultats obtenus nous ont conduit a caractériser les lignes de courantet a
relier les différents pas d’hélices constituant ces lignes aux nombres de Rayleigh, Prandtl et Reynolds.

NOMENCLATURE
diffusivité du fluide, a = i/pc;
chaleur massique;

e,, ,, e;, vecteurs unitaires du repére orthonormé

9,
h,
P,

D,
Pr,

Tes
Fi

R,

Ra,

RaL9

Re,

N

T,
T,

direct;

intensité de I’accélération de la pesanteur;
pas des hélices;

pression adimensionnelle en chaque point

’

P'r

du fluide, P = —=;

Pod

pression en chaque point du fluide;

nombre de Prandtl, Pr = £ 5
Pod

composante radiale adimensionnelle,

rayon du cylindre extérieur;

rayon du cylindre intérieur;

composante radiale;

grandeur caractéristique de la configura-

. . r
tion annulaire, R = = ;
r;

T, — T,)r}
nombre de Rayleigh, Ra = %—Q’l ;

pa
nombre de Rayleigh basé sur I’épaisseur de la
couche Ra; = Ra(R - 1)3;

144
nombre de Reynolds, Re = PoTmli ;

température adimensionnelle en chaque

T —-T,
int du fluide, T= ——=;
PO T-1T,
tempeérature du cylindre extérieur;
température du cylindre intérieur;
température en chaque point du fluide;
composante radiale adimensionnelle de la

W,
W

Z,

z,

’

ur

vitesse, U = — ;
a

composante radiale de la vitesse;
composante tangentielle adimensionnelle de

’
i

la vitesse, V=—;
a

vecteur vitesse de composantes U’, V', W’';
composante tangentielle de la vitesse;
composante axiale adimensionnelle de la

. W’ri

vitesse, W= ——
a

composante axiale de la vitesse;

vitesse axiale débitante du fluide a travers

toute section droite;

composante axiale adimensionnelle du
’

. V4
cylindre, z = —;
r;

composante axiale du cylindre.

Symboles grecs

B,
M’
s

¥,

,

coefficient de dilatation thermique;
viscosité dynamique du fluide;

angle polaire orienté par rapport a la vertica-
le ascendante;

fonction de courant;

rotationnel, » = —V2V¥.

1. INTRODUCTION

LE PROBLEME de la convection mixte dans des tubes ou
des canaux rectangulaires horizontaux avec des condi-
tions de flux constant a la paroi a été souvent abordé
durant les vingt derniéres années. Metais [1] a été le
premier a étudier expérimentalement la convection
mixte a 'entrée des tubes horizontaux chauffés en vue
des applications aux problémes des échangeurs. Pour
une bibliographie plus compléte relative a ce sujet, on
peut se référer aux études de Marcos et Bergles [2] et



Jenn-Wuu Ou et al. [3]. Pour la convection mixte en
géométrie annulaire cylindrique horizontale, la seule
étude expérimentale, en régime non €tabli, semble due
a Zysina et al. [4].

Dans ce travail, nous nous intéressons, a I’écoule-
ment laminaire de convection mixte, une fois les
régimes dynamique et thermique €tablis. Nous nous
proposons d’obtenir la solution de base de ce proble-
me, ce qui constitue une premiére étape dans I’étude de
sa stabilité. Celle-ci n’a pas encore eté effectuce,
contrairement a I’étude de la stabilité de I’écoulement
de convection naturelle Mojtabi et Caltagirone [5, 6]
et de I'écoulement isotherme Mott et Joseph [7] et
Carmi [8].

La transition entre le régime laminaire et turbulent
se trouve modifée par l'influence de la convection
naturelle. Des régimes turbulents ont été constates
expérimentalement dans des tubes horizontaux pour
des nombres de Reynolds de I'ordre de 100 [1], alors
qu’en eécoulement isotherme le nombre de Reynolds
critique expérimental est de I’ordre de 2300.

2. FORMULATION DU PROBLEME

Nous considérons I'écoulement, laminaire et établi
d’un fluide entre deux cylindres horizontaux concen-
triques et isothermes. Le cylindre intérieur de rayon r;
est maintenu a une température constante T;; le
cylindre extérieure de rayon r, est d la température T,
< T.. Nous désignerons par R = r,/r; le rapport des
rayons et nous adopterons des coordonnées cylindri-
ques (r', ¢, z') pour I'étude du probléme (voir Fig. 1).

Nous adopterons dans toute la suite les hypothéses
suivantes:

1. dissipation visqueuse négligeable;

2. propriétés physiques du fluide constantes et
variations de masse volumique négligeables sauf
dans le terme générateur de la convection natu-
relle (hypothése de Boussinesq):

3. gradient axial de pression constant.

Avec les hypothéses précédentes les équations du
régime laminaire €tabli s’écrivent :

Vv =0 (1)

oV’ -
0o [‘37 n (V’V)V’] = —Vp +F +uV2V (2

Te
lo
IR .
[ S J—
(3]
O’M(r.u,z)

F1G. 1. Schéma de définition.

’

oT
Pot = = IVET — pecV'VT (3

ouV',p', t',u, c, Adésignent respectivement la vitesse, la
pression, le temps, la viscosité dynamique, la chaleur
massique et la conductivité thermique ces trois dernie-
res constantes sont évaluées a la température de
réference T, = (T; + 7,)/2. On pose:

V' =U'(r.p)e, + V'(r.p)e, + W(r,¢)e,

et on designe par F la densité¢ volumique des forces
extérieures, soit:

F =gpo (T — T,)cos pey, — gp,B(T" — T,)sin e,

ou ¢ représente l'intensité de l'accélération de la
pesanteur, f3 le coefficient de dilatation thermique du
fluide (e,, e,,e; sont les vecteurs unitaires du repére
direct defini par Fig. 1).

Les équations (1) a (3) sont rendues adimensionnel-
les par les grandeurs réduites suivantes:

r z r'a T —-T,
r=—; z==; t= -3+ T= -
ri ri ".‘ 71' - 7:
U’r,- ’r, r; r.
U=—"": v="" w=w p=Pli.
a a a Pod”
T, : o W
R, = gBp, Ui 1o 3. opr="t . Re=T0TM
ua Pod u

Ra, Pr et Re représentent respectivement les nombres
de Rayleigh, de Prandtl et de Reynolds. W,, représente
la composante axiale moyenne de la vitesse.

L’introduction de la fonction de courant ¥ et du
rotationnel w définis par:

1 3% g
U=- f;f' V=~ (';'f 4)

r ép cr
V¥ = —w (5)

et I’élimination de la pression dans I’équation (2)
conduit aux équations suivantes:

\

1d a Ve
-(?: Prvio — (U~(3+ 7(‘0))

. or r oo,
cosp ¢T oT
—RaPr|————+sing— | (6)
{‘} A
T 1/0¥ ¢T oW oT>
R——VZT—A(ﬂ—f—fA*) (7)
ot r\ép ¢ér ar Op .
oW 1é¥Y oW 1¢¥ oW ¢
o T Y P pryiws)
ot ror dp rde or (:

Le systeme d’équations (5)-(8) auquel nous adjoi-
gnons les conditions aux limites, définit parfaitement
I’écoulement de convection mixte. Nous supposons
que I’écoulement est symétrique par rapport au plan
vertical passant par 'axe des cylindres, ce qui nous
conduit aux conditions aux limites:

-

or

r=1; ¥ W=0; T=1 (9)



oy
r=R; Y= —=W=0; T=0 (10)
or
’*Y oW oT
(p:O’T[ VY = =-—=0’ h=0 (11)
dp? o do

On remarquera que I’équation (8) est découplée des
équations (5)—(7). Ainsi, on résout le systéme (5)—(7)
avec les conditions aux limites correspondantes et on
reporte U et V dans’équation (8) pour la résoudre. La
résolution du systéme (5)-(7) a déja été effectuée par
Charrier et al. [9]. Seule I’équation (8) reste a résoudre.

Dans I’é¢quation (8) figure la constante 0p/0dz qui
peut étre exprimée en fonction du nombre de Reynolds
défini précédemment et a partir des relations classi-
ques du régime établi de convection forcée:

0 8Re Pr?

Po k=pPvwo=—- """ 12

Cz R2+1—R -1
log R

et

W, = é” 4 wor)ds. (13)

sti
Ainsi les grandeurs U, V et T dépendent de trois
nombres sans dimension (Ra, Pr, R); par contre la
composante axiale W dépend des quatre paramétres
(Ra, Pr, R et Re).

3. METHODE DE RESOLUTION

U(r, @) et V(r, ) étant donnés, il s’agit de résoudre
I’équation aux dérivées partielles linéaire suivante:

ow  Vow
PrVW—-U-——-—-—+K=0
o r 0o

avec: W(l,9) = W(R,9) =0 Veo.

(14)

3.1. Unicité de la solution
La solution de ce probléme est unique, en effet si W;
et W, sont deux solutions différentes du méme proble-

me, en posant L= W, — W,, on aura:

R oL VoL
Pryv-L=U—+ - — (15)

o r oo

avec
L(l,¢)=L(R,9)=0 Veo.

En multipliant I'équation (11) par L et en intégrant
sur toute la couronne, on obtient aprés quelques
transformations:

LZ
Prjjl |VL|2dS=J‘[7V-VdS=O; V-v=0
S JS

on tire donc |VL|? = 0= L= Cte et, comme L(1, p)
=L(R,¢)=0,onalL=0=>W, =W,

3.2. Meéthode des perturbations

Nous avons déterminé précédemment U, Vet T par
un développement en série entiére du nombre de
Rayleigh et nous procédons de la méme maniére pour
calculer la composante de vitesse W(r, ¢).

W(r,p) = W° + RaW'(r,9) + Ra®> W3(r,o) ...

L’introduction de cette ex pression dans I’équation (10)
conduit a une suite d’équations aux dérivées partielles

linéaires qui est résolue analytiquement par
récurrence:
Prv?wl = —-K (16)
1 OW° ov!
Prviw! = - a7
r or op
1 1 1 1
PryiW? — l/é‘l’ ow _6‘1’ ow \
r\ dp or or oo )
1 oWw° aw?
- = (18
r or Jdo

L’équation (16)a déja étéintégrée, en introduisant la
solution W° obtenue (12) dans I’équation (17) nous

obtenons par intégration:
Wi(r, @) = X(r) cos¢ (19)

ou

K
X0) = g =1 [40 - ZRIR

+(R = 1)%() + L(R) - RZ(1) (20)

g(r)=(R2—l)[ rs r® 2B, r

-— | B,—+ _—_—
log R 207776 P T 16logR

logr* 1 1 +B4r3 o 5
y L 1) B _S
20 100 80) "6 98" 7%
r7 r5 r3 r7
— B +B, 4B 4
121 V22107 %3 T 6logR
logr 1 1 +B rs o 9
| = == - — r——
21 147 128) T 410\ %" T 0

21

L’intégration de I'équation (18) conduit a une
solution de la forme W;(r,p) = Y (r) + Z(r) cos 2¢ ou
Y(r) et Z(r) sont des fonctions explicites de r, dont les
expressions développées n’ont pas été explicitées ici en
raison de leur longueur ; de plus, pour le tracé de toutes
les courbes, nous n’avons tenu compte que de W et
de W Les coefficients B,, B,, B,, B, sont fonction
uniquement du rapport R de rayons.

3.3. Modele numerique

Le systéme (5)—(7) avec les conditions aux limites
correspondantes a été résolu numériquement [9]. Les
champs U et V ainsi déterminés sont reportés dans
I’équation (8) pour calculer la composante axiale W.
La résolution des équations (5)—(8) est effectuée par le
modéle numérique utilisé en [9] et basée sur la
méthode des directions alternées. Les résultats numéri-
ques ont été obtenus pour Pr = 0.7 pourdeux rapports
de rayons ﬁ, 2 et pour plusieurs valeurs du couple
(Ra, Re). L’attention est portée sur la composante
axiale W, il s’agit d’'une part de déterminer son profil
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Fic. 2. Profils de vitesse axiale pour plusieurs inclinaisons, Ra = 10%.

pour plusieurs valeurs de I'angle ¢ (Fig. 2) et (Fig. 3) et
d’autre part de préciserl'influence de Raet de Resur W
(Fig. 4 et 5).
3.4. Lignes de courant

U(r,@), V(r,p) et W(r,p) étant déterminées, les
lignes de courant sont alors obtenues en résolvant le
systéme différentiel suivant:

dr rde _ dc
U(r,o) V(r,o) Wi(r, o)
La premiére équation de ce systéme conduit a
Y(r,9) = C ou C est une constante et ¥(r,¢) la

fonction de courant définie section 1. Ainsi les lignes de
courant sont inscrites sur des surfaces cylindriques de

(22)

génératrices paralléles a I'axe des z. Pour chaque
surface cylindrique W(r, ¢) = C, les lignes de courant
ont I'allure d’hélices de méme pas 4 fonction de cette
constante C et des nombres Re, Ra, R et Pr. Une
visualisation del’écoulement de convection mixte peut
conduire a la mesure des différents pas de ces lignes de
courant et par comparaison avec les pas calculés
théoriquement a une vérification expérimentale facile
de la validité du modéle théorique.
Calcul du pas de I'hélice:

Pendant un intervalle de temps dt, une particule
M(r,9,z) va parcourir la distance axiale dz =
W(r, ) dt et, en projection sur la section droite, la
distance:

A 3
w \Ra-_-w
Re-=2
2 ST T TR IPr:O,?
' N>
e ¥zns2
v,
Y-0
\P:n
14
- ==Convection forcee
0 T + >
1 15

2 r)’ri

F1G. 3. Profils de vitesse axiale pour plusieurs inclinaisons, Ra = 103,
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F1G. 4. Influence du nombre de Rayleigh sur la vitesse axiale pour ¢ = 0.

ds =/(U* + ¥?)dt, on en déduit
w

dz=—

RNz

Le pas de I'hélice correspond a:

z=h= id ds
T T JUE + V3

c’est-a-dire la distance axiale parcourue quand la
particule M aura fait le tour de la ligne de courant
¥(r,p) = C. En remplagant ds par \/[(rde)* + dr?]
I’équation (23) conduit a:

ds.

(23)

Pour calculer cette intégrale curviligne, nous utilise-
rons les résultats de la méthode des perturbations
développée a I'ordre 1. La fonction de courant s’écrit
dans ce cas:

¥(r,) = Ra¥!(r) singp = C. (25)

La courbe correspondant a cette fonction de courant
est symétrique par rapport a ¢ = (n/2). De plus,elle est
délimitée par des cercles de rayon r, et r, et par deux
droites définies par les angles ¢, et ¢,. Pour détermi-
ner r, et r,, il suffit de différentier directement I’équa-
tion (25) et de poser (dr/de) = 0, ce qui nous donne:

w w = ito="
h=§ —dr=§ 2 rdo. (24) Y(r) cosp =0 soit ¢ 5
$1 U 81 V
1k
w Y-n
Re-=2
24 Pr=0,7
Ra-0
Ra-10°
Ra=10*
14
0 T 3 —
1 1,5 2 /.

F1G. 5. Influence du nombre de Rayleigh sur la vitesse axiale pour ¢ = =.



ry et r, sont ainsi solutions de I’équation:
Ra¥i(r)=C.

Pour calculer ¢, et ¢,, on procéde de la méme
maniére, ce qui nous donne:

. &
=Ssn|—— et =7 —
(2 (‘Wﬁ)) Q=T — @,

ou r} est racine de ¥'(r) = 0.

Les frontiéres de la courbe représentée par la
fonction de courant étant définie, on transforme
l'intégrale curviligne en intégrale de surface:

o[- & [

(26)
d’ou:
2 (2 rwo(r)
h=—| ———
Ra r COs ¢, ‘P (r)

cos ¢, est défini par

CZ 172
) (S —
( Raz‘l“(rf)

et (r,,r,) sont les racines réelles de I’équation :

dr, (27

Raad;‘}"(r) =C pour re ]1, R[.
Ainsi, pour un écoulement donné, on détermine les pas
de I’hélice en fonction du rapport ¥/¥,,, (Fig. 5). On
remarquera de plus que ce pas est proportionnel au
groupement (Re Pr)/Ra.

En développant, a l'ordre 2, le groupement a
intégrer:

rwo(r)

2
Cmax

12
P - e
< Ra® ‘P’(r)2>

on obtient le pas de I’hélice correspondant a la fonction
de courant maximale soit:

2Re Pr
R2—1

h=

Ra(R2 +1-—
log R

1
r(,(r(z, —1-(R?— 1)-°gr°)
A log R

[ a2yt
\/ [‘l“(ro)—dr—z~ (’0)]

ou r, est la racine double de I'équation Ra‘¥!(r)
=C

max*

4. INTERPRETATION DES RESULTATS

Nous avons ainsi déterminé, d’une part, une solu-
tion approchée par la méthode des perturbations et
d’autre part, une solution numérique du probléme de
I’écoulement de convection mixte. La premiére solu-

h/Re |
05 | R-2
Ra=1000
Pr=07

F1G. 6. Pas de I'hélice en fonction de ¥/¥,,,.

tion constitue une bonne approximation du probléme
réel pour ce qui est des faibles valeurs de Ra et Re; de
plus elle ne nécessite pas I'utilisation de gros ordina-
teurs. Sur les Figs. 2-5 nous remarquons que la
composante axiale de vitesse est beaucoup plus impor-
tante prés du cylindre intérieur pour ¢ € |n/2; 3n/2[
et C’est le phénomeéne inverse que I'on observe dans la
moitié supérieure de ce méme cylindre. Ce fait est
d’autant plus marqué que Ra est grand. Ce résultat
physique s’explique simplement par les effets de la
convection naturelle qui entraine une partie du fluide
vers I’extérieur de certaines zones de la couche annulai-
re(¢p =0etr ~ R, = netr ~ 1) et apporte du fluide
dans d’autres (9 =0 et rx1 et ¢o=mn r~R), il
s’ensuit un débit axial important dans les premiéres
zones et un faible débit dans les secondes. L’échange de
chaleur au niveau des deux cylindres n’est pas modifié
par la présence de la composante W en effet la
température ne dépend que de Ra, R et Pr [9].

5. CONCLUSION

Le probléme de la convection mixte a été résolu de
deux maniéres différentes ; la solution de ’écoulement

"de base ainsi obtenue constitue par elle-méme une

premiére étape dans I'étude de la stabilité de cet
écoulement.

Les pas de hélices constituant les trajectoires des
particules fluides ont été calculés: leur mesure expéri-
mentale pourra constituer un moyen des plus faciles de
vérification de la validité du modéle théorique.
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LAMINAR, MIXED CONVECTION BETWEEN TWO HORIZONTAL COAXIAL
CYLINDERS

The mixed convection flow is analysed after it has been dynamically and thermally established. The solution
is obtained using both the perturbation method and finite differences. The results obtained permit us to
characterize the streamlines and their helicoidal motion is tied to the Rayleigh, Prandtl and Reynolds

numbers.

WARMEUBERGANG ZWISCHEN ZWEI HORIZONTALEN KOAXIALEN
ZYLINDERN BEI GEMISCHTER LAMINARER KONVEKTION

Zusammenfassung—Die ausgebildete Stromung bei gemischter Konvektion wurde untersucht. Die Aufgabe

wurde mit Hilfe der Storungsmethode und eines finiten Differenzenverfahrens gelost. Als Ergebnis wurden

Stromlinien bestimmt und die verschiedenen Spiralformen, welche diese Linien bilden, mit den Rayleigh-,
Prandtl- und Reynolds-Zahlen in Verbindung gebracht.

AHAJIU3 TEIMJIOMEPEJAYH MNPHU CMEIIAHHON JIAMUHAPHOI KOHBEKLIUU
B 3A30PE MEXY ABYMS IOPU3OHTAJIbHBIMH COOCHbIMHU LHUJIHHAPAMH

Annoranms — [1poBedeHO HCCrleIOBAHHE DPA3BMUTOrNO H YCTAHOBHBILETOCS TEYEHHSA NPH CMEWAHHON

KOHBEKLHH. 3ajava pelianach METOAOM BO3MYLIEHHH, a Takke C NOMOLUBIO METOdAa KOHEYHBIX

pa3HocrTeil. [TonyyeHHbIE pe3ynbTaThl MO3BOJIMIH YCTAHOBHTh 3aBHCHMOCTb KPHBOJIHHEHHBIX TPaeKTo-
PH# YacTHU XHAKOCTH OT uHcen Penes, [Mpanarns u Peitnosbaca.



