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PRESENTATION

Le séminaire national de didactique des mathématiques, organisé par 1’Association pour la
Recherche en Didactique des Mathématiques (ARDM), a pour but de favoriser la mise en
discussion et la diffusion des recherches en didactique des mathématiques. Il s’agit d’un outil
que s’est donné I’ARDM pour soutenir la structuration d’'une communauté de chercheur-e-s.

Sous réserve de I’accord des intervenant-e-s, les présentations sont filmées et diffusées en
ligne :

https://irem.univ-paris-diderot.fr/videos-du-seminaire-national-de-didactiqgue-des-
mathematiques

Le travail de capture, de montage et d’hébergement des vidéos a été assuré par ’IREM de
Paris.

Au fur et & mesure de la finalisation des textes des interventions, ceux-ci sont mis a
disposition sur le site de ’ARDM. Ils sont ensuite regroupés en un volume. Le présent
ouvrage regroupe les textes issus des séminaires de I’année 2017 :

https://irem.univ-paris-diderot.fr/actes-du-seminaire-national-de-didactique-et-autres-actes

En 2017, en concertation avec la CFEM, nous avons fait évoluer le colloquium CFEM-
ARDM. Nous avons proposé qu’une thématique soit choisie et que des intervenant-e-S, iSSus
de la diversité des communautés préoccupées par 1’enseignement des mathématiques,
viennent 1’éclairer. C’est le théme mathématiques et citoyenneté qui a été retenu pour cette
premiere. Les interventions ont donné lieu a des textes qui sont rassemblés dans ce volume,
en compagnie des textes du séminaire.

Signalons enfin que, depuis 2014, le groupe des jeunes chercheur-e-s de I’ARDM organise
une session de posters durant les sessions du séminaire.

L’édition des actes a bénéficié du concours de Marie-Jeanne Perrin-Glorian pour le texte de
Ferdinando Arzarello, d’Alain Kuzniak, Simon Modeste et Bernard Parzysz pour une partie
des textes du colloqguium CFEM-ARDM. Qu’ils et elle soient ici remercié-e-s. Nous
remercions également Christophe Hache pour son aide dans 1I’organisation du séminaire.

Bonne Lecture.

Thomas Barrier et Christine Chambris

Responsables du séminaire de ’ARDM
pour les années 2016 et 2017
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ANALYSE DES PROCESSUS D'APPRENTISSAGE EN MATHEMATIQUES
AVEC DES OUTILS SEMIOTIQUES : LA COVARIATION INSTRUMENTEE

Ferdinando ARZARELLO

Dipartimento di Matematica « G. Peano »
Université de Turin
ferdinando.arzarello@unito.it

Résumé

L’article met I'accent sur la maniére multimodale dans laquelle les processus d'apprentissage
se produisent et se développent dans la classe de mathématiques. La premiere partie introduit
le cadre théorique du faisceau sémiotique et ses connexions avec la notion vygotskienne de
médiation sémiotique. Le probleme de la mediation sémiotique est une question trés
importante pour I’apprentissage et le chapitre lui répond du point de vue du nouveau cadre, en
mettant ainsi l'accent sur la genése dynamique des signes dans les faisceaux sémiotiques
lorsque les artefacts sont utilisés pour instrumenter les processus d’apprentissage. Plus
précisément, dans la deuxieme partie est introduite la notion de covariation instrumentée. Cela
décrit la covariation comme un aspect important et théoriqguement omniprésent de la pensée
mathématique, mais pas tellement en termes d'enseignement. L'instrumentation avec des
artefacts peut favoriser son apprentissage grace a une planification didactique soignée. Nous
I’illustrons avec un exemple qui montre la synergie positive produite par le potentiel
sémiotique d’un « duo d'artefacts » utilise dans une classe d’école primaire : le faisceau
sémiotique est utilisé pour analyser les productions des éléeves.

Mots clés
Covariation, Instrumentation, Faisceau sémiotique, Probléme ouvert, Duo d’artefacts.

MULTIMODALITE ET GESTES

Une bonne enseignante de mathématiques du Liceo Classico Italien, engagée dans une
experience d'enseignement sur l'utilisation des mathématiques pour modéliser les phénomenes
physiques [au grade 9], m’a dit un jour : « Ce matin, nous avons réalisé une activité sur la loi
de Hook [..] A mon avis, il y avait un malentendu trés important entre le sens de
I’allongement et celui de la longueur [allungamento - lunghezza en Italien] du ressort. Cela les
a empéchés de trouver les bonnes réponses. Et mes éleves sont du Liceo Classico ! ». Des
malentendus similaires sont communs et diffus et concernent un vaste phénomene, qui a de
profondes racines cognitives et épistémiques, et met en avant un important probléme
didactique. La prise de conscience de ce phénomeéne a des conséquences pertinentes pour la
conception de I'enseignement.
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Le but de cette contribution est d'encadrer théoriquement ces problémes et de discuter des
stratégies d'enseignement appropriées pour les surmonter. Je partagerai donc quelques
réflexions sur un champ de recherches ayant un arriére-plan sémiotique, que moi-méme et
d'autres avons développé au cours des dernieres années.

Ces problémes m'amenent a me concentrer sur une racine commune a différents phénoménes
sémiotiques décrits dans la littérature, et qui peuvent servir de base a la conception de taches
mathématiques a I'école : c’est la notion de covariation, largement étudiée par les didacticiens
(pour un excellent résumé, voir Thompson & Carlson, 2017). En me basant sur cette notion et
en utilisant un point de vue sémiotique, j'ai élaboré un outil d'analyse plus complexe, qui a
une contrepartie didactique, que j'appelle covariation instrumentée (CI).

Dans cet article, en premier lieu je vais brievement esquisser un cadre sémiotique (le faisceau
sémiotique), que j'utilise pour étudier les phénomenes didactiques. Apres, j’analyserai
specifiquement le phénomeéne mathématique de la covariation et les raisons qui font
généralement défaut dans de nombreuses classes de mathématiques. Enfin, je définirai la ClI,
comme une méthodologie didactique possible, qui permet de déclencher et de soutenir une
approche covariante des mathématiques.

Outils sémiotiques pour analyser les phénomenes didactiques dans la classe de
mathématiques

Si on regarde la phénoménologie des processus d'apprentissage/enseignement dans la classe
de mathématiques, on voit une variété d'actions et de productions activées par les éléves et par
I'enseignant en utilisant simultanément différentes ressources :

«  Mots (oralement ou par écrit) ;

«  Modes d'expression extralinguistiques (gestes, regards, ...) ;

«  Différents types d'inscriptions (formules, dessins, esquisses, graphiques, ...) ;

«  Différents instruments (du crayon aux appareils numériques les plus sophistiqués).
Ces ressources sont (également) utilisées comme outils de communication. Les gestes sont
ainsi revendiqués comme ayant un role social dans les processus de réflexion. Par exemple,
McNeill, I'un des érudits les plus éminents sur la signification et le role des gestes dans le
discours, avec ses recherches, montre qu’il y a un réle constitutif des gestes dans la pensée
(McNeill, 1992, 1996, 2005) : la pensée n'est pas simplement exprimée en mots ; elle se
construit aussi avec les gestes. Cette affirmation peut étre considérée comme une extension de
I'nypothése de Vygotski sur le r6le du discours par rapport a la pensée elle-méme : c’est-a-
dire que les gestes ne refletent pas seulement la pensée mais ont un impact sur la pensée. Les
gestes, avec le langage, aident a constituer la pensée.

L’observation montre que les gens (enseignants et éleves) font aussi des gestes en faisant des
matheématiques. C'est dans cette hypothése vygotskienne qu’il est possible de définir le role
des gestes dans les activités mathématiques. Comme W. Roth 1’écrit (2003) :
... les gestes expriment de nouveaux niveaux de compréhension avant qu'un éléve exprime
cette nouvelle compréhension en mots ; de plus, les gestes expriment les nouveaux concepts
bien que le langage reste fidele aux vieux concepts erronés.
[...] les éléves sont a I'écoute des gestes que les enseignants utilisent et parfois adaptent ces
gestes a leurs propres répertoires expressifs, accélérant ainsi le développement de
I’alphabétisation (literacy) scientifique. (p. 48 ; traduction de l'auteur)

Ces observations soulévent des questions importantes, c¢’est-a-dire :

- Existe-t-il des spécificités des gestes en mathématiques, qui les distinguent de la gestuelle
quotidienne ?
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- Comment les gestes rentrent-ils dans les processus de conceptualisation mathématique des
éleves ?

- Comment une telle analyse peut-elle aider les didacticiens des mathématiques dans leurs
recherches et les enseignants dans leur travail ?

En se référant au numéro spécial de ESM (Edwards, Radford & Arzarello, 2009) pour une
discussion détaillée de ces points, je mentionnerai ici un résultat trés important qui ressort de
ces recherches : les gestes en mathématiques sont profondement mélés non seulement aux
mots, mais aussi aux inscriptions produites par les personnes lorsqu’elles résolvent des
problemes. Par conséquent, il faut étendre le cadre habituel utilisé par les chercheurs qui
étudient les gestes ; en effet, ce cadre souligne une unité profonde entre les gestes et les
énoncés (McNeill, 1992), mais ne considére pas I'entrelacement avec les signes
mathématiques, qu'ils soient produits ou interprétés par les agents (enseignants et éleves).
Mais si d'un c6té il manque quelque chose a l'analyse habituelle des gestes quand nous
analysons la gestuelle dans une classe de mathématiques, d'un autre c6té il manque aussi
quelque chose a I'approche sémiotique habituelle. Bien sdr, il est vrai que, comme le dit Duval
(1995, p.4) : «Il ne peut y avoir de noésis sans sémiosis ». Les systémes sémiotiques
fournissent un environnement pour faire face aux mathématiques non seulement dans leur
structure en tant que discipline scientifique, mais aussi du point de vue de leur apprentissage,
car ils permettent de rechercher le fonctionnement cognitif sous-jacent a la diversité des
processus mathématiques. En effet, I'approche des activités et des productions mathématiques
comme systemes sémiotiques nous permet aussi de considérer les problemes cognitifs et
sociaux qui concernent les phénoménes didactiques. Cependant, l'approche sémiotique
classique impose de fortes limitations a la structure des systemes sémiotiques qu'elle
considere. Par exemple, selon Ernest (2006, pp. 69-70), un systeme sémiotique (classique) a
trois composantes :
1. Un ensemble de signes, dont les marques pourraient éventuellement étre prononcées,
écrites, dessinées ou encodées électroniquement.
2. Un ensemble de regles de production et de transformation des signes, y compris la capacité
potentielle de créativité dans la production de signes atomiques (simples) et moléculaires
(composes).
3. Un ensemble de relations entre les signes et leurs significations incarnées dans une
structure de signification sous-jacente.
En général, cette définition est trop étroite pour interpréter la complexité des phénoménes
didactiques en classe. Ceci pour deux raisons :
(i) Comme observé par Radford (2002), il existe une variété de ressources sémiotiques
utilisees par les éléves et les enseignants, comme les gestes, les regards, les dessins et les
modes d'expression extralinguistiques, qui ne répondent pas aux exigences des définitions
classiques pour les systemes sémiotiques tels qu’ils sont discutés dans la littérature (voir par
exemple Duval, 2001).
(if) La fagon dont ces registres différents sont activés est multimodale. 1l est nécessaire
d'étudier attentivement les relations a l'intérieur des registres et entre ceux qui sont actifs au
méme moment ainsi que leur dynamique de développement dans le temps. Cette étude ne peut
étre réalisée que partiellement a l'aide des outils classiques de I'analyse sémiotique. Le point
de vue sémiotique classique est aveugle par rapport a beaucoup de ressources sémiotiques qui
sont actives dans la salle de classe. Comme le soulignent Bosch et Chevallard (1999), il est
nécessaire de disposer d'un systéme qui peut également donner raison des différents registres :
le registre de [’oralité, le registre de la trace (qui inclut graphismes et écritures), le registre de
la gestualité, enfin le registre de ce que nous nommerons, faute de mieux, la matérialité
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guelcongue, ou prendront place ces objets ostensifs qui ne relévent d’aucun des registres
précédemment énumérés. (Bosch & Chevallard, 1999, p. 96, souligné dans l'original)

Pour surmonter ces deux difficultés, jadopte une approche vygotskienne pour I'analyse des
ressources semiotiques et présente une notion élargie du systeme sémiotique, que j'ai appelée
faisceau sémiotique. Il englobe tous les registres sémiotiques classiques comme des cas
particuliers. Ainsi, il ne contredit pas l'analyse sémiotique développée a l'aide de tels outils
mais permet d'obtenir de nouveaux résultats et de cadrer les anciens dans une image unitaire.
Le faisceau sémiotique (Arzarello, 2006) est un outil qui peut offrir une analyse intégrée de
toutes les ressources sémiotiques dans la classe de mathématiques (Arzarello & Sabena,
2014).
Mon cadre est également spécifique aux mathématiques ; il permet de mieux combiner deux
problématiques : celle de la sémiotique, dans l'esprit de la définition d'Ernest des systemes
sémiotiques, et lI'autre de la psychologie, selon I'approche vygotskienne. Les deux images sont
essentielles pour analyser les processus d'apprentissage en mathématiques ; ils sont ici
intégrés dans un modele plus large.
D'une part, il est nécessaire d'élargir la notion de systeme semiotique pour englober toute la
variété des phénomenes de médiation sémiotique en classe, comme le suggérait déja Radford
(2002), qui a introduit une nouvelle notion de systéeme sémiotique :
L'idée du systéme sémiotique que j’introduis comprend un systeme classique de
représentations - langage naturel, formules algébriques, systemes de représentation bi ou
tridimensionnels, en d'autres termes, ce que Duval (2001) appelle registres discursifs et non
discursifs - mais comprend aussi des systemes plus généraux, tels que les gestes (qui ont une
signification intuitive et dans une certaine mesure, une syntaxe floue) et des artefacts, comme
les calculatrices et les regles, qui ne sont pas des signes mais ont une signification
fonctionnelle. (Radford, 2002, note p.7, traduction de I’auteur).

D'un autre cété, les processus psychologiques de l'intériorisation, si importants dans la
description de la médiation sémiotique des signes et des outils, doivent occuper une place
naturelle dans le nouveau modele.

Une fois que les systéemes sémiotiques ont été élargis pour contenir des gestes, des
instruments, des pratiques institutionnelles et personnelles et, en général, des moyens
d'expression extralinguistiques, la méme idée de fonctionnement dans ou entre différents
registres change de sens. Il ne s'agit plus seulement d'un traitement ou d'une conversion (en
utilisant la terminologie de Duval) dans ou entre des représentations sémiotiques selon des
regles algorithmiques (par exemple la conversion du registre géométrique dans le registre du
graphique cartésien). Au contraire, les opérations (intra ou inter) doivent étre élargies pour
englober aussi des phénoménes qui ne peuvent pas étre strictement algorithmiques : par
exemple, des pratiques avec des instruments, des gestes, etc.

A ce stade de la discussion, pour obtenir un systéme sémiotique aussi étendu, il faut étendre la
définition ci-dessus d'Ernest. Nous arrivons ainsi a la notion que j'ai appelée faisceau
sémiotique, ou faisceau d'ensembles sémiotiques (Arzarello, 2006). Pour le définir, j'ai besoin
d'abord de la notion d'ensemble sémiotique, qui est un élargissement de la notion de systeme
sémiotique.

Un ensemble sémiotique est :

a) Un ensemble de signes qui peuvent éventuellement étre produits avec différentes actions
qui ont un caractere intentionnel, comme le fait de dire, d'écrire, de dessiner, de faire des
gestes, de manipuler un artefact ;

b) Un ensemble de modes pour produire des signes et éventuellement les transformer ; de tels
modes peuvent éventuellement étre des regles ou des algorithmes mais peuvent aussi étre des
modes d'action ou de production plus flexibles utilisés par le sujet ;
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c) Un ensemble de relations entre ces signes et leurs significations incarnées dans une
structure de signification sous-jacente.

Les trois composantes ci-dessus (signes, modes de production / transformation et relations)
peuvent constituer une variété de systemes, allant des systéemes de composition,
habituellement étudiés en sémiotique traditionnelle (par exemple les langages formels) aux
ensembles de signes ouverts (par exemple les gestes). Les premiers sont faits de constituants
élémentaires et leurs regles de production impliquent a la fois des signes atomiques (simples)
et moléculaires (composés). Les derniers ont des caractéristiques holistiques, ne peuvent étre
divisés en composants atomiques, et les modes de production et de transformation sont
souvent idiosyncrasiques pour le sujet qui les produit, méme s'ils incarnent des aspects
culturels profondément partagés, selon la notion de systéme sémiotique de significations
culturelles élaborée par Radford, cité ci-dessus. Le mot ‘ensemble’ doit étre interprété dans un
sens trés large, par ex. comme une collection variable d’objets.

Un faisceau sémiotique comprend :

(i) Une collection d'ensembles sémiotiques, qui changent dans le temps ;

(if) Une collection de relations entre les ensembles du faisceau.

Certaines des relations peuvent avoir des modes de conversion entre elles.

Un faisceau sémiotique ne doit pas étre considéré comme une juxtaposition d'ensembles
sémiotiques ; au contraire, c'est un systeme unitaire et ce n'est que pour I'analyse que nous
distinguons ses composantes comme des ensembles sémiotiques. De plus, un faisceau
sémiotique est une structure dynamique qui peut changer dans le temps a cause des activités
sémiotiques du sujet (d'ou son nom, tiré de la théorie mathématique des topoi, c'est-a-dire
comme faisceau d’ensembles variables: Goldblatt, 1984): par exemple, la collection
d'ensembles sémiotiques qui le constituent peut changer ; de plus, les relations entre ses
composantes peuvent varier dans le temps ; parfois les régles de conversion ont une nature
génétique, a savoir qu'un ensemble sémiotique est engendré par un autre, élargissant le
faisceau lui-méme (on parle alors de conversions génétiques).

Il faut observer que si l'on se borne a examiner seulement les systémes sémiotiques
classiques, de nombreux aspects intéressants des discours humains sont perdus : ce n'est qu'en
considérant les faisceaux d'ensembles sémiotiques que l'on peut découvrir de nouveaux
phénomenes.

Un premier exemple de faisceau sémiotique est donné par l'unité parole-geste (McNeill,
1992) : le geste et le langage forment un faisceau sémiotique, constitué de deux ensembles
sémiotiques profondément entremélés (un seul, le discours, est aussi un systéme sémiotique
classique). La recherche sur les gestes a mis au jour des relations importantes entre les deux
(par exemple, les notions de ‘match-mismatch’ dans Goldin-Meadow, 2003). Un deuxiéme
exemple se trouve dans le travail de De Freitas et Sinclair (2012, p. 149), méme s’il est dans
une perspective différente (ibid., p. 151) : ici l'unité du faisceau sémiotique est donnée par
I'entrelacement entre les dessins et les gestes dans les activités mathematiques d’étudiants
universitaires.

Sur le plan théorique, le faisceau sémiotique permet de décrire d'une maniere plus confortable
la notion de médiation sémiotique, qui est au cceur du cadre de Vygotski (Bartolini &
Mariotti, 2008). Selon Vygotski, le réle et la dynamique de la médiation sémiotique peuvent
étre caractérisés comme suit : d'abord, orienté vers I'extérieur, un signe ou un outil est utilisé
en action pour accomplir une tache spécifique ; puis, les actions avec le signe ou l'outil
(activité sémiotique, éventuellement sous la direction d'un expert), généerent de nouveaux
signes (mots inclus), qui favorisent le processus d'intériorisation et produisent un nouvel outil
psychologique, orienté vers l'intérieur, completement transformé mais qui conserve certains
aspects de son origine. Selon Vygotski, une composante majeure de ce processus
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d'internalisation est le langage, qui permet les transformations. Ce sont précisément les signes
qui transforment le registre linguistique du discours en un nouveau systeme : Vygotski
I'appelle langage intérieur, qui a une structure complétement différente de celle du langage
extérieur (Vygotsky, 1985, chap. 7). Vygotski distingue deux types de propriétés qui
permettent de différencier le langage intérieur du langage extérieur : les propriétés
structurelles et les propriétés sémantiques. Les propriétes structurelles du langage intérieur
sont sa réduction syntaxique et sa réduction phasique : la premiere consiste dans le fait que le
langage intérieur se réduit a la juxtaposition pure de prédicats minimisant son articulation
syntaxique ; la seconde consiste @ minimiser ses aspects phonétiques, a savoir réduire les
mémes mots. Selon Vygotski, les propriétés sémantiques du langage intérieur sont basées sur
la distinction faite par le psychologue francais Freédéric Pauhlan entre le sens et la
signification d'un mot et sur ce qu’il appelle la prépondérance du sens [smysl] d'un mot sur sa
signification [znachenie] (Vygotski, 1985). Dans le langage intérieur, le sens est toujours en
train de submerger la signification. Cet aspect dominant du sens a deux effets structurels sur
le langage intérieur : l'agglutination et I'influence. Le premier consiste a coller différentes
significations (concepts) en une seule expression ; le second se produit lorsque les différents
sens « coulent » ensemble en une seule unité. Pour expliquer les propriétés du discours
intérieur, Vygotski utilise des analogies qui se référent au discours extérieur et qui ne donnent
qu'une idée de ce qu'il veut dire : en fait, il utilise un systeme sémiotique (écrit ou parlé) pour
décrire quelque chose qui n'est pas un systéme sémiotique. Les métaphores de base par
lesquelles Vygotski décrit le langage intérieur montrent leur similarité avec les ensembles
sémiotiques : des propriétés comme I'agglutination et lI'influence font que le discours intérieur
s'apparente a des ensembles sémiotiques, comme les dessins, les gestes, etc. En outre, les
phénomenes de réduction syntaxique et phasique signifient que les propriétés dites linéaires et
compositionnelles des systémes sémiotiques classiques sont violées. La description de
Vygotski ne s’interpréte que partiellement en termes de systémes sémiotiques.

La notion de faisceau sémiotique permet de rendre compte correctement du point le plus
important de I'analyse de Vygotski, a savoir les transformations sémiotiques qui permettent la
transformation du discours externe en discours intérieur. Le cceur de I'analyse de Vygotski, a
savoir le processus d'intériorisation, consiste précisément a signaler une conversion génétique
au sein des faisceaux sémiotiques : il génere une nouvelle composante sémiotique, le discours
intérieur, a partir d'un autre existant, le discours extérieur. La description est donnée en
utilisant la structure du discours extérieur (le langage extérieur), qui est clairement un systeme
sémiotique, pour construire des métaphores de base afin de donner une idée de la seconde (le
langage intérieur), qui est un ensemble sémiotique. Le processus peut étre decrit par des
transformations dynamiques des composantes d'un faisceau sémiotique qui évolue
dynamiquement a travers leur action.

En termes de pratiques d'enseignement, cette approche avec un systeme sémiotique plus large
est particulierement fructueuse lorsque les processus et les activités des personnes apprenant
les mathématiques sont examinés. Dans les recherches réalisées par I'equipe de Turin, nous
étudions les faisceaux sémiotiques composés de plusieurs ensembles sémiotiques : gestes,
discours et inscriptions écrites (par exemple symboles mathématiques, dessins). Les résultats
consistent a décrire certaines des relations et des regles de conversion au sein d'un tel
ensemble complexe. Dans ces recherches nous elaborons eégalement une méthodologie
didactique qui peut étre utile pour améliorer I'apprentissage des éléves selon une perspective
vygotskienne.

Typiquement, I'analyse des processus d’apprentissage avec le faisceau sémiotique permet de
mettre en évidence certaines relations entre les objets mathématiques et 1’éléve qui va les
saisir, mais n'est pas encore en mesure de s'exprimer immédiatement et complétement avec le
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langage verbal (il est en ‘zone de développement proximal’). Une médiation semiotique
appropriée peut favoriser I'évolution de ses processus de compréhension. Cette médiation peut
étre faite par I'enseignant ou avec l'utilisation d'instruments, qui, avec le soutien de
I'enseignant, peuvent également servir comme médiateurs de ces processus. Un exemple du
premier type est donné par les jeux sémiotiques, que j'ai développé il y a quelques années
(Arzarello & Paola, 2007; Arzarello et al., 2009), tandis qu'un exemple du deuxieme type, la
covariation instrumentée, est essentiellement nouveau dans ce cadre théorique et est le sujet
de la deuxieme partie du chapitre.

Avant de développer ce deuxiéme théme, pour des raisons d'exhaustivité, je terminerai la
premiére partie du chapitre par un trées petit sketch sur les jeux sémiotiques. Un jeu sémiotique
peut se produire lorsque I'enseignant interagit avec les éléves, comme dans les discussions en
classe ou pendant le travail en groupe. Dans un jeu semiotique, l'enseignant utilise la
ressource sémiotique activée (entre autres) par l'étudiant (par exemple les gestes) et produit
les mémes signes que lui dans ce registre, afin de I'informer que ce qu'il produit est correct.
Mais I’enseignant utilise une autre ressource sémiotique (par exemple, la parole) dans laquelle
il exprime d'une maniere précise, en utilisant le langage scientifique officiel, le concept qu’il a
reconnu, comme enseignant, dans la production imprécise et naissante de I'éleve. De cette
facon il fait évoluer les connaissances mathématiques des éleves vers des significations
scientifiquement partagées : c’est-a-dire, il préte ses mots a ce que les éléves avaient voulu
dire en utilisant des gestes. C'est un aspect delicat des stratégies d'enseignement, a ne pas
confondre avec l'effet «funnel » (entonnoir) (Bauersfeld, 1978, p. 162) ou «Topaze»
(Brousseau, 1997, p. 162).

LA COVARIATION INSTRUMENTEE

La deuxiéme partie de ma présentation introduira une forme spécifique de médiation
sémiotique: la covariation instrumentée (CI). Dans la CI les instruments jouent un réle de
pivot, et le faisceau sémiotique est un outil d’analyse trés utile. La Cl étend le concept de
médiation sémiotique tel qu’on le trouve dans la littérature, en particulier celle de Bartolini et
Mariotti (2008).

Je présenterai d’abord la Cl en m'appuyant sur quelques outils théoriques que je vais résumer
tres schématiquement. Apres cette courte introduction théorique, j’illustrerai la CI a travers un
exemple concret qui concerne la géométrie au niveau primaire. Cependant les résultats ne sont
pas limités a cet age ni a ce sujet.

La covariation dans les mathématiques

De nombreuses recherches montrent la pertinence du raisonnement covariant en

mathématiques d'un point de vue épistémologique :
Nous soulignons que le raisonnement covariant continu, ou le raisonnement sur les valeurs de
deux quantités ou plus variant simultanément, a joué un role crucial dans l'invention par les
mathématiciens des concepts qui ont conduit & la définition moderne de la fonction, de
l'utilisation d'équations pour représenter une variation contrainte a des représentations
explicites de relations déterministes entre des quantités. (P.W. Thompson and M.P. Carlson,
2017, p. 423 ; traduction de 1’auteur)

Le raisonnement covariant a fait irruption de facon spectaculaire dans les mathéematiques avec

la naissance et le développement de l'algébre moderne gréce aux travaux de Viéte, Descartes
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et autres. Les méthodes d'analyse et de synthése en algebre, empruntées a la géométrie des
Grecs, introduisent une maniére révolutionnaire d'aborder les problemes de mathématiques,
que Lagrange au début du X1Xéme siecle a pu résumer comme suit :
L'algébre prise dans le sens le plus étendu, est l'art de déterminer les inconnues par des
fonctions des quantités connues, ou qu’on regarde comme connues. (Lagrange, 1808, p. vii).
La rupture du nouveau paradigme avec l'idée d'une algebre élémentaire comme arithmétique
géneralisée, selon une image souvent présente dans les manuels (mais pas seulement), a été
discutée dans un article tres important de Chevallard (1989), ou il souligne le rdle crucial que
les variables et les parametres jouent dans la nouvelle algebre, tant d'un point de vue
épisttmologique que didactique. Par exemple, la solution "arithmétique" (verbale) d'un
probléme €lémentaire comme le suivant :
Diviser un nombre donné en deux parties telles que la premiére dépasse la seconde en un
exces donné.
ne peut &tre traduit en termes algébriques que si l'on fait un raisonnement covariant, en
utilisant des paramétres pour représenter (et manipuler) les nombres supposés donnés.
En fait, la nouvelle méthode de raisonnement covariant avec les quantités physiques a été
l'une des racines qui a rendu possible la naissance de la science moderne avec les ‘sensate
esperienze e le dimostrazioni matematiche’ (expériences sensibles et démonstrations
mathématiques) de Galilei. Ce type de raisonnement s'est développé comme une recherche
des relations entre des variables concretes, dynamiques et continues, pour exprimer l'idée de
changement et les phénomenes de mouvement. C'est une trés vieille histoire : les anciens
savants manquaient d'une description mathématique du mouvement ; ils voyaient la distance
et le temps comme des quantités mesurables, mais pas la vitesse. En fait, la notion de
changement, selon la philosophie d'Aristote, n'était que de nature qualitative et avait une
signification trés large (Génération et corruption, Altération, Augmentation et diminution,
Mouvement local). Les idées ont changé a partir du Moyen Age et c'est au XIV® siécle que
des nouvelles conceptions révolutionnaires ont mari a Oxford, au Merton College, et a Paris,
avec Nicole Oresme (1325-1380). Les philosophes du Moyen Age avaient réalisé que les
qualités ont aussi une intensité (Arzarello, 2004). Les lois mathématiques de la nouvelle
science peuvent s'exprimer parce qu'on commence a raisonner de maniere covariante ;
l'algebre, cependant, ne suffit plus et un nouveau calcul est nécessaire. Malheureusement,
cette maniere fondamentale de raisonner a été négligée dans les écoles : comme I'algebre est
enseignée comme une arithmétique généralisée, les fonctions sont souvent enseignées aussi
suivant la définition statique de Bourbaki, qui gele leur nature dynamique dans le langage
statique de la théorie des ensembles.
Cette affirmation sur la pertinence de soutenir le raisonnement covariant a 1'école est
¢galement énoncée dans le document cité de P.W. Thompson et M.P. Carlson (2017), avec de
nombreuses références ; ils écrivent :
[N]ous soutenons que le raisonnement variant et covariant est fondamental pour le
développement mathématique des éléves. Nous fondons cette affirmation sur des recherches
qui mettent en évidence les difficultés éprouvées par les étudiants en ce qui concerne les
relations fonctionnelles, car ils n'ont pas la capacité de raisonner de facon variante ou
covariante et dans des recherches montrant des changements productifs dans les conceptions et
utilisations des fonctions par les enseignants et les éléves, quand ils utilisent le raisonnement
covariant. (ibid., traduction de I’auteur)
La méme question a été analysée d'un point de vue différent en psychologie par J. Piaget
(1950) et en mathématiques par W. Lawvere et S. Schanuel (1991) : le premier en définissant
la notion d'opérateur multiplicatif ; les derniers en discutant la notion de produits, coproduits
et adjonctions au sein de la théorie des catégories.
Saldanha and Thompson (1998) reprennent le travail de Piaget :
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L'idée de Saldanha et Thompson d'un objet multiplicatif est dérivée de la notion de ‘et’ chez

Piaget en tant qu'opérateur multiplicatif - une opération que Piaget a décrite comme une

classification opératoire et une sériation sous-jacentes dans la pensée des enfants.

(Thompson & Carlson, 2017, p. 433, traduction de 1’auteur)

Ces travaux illustrent la covariation a partir de deux points de vue concurrentiels, cognitifs et
épistémologiques.
Pour le premier: une personne forme un objet multiplicatif a partir de deux quantités
lorsqu'elle unit mentalement leurs attributs pour faire un nouvel objet conceptuel qui est
simultanément l'un et l'autre. Saldanha et Thompson (1998) illustrent cela en considérant
I'engagement des étudiants dans des taches centrées sur l'activité de suivre et de décrire le
comportement des distances entre une voiture et deux villages pendant que la voiture se
déplace le long d'une route ; les étudiants utilisent un environnement geométrique dynamique
pour simuler le mouvement de la voiture en faisant glisser un point avec la souris et en
commentant la trace des deux distances pendant qu'elles covarient.
Dans le premier chapitre de leur livre introductif a la théorie des catégories, Lawvere et
Schanuel (1991) introduisent aussi le phénomene de covariation avec la notion d'objet
multiplicatif en se basant sur un exemple historique, qui montre a la fois sa parenté directe
avec la notion de Piaget (en fait ils utilisent la méme terminologie), et sa pertinence pour la
révolution scientifique :

Commengcons par Galilée, il y a quatre siecles, qui s'interroge sur le probléme du mouvement.

Il voulait comprendre le mouvement précis d'un rocher lancé ou celui du jet d'eau d'une

fontaine. Tout le monde a observeé les arcs gracieux paraboliques qu’ils produisent ; mais le

mouvement d'un rocher signifie plus que sa trajectoire. Le mouvement implique, pour chaque

instant, la position de la roche a cet instant ; pour I'enregistrer, il faut une image animée plut6t

gu'une exposition temporelle. Nous disons que le mouvement est une ‘carte’ (ou fonction) du

temps dans I’espace.

[...]

Ces deux cartes, ombre et niveau, semblent réduire chaque probléme d'espace a deux

problémes plus simples, I'un pour le plan et l'autre pour la ligne. Par exemple, si un oiseau est

dans votre espace, et que vous ne connaissez que I'ombre de l'oiseau et son altitude, vous

pouvez reconstituer la position de l'oiseau. Il y a plus, cependant. Supposons que vous ayez un

film montrant I'ombre de I'oiseau pendant qu'il vole, et un film de son altitude - peut-étre y

avait-il un ornithologue grimpant sur notre ligne, restant toujours a la méme altitude que

l'oiseau et filmant le spectateur. A partir de ces deux films, vous pouvez reconstituer tout le

vol de l'oiseau ! Donc non seulement une position dans I'espace est réduite a une position dans

le plan et une autre sur la ligne, mais aussi un mouvement dans I'espace est réduit a un

mouvement dans le plan et un sur la ligne.

[...]

La découverte de Galilée est que de ces deux mouvements plus simples, dans le plan et sur la

ligne, il pourrait complétement retrouver le mouvement complexe dans I'espace.

(Lawvere & Schanuel, 1991, 3-6, traduction de 1’auteur)

Les aspects épistémologiques et cognitifs généraux de la covariation ont été mis en évidence
par la notion d'objet multiplicatif dans Piaget et (Lawvere & Schanuel, 1991), tandis que
I'exemple de Saldanha et Thompson illustre ses potentialités didactiques.

Nous allons maintenant approfondir I'analyse de la covariation en utilisant un outil didactique
plus spécifique : la notion de probléme ouvert (Arsac, Germain et Mante, 1991). Ensuite, nous
pourrons nous concentrer sur un important phénomene didactique, la covariation
instrumentée : elle peut aider les enseignants a concevoir des situations didactiques
appropriées, dont le but est d'initier les étudiants au raisonnement covariant dans des
environnements de géomeétrie dynamique.
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Problémes ouverts

Il est bien connu que la formulation d'une tache est une variable didactique importante : le
méme probléme peut changer selon la maniére dont il est formulé. Notre but est de rechercher
des formulations appropriées de problemes qui stimulent le raisonnement covariant. Dans ce
but, la notion de probleme ouvert (Arsac, Germain et Mante, 1991) se révele tres utile. Le
résumeé réalise par Kosyvas sur I'histoire et les potentialités didactiques des problemes ouverts
(Kosyvas, 2010) affirme que, selon I'élaboration faite par le groupe de recherche de ’'IREM
de Lyon, les principales caractéristiques d'un probléme ouvert sont :

- L’énoncé du probléme est habituellement court et formulé en langage courant ou
mathématique. L'énoncé simple et court favorise la lecture rapide et la
compréhension et crée des conditions de facilité en ce qui concerne ce qui se
maintiendra en mémoire et en ce qui concerne la gestion des données. En outre, il
peut donner l'impression que le probleme est facile et inciter a s’intéresser a ce
probléme.

- En aucun cas, cette solution ne devra se limiter a l'utilisation simple ou a I'application
directe de conclusions ou de regles qui se sont présentées durant les derniers cours,
parce qu'alors, il constituera un probléme d’application directe et non un probléme
ouvert. Cependant, ce qui a une importance fondamentale est la maniere dont est
posé I'énoncé du probléme ouvert qui ne résulte pas directement de la méthode et de
la solution.

- Le probléme ouvert doit étre fondé sur des notions avec lesquelles les enfants sont
assez familiarisés. Ceci est indispensable afin que les enfants, dans le cadre des
restrictions habituelles de I'horaire scolaire, puissent calculer des résultats ou
produire des idées dans le temps imparti. Le probleme peut étre ouvert mais
cependant, le temps de la recherche reste malheureusement fermé. Dans ces
conditions, les enfants doivent pouvoir saisir facilement la situation et prendre part a
des essais, formuler des conjectures, établir des voies de vérification, des projets de
résolution et des contre-exemples, lesquels visent a la découverte et a la création de
la solution ou des solutions du probléme ouvert. (Kosyvas, 2010, p.56).

Dans la derniére partie nous verrons l'utilisation de problemes ouverts dans le cadre de la

covariation instrumentée.

Un exemple

Voyons maintenant un exemple ou la notion de probléeme ouvert peut étre utilisée pour
I’analyse didactique d'un probleme.
Voici le "méme" probléeme énoncé dans deux versions différentes (Figure 1) :
- avec une formulation standard (FS) dans le cadre théorique classique de la géométrie
euclidienne (hypothese, these)
- comme un probléme ouvert (PO), a résoudre éventuellement dans un environnement
de géométrie dynamique (EGD).
ES (formulation standard):
Etant donnés trois points A, P, D, et C le symétrique de A par rapport a P. Le cercle C de
centre C et de rayon CP coupe la droite (PD) en B. Prouver que si PD = PB alors ABCD est
un parallélogramme.
PO (probléme ouvert):
Soient trois points A, P, D, et C le symétrique de A par rapport a P. Le cercle C de centre C et
de rayon CP coupe la droite (PD) en B. Etudier quels types de quadrilatéres peuvent étre
obtenus en faisant varier A, P, D.
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Dans la version FS, il n’y a pas la méme canalisation de l'attention que dans PO : I’hypothése
et la these sont liees par la relation de démonstration logique dans une théorie, dont la
technique peut étre plus ou moins opaque au solveur.

Figure 1

Les deux situations sont descriptibles aussi en utilisant le modéle de la microgenése de la
représentation d'un probléme développé par Saada-Robert. Le probleme, en fonction de la
facon dont il est formulé peut induire deux modalités différentes de contréle : descendante ou
ascendante :
Lorsque le contrdle est descendant, il y a formation d’une idée-guide et recherche autour de sa
réalisation, par adéquation entre objet de pensée et objet de travail (objet de production). [...]
Lorsque le controle est ascendant, il y a d’abord recherche exploratoire sur 1’objet de
production défini par la primitive pertinente ; puis formation de I’objet de pensée adéquat
(adéquation renforcée par 1’idée-guide correspondante). Dans ce cas, la primitive est a la
source de I'unité prototype ; le découpage de cette derniére dépend de la primitive repérée a
partir du dispositif et du but fixé, et c’est elle qui sert alors de cadre organisateur a la recherche
du bon objet a penser.” (Saada-Robert, 1989, p. 204)

La modalité descendante est la modalité cognitive qui caractérise la voie du raisonnement vers
l'avant, y compris la maniére déductive du raisonnement; inversement, la modalité
ascendante est une modalité cognitive qui comporte une fagon de penser ‘a rebours’, vers
l'arriére.

D'une maniére générale, une formulation ouverte induit d’abord un contrdle ascendant, la
formulation d’une conjecture et aprés un controle descendant, avec de possibles alternances
descendante-ascendante.

Plusieurs exemples sont discutés dans les ouvrages mentionnés auparavant et aussi par E.
Gallo et al. (1989) dans le domaine algébrique.

En géneral, une formulation standard peut provoquer des blocages car il faudrait commencer
par la recherche des éléments théoriques qui pourraient valider la these : mais ce n'est pas
induit par la formulation et il se peut au contraire qu’elle provoque des modes descendants,
qui peuvent produire des difficultés parce que ces modes ne sont pas liés a des conjectures
construites. Au contraire, la formulation PO du méme probleme induit la pensée "dans la
direction opposée™ a celle ou elle est induite dans le cas FS.

L'exemple souléve la question de savoir quelles restrictions devraient étre mises sur D pour

que ABCD soit un parallélogramme. La modalité ascendante est induite par la formulation

elle-méme.

La formulation ouverte de I’exemple, suggére une covariation fonctionnelle du type :
?D=f(B,)?
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Logiquement, c’est une relation fonctionnelle f entre B et D qui est possible. C'est la
construction d'un objet multiplicatif (selon les modeles de Piaget et Lawvere et Schanuel,
1991, introduits plus haut) a partir des deux objets D, B. La construction de cet objet est donc
le résultat d'un raisonnement covariant, soutenu éventuellement par I'exploration faite dans un
EGD. L'exploration est conduite avec ce but en modalité alternativement ascendante et
descendante, selon une approche ouverte a la découverte et a la construction de liens entre les
faits observés et non a I'application pure d'algorithmes et de régles connus. Au contraire, la
formulation standard ne pousse pas les étudiants vers une attitude d'enquéte et les empéche
généralement d'adopter une approche covariante. Cet aspect typique des processus de
résolution des étudiants dans le cas de problemes ouverts est clairement décrit, méme si c'est
avec une langue différente, par G. Kosyvas (2010, p. 63):
Les éleves devront renverser la procédure formelle d’'une liaison directe des données
avec les questions. En faisant preuve d’imagination et d’inventivité, ils sont appelés a
suivre une voie scientifiqgue non linéaire qui implique des progrés et des retours en
arriere, des balancements et des renversements d’obstacles, des contrbles et des
reconstructions : ils commencent en fouillant et en effectuant des essais pour
élaborer une hypothese initiale de solution, ils vérifient ou infirment I'hypothése en la
testant plusieurs fois et a la fin, la découverte de la solution (ou des solutions)
“‘démontre” la valeur de I'hypothese. La preuve de I'éléve, c’est une voie personnelle,
qui differe des démonstrations mathématiques formelles, et dans cette perspective, il
est peut-étre mieux que nous parlions de preuve ou d’argumentation et non de
démonstration (Balacheff, 1987). Et bien évidemment, on développe la confiance des
enfants dans leurs propres compétences. |l est nécessaire de les prendre en compte
en tant que sujets.

Du probléme ouvert a la covariation instrumentée

Une approche covariante est un phénomeéne profond qui n’est présent ni épistémologiquement
ni didactiguement dans la formulation didactique habituelle, dans le cadre théorique de la
géométrie euclidienne (TGE). Par conséquent les habitudes scolaires vont dans la direction
opposée. Donc, une approche covariante :

- induit une forme géométrique « différente » (par ex. celle typique des probléemes

ouverts ou I’on demande de conjecturer);

- implique un changement épistémologique par rapport a TGE;

- ades conséquences cognitives (raisonnement “a rebours”);

- peut avoir des conséquences didactiques dans la salle de classe.
Cela prouve une discontinuité épistémologique entre TGE et la géométrie formulée avec des
problemes ouverts. Cognitivement, la discontinuité est particulierement marquée quand le
probléme est abordé dans un EGD. La valeur ajoutée dans ce cas est donnée par 1’approche
covariante, qui est absente dans le TGE. Beaucoup de différences cognitives entre les deux
environnements (TGE vs PO, éventuellement avec EGD) ne sont que la contrepartie cognitive
de cette discontinuité.
La recherche / découverte de covariation, que visent les problemes ouverts, est le ciment qui
lie les étapes des arguments. Le travail avec le logiciel constitue une instrumentation de ce
processus de recherche covariant. Il peut également avoir lieu dans I'environnement papier et
crayon, mais géneralement nécessite des solveurs plus experts. L'environnement de géométrie
dynamique est un artefact qui amplifie les phénomenes qui dépendent de la formulation du
probleme et permet leur instrumentation. Le faisceau sémiotique peut nous aider a décrire
adéquatement ces phénomenes de covariation instrumentée produits par une ingénierie
didactique appropriée avec les artefacts. Bien sdr, le mot instrumentation dérive de I'approche
instrumentale de Vérillon et Rabardel (1995), qui soulignent la distinction entre un artefact
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(un objet matériel ou abstrait, déja produit par l'activité humaine) et un instrument (une entité
mixte avec une composante artefact et une composante cognitive, représentée par des schemes
d'utilisation).

Je présente maintenant un extrait d’une discussion générale finale dans une classe de
quatrieme année d’école ¢élémentaire, presque a la fin d'une expérience d'enseignement, ou la
notion de symétrie axiale a été introduite en utilisant deux artefacts différents, selon une
variante de I'approche du duo d’artefacts matériels et numériques utilisée par Maschietto et
Soury-Lavergne (2013). L'expérience d'enseignement a été faite a Bari et a été mise en oeuvre
par Faggiano, Montone, et Rossi (Faggiano et al., 2017). L’exemple décrit comment un duo
d'artefacts peut produire une compréhension instrumentée de la covariation dans une situation
de symétrie géométrique entre deux points: c’est un processus que nous appellerons
précisement covariation instrumentée. On verra que la covariation instrumentée (CI) est une
forme particuliere de médiation sémiotique (Bartolini et Mariotti, 1999). Je travaille
actuellement sur ce probléme et je présente donc ici les résultats d'une recherche en cours.

Les deux artefacts sont trés différents 1’un de 1’autre. L'artefact concret consiste en une feuille
de papier sur laquelle est dessinée une ligne droite pour le pliage, et une épingle pour percer le
papier aux points choisis afin de construire leurs symétriques. Cet artefact permet de créer
directement une symétrie axiale car la feuille modélise naturellement le plan et le pli permet la
réalisation de deux points symétriques a l'aide de 1’épingle. L'artefact virtuel a été congu par
les auteurs pour exploiter la valeur ajoutée conférée par la technologie a l'utilisation de
I'artefact concret choisi. Il est intégré dans un livre interactif (LI) créé dans I'environnement
de création de New Cabri. Le LI apparait sous la forme d'une séquence de pages comprenant
les taches congues, ainsi que des outils spécifiques correspondant a des éléments spécifiques
des objets concrets : ceux qui permettent la construction de certains objets géométriques
(point, droite, segment, point milieu, ligne perpendiculaire, point d'intersection), les artefacts
"Symétrie” et "Compas”. Un rble fondamental est également joué par la fonction de
"Déplacement” (dragging) et par l'outil "Trace", qui permet d'observer l'invariance des
propriétés caractérisant les figures. La principale différence avec I'expérience de Maschietto et
Soury-Lavergne est que, dans cet instrument numérique, il n'y a pas de simulation de I'autre
artefact.

Dans cette expérience, la conception de I'enseignement exploite le potentiel sémiotique des
artefacts. Le potentiel sémiotique d'un artefact est défini comme la double relation qui existe
entre un objet et, d'une part, les significations personnelles qui émergent de son utilisation
pour accomplir une tache (activité instrumentée), et dautre part, les significations
mathématiques évoquees par son utilisation et reconnaissables comme mathématiques par un
expert (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). Ce potentiel est a la base de la conception des
activités et de lI'analyse des actions ainsi que de la production des signes et de I'évolution des
significations. L’activité instrumentée ici est précisément I’approche de la covariation des
fonctions, c¢’est-a-dire la CI.

Les éleves sont invités a accomplir des taches sur les symétries en six cycles successifs, ou ils
utilisent alternativement les deux instruments (outil concret, OC; outil numérique, ON), selon
I'ordre suivant : OC > ON -> OC - ON -> ON - OC.

Je m'attarde sur les dialogues et les gestes de deux moments clés de la discussion de classe,
orchestrés par les chercheurs a la fin des différentes phases de I'expérience. lls montrent :

a) l'internalisation de la covariation des figures symétriques;

b) la synergie entre les deux artefacts qui soutiennent cette covariation.
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Pendant les trois épisodes, les éléves sont assis a leurs bancs disposés en fer a cheval ; ils
viennent d'illustrer avec le tableau blanc interactif I'expérience faite avec I’ON pour Yuri, un
garcon qui avait eté absent ; le tableau blanc est toujours actif devant eux.
a) Internalisation de la covariation entre les deux figures symétriques (E: Enseignant; M, V,
Gl : éleves).
(t= 21:14-21:59)
M : si tu déplaces seulement le point A, le point C se déplace avec le point A car ils doivent
étre symétriques.
E : c’est-a-dire
M : si tu déplaces le point A plus haut...le point C se déplace plus bas car si il doit y avoir le
méme espace...entre les deux points...
[M bouge ses mains symétriquement ; le pouce et l'index des deux mains se déplacent
simultanément comme dans un miroir en soulignant cette symétrie. Alternativement, la
symeétrie est identifiée comme la méme distance en marquant la distance entre les points avec
les deux doigts des deux mains].
V [interrompt M] : il doit étre a la méme distance... toujours... entre la droite... entre les deux
points et la droite.
M : entre le point A... entre la droite et le point C
E : pourquoi?
M : parce que sinon ils ne sont pas symétriques.

(23:26).

M : si tu déplaces seulement le point A, le point C se déplace avec le point A... partout ou va
le point A, le point C doit se déplacer avec lui [elle imite le mouvement des deux points A, C
avec les deux mains disposées symétriquement et avec le pouce et l'index rassemblés qui
pincent, pour ainsi dire, le point : Figure 2].

(29 :34)

Gl : Nous I’avons compris parce que lorsque Yuri a trainé le point A, le point C bougeait
aussi. Mais quand ils étaient tres loin de la droite rouge, il était toujours a la distance de la
droite rouge... a partir du point C a la droite rouge... la méme distance que... du point A a la
droite rouge.

HE |

Figure 2 Figure 3

La covariation est observable a travers le faisceau sémiotique. Dans les épisodes, les mots et
les gestes sont actifs tous les deux. Les gestes sont principalement iconiques : ils reproduisent
particulierement ce qui a eté fait dans ON dans I’espace gestuel de 1’éleéve (imitant le
mouvement des deux points symétriques vus dans ON). Le registre parlé, en plus de décrire le
mouvement des points, introduit les notions de symeétrie et de distance : il est une élaboration
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mathématique de l'expérience avec les deux artefacts. Il est important de souligner que les
artefacts sont seulement virtuellement présents.
b) L'effet synergique des deux artefacts (23:51 — 25:20):
V : Cela signifie que si je déplace le point A, le point C doit nécessairement se déplacer parce
que si le point C ne se déplagait pas, ils ne seraient plus symétriques parce qu’ils ne
conserveraient pas la méme distance entre eux
E : entre eux
V: non, a savoir, entre la droite et le point
E : et les points
V: il ne conserverait pas la méme distance entre le point A et la droite et le point C et la droite
E : cette distance est-elle constante?
V
E

: comme vous aviez vu que cette chose se passe a savoir, comment le réaliser?
V: parce que... pas... quand... parce que si nhous avons a notre disposition une feuille qu’on
peut plier... hem... nous devons... nous tirons le point [les doigts des mains sont rassemblés a la
pointe et pincent chaque un point ; avec ses doigts V mime sur le banc ce qu'ils avaient fait dans
OC en déplagant le point et son symétrique : Figure 3] et nous avons a... a savoir, selon la ligne,
si elle est droite ...il sera a la méme distance...hem...
E : Comment as-tu vu cette chose arriver? A savoir, comment ’atteindre ?
V: Parce que... pas... quand... parce que si nous pouvons utiliser une feuille que nous pouvons
plier... hem... nous devons... nous tirons le point et nous avons ..., le long de la ligne, si c'est
juste ce sera au méme moment distance, hem ...
Les mots et les gestes de V confirment I'hypothese selon laquelle I'artefact numérique (ON :
Cabri) agit en synergie avec le matériel de manipulation (OC : feuille et épingle) : que les
points symétriques doivent avoir la méme distance de 1’axe de symétrie était compréhensible
déja en pliant la feuille et en percant le papier avec 1’épingle, mais il apparait avec le
déplacement du point dans I’ON qu’il est plus facile de réaliser qu'il y a toujours la méme
distance.
L'expérience individuelle avec I’ON a été suffisante pour saisir I'analogie entre “déplacer le
point” et “faire le trou” dans la feuille, c’est-a-dire entre les deux environnements, ON et OC.
La réponse et les gestes de M a la question de I'enseignant montrent que dans I'espace gestuel
de V les deux sont mélangés. Ceci est possible a cause de l'internalisation de la dépendance
fonctionnelle entre les deux figures, I'une symétrique de l'autre, et c'est percu en regardant le
faisceau sémiotique, qui est partagé dans la classe a un certain point de la discussion. La
dépendance fonctionnelle est saisie par tous les éléves en raison des activités avec I'ON : par
exemple, elle est clairement indiquée par M ; mais d'autres le montrent aussi avec leurs gestes
et mots.
Le tableau suivant recueille les données de 15 minutes de la discussion générale dans la salle
de classe a la fin de l'expérience (dont certaines parties sont rapportées ci-dessus), en
analysant chaque production des éléves en fonction de marqueurs :
» verbaux
» gestuels
» de dépendance fonctionnelle
» de l'invariance des propriétés
» deréférence a I’ Artefact Numérique (DA)
» de référence au Matériel de Manipulation (MM)

Dans le tableau, nous voyons que les mots et les gestes sont tous les deux actifs et que la
covariation fonctionnelle est trés forte au début : I'analyse du faisceau sémiotique montre son
internalisation et les éleves expliquent exactement ce qui s'est passeé dans l'environnement
numérique. Cette phase culmine a 23:58 : c'est un moment de partage fort dans la classe ou le
sens de la symétrie comme équidistance des points de la ligne est clair pour tous.
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Immédiatement aprés commence la connexion (verbale et gestuelle) avec ce qui a été fait dans
I'environnement MM (synergie des deux artefacts).

Temps | Verbal | Gestuel | Dep. | Inv. [ DA | MM
fonct (EDG)
16:03 X X X X
16:40 X X X
19:28 X X X
20:30 X X X
20:39 X X X
21:18 X X X
21:29 X X X
21:43 X X X
22:29 X X X
23:25 X X X X
23:58 X X X+++ X
24:24 X X X X
24:40 X
24:59 X X X X
26:16 X X X
28:00 X X
29:25 X X X? X X
30:22 X X X X X
31:22 X X X X
TOTAL 14 10 13 6 16 7
% 74% | 52% | 68% [32% | 84% [37%
partagé 37% 21%
Tableau 1

DISCUSSION

Ou nous sommes arrivés

Dans cet article, nous avons présenté une introduction didactique a la covariation en
mathématiques. Cet objectif a immédiatement soulevé quatre ordres de problémes :

a) l'opportunité d'une analyse épistemologique et cognitive soigneuse du concept de
covariation ;

b) la nécessité d’élaborer des situations didactiques (au sens de Brousseau) qui permettent la
dévolution aux étudiants des problémes de covariation, définis précisément selon le statut
analyse en a) ;

c) lI'importance de définir le role des technologies dans ces situations ;

d) I’exigence de disposer d'outils pour observer les phénomenes didactiques qui se produisent
en classe avec la proposition de telles situations.

L'article répond a ces quatre points en illustrant les réponses par des exemples, a la fois pour
des raisons d'espace et pour ne pas trop alourdir le fil du discours.

Pour a) : La covariation est une idée omniprésente dans la pensee mathématique moderne, de
la naissance de l'algebre moderne et de la pensée fonctionnelle liée a la révolution
scientifique, dont un aspect parallele, non consideré ici, est I’analyse élémentaire (calculus, en
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anglais). Comme 1’ont montré diverses recherches, cet aspect, a quelques exceptions pres, est
a peine présent dans les manuels de mathématiques, qui donnent une définition de fonction
abstraite et statique ou au mieux se réferent a la métaphore input-output des machines. Ce
n'est pas une coincidence si cette approche est plus présente dans les textes traitant de
problémes physiques, biologiques, économiques, etc. dans lesquels il est nécessaire de
modéliser des phénomeénes qui évoluent dans le temps. Donc on a préféré considérer la
covariation comme une forme plus large de pensée, le raisonnement covariant, qui consideére
les objets mathématiques en considérant et en recherchant leurs relations mutuelles.

Pour b) : Contrairement a d'autres travaux, le raisonnement covariant n'est pas considéré ici
comme limité a [lintroduction de fonctions. Comme noté en a), il a une valeur
épistémologique et cognitive beaucoup plus large : sa contrepartie didactique est constituee
par la forme covariante qui se cache derriere la formulation ouverte des probléemes. Nous
avons donc repris les problemes ouverts de la littérature, en les opposant & la nature
monodirectionnelle des problémes sous forme standard généralement présents dans les
manuels. La référence aux objets multiplicatifs de Piaget et Lawvere et Schanuel (1991) a
illustré les significations cognitives et épistémologiques de ce choix didactique, qui
restructure les situations didactiques afin de mettre en jeu le raisonnement covariant en
géneéral, incluant naturellement une approche des fonctions non fondée sur la définition
statique d’ensemble.

Pour c) : Faire face a la covariation dans un environnement papier et crayon est trés abstrait et
peut étre difficile a comprendre : par exemple, des obstacles cognitifs peuvent étre attribués a
ce que certains appellent la confusion entre parcours et trajectoires dans le cas ou les
chronogrammes sont considérés (mais cela peut aussi apparaitre dans d'autres situations).

La thése de l'article est que la covariation peut étre abordée avec un certain succes des les
premieres années d'école a I’aide d’outils technologiques. La covariation instrumentée a ainsi
été introduite. 1l est en effet possible de concevoir des situations éducatives ou le
raisonnement covariant est produit par une médiation appropriée des outils technologiques
dans laquelle leur potentiel sémiotique est exploité dans le but de produire une forme de
covariation instrumentee.

Pour d): Nous avons répondu en proposant le modéle du faisceau sémiotique. C'est un
modele qui rend compte de la complexité des ressources sémiotiques utilisées par les éléves et
les enseignants lorsqu'ils apprennent / enseignent les mathématiques. 1l élargit la notion de
systeme sémiotique classique a des systémes de signes tels que les gestes et les inscriptions,
tous présents dans les processus observés en classe, comme l'illustre abondamment la
littérature. Le faisceau sémiotique est une structure dynamique qui integre toutes ces
ressources dans un ensemble unique, en considérant a la fois les relations mutuelles entre elles
et leur évolution dans le temps. Dans ce sens, il est une genéralisation de I'étude par le
systeme geste-parole de McNeill et d'autres, parce que d'une part il integre dans le modéle non
seulement le discours et les gestes, mais aussi les inscriptions (des formules aux graphiques)
sur lesquelles est fondée la pensée mathématique ; d’autre part il présente un modeéle qui
évolue avec le temps. En raison de sa structure riche, le modéle du faisceau sémiotique permet
de saisir dans des variables observables les dynamiques complexes de la pensée
matheématique lorsqu'elles se produisent dans une situation d'interaction, et de les rendre ainsi
accessibles a la recherche scientifique. Naturellement, pour y parvenir, il est également
nécessaire de filmer avec plusieurs caméras ce qui se passe dans les interactions de classe
entre les éleves et entre les éléves et les enseignants, tout en gardant une trace de leurs
productions écrites. Dans I'analyse finale de ces documents, nous avons également utilisé le
modeéle de la microgénése d'un probléeme, adapté de la recherche susmentionnée par Saada-
Robert. Malheureusement, I'espace accordé ne nous permet pas d'illustrer cet aspect ici.
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Ou nous aimerions arriver

Il 'y a différents problémes que cette recherche laisse ouverts. D'une part, nous avons besoin
d'une collection plus large de données sur le travail en classe, centrées sur l'introduction du
raisonnement covariant pour fournir de plus amples informations sur la dynamique de son
apprentissage, en particulier sur les difficultés des éléves et éventuellement sur les ingénieries
didactiques appropriées pour les surmonter. D'autre part, il est important de développer un
approfondissement cognitif et épistémologique de la notion de covariation : les idées de
Piaget et Lawvere et Schanuel (1991) sur les objets multiplicatifs, par exemple la notion
d’adjonction, concept fondamental dans la théorie des catégories, doivent étre étudiés par
rapport aux processus de resolution propres aux problemes ouverts et aux phénomenes de la
microgenése de la représentation d'un probléme discutés ci-dessus. Il semble que I'étude de
I'alternance des modalités descendantes et ascendantes dans le processus de résolution de
problémes ouverts dans des contextes covariants, déja étudiée par l'auteur dans d'autres
contextes, puisse étre féconde.
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Résumé

Notre recherche conduite dans le cadre de la Théorie Anthropologique du Didactique,
nous a menée, suite a une étude épistémologique et didactique, a construire une organisation
mathématique de référence autour du calcul soustractif. Cet outil théorique permet d’avancer,
en analysant différents manuels scolaires de CE1 et de CE2, et des séances de calcul
observées dans des classes de CE2, qu’un déficit en éléments technologiques, expliquerait en
partie, les difficultés rencontrées par les éléves pour développer de la flexibilité et de
I’adaptabilité en calcul mental et pour effectuer un calcul posé en colonne. Par ailleurs,
I’évaluation de l’ingénierie que nous avons congue, en nous appuyant sur 1’organisation
mathématique de référence et en restant «assez proche » des pratiques des enseignants,
montre les effets positifs d’un travail régulier et progressif a partir des €critures arithmeétiques
sur les apprentissages des éléves. En revanche, les expérimentations permettent de pointer les
limites des situations qui mettent en jeu la propriété de conservation des écarts quand celles-ci
n’ont pas assez de potentiel adidactique. En ce sens, la thése soutenue en décembre 2016 peut
servir d’appui pour poursuivre la recherche engagée sur les conditions de viabilit¢ d’une
organisation mathématique et d’une organisation didactique susceptible de fédérer le calcul
mental et le calcul posé.

Mots clés

Calcul mental et pos€, soustraction, organisation mathématique, ingénierie didactique

INTRODUCTION

Nos travaux de recherche (Rinaldi, 2016) portent sur I’enseignement et 1’apprentissage
du calcul soustractif mental et posé en colonne a 1’école élémentaire, plus précisément en
CEZ2, donc pour des enfants de 8 a 9 ans. Selon Boole (1994) et Thompson (1999), le calcul
mental consiste a rechercher une stratégie basée sur 1’application de résultats connus ou
retrouvés rapidement, en combinaison avec I’utilisation de propriétes spécifiques du systéme
de numération décimal et des opérations. Il demande donc de la part du calculateur, de la
flexibilité et de I’adaptabilité. Flexibilité car il nécessite de connaitre différentes techniques, et
adaptabilité, car il s’agit de mettre en ceuvre, en fonction du calcul a effectuer, une technique
adaptée. A l’inverse le calcul posé en colonne, méme s’il s’appuie sur I’application de
résultats connus et conceptuellement sur 1’utilisation des propriétés du systéme de numération
décimale et des opérations requiert 1’utilisation d’une seule technique algorithmique. Reste
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alors & définir quelle technique algorithmique enseigner * et quelle programmation de 1’étude
envisager afin d’éviter 1’atomisation des savoirs pour reprendre une expression de Chevallard
(1999) et d’amener les apprenants a surmonter leurs difficultés. Difficultés au niveau du
calcul posé car d’apres une étude de Maurel et Sackur (2010), certains éléves font le calcul
dans le sens ou c’est possible’. Par ailleurs, méme s’ils arrivent & placer a bon escient un
couple de retenues, certains éleves interrogés vont parler d’emprunt alors que dans la
soustraction par compensation, on n’emprunte pas une dizaine, on ajoute aux deux nombres
une dizaine pour poursuivre le calcul. Difficultés également en calcul mental car les éléves
vont, d’aprés Butlen et Pézard (2007), s’ils n’ont pas appris a faire autrement, poser
I’opération en colonne ou utiliser systématiquement des techniques qui incitent a calculer en
décomposant canoniquement les deux nombres sans chercher a priori a utiliser d’autres
techniques®.

Le contexte institutionnel et professionnel dans lequel se situe la recherche souléve
donc une question relative a la nature des savoirs a enseigner. Quels répertoires, quelles
propriétés des nombres et des opérations, quelles désignations des nombres introduire surtout
si I’objectif recherché est de développer suivant Artigue (Artigue, 2005) la valence
pragmatique du calcul (calculer vite et bien) et la valence épistémique du calcul (connaitre les
propriétés mathématiques qui interviennent dans ’effectuation d’un calcul). Par ailleurs une
fois ces savoirs identifiés se pose la question de leur enseignement. Est-il possible de
programmer et d’organiser 1’étude en tenant compte de la progressivité des apprentissages,
des conditions et des contraintes de 1’enseignement ordinaire ?

Pour répondre a ce questionnement initial, nous présentons dans une premiére partie le
cadre théorique, la méthodologie et la problématique de la these. Nous donnons par la suite
quelques caractéristiques des pratiques relatives a I’enseignement du calcul soustractif basées
sur I’analyse de manuels et sur I’observation de séances de classe. Dans une troisieme partie,
nous indiquons les grandes lignes de I’ingénierie que nous avons congue pPuiS NOUS revenons
sur les résultats deux expérimentations de I’ingénierie, 1’une propre au calcul mental, 1’autre
visant & introduire la propriété de conservation des écarts. Pour finir nous présentons les
résultats, les limites et les perspectives de la recherche.

CADRE THEORIQUE, METHODOLOGIE ET PROBLEMATIQUE

Références théoriques préalables

Pour préciser notre questionnement, orienter et conduire la recherche, nous nous
sommes placée principalement dans le cadre de la Théorie Anthropologique du Didactique.
Nous avons intégré le concept d’organisation mathématique qui permet selon Chevallard
(1999) de caractériser I’activit¢ mathématique et le concept d’organisation didactique qui
renvoie aux différents moments de 1’étude.

! Trois techniques cohabitent en France. La premiére technique consiste a poser en colonne une addition a trou.
La seconde dite par emprunt est couramment utilisée dans le monde anglo-saxon. Elle s’appuie exclusivement
sur le systéme de numération décimale. La derniére, dite par compensation s’appuie également sur les propriétés
du systeme de numération décimale tout en sollicitant une propriété de la soustraction : la propriété de
conservation des écarts.

2 pour effectuer par exemple 53— 27, ils vont effectuer 7— 3 et trouver 34 a la place de 26.

¥ Une technique basée exclusivement sur la décomposition sera efficace pour effectuer par exemple 53— 21 car
53-21=50-20+3-1 mais problématique pour effectuer le calcul 53— 27 car trois est inférieur a 7.
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Nous avons également utilisé le concept d’organisation mathématique de référence.
L’organisation mathématique de référence selon Bosch et Gascon (2005) permet au
chercheur, pour un sujet donné, ici le calcul soustractif sur les entiers naturels, d’identifier a
partir d’une étude épistémologique et didactique 1’ensemble des savoirs a enseigner. Dans
notre recherche, cette organisation mathématique de référence nous a servi pour concevoir un
dispositif d’enseignement (une organisation de 1’é¢tude) et comme outil d’analyse de
I’existant.

Nous avons aussi emprunté a Robert (2013) les concepts de contrat, d’habitude et de
régularité des pratiques pour étudier les pratiques de trois enseignants de CE2 et le concept de
zone proximale de développement des pratiques pour concevoir une organisation de 1’étude
pas trop eloignée des pratiques de I’« enseignement ordinaire ».

Un autre concept, celui d’ingénierie didactique (Artigue, 2011), nous a servi pour
définir une méthodologie générale de mise a 1’épreuve et d’analyse de I’organisation de
1’é¢tude congue.

Nous présentons maintenant notre méthodologie

Meéthodologie

Pour conduire notre recherche nous avons opté pour la méthodologie suivante :

v Premiére étape : construction de I’organisation mathématique de référence

v' En second lieu : utilisation et mise a I’épreuve de cet outil pour analyser les
pratiques d’enseignants (trois enseignants) et analyser les manuels.

v En troisiéme lieu : utiliser I’étude des manuels et notre connaissance des contrats et
habitudes des trois enseignants avec lesquels nous avions « travaillé » pour nourrir
I’organisation didactique de 1’ingénierie. L organisation mathématique étant elle
fondée sur I’organisation mathématique de référence.

v Pour finir, expérimentation de I’ingénierie dans deux classes avec les enseignants
dont nous connaissions les pratiques pour mettre a 1’épreuve l’ingénierie en
confrontant analyse a priori et analyse a posteriori.

Nous caractérisons maintenant les éléments qui ressortent de 1’étude épistémologique et
didactique qui permet d’élaborer 1’organisation mathématique de référence autour du
calcul soustractif utilisée a plusieurs reprises dans le travail. Elle permettra de formuler la
problématique de la these.

Cette meéthodologie nous a donc conduite a identifier quelques caractéristiques des
pratiques relatives a 1’enseignement du calcul soustractif que nous préciserons avant de
présenter 1’ingénierie en elle-méme.

Organisation mathéematique de reférence autour du calcul soustractif

L’organisation propre au calcul soustractif sur les entiers naturels est fedérée autour de
quatre organisations mathématiques locales :

v' La premiere organisation OM1 regroupe les taches propres a la production de

calcul. Taches qui permettent essenticllement a 1’école élémentaire de modéliser
les situations additives en référence aux travaux de Vergnaud (1990).
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v' La seconde organisation OM2 regroupe les taches qui consistent a associer ou
transformer des représentations sémiotiques. Parmi ces représentations
sémiotiques, nous retenons les écritures arithmétiques, les schémas et les
expressions langagieres. Cette organisation est motivée par OM1 et OM3.

v’ La troisiéme organisation OM3 regroupe les taches qui vont consister a effectuer
un calcul.

v La derniére organisation OM4 est associée a la réécriture de calculs. C’est celle qui
va permettre de montrer quelles sont les propriétés des nombres et des opérations
qui sont mobilisée donc de développer la valence épistémique du calcul au sens
d’Artigue (2005).

En rapport avec notre recherche, nous avons particuli¢rement développé 1’étude de
I’organisation propre a 1’effectuation de calculs (OM3). Nous avons identifié différents types
de taches® et pour chaque type de taches les techniques potentielles en nous référant aux
travaux de Fuson et al.(1997), Carpenter et al.(1998), Klein et al. (1998) et Thompson (1999).
Nous avons regroupé les techniques citées autour de quatre technologies savantes. La
premiere technologie O©pp s’appuie sur la décomposition des deux nombres, la recomposition
d’un nombre, les répertoires additifs et soustractifs, les propriétés de la numération
positionnelle décimale (relation décimale entre les positions et le principe de position), les
propriétés de la soustraction sur N. Elle génére deux techniques de décomposition tip10,
a0y € 1a technique algorithmique de la soustraction par emprunt® . La seconde technologie
Op s’appuie sur les mémes propriétés que la premiére. Elle ne nécessite pas de décomposer
les deux nombres du calcul mais nécessite de décomposer un des deux nombres, en
I’occurrence le nombre a soustraire. Elle génere trois techniques séquentielles tnio, Ta1o€t
nioct. La troisieme technologie ©sou/app s appuie sur la définition de la soustraction comme
opération inverse de I’addition sur les entiers naturels et génere la technique rsou/ADD7. La
derniére technologie ©an s’appuie la propriété de conservation des écarts. Elle génére une
technique de calcul mental tan® et I’algorithme de la soustraction par compensation qui
consiste a ajouter aux deux termes du calcul si, besoin est, un ou plusieurs multiples de dix ou
de cent ou de mille...

* Ces types de taches sont soustraire un nombre a un chiffre (T,_.), un multiple de dix (T.—0), Soustraire un
nombre & deux chiffres (T, q), puis un nombre & trois chiffres (T,-oq)

> Ti010 © technique par décomposition canonique des deux nombres qui consiste a calculer des différences
partielles sur des multiples de 100, de 10, de 1 et a les ajouter.

Exemple : 168 — 23 = (100 + 60 + 8) — (20 + 3) = (100) + (60 — 20) + (8 — 3)

Taotoy - technique par décomposition du premier nombre et décomposition canonique du nombre & soustraire qui
se rapproche de Tg1o.

Exemple : 165 — 27 = (100 4+ 60 + 5) — (20 + 7) = (100) + (50 — 20) + (15 — 7).

6 Tnao - technique séquentielle ol on décompose canoniquement le nombre a soustraire.

Exemple : 125 — 23 = 125 — (20 + 3) = (125 — 20) — 3.

Tat0: technique séquentielle ou on décompose le nombre a soustraire afin d’obtenir des calculs soustractifs
intermédiaires plus simples a effectuer. Exemples : 125 — 27 = 125 — (25 + 2) = (125 —25) —20u 123 —
70 = 123 — (20 + 50) = (123 — 20) — 50.

Tnioc : technique séquentielle ou on remplace le nombre a soustraire b par un multiple de dix ou de cent supérieur
a b et ot on compense le surplus. Exemple : 125 — 47 = (125 — 50) + 3.

! Tsou/app - technique par inversion qui consiste a remplacer une soustraction par une addition a trou. Exemple :
pour calculer125 — 47, on cherche le complément de 47 & 125.

8 Tan: technique par translation qui consiste a ajouter (respectivement soustraire) un méme nombre & chaque
terme du calcul soustractif. Exemple : 125 — 47 = (125 + 3) — (47 + 3).
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Parallelement, nous avons cherché quels ostensifs, objets sensibles permettant
d’évoquer les concepts selon Bosch et Chevallard (1999) pouvaient étre utilisés pour mettre
en avant les différentes fonctions des technologies (expliquer, évaluer, valider, motiver) en
référence a ’article de Castella et Romo Vasquez (2011). En nous basant sur les études de
Teppo et Van den Heuvel-Panhuizen (2014), Ernest (1985), Gravemeijer (1994), Bobis et
Bobis (2005), Van den Heuvel-Panhuizen (2008) nous avons emis plusieurs hypotheses. La
droite numérique vide (DNV) aiderait a visualiser les différentes étapes d’un calcul donc a
expliquer le mode d’emploi des techniques sequentielles. La droite numérique graduée (DNG)
aiderait a visualiser I’écart dans le cadre de la mesure. Les écritures chiffrées (EC) et les
arbres permettant eux de valider toutes les techniques. Le cadre théorique fixe, nous avons
formulé notre problématique.

Problématique de la these

Il s’agit de concevoir et d’évaluer une ingénierie viable dans 1’enseignement ordinaire
qui fédére le calcul mental et le calcul posé autour de deux technologies principales basées sur
la décomposition des nombres (Opp) et la propriété de conservation des écarts (Oan) et qui
introduit un travail de réécriture de calculs (OM4) afin d’expliquer et de valider I’ensemble
des techniques de calcul soustractif.

L’ORGANISATION MATHEMATIQUE DE REFERENCE : OUTIL
D’ANALYSE DES PRATIQUES

Nous avons choisi de nous intéresser a deux collections Outils pour les maths CE1 &
CE2 (2012) et Euro Maths (2001) & CE2 (2012). Pour chaque collection nous avons étudie de
facon minutieuse les manuels de CE1 et de CE2 et les livres du maitre pour repérer les
techniques étudiées, les ostensifs introduits et les éléments de technologie présents. Nous
avons également observé et analysé des séances de calcul mental conduites dans trois classes
de CE2. Nous avons reconstruit a partir du déroulement de chacune d’entre elles, le parcours
cognitif proposé par les enseignants. L’étude des manuels nous donne un premier résultat sur
les liens entre les organisations mathématiques a enseigner.

Liens entre les différentes organisations mathématiques locales (manuels)

La premiére organisation mathématique locale OML1 est liée a la production de calculs.
Avec Outils pour les Maths, les taches proposées sont motivees par des énoncés de problémes
et ne mobilisent que des écritures de la forme a + b et a — b que nous appelons expressions
numériques. Il n’y a pas de production d’écritures de la forme a+b=x,a—b=x,a+x=b
que nous appelons calculs et donc pas d’addition a trou. A I’inverse, les auteurs d’Euro Maths
proposent en premier lieu des jeux, des textes reprenant des jeux, des énoncés de problémes
issus de contextes variés pour amener les éléves a produire des calculs et des représentations a
partir de la droite numérique vide (DNV).

Au niveau de I’effectuation de calculs (OM3), pour Outils pour les Maths, le calcul

mental est exclusivement mental. L’¢léve ne note que le résultat. Il ne cherche pas en utilisant
un papier et un crayon. C’est pourquoi nous n’avons pas relié¢ le calcul mental aux écritures
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chiffrées. Les auteurs d’Euro Maths proposent a 1’éléve de réécrire le calcul (de fagon isolée
cependant) quand celui-ci se préte a I’utilisation de la technique séquentielle Tnjo.

Autre élément important qui n’apparait pas sur le schéma présenté a la figure 1, la
propriété de conservation des écarts a un réel statut dans Euro Math et permet d’introduire
sans véritablement I’installer® une technique que les auteurs nomment technique & la russe qui
est basée sur cette propriéte.

Les liens entre les différentes organisations sont mis en évidence sur le schéma suivant :

Outils pour les Maths CE1 & CE2 (2012) Euro Maths CE1 (2001) & CE2 (2012)
OM1 (a + b, a — b)) OMl (a+b=x,a—b=x,a+x=0>b)
A partir d’énoncés de problemes o A A paytir de jeux, de textes reprenant les jeux e m
7 A pagtir d’énoncés de problémese A m
y & :
// . ¥
‘om2 om3 I om2 om3
L2 mental o v mental o
Schéma EC .
EC <l ) DNV h. posé A ,
pose A :ecrlt non posé m
om4 L
Légende eo: calcul mental; A : calcul posé en colonne; m: calcul en ligne ;
fleche en pointillé : correspondance surtout présente en CE1; fleches pleines (CE1&CE2)

Figurel : liens entre les différentes organisations mathématiques
Outils pour les Maths CE1 & CE2 (2012) et Euro Maths CE1 (2001) & CE2 (2012)

Pour compléter cette étude sur les organisations mathématiques a priori enseignées
dans les classes, nous présentons ci-aprés les éléments prélevés suite aux observations
conduites dans trois classes de CE2.

Eléments prélevés suite aux observations (classes)

La valence pragmatique du calcul est prédominante dans le sens ou les enseignants
cherchent avant tout a ce que les éléves calculent vite et bien. Les corrections étant la surtout
pour valider les résultats. Peu de synthéses autour des techniques sont mises en place. Par
ailleurs, dans les séances de calcul mental que nous avons observées, les enseignants
proposaient des séries de calcul pour s’entrainer a soustraire un nombre a un chiffre,
soustraire des multiples de dix, soustraire un nombre a deux chiffres, donc des taches non
isolées et toutes d’un méme type. Le travail en calcul mental vu qu’il était conduit
essentiellement a ’oral, ne facilitait pas la réécriture de calcul. Sur I’ensemble des techniques

enseignées, on ne retrouvait pas de technique s’appuyant sur la propriété de conservation des

% Peu de tAches permettant de travailler la technique sont proposées. Le seul moment de I’étude présent est celui
de la premiére rencontre.
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écarts. Un dernier point : les enseignants alors qu’ils n’étaient pas demandeurs initialement
d’un autre projet d’enseignement ont accepté dans un premier temps de mettre en ceuvre des
scénarios que nous leurs avions proposé (entre autres sur la propriété de conservation des
écarts) et dans un second temps d’expérimenter 1’ingénierie que nous présentons dans le
paragraphe suivant.

PRESENTATION DE L’ INGENIERIE

Rappelons que I’ingénierie vise 1’explicitation des éléments technologico théoriques et
a agréger les organisations mathématiques locales pour permettre aux éléves de calculer vite
et bien (en calcul mental et en calcul posé en colonne), de faire preuve de flexibilité et
d’adaptabilité et de donner du sens a ce qu’ils font (valence épistémique du calcul). Par
ailleurs, elle s’appuie sur les pratiques des enseignants A, B et C avec ’objectif de les
modifier sans chercher a les bouleverser.

Le tableau suivant montre les grandes lignes de 1’ingénierie :

Evaluation initiale
EC-DNV
OM3 e || o560
| | | | Effectuer un_ il T DI:_RIR];D
OM2 OM4 calcul soustractif, G
. Alp EXPLIQUER
d_&cnre 1?. i Temo Tcowv JUSTIFIER
techmque utilisée
EC-DNV
OM1 -
Donner du sens 3 i © anpsovs
la notion d*écart Vo=l DECRIRE
-
| o3 | | OoM2 | de différence et T Tat >=b EXPLIQUER
de complément i EVALUER
oMl EC- DNG
Découvrir, T prod.cal,
~| OM?2 H OM4 |~ utilizer la Tan O ay
propriété de T DECRIRE
OM3 conservation des = EXPLIQUER
ecarts
EC- DNV
ChE) Mobiliser les :1010
differentes Ta-p A ©pOpp
OM2 OM4 : .
| | | | techniques 1 O .y
enseignées T¥10c DECRIRE
Taw EVALUER
OM3 Découvrir et EC- Tableau
utiliser Ty TALG ©
I"algorithme AN
DECRIRE
EXPLIQUER
Evaluation finale VALIDER
Légende : Sur chague ligne, de gauche G droite, on peut lire les différentes organisations
mathematiques mobilisées, le bloc d°enseignement concerné, les types de tdches, les fechnologies
et les ostensifs.

Figure 2 : présentation de l’'ingénierie (these, page 210)
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Le tableau se lit verticalement et horizontalement. Verticalement, il permet de voir que
la mise en place de I’ingénieric a été précédée de la mise en place d’une évaluation initiale et
suivie d’une évaluation finale pour mesurer les effets de 1’ingénierie sur les apprentissages des
éleves. Il montre comment I’étude a été découpée et programmée autour de cing blocs
d’enseignement (présentes dans la seconde colonne). Le dernier bloc visant I’introduction de
I’algorithme de la soustraction posée basée sur la propriété¢ de conservation des écarts. Le
premier et I’avant dernier étant axés sur ’enseignement du calcul mental. Le deuxieme et le
troisieme visant a donner du sens a la notion d’écart, de différence et de compléments et le
troisieme a découvrir et utiliser la propriété de conservation des écarts. Il révele comment les
blocs sont imbriqués les uns aux autres. Horizontalement, nous allons détailler dans les
paragraphes suivant la lecture correspondant au premier et au troisiéme bloc d’enseignement.

Descriptions et analyses relatives aux types de taches T, et T,

Les moments liés a 1’étude des deux types de taches, soustraire un nombre inférieur a
dix (T,—o) et soustraire un multiple de dix (T.—0) correspondent a des moments de reprise au
sens de Larguier (2009) car les éleves ont déja rencontré ces types de taches. Il s’agit alors de
ne pas reprendre totalement 1’étude du théme et de s’efforcer de faire apparaitre le nouveau a
¢tudier par rapport a I’ancien.

Les objectifs sont d’associer a un travail d’effectuation de calculs, un travail sur les
représentations sémiotiques et sur la récriture, de limiter, voire mettre en défaut 1’utilisation
d’une technique basée sur le comptage et pour finir, d’expliciter les éléments technologico-
théoriques se référant aux technologies Opp et Op en décrivant, expliquant et justifiant la mise
en ceuvre de chaque technique aux moyens des ostensifs droite numérique (DNV) et écritures
chiffrées (EC).

La mise en scéne choisie est directement inspirée d’une pratique d’un enseignant.
Trois séries de quatre calculs sont donnés a chercher individuellement. Entre deux séries, un
temps de restitution face au groupe classe est programmé. Pour chaque série, la consigne
donnée aux éleves doit les amener a trouver le résultat du calcul et a décrire la technique
qu’ils choisissent de mettre en ceuvre.

Sur une série de quatre calculs (exemple: 48 —5; 59 — 2; 328 — 6; 70 — 6 ) nous
faisons en sortes d’assortir les trois premiers au sens de Genestoux (2002). C’est ainsi, que
dans I’exemple proposé, pour les trois premiers calculs, le nombre a soustraire est
volontairement inférieur au chiffre des unités du nombre auquel on soustrait. La technique
71010 €St donc applicable alors que pour le dernier calcul, elle ne ’est pas. La présence de ce
quatrieme calcul doit amener 1’éléve a evaluer 1.

Description et analyse relative a la rencontre de la conservation des écarts

Cette séquence d’enseignement correspond au moment de rencontre avec la propriété
de conservation des écarts, rencontre et non reprise car les éléves n’ont pas étudié cette
propriété en CEL.

L’objectif principal est de proposer une rencontre dans le cadre d’une activit¢ de

mesurage avec un travail de production de calcul et de prolonger cette rencontre par un travail
numérique qui va mobiliser la réécriture des calculs.
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Situation de mesurage et de réécriture

L’activité de mesurage consiste a mesurer une bandelette a différents endroits de la
régle graduée, a donner cette mesure sous la forme d’un calcul soustractif (en lien avec un
travail effectué avec la regle cassee dans une séquence antérieure) puis a comparer les
résultats obtenus.

Dans le prolongement, un calcul est proposé : 43 — 18. L’él¢ve est invité a trouver
parmi 43 — 8, 53 — 20 et 55 — 20 les expressions numeériques équivalentes sans effectuer de
calculs.

Analyse a priori

Au vu du travail engagé au préalable sur la notion d’écart, chaque éléve doit étre
capable de produire un calcul soustractif pour mesurer la bandelette a différents endroits de la
regle graduée. Les techniques envisageées pour comparer les résultats obtenus peuvent
consister a effectuer le calcul, réécrire le calcul, conclure par référence a la manipulation
(translation de la bandelette). Pour la recherche d’expressions équivalentes, nous envisageons
le fait que les éléves s’engagent dans un travail de réécriture et utilisent « indirectement » les
techniques qu’ils connaissent :

53 -18 =53 —-10—8 =43 — 8 (Tn10)

53—-18 = (53 -10) — (18 — 10) = 43 — 8 (1aN)
53 —-18 =53 —-20+ 2 = 55— 20 (Tn100)
53-18 =(53+2) — (18 + 2) = 55 — 20 (1an)

EXPERIMENTATION ET ANALYSES DE L’INGENIERIE

Les expérimentations ont eu lieu dans les classes A et B, de novembre 2015 a janvier
2016. Les enseignants n’avaient pas du tout abordé le calcul soustractif. Ils avaient travaillé
sur le calcul additif et la numération (lecture, écriture et décomposition des nombres). Les
séquences se sont enchainées, sept séquences de deux voire trois séances de 45 minutes
chacune. Les données dont nous disposons sont les productions des éleves, les
enregistrements vidéo d’une a deux séances par semaine dans chaque classe. La méthode a
consister a analyser, pour les différentes organisations mathématiques ponctuelles, les
différents moments (rencontre ou reprise, travail de la technique, construction du bloc
technologico théorique) et de confronter analyse a priori et analyse a posteriori. Nous
présentons ci-apres les résultats relatifs aux types de taches présentées précedemment

Expérimentation et analyses relatives aux types de taches T, et T,

Trois points essentiels ressortent suite a 1’analyse des données :

v" Les situations ont amené les éléves a choisir une technique adaptée au calcul qu’ils
avaient a effectuer et a décrire la technique mise en ceuvre (utilisation des écritures
chiffrées, éventuellement de la droite numérique vide).

v Les synthéses sous forme de cours dialogués (Hersant, 2004) entre les séries de
calculs ont permis dans les deux classes d’expliquer, valider et évaluer chaque
technique et de transposer les éléments théoriques présents dans les différents scénarii.
Le cours dialogué se caractérise par le fait que I’enseignant rebondit a partir d’une
proposition d’¢éléve pour introduire le savoir visé. Il n’y a pas d’interaction des éleves.
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Ce ne sont pas eux, par exemple qui sont amenés a valider ou évaluer la technique
proposée par un camarade.

v' Les taches qui consistent a soustraire un multiple de dix (de type Ta—o0) posent des
difficultés (ex : 437- 50) alors que les tdches comme soustraire un nombre inférieur a
10 (de type Ta—0) ont montré que les €léves s’étaient mis a décrire leurs techniques et
surtout a utiliser a bon escient et avec efficacité tajoet Tnioc. L’ utilisation de la droite
numérique vide (DNV) peut faire écran a I’effectuation du calcul. Elle permet a
I’¢léve de s’engager dans un calcul, de le commencer sans lui permettre de le mener
jusqu’au bout. En ce sens elle fait illusion, écran.

Expérimentation et analyses relatives a la rencontre de la conservation des écarts

Nous analysons la rencontre de la conservation des écarts dans le cadre de I’activité de
mesurage avant d’aborder les effets du travail de réécriture sur les techniques des éleves.

Situation de mesurage

Comme attendu, les éléves se sont impliqués dans la tache de mesurage et ont tous produit
un calcul soustractif pour mesurer la bandelette. En ce qui concerne I’interprétation des
résultats :

v Environ la moitié des groupes (13 bindmes sur 24) justifient 1’égalité entre les calculs

en effectuant ceux- ci
Les trois calculs sont-ils égaux ?
Pourquoi ? VU

Figure 3 : production d’un binéme mettant en évidence l’égalité en calculant

v"Un quart des groupes (13 bindbmes sur 24) interpréte les résultats en se référant a
I’expérience, en indiquant que le fait de translater la bandelette n’a pas d’incidence sur
sa longueur.

Les trois caleuls sont-ils égaux ?

Pourquoi ?

Figure 4 : production d’un binéme mettant en évidence [’'invariance par translation

On constate que la taille des bandelettes et 1’utilisation d’un double décimétre ne permet pas
de produire des calculs qui nécessitent vraiment de la réécriture. Les éléves peuvent comparer
directement. Il aurait fallu utiliser des bandelettes de taille plus grande et utiliser un métre.
Nous avons été piégée par le milieu matériel. Dans ce milieu, les éleves peuvent comparer
directement. La translation de la bandelette, quant a elle, et c’est une limite de la situation,
n’engage pas 1’éleéve a réécrire les calculs.

Au niveau de la construction du bloc technologico théorique, dans une des classes,

I’enseignant utilise un schéma extrait de la proposition de scénario et montre que le nombre
ajouté aux deux termes de la différence correspond a la valeur de la translation.
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Figure 5 : schéma extrait du scénario mettant en avant [’invariance par translation

En s’appuyant sur le schéma, 1’enseignant formule avec ostension la propriété de conservation
des écarts appliquée a cet exemple « Si j’avance de deux-1a, j’avance de deux-la donc je peux
écrire que douze moins huit égal quatorze moins dix ». Le travail de réécriture est amené par
la suite.

Situation de réécriture d’expressions numériques

La consigne formulée oralement face au groupe classe est la suivante : « Vous avez

une étiquette sur laquelle est écrit 53 — 18. Je veux qu ‘un enfant aille me placer une étiquette
dont le résultat serait le méme que celui-la. Je ne veux pas de calculs. On évite de calculer.
Cela a un lien avec ce qu’on vient de faire juste avant. »
La consigne est claire. Elle précise bien les attentes de I’enseignant sur le plan cognitif :
I’éléve ne doit pas calculer pour trouver une expression numérique équivalente a 53-18. Elle
est trop fermée dans le sens ou un seul type de réécriture, celui qui met en jeu la propriété de
conservation des €carts est attendue en lien avec ce qui vient d’étre fait juste avant.

Suite a cette consigne, spontanément, un éleve propose de placer 1’étiquette sur
laquelle est écrit 43 — 8. L’enseignant sans plus attendre lui demande comment il a fait pour
« passer » de cinquante-trois a quarante-trois. C’est un autre éléve qui indique qu’il a
« enlevé » une dizaine. Ce a quoi, ’enseignant sans plus attendre répond :

«J’ai enlevé le méme nombre aux deux termes. J'ai enlevé dix a chaque fois. Est-ce
que j ai eu besoin de faire le calcul ? Non, je sais que le résultat est le méme a chaque fois. »

Cet échange permet a ’enseignant d’expliquer comment on applique la conservation
des écarts pour comparer deux expressions numeériques sans avoir a les calculer. Au cours des
¢échanges non retranscrits ici, 1’enseignant motivera 1’utilisation de cette technique en
demandant aux éleves quelle(s) expression(s) ils choisiraient pour effectuer facilement un des
calculs suivants 53 — 18,43 — 8 et 55 — 20.

Cette situation permet aux éleves de s’engager dans un travail de réécriture avec 1’aide de
I’enseignant. Un prolongement pourrait étre de rechercher une situation permettant aux
¢léeves de prendre davantage d’initiatives et de formuler eux-mémes la conservation des
écarts.

RESULTATS DE LA RECHERCHE

Notre premier résultat est relatif a 1’organisation mathématique de référence autour du
calcul soustractif sur les entiers naturels. Celle-ci s’est avéré opérationnelle comme filtre
d’analyse d’¢léments de pratiques (manuels, pratiques effectives) et comme cadre de la
conception d’ingénierie.
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Dans les manuels étudiés, nous avons noté peu ou pas de prise en compte de la
dimension technologique et une faible articulation entre calcul mental et calcul posé. Par
ailleurs, le choix des techniques a enseigner en calcul mental n’est pas toujours argumenté. La
réécriture des calculs pour justifier les techniques est parfois absente.

Dans les classes observées, les enseignants en privilégiant un travail exclusivement
oral cherchent a développer la valence pragmatique (calculer vite et bien) sans mettre en avant
les propriétés des nombres et des opérations qui interviennent. Des éléves utilisent alors
systématiquement 1’'usage du comptage ou des techniques « posées ». L’utilisation d’ostensifs
comme les écritures chiffrées et la droite numérique ne semble pas ancrée dans les pratiques
usuelles de I’école primaire.

Dans ce contexte, nous avons noté les effets positifs d’un travail régulier et progressif
a partir des écritures arithmétiques sur les apprentissages des éléves. L’analyse des
productions de 1’évaluation finale montre que plus des trois quarts des éléves (dans les deux
classes confondues) arrivent a indiquer avec précision le mode d’emploi de la technique qu’ils
mettent en ceuvre. De plus, les réponses justes sont plus nombreuses qu’a 1’évaluation initiale
comme le montre le tableau suivant .

421-3 235-6 203-10 463-90 31-29 63-17
ED:24/48 | EF: 30/48 ] ] EF:27/48 EF: 28/48
ED:20/48 | EF:38/48 ED:17/48 | EF:
27/48

Figure 6 : résultats aux évaluations diagnostiques et finales (48 productions au total)

Aux évaluations diagnostiques (ED), pour effectuer le calcul 421 — 3, uniquement la
moitié des éleves réussissaient le calcul et parmi eux beaucoup décomptaient de un en un
alors qu’aux évaluations finales (EF) pour effectuer le calcul 235 — 6 la plupart des éleves
arrivent @ montrer au moyen des écritures chiffrées ou d’un schéma avec appui sur la droite
numérique vide (DNV) qu’ils effectuent 236 — 5 — 1 (utilisation de 7ta10). De la méme
maniére la technique pour effectuer 203 — 10 a évoluée (moins de décomptage de un en un)
et consiste maintenant & soustraire une dizaine a vingt dizaines puis a convertir 19 dizaines en
unités (tconv) et enfin a calculer 190 + 3 ou a effectuer 203 — 3 — 7 (utilisation de Tai0). Un
autre calcul est beaucoup mieux réussi, celui de 31 — 29 . Les éleves font maintenant preuve
de flexibilité et d’adaptabilit¢é en passant par une addition a trou (29+..=31) ou une
technique par compensation (31 —29 =31—-30 + 1) ou encore une technique par
translation (31 — 29 = 32 — 30).

LIMITES ET PERSPECTIVES DE LA RECHERCHE

Méme si I’ingénierie construite et mise en ceuvre dans deux classes de CE2 a eu des
effets globalement positifs sur les compétences des éléves en calcul soustractif, il nous semble
important de revenir sur ce qu’elle n’a pas permis d’atteindre, pour engager quelques pistes de
réflexion et ouvrir des perspectives ...
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Pas assez de différenciation pédagogique, pas assez de potentiel adidactique pour certaines
situations

Le travail régulier et progressif sur les écritures numériques méme s’il s’est avéré
« porteur » pour la majorité des éléves n’a pas été convaincant pour permettre a un tiers des
¢léves de progresser et d’arriver a calculer en ligne a — b avec b nombre a deux chiffres.
L’introduction de I’ostensif droite numérique, méme s’il permet de visualiser les étapes d’un
calcul, n’aide pas 1’éléve a effectuer le calcul a proprement parler. De méme, le fait d’explorer
d’emblée plusieurs techniques, avant de stabiliser ’'usage de certaines d’entre elles, n’est pas
forcement bénéfique pour tous les éléves. Autre limite, la situation proposée autour du
mesurage et de la réécriture de calculs pour introduire la conservation des écarts était trop
fermée et laissait peu d’initiatives aux €léves.

Des pistes de réflexion, des perspectives...

Ce travail de thése n’est qu’un début. La question soulevée par I’utilisation de la droite
numeérique est a approfondir au vu de I’obstacle soulevé par son utilisation pour effectuer des
taches comme soustraire un multiple de dix. Obstacle que nous avons essayé de formuler en
évoquant «un écran a I’effectuation de calculs ». Nous aimerions également approfondir la
question de I’utilisation de la propriété de conservation des écarts aux cycle 3 et 4 pour
résoudre des equations. Cette propriété est-elle explicitée et mise en relation avec le travail
effectué autour de 1’algorithme de la soustraction posée.

Le travail collaboratif enseignants-chercheur réalisé pour la thése est plus présent qu’il
n’y parait méme s’il reste a I’analyser et le formaliser avec d’autres outils théoriques avant
d’engager un travail sur le méme théme avec un autre groupe d’enseignants. Nous pensons a
un groupe IREM ou a un Léa, ce qui permettrait d’avoir des temps de rencontre et de
formation, des conditions matérielles qui faciliteraient la collaboration, et ouvrirait
éventuellement le groupe a d’autres chercheurs.
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Résumé

Ce texte rend compte d’une thése dont I’enjeu principal est d’appréhender les mathématiques
a D’ceuvre dans le contexte de la formation professionnelle spécialisée que bon nombre
d’¢éleves de I’enseignement spécialisé rejoignent au terme de leur scolarité obligatoire. Menée
a I’interne d’un systéme par 1’un de ses acteurs, en ayant recours a un instrument de recherche
original : la narration (Groupe ddmes, 2012), la these vient questionner, sous divers aspects,
les trois champs qu’elle a mis en étroite connexion : ’enseignement spécialisé, la formation
professionnelle spécialisée et la didactique des mathématiques. L’un des résultats les plus
probants de la these est la caractérisation du rapport a I’ignorance que 1’enseignant entretient a
I’égard des interactions, I’invitant a un jeu avec I’enseigné qui alterne recherche de
significations et recherche de contréles.

Mots clés

Formation professionnelle spécialisée - enseignement spécialisé - didactique des
mathématiques - proportionnalité - mesures - narration - rapport de 1’enseignant a 1’ignorance
- jeu

PREAMBULE

Avant toutes choses, je tiens a remercier chaleureusement les organisateurs du séminaire
national de ’ARDM 2017 - Christine Chambris et Thomas Barrier - de m’y avoir invité. J’y
étais déja venu en 2003 avec des collegues suisses pour présenter les travaux du groupe de
recherche ddmes® (Conne & al., 2004) que nous avons fondé en 1998 avec Francois Conne,
mais je n’y ai plus jamais participé depuis. C’est donc a la fois pour moi un grand plaisir et un
bel honneur de m’y retrouver une quinzaine d’années plus tard pour y rendre compte de mon
travail de thése.

L’introduction permettra de définir brievement ce qu’il faut comprendre, lorsque je parle
d’enseignement spécialisé, de formation professionnelle initiale et de formation
professionnelle spécialisée, étant donné que ces termes recouvrent, déja en Suisse, des réalités
sensiblement différentes lorsque 1’on passe d’un canton a I’autre et qu’ils ne correspondent
assurément pas non plus a ce qu’on a coutume d’y entendre en France.

! Le groupe ddmes (didactique des mathématiques dans I'enseignement spécialisé) est subventionné par I'AVOP
(Association vaudoise des organismes privés pour personnes en difficulté) : http://www.avop.ch.
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La premiére partie visera a préciser 1’origine et les enjeux de mon travail de thése, a présenter
le contexte dans lequel elle a eu lieu et le dispositif de recherche que j’ai congu pour en
assurer la réalisation, ainsi que le cadre théorique que j’ai construit pour fonder mes analyses.
Il s’agira ici de montrer comment je m’y suis pris pour appréhender les mathématiques qui
sont & I’ceuvre dans la formation professionnelle spécialisée.

Suivant le cadre théorique établi, je présenterai dans la seconde partie les résultats de mes
analyses selon trois niveaux d’appréhension : le niveau de I’institution, le niveau des
investissements de savoirs et le niveau des interactions de connaissances (Conne, 2003). Il
s’agira l1a de restituer ce que j’ai compris des mathématiques a I’ceuvre dans la formation
professionnelle spécialisée.

Enfin, conformément au titre de 1’exposé : « Que peuvent bien nous apprendre les
mathématiques que font les éleves de I'enseignement spécialisé une fois qu'ils ont terminé
I'école ? », la conclusion déclinera les perspectives que cette étude augure pour la formation
professionnelle spécialisée, I’enseignement spécialisé et la didactique des mathématiques.

INTRODUCTION

Enseignement spécialisé

Tout au long de I’exposé, je considérerai 1’enseignement spécialisé (Es) comme 1’ensemble
des classes qui rassemblent : « les enfants et adolescents qui, en raison d’une maladie ou d’un
handicap mental, psychique, physique, sensoriel ou instrumental?, ne peuvent suivre tout ou
partie de I’enseignement ordinaire » (Ogay, 2010, p.238).

Ecole ordinaire (Eo)

Enseignement spécialisé (Es)

Univers homogéne
Etablissements scolaires
Normes (inter)cantonales

Univers composite
Institutions spécialisées
Spécificités locales

Organisation verticale marquée
Cycles d’enseignement uniformes et filicres
Plans d’études officiels

Moyens d’enseignement obligatoires

Organisation verticale floue

Organisations spécifiques a chaque institution
Projets individualisés

Moyens d’enseignement a choix

Etablissement
Organisation en « classes »
Enseignants seuls face a la classe

Visée prioritairement pédagogique et didactique

Institution

Organisation en « lieux »

Equipes d’intervenants : enseignants, éducateurs,
psychologues

Visées pédagogique et didactique, éducative et
thérapeutique

Eleves
Statut d’¢éleve permanent

Importance donnée au groupe-classe et & son
potentiel

Paliers de progression endogénes

Sujets

Statut d’¢léve intermittent

Importance donnée au sujet et prise en compte de
ses difficultés

Paliers de progression endogénes et exogénes
(visant la réintégration en Eo)

Tableau n°1 - Divers contrastes entre école ordinaire et enseignement spécialiseé

en difficulté, mais dont les causes des difficultés ne sont pas clairement identifiées.
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Si certaines de ces classes sont intégrées dans les établissements de 1’école ordinaire (Eo), une
grande majorité d’entre elles résident dans des institutions spécialisées, définies autour du
traitement spécifique d’un ou de plusieurs handicaps®.

Dans le canton de Vaud, I’Es constitue une entité officiellement reconnue depuis la création,
en 1971, du Service de 1’enseignement spécialisé (SES) qui a été rattaché au Département de
la prévoyance sociale et des assurances (DPSA). Il s’agit d’un univers composite, difficile a
appréhender dans son ensemble. Au sein du groupe ddmes (Conne, 2004a), nous avons
pourtant pris pour habitude de considérer I’Es comme un tout singulier®, en le contrastant
selon différents aspects (cf. tableau n°1) vis-a-vis de I’Eo.

Formation professionnelle initiale

A la fin de 1’école obligatoire - soit entre quinze et seize ans - deux grandes voies de
formation s’ouvrent® en Suisse aux éléves qui terminent leur cursus scolaire : celle de la
formation professionnelle initiale qui offre un accés direct au monde du travail et celle des
écoles d’enseignement général qui débouche sur les hautes écoles et IPuniversité® (cf. figure
n°1). Ces deux voies forment ce qu’on appelle le secondaire Il (le secondaire Il faisant suite
au secondaire I, d’une durée de trois ans, qui succéde a I’école primaire dans le cadre de la
scolarité obligatoire).

Formation continue # Postdiplomes ES # Certificate of Advanced # Diploma of Advanced ® Master of Advanced

i Studies CAS Studies DAS Studies MAS

ACTIVITE PROFESSIONNELLE

# Doctorat (PhD)

# Différents # Master HES # Master HEP # Master HEU
diplomes et
ftesiations % Diplome fédéral DF % Diplome ES 8 BachelorHES | % BachelorHEP | % Bachelor HEU
R Bravet fidéral BE Hautes écoles Hautes écoles Hautes écoles
Ecoles supéri ES spécialisées HES pédagogiques HEP | universitaires HEU
Formations/ Formation professionnelle supérieure Hautes écoles
cours spécialisés

ACTIVITE PROFESSIONNELLE / FORMATIONS PREPARATOIRES / PASSERELLES

# Maturité professionnelle # Maturité spécialisée # Maturité gymnasiale

# Attestation fédérale de % Certificat fédéral de # Certificat de culture générale
formation professionnelle AFP |  capacité CFC

|1 3NepUOIAS

Stages / séjours Entreprises formatrices
linguisti Ecoles a plein temps: écoles de métiers et de commerce | Ecoles de culture générale Ecoles de maturité gymnasiale

Formation professionnelle initiale Ecoles denseignement général

FILIERES DE TRANSITION

Ecole obligatoire

Figure n°1 - Le systéeme de la formation professionnelle en Suisse (CSFO, 2018)

| anepuolag

¥ Dans cette perspective, échappent donc a I’Es toutes les classes de I’Eo - elles sont de plus en plus nombreuses
de nos jours - qui intégrent ou incluent, a temps partiel ou a temps plein, des éléves qui relévent de I’Es.

* Relevons a ce propos qu’en Suisse, en 2012, on comptait au terme de I’école obligatoire, 4,7% de I’ensemble
des €leéves scolarisés (soit environ 3600 éléves) qui provenaient de I’Es (OFS, 2016).

> Durant ces derniéres années, diverses filiéres de transition se sont développées pour accueillir des éléves qui ne
peuvent accéder directement a I’une ou I’autre de ces voies. Dans le canton de Vaud, ces filiéres accueillaient
le 6 % des éleves en 1991 ; en 2015, il y en a maintenant 27 % qui y recourent (Mabillard & al., 2016). Pour
bon nombre d’éleves, ’entrée effective dans le secondaire II se réalise en conséquence beaucoup plus
difficilement qu’auparavant.

® Le systétme comprend toute une série de passerelles (absentes du schéma) devant permettre, plus ou moins
facilement selon les cas, de passer d’une voie a I’autre.
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La formation professionnelle initiale, appelée aussi « apprentissage » en Suisse, recoupe deux
cent cinquante métiers (Antille & al., 2011). Environ deux tiers des jeunes du secondaire Il se
retrouvent dans cette voie de formation qui permet une entrée rapide - apres deux, trois ou
quatre ans de formation - dans le monde du travail (Mabillard & al., op.cit.).

L’apprentissage peut s’effectuer de deux manicres, soit en entreprise, soit en école
professionnelle :

e dans la formation en entreprise (on parle volontiers de formation duale), les jeunes
cherchent une place d’apprentissage, postulent et sont sélectionnés sur la base d’un
dossier de candidature et/ou d’un entretien d’embauche. Ils signent un contrat
d’apprentissage avec leur employeur et sont directement intégrés dans le monde du
travail. Durant leur formation qui dure de trois a quatre ans, ils recoivent un salaire et ont
au minimum cing semaines de vacances par an. Un a deux jours par semaine, ils suivent
des cours dans une école professionnelle ou ils apprennent les bases théoriques de leur
futur métier et améliorent leur culture générale. Des cours interentreprises, placés sous la
responsabilité des organisations faitiéres relatives a chaque profession, traitent certains
aspects centraux du métier pour compléter la formation.

e dans la formation en école professionnelle, les jeunes s’inscrivent aupres de 1’école
concernée et sont sélectionnés sur la base d’un test d’admission. La formation est de
méme durée que la voie correspondante en entreprise, mais les apprentis conservent un
statut d’¢leve : ils bénéficient d’horaires et de vacances scolaires et ne touchent pas de
salaire. lls suivent des cours théoriques et pratiques et font des stages en entreprise. La
formation en école professionnelle n’existe pas pour I’ensemble des métiers de la
formation professionnelle initiale. (Antille & al., op.cit.)

Ces deux voies de formation aboutissent a un méme dipléme : le certificat fédéral de capacité
(CFC) qui permet d’entrer directement dans le monde professionnel.

Dans quelque cinquante métiers, il est également possible d’entreprendre un apprentissage en
entreprise de complexité moindre qui débouche lui aussi sur un dipldme reconnu au plan
fédéral : I’attestation fédérale de formation professionnelle (AFP). La durée de la formation
est réduite a deux ans et les exigences au niveau de la pratique et des cours sont moins
élevées. L’ AFP permet également d’entrer directement dans le monde professionnel (voire de
poursuivre la formation pour obtenir un CFC).

Formation professionnelle spécialisée

Pour des raisons diverses (que je ne développerai pas ici), certains jeunes arrivés au terme de
leur scolarité ne peuvent accéder a la formation professionnelle initiale, méme apres étre
passes par des filieres de transition. C’est le cas d’une partie des éléves ayant accompli,
partiellement ou intégralement, leur scolarité obligatoire dans I’Es. Dans les cantons de Suisse
romande, on trouve donc des structures - des centres de formation professionnelle spécialisés
ou centres de formation professionnelle et sociale - qui se sont spécialisées pour accompagner
ces jeunes, afin de leur permettre, malgré tout, d’accomplir une formation professionnelle
initiale et d’entrer ensuite dans le monde du travail. Ces centres sont financés par 1’assurance
invalidité” (Al).

" En Suisse, I’invalidité est une notion qui comprend trois éléments (Imperiale & Lepori, 2013) : un élément
médical (atteinte a la santé physique ou psychique), un élément économique (limitation de gain & moyen et a
long terme) et un élément causal (rapport entre I’atteinte a la santé et la limitation de gains). Pour accomplir
sa formation dans un centre, un jeune doit donc répondre a ces critéres. C’est I’Al qui tout a la fois lui en
donne I’autorisation, suit sa progression, procéde de cas en cas a I’interruption de cette formation et veille a
terme a son insertion dans le monde du travail.
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Les formations réalisées en centre débouchent majoritairement sur des AFP, bien plus
rarement sur des CFC. Par ailleurs, les apprentis qui ne peuvent ni concourir a I’AFP, ni au
CFC, obtiennent au terme de leur formation une attestation de formation pratique (AFPra) qui
devrait également leur permettre d’intégrer le marché du travail, mais le plus souvent au sein
d’une structure a caractére social (une entreprise sociale ou un atelier protégé).

A D’image de la place prise par I’Es au sein de la scolarité obligatoire, la formation
professionnelle spécialisée (Fps) constitue un autre univers composite, formé de ces
différentes structures financées par 1’Al, destinées a tous ces jeunes qui ne peuvent suivre une
formation professionnelle initiale dans une entreprise ou en école professionnelle.

APPREHENDER LES MATHEMATIQUES ET LEUR FONCTIONNEMENT
DANS LA FORMATION PROFESSIONNELLE SPECIALISEE

Origines et enjeux de la thése

La thése est a considérer comme le produit d’une continuité et d’une rupture : une continuité
dans les travaux du groupe ddmes et dans ceux que j’ai déja menés, en didactique des
mathématiques (ddm), dans le contexte de I’Es ; une rupture dans mon parcours
professionnel® me conduisant & découvrir le monde de la Fps qui m’était entiérement inconnu®
jusqu’alors. Elle vise a répondre, au moins partiellement, a la question suivante : « Au terme
de [l’école obligatoire, que se passe-t-il, du point de vue des mathématiques, de leur
enseignement et de leur apprentissage, pour les éleves qui ont passé tout ou partie de leur
scolarité dans I’Es ? ».

La thése reléve en outre d’un triple enjeu :

e explorer le terrain de la Fps a 1’aide des outils théoriques de la ddm et de son approche
systémique fondée sur I’examen des savoirs, pour problématiser, voire éclairer les
pratiques des mathématiques qui y sont a I’ceuvre ;

e informer I’Es des pratiques mathématiques effectives que 1’on rencontre sur le terrain de
la Fps, pour susciter un questionnement autour des représentations que 1’on s’en fait et
envisager des ouvertures ;

e confronter les concepts de la ddm au terrain de la Fps pour en éprouver la pertinence ;
le cas échéant, en développer de nouveaux, plus propices a la compréhension des
phénomeénes didactiques et 1’appréhension du fonctionnement des savoirs au coeur des
interactions.

Contexte de recherche

Le contexte de recherche est le Centre de Formation Professionnelle et Sociale du Chateau de
Seedorf, sis a Noreaz, dans le canton de Fribourg (CH). Ce centre accueille quelques huitante
(de nonante & cent, durant la réalisation de la thése) apprenties®® agées de seize a vingt-cing

® Aprés avoir travaillé pendant une quinzaine d’années en tant qu’enseignant spécialisé dans un centre
thérapeutique de jour et un peu plus de dix ans a la formation en ddm des enseignants spécialisés, j’ai rejoint,
en 2009, le monde de la Fps. L’idée d’y réaliser une thése n’était pas encore présente, mais la belle aventure
que j’ai vécue dans ce nouveau contexte m’a peu a peu convaincu qu’il valait vraiment la peine de me mettre
a I’ouvrage...

% La chose n’est pas banale en soi, si I’on considére que la plupart des travaux qui sont menés en ddm se réalisent
dans des contextes connus et éprouvés des chercheurs qui ont déja fréquenté, que ce soit en tant qu’éléve ou
comme enseignant, le contexte sur lequel porte leur étude.

10 putiliserai le féminin tout au long du texte, dans la mesure ou, pour des raisons liées au développement
historique du centre que je ne développerai pas ici, il s’agit presqu’exclusivement de jeunes femmes.
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ans, provenant de I’ensemble de la Suisse Romande. Ces apprenties, qui ne peuvent suivre
directement une formation professionnelle en entreprise ou dans une école professionnelle™,
bénéficient de mesures de I’AlL

Le mandat délivré au centre par I’Al est de rendre chaque apprentic apte a I’embauche sur le
marché du travail, grice au fait qu’elle y ait accompli avec succés une formation
professionnelle initiale. Le CFPS cherche cependant a dépasser le cadre restreint de la
formation professionnelle pour offrir une formation qu’il qualifie de « globale », intégrant et
articulant des objectifs professionnels, personnels et sociaux, susceptibles de favoriser, en fin
de parcours, une intégration professionnelle et sociale la meilleure possible.

La formation globale des apprenties est assurée conjointement par des maitres
socioprofessionnels, des éducateurs et des enseignants spécialisés (et quelques rares
psychologues). Le centre propose actuellement neuf domaines de formation (il n’y en avait
que six durant la réalisation de la these) : blanchisserie, confection, commerce de détail,
cuisine, exploitation (conciergerie), intendance, horticulture, restauration, soins et
accompagnement. Comme indiqué précédemment, chaque domaine se décline en trois
niveaux de formation, débouchant sur trois types de diplomes : I’AFPra, I’AFP et, dans de
rares cas, le CFC.

Depuis 2009, je fonctionne comme responsable de 1’équipe des enseignants spécialisés et
comme responsable pédagogique du CFPS dans son ensemble. Dans la perspective de réaliser
une thése dans ce contexte, ma position a I’interne de responsable pédagogique présentait a la
fois des avantages : j’avais un acces direct aux documents, aux collegues, aux apprenties ; et
des inconvénients : en tant que responsable pédagogique, j’occupais une position hiérarchique
vis-a-vis de la plupart de mes collégues, ce qui impliquait que j’étais en principe déja supposé
savoir ce que je souhaitais pouvoir appréhender et rendre compte.

Cette position m’a finalement conduit a ne prendre pour objet d’analyse que les interactions
que j’étais moi-méme en mesure de nouer avec les apprenties. Il s’agit 1a d’un choix qui
constitue une limite forte de la these, puisqu’en renongant a faire porter mes analyses sur les
interactions que mes collégues - enseignants ou maitres socioprofessionnels - entretenaient en
mathématiques avec les apprenties, c’est tout un pan d’observation du CFPS et de son
fonctionnement dont je décidais sciemment de me priver.

Dispositif de recherche

J’aime a qualifier ma démarche d’opportuniste (Giroux, 2007), dans le sens ou je n’ai pas créé
de dispositif de recherche a priori, ce dernier s’étant progressivement construit selon les
opportunités que ma fonction de responsable pédagogique m’a amené a rencontrer durant mes
quatre premieres années au CFPS. Ces opportunités ont donné lieu a cingq investigations
exploratoires™ (cf. tableau n°2), dans lesquelles j’ai été amené & chaque fois & jouer des roles
particuliers, ou j’ai choisi d’assumer les contraintes (Chevallard, 1988a) qui leur étaient liées.

! Voila ce qu’en dit le directeur actuel du CFPS du Chéteau de Seedorf :
L’une des caractéristiques communes, mais évidemment a des degrés divers, a nombre de jeunes filles
placées a Seedorf est une expérience de vie souvent chaotique tant sur les plans personnels et familiaux que
scolaires. Ainsi sur le plan personnel, elles n’ont pu, bien souvent, bénéficier d’un environnement
sécurisant et d’un parcours de vie qui auraient di leur permettre de se construire une identité équilibrée.
[...] Sur le plan scolaire, les expériences d’apprentissage ont souvent été synonymes d’échec. [...] Nous
constatons ainsi, chez nombre de ces jeunes apprenties, ce que les spécialistes de 1’apprentissage appellent
Iimpuissance apprise, convaincues qu’elles sont de leur nullité et de leur incapacité & réussir un
apprentissage. (Moulin, 2015, p.14)
121 ’idée d’investigation exploratoire a été développée au sein du groupe ddmes (Favre, 2004) pour qualifier des
activités expérimentales moins lourdes que des recherches, de fagon a ce que chacun de ses membres soit a
méme d’en réaliser dans son contexte professionnel. Dans le cas particulier de la thése, il faut comprendre
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La premiére investigation a consisté a rassembler, pour les analyser, les documents, de
provenance externe ou interne au CFPS, qui servent de cadre a la formation des apprenties. La
deuxieéme investigation a porté sur le soutien que j’ai apporté, lors de ma premiére année au
CFPS, a une apprentie employée de cuisine AFP qui éprouvait des difficultés en
mathématiques dans le cadre de ses cours professionnels. La troisiéme investigation
comprend I’analyse d’une cinquantaine d’épreuves mathématiques que 1’on soumet aux
futures apprenties durant le stage qu’elles accomplissent avant leur entrée au CFPS, pour
déterminer les savoirs mathématiques qu’elles avaient pu s’approprier durant leur scolarité.
La quatriéme investigation s’est intéressée aux cours de mathématiques que j’ai donnés sur
une année a un groupe de sept apprenties employées en cuisine AFP, en vue de la préparation
de leurs examens de fin d’apprentissage. La cinquiéme investigation a porté sur un nouveau
soutien en mathématiques que j’ai donné a une apprentie praticienne en intendance (AFPra).

Années Objet d’étude Role emprunté Données récoltées
Documents de références Responsable Programmes, moyens,
1 | 2009-2012 A : . ; ,
a la formation pédagogique épreuves, etc.

Cours de soutien apporté

2 | 2009-2010 N !
a une apprentie

Enseignant de soutien 5 narrations de séances

Epreuves soumises aux

3| 2010-2011 o
stagiaires

Examinateur/évaluateur 53 épreuves

Cours de branches
4 | 2011-2012 | professionnelles dispensé
a un groupe d’apprenties

Enseignant de

2 13 narrations de séances
mathématiques

Cours de soutien apporté

5| 2012-2013 s ;
a une apprentie

Enseignant de soutien 10 narrations de séances

Tableau n°2 - Les cing investigations exploratoires constitutives du dispositif de recherche

Du fait que sur les cing investigations, trois reposaient sur des interactions dans lesquelles
j’étais moi-méme impliqué, j’ai choisi de recourir a un instrument qui permette de suivre et de
conserver la trace des échanges des apprenties et de I’enseignant sans (trop) en perturber le
déroulement. Il s’agit d’un instrument que nous utilisons régulierement dans le groupe ddmes,
que nous désignons par le terme narration® et que nous avons, dans une premiére acception,
défini de la maniére suivante :
Nous envisageons la narration comme une description orale ou écrite d'un entretien ou d'une
séquence d'enseignement, faite « a chaud » a partir des souvenirs qu’on en a conservés et des
productions d'¢éléves qu’on y a récoltés. Elle s'articule autour d'un ou de plusieurs événements
qui se sont produits dans la séquence et qui nous ont particulierement surpris. La narration vise
a rendre compte des interactions qui ont eu lieu durant la séquence en relatant ce qui s'y est
passé (et non pas ce qui aurait dii s'y passer) a quelqu’un qui n’y était pas présent [...] (Favre,
2012, p.701).
La these a ainsi été I’occasion de définir théoriquement la narration, en lien et en contraste,
avec des idées/champs proches développés par différents auteurs : 1’idée de « protocole (Brun
& Conne, 1990) ; I’idée de « récit » (Bruner, 1996) ; I’idée d’« intrigue » (Pastré, 2005 ; en

que la détermination et 1’articulation de cinq investigations consécutives constitue bel et bien une recherche a
part entiere.

3 La narration a été le théme des journées didactiques que le groupe ddmes a organisé en 2011 & La Chaux-
d’Abel dans le canton de Berne (Groupe ddmes, 2012). L’acception dans laquelle la narration est prise ici ne
doit pas étre confondue avec celle qui prévaut ailleurs en ddm, sous la dénomination de narration de
recherche (Bonafé & al., 2002), laquelle correspond a une modalité de travail développée au sein de I'IREM
de Montpellier, demandant aux éléves de rédiger, au terme de la résolution d’un probléme, le compte-rendu
des démarches qu’ils ont engagées pour parvenir a sa résolution.
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référence a Ricoeur, 1985) ; le champ de la « recherche qualitative/interprétative » chez
Anadon &Guillemette, 2012. Elle a également permis d’en valider 1’usage a travers la collecte
des données qu’elle a conduit a réaliser et des analyses auxquelles elle a permis d’aboutir ;
mais aussi d’en explorer 1’'usage, en cherchant a y intégrer14 trois niveaux d’interprétation : a)
le compte-rendu des événements apparus dans I’interaction ; b) les analyses particuliéres qui
peuvent en étre faites ; ) les retombées théoriques plus générales qui en découlent.

Cadre théorique

Etant donné la diversité des données récoltées, la complexité de 1’objet d’étude et du fait de
I’absence de tout travail antérieur en ddm le concernant, j’ai eu besoin, pour procéder & mes
analyses, de constituer un cadre théorique suffisamment large pour appréhender les savoirs
mathématiques que 1’on rencontre dans le CFPS considéré dans sa globalité et suffisamment
fin pour décrire et analyser le fonctionnement des savoirs qui s’actualise au cceur des
interactions. Pour ce faire, je me suis appuyé sur un socle théorique qui a été développé par
Conne (2003) dans le contexte de I’Es.

Niveau de Pinstitution

Formes Déterminations Enjeux Types d’interactions Evolution

Contraintes Enjeu didactique/ Didactiques Objet sensible/
internes/externes non-didactique organisé/improvisé®® savoir didactique
Chevallard (1988a) | Chevallard (1988b) Chevallard (1988b) Chevallard (1988c)

Praxéologie
Chevallard (1999)

Niveau des investissements de savoirs

Taches Techniques Déterminations
Complexité cognitive Calcul assisté par un diagramme Contraintes internes/externes
Vergnaud (1991) Conne (1997) Chevallard (1988a)

Niveau des interactions de connaissances

Types de contrat Productions Dynamique
Contrat de reprise Analyse d’erreurs Activité du couple enseignant/enseigné
Brousseau (1995) Brun (1999) Conne (1998)

Tableau n°3 - Caractérisation des trois niveaux d’analyse du systeme étudié

Opérant une coupe transversale dans le systeme étudié, allant de la périphérie jusqu’a son
centre, ce socle distingue trois niveaux d’analyse :

e le niveau de l’institution, envisagée comme un réseau de lieux, de personnes et de
savoirs, pour appréhender les savoirs mathématiques qui sont en jeu dans la formation
des apprenties et les conditions qui les déterminent ;

e le niveau des investissements de savoirs pour caractériser de facon plus approfondie les
savoirs mathématiques qui font 1’objet d’un investissement effectif au cours des
investigations menées ;

Y Dans la thése, j’ai recouru a diverses maniéres (successions chronologiques, emploi de différentes polices,
décalages typographiques, ...) pour tenter d’articuler le mieux possible ces trois niveaux d’interprétation : le
chapitre 9, portant sur la cinquiéme investigation réalisée, les intégre au sein d’un récit continu ; il est
assurément le plus abouti en ce sens.

1 La distinction didactique organisé/didactique improvisé n’est pas de Chevallard, mais elle a été définie dans le
contexte de la Fps (voir plus avant dans le texte) en référence a la distinction didactique scolaire/didactique
familial qui provient bien de la théorie de Chevallard (1998b).
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e le niveau des interactions de connaissances pour analyser finement le fonctionnement
des savoirs mathématiques mis en ceuvre par I’enseignant et par ’enseigné au sein méme
des interactions et les incidences qui en résultent sur leur dynamique.

Chaque niveau a ensuite fait I’objet d’une caractérisation spécifique par emprunt/ajustement
de divers concepts provenant de plusieurs théories de la ddm, afin de préciser les aspects qui
feraient 1’objet d’une analyse spécifique. Le tableau n°3 spécifie les aspects retenus pour
chacun des trois niveaux et les met en regard des concepts didactiques utilisés pour les
examiner.

A ces trois niveaux s’ajoute, pour guider le travail d’analyse, la nécessité de définir un savoir
mathématique de référence (Conne, 1992), qui a été élaboré a partir des travaux de Rouche
(1992, 1998, 2006). Le choix de Rouche se justifie tout d’abord par le fait que ses propos
traitent des principales notions mathématiques en jeu dans la Fps, alors que certaines d’entre
elles (régles de trois, produit en croix) ont parfois disparu des programmes de I’Eo. De plus,
les savoirs ne sont pas considérés par Rouche de facon détachée, comme des isolats, ainsi
qu’ils apparaissent dans certaines recherches ou certains programmes ; elles relevent en effet
de constructions qui, a I’image d’une axiomatique, conduisent les notions a s’engendrer les
unes des autres, marquant ainsi les liens qu’elles entretiennent entre elles. Enfin, les
constructions établies par Rouche ont pour enjeu de partir du quotidien et de la pensée
commune®™® pour remonter jusqu’aux mathématiques qui en proviennent et les modélisent :
elles semblaient donc bien adaptées a un contexte ou les mathématiques avaient en principe
pour vocation d’étre utilisées dans le quotidien professionnel des apprenties.

Dans la thése, ce savoir de reférence prend la forme de deux constructions. La premiere
construction, établie dans le champ de la mesure, vise a articuler entre elles les notions de
grandeur, de mesures de longueur, de capacité et de poids, de conversion d’unités et de
nombre décimal, présentes dans les interactions. La seconde construction, établie dans le
champ de la proportionnalité, vise a articuler entre elles les notions de grandeur, de rapport,
de proportionnalité, de regle de trois, de produit en croix et de pourcentage, présentes dans les
interactions. Ces deux constructions ont été utilisées non comme des cadres, mais bien comme
des schémas (Bontems,2014), de maniére a leur conférer un caractére a la fois sommaire,
sélectif et provisoire, susceptible d’étre révisé par les interactions ; et ce, notamment, en
réponse a la distinction logique d’exposition / logique d’initiation établie par Conne (2004b).

RENDRE COMPTE DES MATHEMATIQUES ET DE LEUR
FONCTIONNEMENT DANS LA FORMATION PROFESSIONNELLE
SPECIALISEE

Les mathématiques et leur fonctionnement au niveau de P’institution

Les mathématiques que I’on retrouve au niveau de I’institution procédent de trois
caractéristiques majeures : immobilité, disparité et précarite.

Immobilité

Du début a la fin de la formation, ce sont les mémes savoirs, presqu’exclusivement
numériques'’ que ’on retrouve : les nombres (naturels, décimaux et quelques fractions
simples), les quatre opérations élémentaires et certains éléments de calcul mental (tables) ; les

18 Une critique de cette idée telle que développée par Rouche figure dans le chapitre 3 de la thése.
" On parle volontiers de « calcul professionnel » pour désigner les mathématiques enseignées dans la formation
professionnelle initiale ordinaire comme spécialisée.
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mesures (longueurs, poids, capacité, temps, argent) : mesure effective, lecture, estimation,
conversion, calcul (peser avec la tare, rendre la monnaie, préparer une facture) ; la
proportionnalité (regle de trois, calcul de pourcentage). Ce sont par ailleurs des savoirs qui ont
géneralement déja été enseignés aux apprenties au cours de leur scolarité obligatoire.

Le fait que les savoirs n’évoluent pas tout au long de la formation s’explique notamment par
le fait que la Fps constitue, du point de vue des savoirs mathématiques, un systeme
autarcique, dépourvu d’un amont et d'un aval. On ne sait pas trop en effet avec quels savoirs
les apprenties sont supposées y arriver, a défaut d’un document qui, comme c’est le cas pour
chaque métier de la formation CFC (Antille & al., 2011), définirait ce que sont les savoirs
qu’elles seraient supposées maitriser. On se réfere donc a des savoirs « en creux » de ceux qui
sont attendus dans la formation CFC, étant donné que les épreuves qu’on soumet aux
stagiaires avant leur entrée au CFPS - la these a fort bien pu le montrer (voir chapitre 7) - ne
permettent pas non plus de les déterminer. Et on ne sait pas trop non plus avec quels savoirs
les apprenties sont supposées en sortir : les ordonnances fédérales et les plans de formation
définis sous formes de compétences ne précisent pas les savoirs attendus™® et il est bien
difficile de les identifier au cas par cas a partir des besoins de la pratique ; il n’y a pas non
plus de manuels scolaires spécifiques a la Fps qui traceraient les contours des savoirs attendus
en fin de apprentissage et il n’y a gucre que dans la formation d’employée en cuisine AFP,
qui se termine par un examen de mathématiques, qu’il est plus ou moins possible de le faire.

Disparité

Si les mathématiques sont bien présentes tout au long de la formation des apprenties dans la
Fps, elles relévent d’enjeux divers. Ainsi, certaines activités proposées s’averent-elles dénuées
de tout enjeu didactique ; c’est le cas par exemple des épreuves soumises aux stagiaires avant
leur entrée en formation ou il s’agit en priorité de se faire une idée de leur niveau scolaire en
vue du choix ultérieur du type de formation qu’elles seront en mesure d’accomplir ; mais c’est
le cas aussi des activités d’éducation cognitive (Coulet, 2003) qui sont proposées aux
apprenties pour favoriser I’acquisition de stratégies d’apprentissage afin qu’elles les utilisent
ensuite pour s’approprier les contenus de formation.

Par ailleurs, au sein des activités qui relévent d’un enjeu didactique avérg, il est nécessaire de
distinguer celles qui prennent la forme classique d’un cours (ce que j’ai désigné par les termes
de didactique organisé), de celles qui adviennent, aussi bien dans les cours que dans la
pratique, au détour d’un besoin spécifique, et qui font que ’on va consacrer un moment
particulier a I’enseignement d’un savoir spécifique (ce que j’ai désigné par les termes de
didactique improvisé). Ces enseignements de mathématiques improvisés, qui se déroulent
dans les différents lieux ou se réalisent la formation des apprenties et qui sont le fait de
personnes différentes font que les techniques enseignées ne sont pas les mémes. Il n’existe
donc pas de rapport institutionnel au savoir (Chevallard, 1988b) clairement défini qui fasse
I’objet d’un consensus au sein du systéme et c’est donc aux apprenties qu’il appartient en
dernier lieu - ce qui ne va pas sans heurts (voir plus avant) - de gérer cette disparité.

Précarité

A défaut de déterminations externes suffisamment fortes, il a également été possible
d’observer qu’un enseignement des mathématiques de type didactique organisé est tout
bonnement susceptible de disparaitre, sans que cela n’empéche la formation des apprenties
d’étre menée jusqu’a son terme. Cela été le cas au CFPS en 2007, a 'occasion du

8 En référence a I’idée de praxéologie de Chevallard (1999), on peut dire que seules les taches sont définies,
mais pas les techniques, ni les technologies et les théories qui les sous-tendent.
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basculement des mathématiques des cours de culture générale dans les cours de branches
professionnelles ou, a I’exception de la formation d’employée en cuisine AFP qui se termine
par un examen comprenant des exercices de mathématique a résoudre, un enseignement des
mathématiques de type didactique organisé a disparu de la formation des apprenties.

Cette troisiéme caractéristique que 1’on peut attribuer aux mathématiques dans la Fps vient
fortement questionner les représentations que 1’on s’en fait depuis I’Es (ou elles occupent,
comme dans I’Eo, une place de choix tout au long de la scolarité des éléves) quant au role
qu’elles sont censées jouer dans la formation professionnelle des apprenties. L’idée,
solidement ancrée un peu partout que les mathématiques devraient étre utiles au bon
déroulement de leur formation, se voit en effet fortement remise en cause.

Faire avec et faire sans les mathématiques dans la formation professionnelle spécialisée

L’immobilité, la disparité et la précarit¢ des mathématiques dans la Fps tendent a montrer
qu’on peut faire avec, comme on peut faire sans les mathématiques pour aller de [’avant dans
la formation des apprenties. Toute tdche requérant 1’'usage de mathématiques pour étre
accomplie fait 1’objet d’une négociation - largement implicite - pour déterminer si ces
mathématiques seront matiere a enseignement/apprentissage ou si, au contraire, il est
préférable (en termes d’efficacité) d’apprendre a faire sans. Il faut également comprendre que
cette forme de négociation intervient tant au niveau de la noosphére et du systeme, que chez
les personnes en charge de la formation et les apprenties™.

Faire avec et faire sans les mathématiques s’avére donc en fait une condition de (bon)
fonctionnement du systéeme pour faire face aux importantes difficultés d’enseignement et
d’apprentissage que ’on y rencontre, octroyant a chacun des acteurs un espace de liberté
qu’il leur est donné (ou non) d’investir : de fait, si chacun s’entend fort bien sur le fait qu’il
peut étre important de maitriser des savoirs mathématiques pour faire de la cuisine (par
exemple), en I’absence de programmes spécifiques, de moyens d’enseignement adaptés, de
formation des maitres socio-professionnels en ddm pour les enseigner, de capacités
suffisantes chez les apprenties pour se les approprier, tout le monde peut également fort bien
apprendre a se « débrouiller » sans.

Les mathématiques et leur fonctionnement au niveau des investissements de
savoirs

Au niveau des investissements de savoirs, les investigations menées m’ont conduit a
m’intéresser essentiellement aux cours donnés aux apprenties employées de cuisine AFP.

Des exercices a résoudre

Dans le cadre de ces cours, les tdches données aux apprenties prennent pour I’essentiel la
forme d’exercices scolaires, parce que ce sont des exercices de ce type qu’elles seront
appelées a traiter durant les examens de fin de formation. Or, si ces exercices réferent tous au
contexte de la cuisine, ils ne correspondent pourtant pas aux problémes effectifs que les
apprenties rencontrent en situation professionnelle, comme I’exemple qui suit le montrera fort
bien (cf. figure n°2). Ils sont par ailleurs d’une complexité cognitive (Vergnaud, 1991) tres

9 Ainsi I’exemple d’une apprentie employée en cuisine qui demande au maitre socio-professionnel responsable
des cours combien « compte » 1’épreuve de mathématiques lors de I’examen de fin de formation et ce dernier
qui lui répond qu’un bon résultat a cette épreuve lui permettra seulement d’obtenir une meilleure moyenne
finale.
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variable (I’analyse les révele en effet d’une trés inégale difficulté) et ils reposent pour
I’essentiel sur des relations multiplicatives qui sont souvent indisponibles chez les apprenties.
La figure n°2 donne deux exemples d’exercices scolaires que les apprenties doivent apprendre
a résoudre. Le premier d’entre eux (exercice n°4, cf. figure n°2) demande de transformer les
quantités d’ingrédients d’une recette prévue pour 4 personnes afin de la réaliser pour 15
personnes. On peut facilement montrer que cet exercice se distingue selon plusieurs aspects
d’un probléme correspondant que les apprenties auraient lieu de rencontrer en cuisine :

e en cours, toutes les données figurent dans I’énoncé, alors qu’en cuisine d’autres ¢léments
peuvent intervenir : prévoir assez pour qu’il en reste, faire avec une plaque de beurre
déja entamee, etc. ;

e en cours, on ne devra passer que par des calculs pour obtenir les résultats des
transformations, alors qu’en cuisine on pourra faire appel a d’autres modes de faire :
s’appuyer sur des expériences antérieures, estimer des quantités, faire cas de celles qu’on
a disposition, etc.;

e en cours, on demande des résultats exacts, alors qu’en cuisine on pourra s’en tenir a des
résultats approchés ;

e en cours, ’exercice a traiter est sous la responsabilité de 1’apprentie, alors qu’en cuisine,
les transformations a effectuer restent sous la responsabilité des maitre socio-
professionnels (afin notamment d’éviter de gacher de la nourriture).

Exercice n° 4 : adapter une recette
Dans un livre, on trouve la recette suivante :

Fabrication de la pite a crépes (4 personnes)

6 @wufs
10 cuilléres a soupe farine
» <8 verres de lait,
20 grammes de beurre
16 grammes de sucre ordinaire

6 cuilléres a café de sucre vanillé

Cherchez les quantités d'ceufs, de farine, de lait, de beurre, de sucre ordinaire et de sucre
vanillé qu'il faut pour préparer des crépes pour 15 personnes
ocufs : .70 (A

Iait : ..iTonnnnens beurre : ..... s

4
SE ¢ .y
sucre ordinaire : .00 sucre vanillé : .72 %eeeee

Exercice n® § : question bonus

Découpez 25 parts égales dans ce plat 4 gratin. —

]
Figure n°2 - Deux exemples d’exercices scolaires de la formation d’employée en cuisine AFP

Dans le méme ordre d’idées, les procédés de résolution utilisés n’auront pas la méme validité
en cuisine et en cours. Ainsi, si I’on considere les trois procédés que I’apprentie a esquissé sur
sa feuille (cf. figure n°2), on observe que :
e le premier procédé - la multiplication de chaque quantité par 4 qui produit les nombres
24, 40, 32, 80, 64 et 24 figurant a coté des quantités de la recette de base - s’avére non-
valide en cours, puisqu’il n’aboutit pas a des résultats exacts, alors qu’il est en
revanche tout a fait pertinent en cuisine, donnant des quantités approchées pour 16
personnes et permettant ainsi d’éviter 1’usage du 15/4 ;
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e |e deuxieme procédé - la multiplication par 3 suivi de 1’ajout de 3, qui vise a
déterminer la relation numérique entre 4 et 15 et qui n’a pas ét€ mené a terme par
I’apprentie - s’avere non-valide en cours, comme en cuisine ;

e le troisieme procédé - la regle de trois énoncée en mots : « diviser pour une personne,
faire fois le nombre donné » qui produit les nombres 30, 45, 30, 75, 60 et 30 figurant
comme résultats de I’exercice - s'avére en principe valide en cours et en cuisine ; mais
on remarque cependant que, dans le cadre des cours, il achoppe a 1’usage des
décimaux : les trois fois ou la division donne un nombre décimal, deux fois 6 + 4 = qui
donne 1,5 et une fois 10 + 4 = qui donne 2,5, les résultats ont en effet été « arrondis »
a Pentier qui suit®, soit respectivement & 2 ou 3, pour ensuite étre multipliés par 15 et
aboutir a 30 et 45 qui seront non-valides.

Quant au second exercice de la fiche (exercice n°5, cf. figure n°2), qui a été rapporté par une
apprentie, on se convainc sans grande difficulté que son traitement en cours différe trés
nettement de celui qui lui est réservé en cuisine :

e en cours, la détermination des 25 parts est donnée dans 1’énoncé, alors qu’en cuisine, elle
doit étre établie : dans le cas particulier, il y avait 5 plats a gratin pour nourrir une
septantaine de personnes, mais on a fait « comme si » ¢’était pour 100 personnes, afin de
s’aménager la possibilité d’effectuer un deuxieme service proposé a ceux qui en
voudraient encore? ;

e en cours, le partage en 25 parts égales se réalise a 1’aide d’une régle et d’un crayon ; en
cuisine, il se fera avec un couteau sans mesure effective, ce qui sera tres différent : on ne
fera pas de mesures précises, on s’appuiera peut-étre sur un partage par quatre parce
qu’il est aisé de prendre la moitié de la moitié, puis on diminuera quelque peu la
longueur d’un quart pour obtenir le cinquiéme attendu, etc.

Des algorithmes pour résoudre les exercices

L’enseignement des mathématiques dispensés dans les cours professionnels est avant tout un
enseignement technique, fondé sur des algorithmes, que les apprenties doivent s’approprier
pour traiter les exercices qui leur sont proposés. Cet enseignement par algorithmes doit étre
compris comme une réponse apportée a l’imprévisibilité de la disponibilité des savoirs
mathématiques chez les apprenties - et tout spécifiguement des relations numériques -
nécessaires a la résolution des exercices, et a I’impuissance manifeste, dans les conditions
données, d’eeuvrer a les rendre plus stables.

Un tel enseignement rencontre toutefois divers problémes didactiques, concernant notamment
le choix de I’algorithme et le dépassement des €cueils auquel son appropriation se heurte.

a) un exemple dans le champ de la proportionnalité

Pour résoudre des exercices de type transformation de quantités d’ingrédients d’une recette
(cf. figure n°2, exercice 4), il existe trois principales techniques qui sont enseignées dans la
Fps : I’usage du rapport interne, la regle de trois et le produit en croix (cf. figure n°3).

L’usage du rapport interne présente deux facilitateurs dans son exécution : il est direct (il ne
comprend qu’une seule opération a réaliser) et il « suit » la variation des quantités de la
recette (on multiplie quand les quantités augmentent ; on divise quand elles diminuent). Il

% On trouve divers exemples dans la thése de ce phénomeéne de « naturalisation des décimaux » visant & rectifier
en nombres entiers les décimaux/rationnels produits par la calculette, de fagon a ce qu’ils correspondent
mieux aux quantités qu’ils représentent : en effet, que peut bien signifier en cuisine une quantité de 1,5 ceuf ?

2 Dailleurs, dans un exercice similaire demandant d’obtenir 20 parts, une apprentie qui avait proposé de réaliser
une découpe en 3 x 7 parts s’est « rattrapée » au moment ou elle a remarqué que son partage en avait produit
21, en disant que I’on pouvait trés bien conserver la part supplémentaire pour le deuxiéme service.
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peut toutefois se heurter a un solide écueil : on ne peut facilement 1’utiliser que lorsque la
relation numerique liant le nombre de personnes de la recette de base a celui de la recette
transformée est aisément disponible (ce qui n’est pas le cas dans I’exemple de la figure ou il
est décimal®®) ; dans le cas contraire, il faut 1’établir, ce qui suppose une seconde opération
dans laquelle il faut diviser le nombre de personnes de la recette transformée par le nombre de

personnes de la recette de base.

Rapport interne

Régle de trois

- x 15/4 -> 4> -x 15 ->
Quantités pour | Quantités pour Quantités pour | Quantités pour | Quantités pour
4 personnes 15 personnes 4 personnes 1 personne 15 personnes
Eufs (p) 6 22,5 Eufs (p) 6 15 22,5
Beurre (g) 20 75 Beurre (g) 20 5 75
Farine (cs) 10 37,5 Farine (cs) 10 25 37,5
Produit en croix
Quantités de Quantités Quantités de Quantités de Quantités de Quantités de
personnes (u) d’ceufs (p) personnes (u) beurre (g)) personnes (u) farine (cs)
4 6 4 N 20 4 N 10
15 22,5 15 75 15 37,5

Figure n°3 - Trois techniques de résolution d’un exercice de proportionnalité

La regle de trois présente également deux facilitateurs dans son exécution : elle procéde de la
« méme maniére » quel que soit le rapport numérique en jeu (rabat de la quantité a 1, avant de
I’amplifier par le nombre de personnes de la recette transformée) ; 1’idée de rapporter chaque
quantité a 1 pour les faire ensuite correspondre au nombre de personnes de la recette
transformée est assez « intuitive ». En revanche, la regle de trois est indirecte (elle comprend
deux opérations successives a réaliser), elle est indépendante de la variation des quantités en
jeu (ce qui fait que lorsque les quantités augmentent, il faut tout de méme commencer par
diviser) et elle implique de maitriser (ce qui n’est pas le cas chez certaines apprenties) les
deux relations algébriques suivantes : VneN', n+n=1;VmeN,1xm=m.

Le produit en croix présente le méme premier facilitateur que la régle de trois dans son
exécution : il procéde de la « méme maniere » quel que soit le rapport numérique en jeu
(multiplication des deux termes « croisés », puis division du produit par le troisiéme) et les
deux mémes premiers écueils : il est indirect et indépendant de la variation des quantités en
jeu. Par contre, le fait de devoir multiplier la quantité de la recette de base par le nombre de
personnes de la recette transformée est peu intuitif (on obtient en effet la quantité pour n x m
personnes, ou n correspondant au nombre de personnes de la recette de base et m au nombre
de personnes de la recette transformée).

Du point de vue des calculs qu’ils impliquent, on remarque de plus que les trois algorithmes
sont trés proches : dans 1’exemple de la figure 2, on fera, pour déterminer la quantité d’ceufs
pour 15 personnes, 6 x 15 + 4 = avec le produit en croix, 6 + 4 x 15 = avec la régle de trois et
15 + 4 x 6 = avec le rapport interne (si la relation x 15/4 n’est pas disponible). Et le fait qu’ils
fassent tous trois 1’objet d’un enseignement au sein de la Fps constitue en soi-méme un autre
écueil important?®, en ce sens que les apprenties mélangent souvent ’ordre dans lequel il

%2 Sur un plan strictement numérique, on observe que la régle de trois et le produit en croix en viennent &
décomposer le facteur rationnel x 15/4 a I’ceuvre dans le rapport interne en deux facteurs naturels : + 4, suivi
de x 15 pour la premiére et x 15, suivi de + 4, pour le second.

% On peut encore mentionner deux autres écueils d’importance apparus dans la thése : la non-correspondance
entre un nombre décimal obtenu et la quantité qu’il représente (cf. note 19) qui vient interrompre la bonne
exécution de I’algorithme ; ou ’existence chez les apprenties de régles « didactiques » liées aux opérations
en jeu, quand elles considérent, par exemple, que pour effectuer une division, c¢’est toujours le plus grand
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s’agit d’agencer les nombres et les opérations, ce qui les empéche d’obtenir le résultat auquel
I’algorithme devrait leur permettre d’aboutir.

b) un autre exemple dans le champ de la mesure

Dans le cas de la résolution d’exercices de conversion d’unités de mesure, on enseigne,
contrairement a ’exemple qui précede, un seul méme algorithme pour effectuer des
transformations de kilos en grammes, de centimetres en millimeétres, de litres en décilitres, etc.
1 s’agit d’un tableau de conversion® (cf. figure n°4) qui, pour fonctionner, s’appuie tout a la
fois sur les régularités/propriétés du systeme de numération de position en base dix et sur
celles du systeme décimal des poids et mesures (Rouche, 2006). L’appropriation du
fonctionnement d’un tel tableau se heurte cependant lui aussi a de hombreux écueils aupres
des apprenties. Le plus important d’entre eux tient au fait que, dans la pratique, I’'usage des
nombres décimaux et des unités de mesure différe fondamentalement de celui qui est fait en

cours.
3mm -> combiendecm?

km hm | dam m dm cm mm
0, 3

Figure n°4 - Exemple de tableau de conversion d’unités de mesure

S’agissant des unités de mesure tout d’abord, on sait qu’il est possible, dans le systéme
décimal des poids et mesures, de désigner a 1’écrit un poids de "quatre kilos et trois cent
grammes" a I’aide d’une grande diversité de couples (nombre, unité) : 4,3 kg (ou 4,300 kg),
43 hg, 430 dag, 4’300 g, 43'000 dg..., ou encore : 0,43 Mg (myriagramme), 0,043 g (quintal),
0,0043 t (tonne). Dans la pratique de cuisine, cette diversité est toutefois drastiquement
réduite : a ’écrit, on utilise 4,300 kg ou 4'300 g en tout et pour tout, tandis qu’a I’oral, ce sera
"quatre Kilos trois cents", rarement "quatre kilos trois”, mais jamais "quatre virgule trois cent
kilos" (qui correspond pourtant a une lecture « mot & mot » de 1’écriture 4,300 kg), ni non plus
"quarante-trois hectogrammes", par exemple. Cette utilisation réduite des sous-unités de
mesure a pour conséquence que beaucoup d’apprenties (c’est sans doute aussi le cas pour bon
nombre d’adultes) ont bien du mal a se souvenir de I’ensemble de celles qui figurent sous
forme d’abréviations dans le tableau de conversion, tout comme des rapports numériques
qu’elles entretiennent entre elles et donc a reconstituer le tableau par elles-mémes (cf. figure
n°s).
) 3mm -> combiendecm?

~ ry L '] ] ] | [
cMme M dm hm o mm
|

Figure n°5 - Exemple de reconstitution d’un tableau de conversion d unités de mesure

De plus, si I’on compare les usages qui sont faits dans la pratique des sous-unités de mesure,
on remarque que ceux-ci varient grandement d’un domaine de grandeur & un autre : si [’on
utilise les kilos et les grammes qui sont dans un rapport de mille pour les poids, on utilisera
plus volontiers les litres et les décilitres qui sont dans un rapport de dix pour les capacités, les
francs et les centimes qui sont dans un rapport de cent pour la monnaie, etc. Ce qui fait que les

nombre qui «doit aller en premier », ce qui les conduit quand ce n’est pas le cas a inverser 1’ordre des
nombres dans I’exécution de 1’algorithme.

1 ’usage en classe d’un tel tableau n’est pas nouveau puisqu’on le trouve déja dans un manuel d’arithmétique
vaudois (Roorda, 1917) datant du début du vingtieme siecle.
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régularités inter-domaines présentées en cours dans le tableau rompent considérablement avec
les irrégularités qui ont lieu d’étre dans la pratique.

Or, cette réduction et ces irrégularités d’usage des sous-unités de mesure entrainent dans leur
sillage une réduction et une irrégularit¢ d’usage des nombres décimaux. En effet, si ’on
utilise couramment dans la pratique I’écriture chiffrée 4,300 dans le domaine des poids, on ne
’utilisera jamais dans le domaine de la monnaie, ou on lui préférera 4,30 ; tandis que 4,3
n’aura jamais vraiment lieu d’étre ni dans 1’un, ni dans I’autre domaine (ce qui fait que
I’emploi du/des 0 final/s n’aura pas non plus la méme signification dans le cadre d’un cours
ou il/s pourra/ont étre supprimé/s, qu’en pratique ou il/s sera/ont conservé/s).

En s’appuyant fortement sur le contexte pratique dans lequel les apprenties évoluent, il
devient dés lors possible de ne s’appuyer que sur les nombres (sans adjonction d’unités de
mesures) pour désigner des mesures de grandeurs. C’est en tous les cas ce que révéle
I’analyse de certaines productions récoltées en cours qui permettent d’inférer 1’existence d’un
systeme de nombres-mesures ou, pour reprendre I’exemple qui précéde, le nombre 4300 se
suffit a lui-méme pour désigner sans aucune équivoque un poids de "quatre kilos et trois cent
grammes".

Dans un tel systéeme, la signification de certains signes a 1’ccuvre dans le systeme de poids et
mesures va s’en trouver entierement modifiée : c’est ainsi, par exemple, que les nombres
4'300 et 4,300 (utilisés pour désigner un poids de "quatre Kilos et trois cent grammes") y
seront considérés comme équivalents, en ce sens que la virgule et I’apostrophe n’y seront plus
discriminantes, puisque servant toutes deux a représenter le terme "kilo" de la désignation
orale du poids (qui a remplacé le terme "mille" de la désignation orale du nombre) ; et c’est
ainsi aussi que lorsqu’une sous-unité de poids y sera employée, c’est 1’abréviation "kg" qui
accompagnera les nombres de quatre chiffres et plus (indépendamment du fait que ceux-ci
comportent une virgule ou une apostrophe) et I’abréviation "g" qui le fera pour les nombres de
trois chiffres et moins.

2° Un cuisinier achete 500 g d'oignons, 800 g de poivrons 1,2 kg de courgettes, 7 /: /;
850 g d'aubergines et 1 kg de tomates au marché pour faire une ratatouille. Il = fi' o/
place tous ces légumes dans un panier qui pese 1,150 kg et le dépose sur une ’ )
balance. Quel poids indiquera la balance ? L

T o0 K ' { < sha | Y
Gooq 4 dooq + 1200 o) i R AL *"ﬁ:g S 1357 - v

)

Figure n°6 - Deux exemples issus d’exercices impliquant des conversions de mesure

Par ailleurs étant donné que ce systeme se suffit a lui-méme pour effectuer correctement des
calculs en colonne (cf. figure n°6, production de droite, ou 1’on voit que 2,300 — 500 donne
bien 1,800 et non pas 497,7), il rend caduc 1’idée méme de devoir établir des conversions.
Sauf évidemment lorsqu’il est nécessaire de recourir a la calculette pour le faire (cf. figure
n°6, production de gauche).

La prise en compte de I’existence d’un tel systéme s’avére donc d’une grande importance
d’un point de vue didactique, d’une part, parce qu’il constitue un puissant levier pour
interpréter les productions des apprenties ; et d’autre part, parce qu’il vient questionner
I’'usage a des fins d’enseignement d’un tableau de conversion aux regles univoques, la ou il
serait plus indiqué d’apprendre a se mouvoir dans des systémes de signes multivoques.

% Dans la production de gauche de la figure 3, on voit que les nombres 1 et 1,2 qui désignent des quantités en
kilos dans 1I’énoncé de I’exercice ont été modifiés de fagon a ce qu’ils comportent bien quatre chiffres et qu’ils se
suffisent dés lors, indépendamment de la présence d’une virgule (présente dans 1,200, mais absente dans 1000)
ou de I’abréviation "kg" (présente dans 1000 kg, mais absente dans 1,200) pour les représenter.
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Les mathématiques et leur fonctionnement au niveau des interactions de
connaissances

L’émergence d’un rapport a I’ignorance

Les analyses menées au niveau des interactions de connaissances mettent en évidence et
appellent donc a prendre en compte le rapport a [’ignorance (Conne, 1999) qui caractérise le
développement de I’activité du couple enseignant-enseigné au sein de la Fps.

Dans Dinteraction, ce rapport a l’ignorance concerne tout autant [l’enseignant que
Penseigné. Il coexiste pour chacun d’eux avec leur rapport au savoir’® dont il constitue le
pendant. Cette prise en compte vise a défausser le clivage sachant/ignorant qui caractérise
habituellement le rapport maitre et éléve et qui s'impose d'autant plus "naturellement™ dans un
contexte qui accueille des apprenties considérées en difficulté d’apprentissage. Le rapport a
I’ignorance et le rapport au savoir se conjuguent et s’articulent au détour des pertes et prises
de contréles (Conne, 2003) qui scandent la dynamique des interactions.

Dans I’interaction, le rapport a I’ignorance de 1’enseignant se manifeste en termes
d’incompréhensions :

e face aux productions de [’enseigné qui le surprennent et dont il n’est pas toujours a
méme d’effectuer une interprétation adéquate ; c’est le cas, par exemple, lorsqu’une
apprentie lui dit qu’elle ne comprend pas ce que signifie la question : « combien y a-t-il
de centimes dans un franc ? » et qu’il n’a pas encore saisi que c’est probablement
I’absence de piéces de 1 centime dans le systéme de monnaie suisse (leur disparition
date de janvier 2007) qui rend sa question si étrange ;

e lors de sa propre interaction avec le milieu et qu’un élément de savoir qu’il n’avait pas
pris en compte soudain s’y révele; c’est le cas, par exemple, lorsqu’il s’agit de
transformer une quantité de 20 g de beurre d’une recette prévue pour 4 personnes en une
recette pour 15 personnes et que, apres avoir obtenu 300 comme résultat de la premiére
opération (15 x 20) a exécuter dans le cadre du produit en croix, une apprentie lui
demande s’il faut y adjoindre I’abréviation "g" et qu’il ne sait pas quoi lui répondre ; et
que ce n’est que bien longtemps aprés la séance qu’il comprendra que ce nombre 300
peut effectivement €tre envisagé comme la mesure en grammes d’une quantité de beurre,
soit celle qui s’avere nécessaire a la confection d’une recette pour 60 (4 x 15) personnes.

Dans I’interaction, le rapport a 1’ignorance de I’enseigné se manifeste également en termes
d’incompréhensions :

e lors de sa propre interaction avec le milieu qui ne réagit pas comme il pouvait s’y
attendre ; c’est le cas, par exemple, lorsqu’aprées avoir posé par écrit I’opération 500 g +
800 g + 1,200 + 850 g + 1000 kg + 1,150 kg (cf. figure n°3) et I’avoir effectuée sur la
calculette, le résultat 3152,35 qu’elle obtient lui parait si déconcertant qu’elle en vient a
mettre en doute le bon fonctionnement de la calculette ;

e face aux prises de contrbles de I’enseignant dont il ne parvient pas a saisir la teneur ;
c’est le cas, par exemple, lorsque dans ’effectuation de la premiére opération d’une
regle de trois, une apprentie inverse les deux termes de la division a accomplir, parce que
le second est un nombre plus grand que le premier et que 1’enseignant lui impose, sans

% e rapport au savoir de 1’enseigné émerge de fagon imprévisible dans les interactions. Ne pas savoir, pour
I’enseigné, ne correspond jamais a ne rien savoir. Ainsi, I’exemple d’une apprentie qui disait ne pas avoir
appris la division a I’école, mais qui (cela se révélera au fil des interactions) savait pourtant bien qu’elle
existait, qu’elle « servait a diminuer », qu’elle demandait de commencer par le plus grand nombre pour
opérer ; et qui savait également prendre la moitié d’un nombre ou pouvait itérer quatre fois le nombre 3 pour
déterminer combien de fois il allait dans 12, etc. ; ou la méme apprentie qui disait ne pas connaitre la
signification du nombre %, mais qui I’utilisait pourtant dans ses calculs, tantét comme 1,2, tantét comme 0,5.
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qu’elle ne parvienne a en comprendre la raison (car ayant toujours agi de la sorte), de les

remettre dans le bon ordre.
Pour I’enseignant, ce rapport a I’ignorance est également a ’ceuvre en amont et en aval des
interactions. En amont de [’interaction, le rapport a 1’ignorance de I’enseignant se manifeste
au travers de la méconnaissance des savoir a enseigner qui ne sont pas fixés dans un
programme ou explicités dans des manuels : que doit-il enseigner ? comment peut-il s’y
prendre pour bien le faire ? ... ; méconnaissance des savoirs maitrisés par 1’enseigné sur
lesquels il sera possible de s’appuyer dans I’interaction ; quels savoirs seront rendus
disponibles ? quels savoirs resteront cachés? ...; méconnaissance des effets que les
contraintes qui pesent sur le systéme assignent au déroulement de 1’interaction : doit-il faire
comprendre ou faire réussir ? comment conjuguer 1’enseignement et 1’évaluation dans un
temps si réduit ? ... Tandis qu’en aval de I’interaction, le rapport a I’ignorance de 1’enseignant
se manifestera essentiellement dans les significations qu’il saura/ne saura pas attribuer,
rétrospectivement, aux productions et aux éléments du milieu qui lui sont apparus en cours
d’interaction et surtout de 1’usage qu’il sera/ne sera pas en mesure d’en faire dans la prévision
et I’organisation de nouvelles interactions.

L’interaction de connaissances envisagée comme un jeu

Dans un contexte professionnel comme celui de la Fps, il est important de comprendre et de
considérer le rapport a I’ignorance de I’enseignant comme incontournable. S’il s’avere trés
utile d’un point de vue didactique d’explorer I’ignorance - les constructions de savoirs
mathématiques que I’on réalise et les concepts didactiques que 1’on élabore pouvant étre mis
au profit de cette exploration - il est en revanche impossible de la combler. Des lors, la
conduite des interactions que 1’on engage avec les apprenties nécessite d’étre envisagée
comme un jeu?’ (Conne, 1999).

Savoirs -
avoirs
. | ey g e
Eiinignant Plan de jeu Enseigné
Significations Controles

Signiﬁcatio

Figure n°7 - Schéma de l’interaction de connaissances envisagée comme un jeu

Dans le cadre d’un enseignement algorithmique tel qu’il est proposé dans les cours donnés
aux apprenties employées de cuisine, on peut schématiser ce jeu de la maniére suivante (cf.
figure n°7) : le plan de jeu comprend les exercices que I’enseigné doit apprendre a résoudre et
le ou les algorithmes que 1’enseignant leur propose pour le faire. Pour investir le jeu,
I’enseigné devra engager ses savoirs mathématiques dans la perspective d’obtenir un meilleur
contréle de ['usage de [’algorithme pour résoudre les exercices proposés ; tandis que de son
coté, I’enseignant va lui aussi devoir engager ses savoirs mathématiques et didactiques pour

27 Cette idée du jeu s’impose de maniére tout aussi probante pour prendre en compte une dimension que les
analyses didactiques menées dans la thése n’ont pas traitée et qui s’avere pourtant omniprésente dans les
interactions : la dimension relationnelle que les apprenties entretiennent vis-a-vis des mathématiques,
solidement ancrée sur ce qu’elles ont vécu durant leurs années d’école et qui prend souvent la forme d’une
dialectique amour-haine.
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investir le jeu, mais en vue de récolter un certain nombre de significations (interprétations)
sur ce que fait I’enseigné, les savoirs qu’il met en ceuvre, les écueils auxquels il se heurte,
etc. A terme, le controle progressif que I’enseigné va exercer sur 1’algorithme doit contribuer
a élargir son réseau de significations a travers la diversité croissante des exercices qu’il lui
permettra de traiter ; alors qu’a terme, et de facon réciproque, le gain de significations que
I’enseignant aura engrangé dans le jeu doit contribuer a élargir son champ de controle sur le
déroulement du jeu a travers I’efficacité croissante des interventions (des coups) qu’il sera a
méme d’y accomplirzg,

CONCLUSION

Perspectives pour la formation professionnelle spécialisée

Vis-a-vis de la Fps, les analyses menées dans la thése permettent de dégager trois principaux
axes de recherche. Le premier axe plaide pour un rapprochement des cours avec la réalité des
secteurs professionnels pour chercher a mieux prendre en considération les problémes
effectifs que les apprenties ont a résoudre dans la pratique, les moyens qui sont mis a leur
disposition pour le faire et les conditions dans lesquelles leur résolution doit avoir lieu
(Kaiser, 2010, 2011). Le deuxiéme axe invite a un travail sur les nombres - naturels,
décimaux, rationnels, voire irrationnels - pour permettre aux apprenties d’appréhender ces
objets bizarres que les opérations effectuées sur une calculette les amenent inévitablement a
rencontrer. Quant au troisieme axe, il vise a caractériser ces moments de didactique improvisé
(qui n’ont pas fait I’objet d’une analyse spécifique dans la thése) qui adviennent aussi bien
dans les cours que dans la pratique, pour chercher a en considérer les effets et a déterminer
comment il serait possible de les habiter pour en tirer un bon parti a destination des
apprenties.

Perspectives pour I’enseignement spécialisé

Vis-a-vis de I’Es, les analyses menées dans la thése visent a lever la contrainte des
mathématiques a vocation utilitaire ou utilitariste qui y préside de fagcon a pouvoir engager un
travail régulier sur les nombres, leurs relations et leurs propriétés dans un contexte ou le
temps d’enseignement qui peut étre consacré aux mathématiques est nettement plus important
que celui dont on dispose dans la Fps ; mais aussi et surtout diversifier les investissements de
savoirs pour donner lieu a une formation mathématique qui s’ouvre sur une plus grande
variété d’objets (Maréchal, 2012)

Perspectives pour la didactique des mathématiques

Vis-a-vis de la ddm, les analyses menées dans la thése engagent a poursuivre la construction
d’une didactique qui ne soit pas exclusivement tournée vers les €léves qui accéderont plus
tard aux mathématiques formelles. Une didactique de [’entre-deux qui s’adresse a tous ces

% ’investigation menée avec une apprentie au chapitre 9 de la thése donne un bon exemple d’un tel jeu. Les
premiéres séances montrent en effet I’enseignant a la recherche de significations au travers des algorithmes
que, tour a tour, il met dans les mains de I’apprentie ; et ’apprentie a la recherche de contrdles au travers des
devoirs qu’elle se constitue pour elle-méme. Et ce n’est qu’aprés avoir engrangé un certain nombre de
significations que I’enseignant parvient progressivement a exercer un meilleur contréle sur le pilotage de
I’interaction ; alors que ce n’est qu’aprés avoir engrangé un certain nombre de contrdles sur 1’usage du
produit en croix (qui est I’algorithme finalement investi) que I’apprentie parvient a en élargir 1’'usage dans
d’autres exercices et lui associer de nouvelles significations.
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éleves qui, a I'image des apprenties du CFPS, n’iront trés probablement pas beaucoup plus
loin dans I’exploration des mathématiques. La ddm a beaucoup ceuvré a la création d’une
didactique du bon éléve, soit celui qui parvient & se laisser porter par les programmes
successifs qu’on lui propose. Mais il y a tout autant lieu de s’interroger sur ce que pourrait
étre la didactique d’un éléve qui s’arréte en cours de chemin.

Il ne s’agit évidemment pas de vouloir ramener la premicre a la deuxiéme, mais bien d’en
construire une spécifique, qui peut certes se nourrir des concepts de la premiére, mais qui a
aussi besoin de les adapter et d’en élaborer de nouveaux. Et si en retour, elle pouvait s’avérer
utile a la premiére, et bien ce serait tout bénéfice pour I’une comme pour ’autre.

De cette didactique de D’entre-deux, la these articule quelques jalons, empruntés pour
beaucoup & Conne (1999, 2003, 2004a) : logique d’initiation / logique d’exposition, rapport
de [l’enseignant a l’ignorance, pilotage de [’interaction comme un jeu, etc. ; et avec,
désormais, négociation du faire avec et du faire sans, didactique organisé / didactique
improvise, recherche de significations et gain de contrdle, recherche de contréle et gain de
significations ; qui viennent s’ajouter a d’autres : retournement de situation (Bloch, 2008),
conduite atypique, balises didactiques (Giroux, 2008, 2013), jeu de taches (Favre, 2008),
narration (Groupe ddmes, 2012), etc. Mais il reste assurément beaucoup a faire...
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Résumé

Le contexte de la recherche présentée est celui du projet européen FaSMEd qui s’intéressait a la
mise en ceuvre de stratégies d’évaluation formative médiées par la technologie. Dans cette
perspective d’évaluation pour I’apprentissage, nous présentons un travail a double facette. D'une
part, nous traitons de I'évaluation formative avec les technologies et de la représentation graphique
d'une fonction comme objet frontiére entre les mathématiques et les sciences mais aussi d'une fagon
interne aux mathématiques comme représentation sémiotique essentielle a la construction des
connaissances sur les fonctions. D'autre part, nous abordons la méthodologie de la recherche
construite sur le paradigme de la recherche orientée par la conception. L'évaluation formative
apparait alors comme un objet frontiere, dans un sens qui sera précisé, entre la communauté des
chercheurs et celle des enseignants.

Mots clés
Transposition méta-didactique, évaluation formative, praxéologies, objets frontiéres.

INTRODUCTION

Le contexte de la recherche présentée ici est le projet européen FaSMEd (Formative Assessment for
Sciences and Maths Education) qui s’est terminé 4 la fin de I’année 2016. Ce projet a impliqué un
ensemble de partenaires internationaux ayant tous des compétences reconnues dans l'analyse et la
mise en ceuvre de pédagogies fondées sur l'investigation scientifique intégrant l'usage des
technologies. Le but de ce projet a éte de considérer le réle des technologies dans I'évaluation
formative des éléves en sciences et en mathématiques.
Les objectifs de ce projet ont été énoncés de la maniére suivante :
produire un ensemble de ressources et de méthodes (ce que I'on nomme « une boite a
outils ») pour accompagner le developpement de pratiques dans une perspective de
développement professionnel des enseignants,
construire des approches de I'évaluation formative utilisant les technologies,

'The research leading to these results reported in this article has received funding from the European Community’s
Seventh Framework Programme fp7/2007-2013, under grant agreement No 612337.
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- diffuser les résultats des recherches sous forme de ressources en ligne, de publications
professionnelles et de recherche?.

Chacun des partenaires du projet a travaillé avec un ensemble d'écoles dans une perspective de
recherche orientée par la conception (Design Based Research dans la littérature anglo-saxonne)
(Wang & Hanafin, 2005; Swan, 2014), c'est a dire une conception de legons travaillées
conjointement par les enseignants et les chercheurs, mises en ceuvre dans les classes et analysées, en
s’appuyant sur des cadres théoriques, pour une reformulation et une nouvelle implémentation en
classe. Dans le cas de la France, les niveaux des classes concernées varient de I'école primaire
(CM1-CM2) au lycée (classe de 2%) en passant par le collége (classes de 5%, 4° et 3°)°. Les
enseignants concernés travaillent en mathématiques ou en sciences, ou encore autour d'objets
frontiéres en mathématiques et en sciences dans une perspective de co-disciplinarité (Prieur, 2016).
La recherche associée a ce projet de conception porte a la fois sur les questions d’analyse du réle
des technologies dans la mise en ceuvre de stratégies d’évaluation formative et sur la méthode elle-
méme de recherche orientée par la conception. Il y a ainsi deux niveaux d’analyses qui sont
présentés dans ce texte, d’une part pour analyser la mise en ceuvre dans les classes de 1’évaluation
formative et, d’autre part, pour questionner la méthode et en particulier la conception collaborative
lorsqu’elle implique deux communautés avec des connaissances et des objectifs distincts mais non
incompatibles ! Du point de vue du projet FASMEd, I’ensemble des partenaires s’est entendu pour
construire, observer et analyser des séquences mettant en ceuvre 1’évaluation formative sur un théme
commun, utilisable a la fois en mathématiques et en sciences de fagon a pouvoir mener des analyses
croisées®. Le théme retenu a été celui des représentations graphiques, présentes aussi bien en
mathématiques qu’en sciences. Un des aspects importants de 1’évaluation formative est la prise en
compte des connaissances initiales des éléves et la cohérence entre les notions enseignées en
mathématiques et en physique est un préalable d’un travail co-disciplinaire. Nous partirons de ce
théme pour analyser ce dialogue entre mathématiques et physique dans la classe dans la perspective
d’évaluation formative avec les technologies. Par ailleurs, la méthode retenue comme commune aux
différents partenaires du projet est aussi objet de recherche pour comprendre, analyser et formaliser
les apports des recherches orientées par la conception. Cette deuxiéme analyse est construite a partir
des traces des interactions entre chercheurs et enseignants sur I’ensemble des trois années du projet.
Dans ce texte, nous présentons les outils d’analyse et illustrons leurs effets sur des exemples issus
du travail de FaSMEd.

CADRE ET METHODOLOGIE

Recherche orientée par la conception

Dans la perspective d’une recherche orientée par la conception (Sanchez & Monod-Ansaldi, 2015),
nous décrivons le travail conjoint d’une équipe de professeurs d’un collége, enseignants en
mathématiques et en sciences, et des chercheurs impliqués dans le projet FaSMEd. Les séquences
d’évaluation formative ont donné lieu a des observations sous plusieurs formes :

- retour réflexif des enseignants qui tenaient un journal collaboratif,

- observations en classe et enregistrements vidéo,

- réunions de travail entre enseignants et chercheurs (enregistrements audio),

- redaction collaborative de la boite a outils FaSMEd.

%Le site du projet : http://www.fasmed.eu ; le site francais du projet : https:/ife.ens-lyon.fr/fasmed/
*Grades 4,5, 7, 8 et 9 and 10
*http://microsites.ncl.ac.uk/fasmedtoolkit/files/2016/09/D5-2_report-cross-comparative-of-case-studies.pdf
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L’ensemble de ces outils de recueils de données a été mis en ceuvre sur la longueur du projet (3 ans)
permettant plusieurs itérations pour construire et améliorer les productions dans la perspective
d’une recherche orientée par la conception.

Evaluation formative

Le cadre de I’évaluation formative est vaste et il est important de pouvoir préciser la définition
utilisée de ce concept né dans le paradigme de la pédagogie par objectif (Scriven, 1967) d’une
volonté de mettre en rapport les performances des éléves avec les objectifs d’enseignement en les
comparant aux objectifs comportementaux construits. Cette acception de 1’évaluation formative
plagait au centre la construction et la déclinaison des objectifs d’une formation en précisant les
résultats attendus pour prendre des décisions et faire des choix en décidant a priori des éléments
importants et en pouvant donner une justification de ces choix éthiquement satisfaisante. Mais cette
visée d’évaluation formative portait essentiellement sur les objectifs, construction externe a
I’apprentissage, et conduisait a un découpage des objectifs qui d’une fagon pratique permettait de
mesurer 1’adéquation entre les apprentissages et ces objectifs. Le concept d’évaluation formative
bascule vers une centration sur I’apprenant grace aux travaux de De Ketele (1993), Allal (1983,
1991), Cardinet (1986), Perrenoud (1989). Cette distinction entre les centrations possibles de
I’évaluation formative et les perspectives d’enseignement-apprentissage est bien mise en évidence
par Taras (2012, p. 4) :

In the past 40 years great changes have taken place in learning and teaching, and a strange
separation appears with assessment. Whereas the former has developed pedagogies according to
learner and learning-centred rationales, assessment has not followed these logical developments
and remained essentially teacher-centred.

Dans une perspective d’évaluation pour I’apprentissage, le modéle proposé par Wiliam et
Thompson (2007) donne a I’enseignant, a 1’¢léve individuel et aux éléves a Dintérieur de
I’institution classe, un role quant aux stratégies d’évaluation supportant 1’apprentissage. Le modele
bidimensionnel qui en résulte prend en compte le croisement entre les questions fondamentales de
I’évaluation : ou I’apprenant en est-il ? Ou doit-il aller ? Comment 1’y conduire ? Ces questions,
croisées avec le role des acteurs conduisent a se focaliser sur les stratégies d’évaluation formative
permettant de prendre en compte les rétroactions pour un réajustement permanent de
I’enseignement et de I’apprentissage :

Une pratique, dans la classe, est formative dans la mesure ou des preuves des apprentissages des
éleves sont percues, interprétées et utilisées par le professeur, I'éléve ou ses pairs, afin de
prendre des décisions concernant les prochaines étapes de lI'enseignement qui seraient meilleures
ou mieux fondées que les décisions qui auraient été prises en l'absence de ces preuves. (trad. de
Black & Wiliam, 2009, p.7)°

Dans cette définition, outre les éléments constitutifs de 1’évaluation formative (prendre de
I’information, traiter I’information, restituer les résultats de ce traitement), elle apparait comme un
pari (« that are likely to be better or better founded ») qui se construit sur I’efficience des situations
d’apprentissage proposées et qui relie 1’évaluation formative a 1’évaluation pour apprendre
(assessment for learning). Dans le projet FaSMEd, c’est cette définition de 1’évaluation formative
qui a été le point de départ du travail, augmentée par les propriétés potentielles de la technologie.
Ainsi, a partir du modele bidimensionnel de Wiliam et Thompson, nous avons développé un modele
tridimensionnel incluant les propriétés de la technologie classées en trois composantes : transmettre
et afficher, traiter et analyser et pourvoir un environnement dynamique. Ces trois dimensions
permettent de modéliser la dynamique des stratégies d’évaluation formative dans la continuité de la
classe. A partir de cette réflexion théorique sur les fondements du travail du projet européen, nous

*Practice in a classroom is formative to the extent that evidence about student achievement is elicited, interpreted, and
used by teachers, learners, or their peers, to make decisions about the next steps in instruction that are likely to be
better, or better founded, than the decisions they would have taken in the absence of the evidence that was elicited.
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avons construit des situations avec les enseignants pour constituer une boite a outils et en étudier les
effets sur 1’apprentissage dans la mise en ceuvre en classe mais aussi pour mettre a 1’épreuve le
modele d’analyse résultant des réflexions conjointes sur l’évaluation formative et 1’usage des
technologies.

Objets frontieres

Le projet européen s’appuyait sur une méthodologie de « design based research » dont Wang et
Hannafin (2005, p. 7) précisent les cinqg caractéristiques de base : pragmatique ; fondée ; interactive,
itérative, et flexible ; intégrante ; et contextuelle.

Cette méthodologie s’appuie sur un travail collaboratif entre chercheurs et enseignants sur un ou des
« objets » que chacune des deux parties doit pouvoir étudier et utiliser pour en tirer avantage dans sa
pratique. Ainsi, cette méthodologie n’a pas comme unique but d’améliorer les pratiques mais aussi
interroge a travers le processus des questions théoriques sur les fondements du travail réalisé
(Sanchez & Monod-Ansaldi, 2015). Les objets sur lesquels le travail conjoint porte sont caractérisés
par le fait que les deux communautés peuvent aborder et travailler a priori avec et sur eux, méme si
I’acception qui en est faite par chacune des deux communautés peut différer. Nous rejoignons ainsi
les définitions des « objets frontiéres », proposées par Star et Grisener (1989) dans un contexte
ethnographique, des mécanismes de coordination du travail scientifique. Ce concept a été largement
repris dans la littérature dans des contextes varies. Plus précisement, si les objets frontiéres sont un
arrangement qui permet a différents groupes de travailler ensemble sans consensus préalable, ils
constituent un pont entre communautés, agissant souvent comme pont entre un usage faiblement
structuré et une théorisation construite. L’objet frontiére s’entend alors comme un dispositif
permettant d’amorcer un travail commun et assurant une suffisante flexibilité interprétative pour
que plusieurs communautés puissent trouver un intérét a son étude ou a son usage. Le terme
« objet » peut désigner a la fois une chose matérielle et un conteneur symbolique contenant des
informations et des propriétés créées a partir d’'un modele duquel il peut hériter les caractéristiques.
Ainsi, le terme « objet » se rapporte plus a I’objet du paradigme de la programmation-objet qu’a
celui de chose tangible et manipulable. La frontiére de la méme fagon n’est pas vue comme une
ligne de démarcation, mais plutét comme un territoire partagé sur lequel il est possible de
s’entendre :

[...] dans notre cas, le mot est utilisé pour désigner un espace partagé, le lieu précis ou le sens
de I’ici et du la-bas se rejoignent. (Star, 2010, p. 20)

L’objet lui-méme dans son évolution modifie la frontiere et les activités qui s’y construisent
peuvent évoluer au fur et a mesure du temps qui y est consacré (Trompette & Vinck, 2009).
L’activité de transfert correspond a une situation ou un vocabulaire commun a été mis en place ou
est a priori constitué. L’activité de traduction amene les protagonistes a construire un compromis
suffisant pour s’entendre sur 1’objet d’¢tude dans le cadre spécifique de leur discussion commune :

L’objet frontiére est alors un médiateur cognitif ; il constitue une zone de transaction des
perspectives en présence. (ibid., p. 13)

Enfin, I’objet frontiére devient un médiateur social et la transformation de sa perception impose une
construction, plus ou moins negociée, qui fait loi dans la poursuite du travail entre communautés.
Cette négociation peut étre la démonstration d’une prise de pouvoir mais aussi peut étre acceptée
comme une évolution des perspectives de travail avec 1’objet dans une dimension de formation et de
développement professionnel que nous pouvons relier au phénoméne d’internalisation de la
transposition méta-didactique que nous présentons plus loin.

Dans le cas du projet européen FaSMEd, nous pouvons considérer les objets frontiéres a deux
niveaux. D’une part dans le dialogue entre disciplines (mathématiques, sciences physiques et
chimiques, sciences de la vie et de la terre) et d’autre part dans le dialogue entre enseignants et
chercheurs. Un livrable du projet européen consistait en une analyse croisée dans les différents pays
d’une séquence d’évaluation formative dans la classe. Pour mener a bien cette analyse, le théme des

Aldon, Panero - Actes du séminaire national de I’ARDM — 2017 64



représentations graphiques a été choisi, comme objet frontiére aux disciplines représentées. Si I’on
se réfere au paragraphe précedent, le « graphique » réunit toutes les caractéristiques de 1’objet
frontiére ; il est utilisé et compris dans chacune des disciplines, il existe une frontiére suffisamment
vaste pour s’entendre a priori, ’interprétation qui peut en étre faite est suffisamment flexible pour
que, de chaque point de vue, un travail puisse étre amorcé et il comporte des facettes spécifiques a
chaque discipline. Il suffit pour s’en convaincre de feuilleter quelques manuels de mathématiques,
de physique et de science de la vie et de la terrer (SVT) pour voir apparaitre des différences. En
mathématiques, on retrouve l'objet avec ses propriétés propres liées aux connaissances
mathématiques, en particulier ici aux relations fonctionnelles entre des grandeurs, le graphique
apparaissant comme un des systémes de représentation mis en relation avec les tableaux et les
écritures formelles alors qu'en SVT, les graphiques incorporent une idée de tendance a tel point que
I'axe des ordonnées peut étre repéré par des « unités arbitraires ».

Le second aspect, tout aussi important, est relatif a la méthodologie de la recherche elle-méme.
Comme nous I’avons décrit plus haut, la méthodologie utilisée repose sur une recherche orientée
par la conception, ce qui suppose un travail collaboratif sur I’objet méme de la recherche, a savoir
I’évaluation formative. En tant que telle, 1’évaluation formative apparait comme un objet frontiere
entre les deux communautés. D’une part, la base théorique du concept a été travaillée et circonscrite
par les chercheurs et d’autre part le concept fait partie des connaissances professionnelles des
enseignants. La frontiére existe et il est possible a priori de parler et de travailler autour de cet
objet, méme si le regard porté differe. Le projet dans lequel enseignants et chercheurs ont été
impliqués imposait un dialogue et un travail de construction impliquant une mise en ceuvre de
séquences dans lesquelles la dimension d’évaluation formative devait étre prépondérante. L’activité
autour de cet objet frontiére nous a conduit a réfléchir aux modalités de travail commun et a un
modele théorique des interactions entre communautés. Le cadre de la transposition méta-didactique
permet d’analyser 1’évolution du regard et des conceptions portés sur 1’objet frontiére.

La transposition méta-didactique

Le cadre de la transposition méta-didactique proposé par Arzarello, Robutti et al. (2014) a été, au
départ, concu dans le cadre d'une formation hybride, dans laquelle les chercheurs étaient peu
nombreux et les enseignants au contraire trés nombreux et dispersés sur tout le territoire italien
(Projet M@t.bel). Dans ce dispositif, le lien entre chercheurs et enseignants était a priori porté par
les enseignants-chercheurs, au sens italien du terme, c'est a dire des enseignants travaillant avec les
équipes de recherche. Nous avons dans cette perspective analysé, conjointement avec 1’équipe de
Turin, des actions de formation dans le cadre du programme Pairformance (Aldon et al., 2013). Par
la suite, nous avons pensé que le cadre pouvait également étre utilisé pour décrire et analyser le
travail conjoint mené dans les recherches orientées par la conception.

Cette approche théorique articule la dynamique qui peut se construire dans les confrontations entre
plusieurs communautés et les contraintes institutionnelles dans lesquelles le travail est réalisé. Elle
repose sur cing composantes essentielles :

- la double dialectique : elle prend en compte une dialectique didactique mettant en jeu les
savoirs a enseigner et les savoirs enseignés et une dialectigue méta-didactique de
construction de situations didactiques et de justification de ces constructions,

- les praxéologies méta-didactiques : elles permettent de décrire le niveau du discours et de
réflexion sur les objets frontieres qui ameénent a internaliser des composantes qui a priori
pouvaient étre externes a la culture de chaque communauté ; ’activité du professeur et du
chercheur n'est pas seulement une discussion des contenus didactiques mais porte sur les
pratiques et les réflexions sur ces pratiques,

- les aspects institutionnels : fondamentaux dans un travail mettant en jeu plusieurs
communautés chacune reliée a une ou des institutions ayant des regles de fonctionnement
spécifiques,
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- les composantes internes et externes: en termes d’objets frontiéres, les composantes
externes (resp. internes) correspondent aux propriétés ou aux informations contenues dans
I’objet mais invisibles (resp. visibles) du point de vue d’un acteur ou d’un groupe ; elles
correspondent aux connaissances a priori constitutives de I'enseignement, des savoirs
professionnels, des résultats de recherche qui peuvent étre, selon les communautés
internalisés ou au contraire extérieurs au systéeme de pensée ; en termes de praxeologies,
I’internalisation peut étre vue comme I’intégration d’une composante a une praxéologie
existante (Prodomou, Robutti & Panero, 2017),

- le « brokering » : un rdle de « passeur » de « médiateur », de « courtier » qui permet de faire
le lien entre les différentes composantes et qui facilite le dialogue entre les communautés.

Composantes Composantes

externes externes
Praxéologie  wfig- Praxéologie
des des

chercheurs <— enseignants

Composantes Composantes
internes internes

Praxeologie partagee
Nouvelle

Nouvelle
praxeologie praxeologie

Fig. 1 - Le schéma de la transposition méta-didactique

Le schéma de la figure 1 permet d'illustrer cette dynamique qui apparait ou non dans les recherches
orientées par la conception mettant en jeu plusieurs communautés : enseignants, chercheurs mais ce
peut étre aussi développeurs, ingénieurs, etc. Les lieux d’interventions du « broker » notés B sur le
schéma tendent a mettre en marche la dynamique permettant de faire évoluer les praxéologies des
acteurs vers une praxeologie négociée (partagee) intégrant des composantes externes a chaque
communauté ; cette praxéologie partagée n'étant qu’une étape qui se prolonge dans la dynamique
parallele du cycle de la recherche orientée par la conception. Les objets frontiéres sont alors les
éléments essentiels des négociations ce qui nous renvoie aux activités de transfert, de traduction ou
de transformation décrites dans le paragraphe précédent.

ANALYSE

Dans ce paragraphe nous proposons deux analyses correspondant d’une part a la mise en ceuvre de
stratégies d’évaluation formative dans un travail co-disciplinaire (Prieur, 2016) sur le graphe
s’appuyant sur des observations d’une séquence de classe co-construite et co-animee par les
professeurs de mathématiques et de physique d’une classe de cinquieme, et d’autre part sur le
concept d’évaluation formative dans des discussions entre enseignants et chercheurs.

Une séquence maths-physique

Dans un premier temps, nous revenons sur la justification du graphe comme objet frontiére entre
mathématiques et physique puisque les données sur lesquelles nous nous appuyons proviennent
d'une activité construite de facon conjointe par les enseignants de maths et de physique. Les
représentations graphiques sont considérées comme objets frontieres entre les deux disciplines en ce
sens que la lecture et la construction d’une représentation graphique est a priori une activité
partagée.
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Les disciplines scientifiques et technologiques sont toutes concernées par la lecture et
I'exploitation de tableaux de données, le traitement d'informations chiffrées ; par le langage
algébrique pour généraliser des propriétés et résoudre des problemes. Elles apprennent aussi a
communiquer sur ses démarches, ses résultats, ses choix, a s'exprimer lors d'un débat
scientifique et technique. La lecture, l'interprétation des tableaux, graphiques et diagrammes
nourrissent aussi d'autres champs du savoir. (Programme frangais d’enseignement du cycle des
approfondissement®)

Par ailleurs, au niveau de la classe de 5° les représentations graphiques apparaissent comme un
objet d’étude en mathématiques comme le montre 1’extrait du programme ci-dessous :

En 5e, la rencontre de relations de dépendance entre grandeurs mesurables, ainsi que leurs
représentations graphiques, permet d'introduire la notion de fonction qui est stabilisée en 3e,
avec le vocabulaire et les notations correspondantes. (ibid.)

« Représenter » apparait dans ce texte comme une des cing compétences majeures de 1’activité
mathématique et fait 1’objet d’enseignements spécifiques dans les différentes parties de ce
programme avec un attendu de fin de cycle stipulant la maitrise de la représentation de données :

Au cycle 4, I'éleve développe son intuition en passant d'un mode de représentation a un autre :
numérigue, graphique, algébrique, géométrique, etc.

Utiliser un tableur, un grapheur pour calculer des indicateurs et représenter graphiquement les
donneées.

Choisir et mettre en relation des cadres (numérique, algébrique, géométrique) adaptés pour
traiter un probléme ou pour étudier un objet mathématique. (ibid.)

En revanche, dans la partie Sciences physiques et chimiques, les graphiques qui ne sont pas cités en
tant que tel, apparaissent plutdt comme un outil permettant 1’interprétation de phénomeénes
physiques ou chimiques dans une compétence générale d’interprétation des résultats expérimentaux.
Ainsi, les graphiques, outils fondamentaux des sciences et des mathématiques permettent cette
flexibilité interprétative propre aux objets frontieres et suivant le point de vue peuvent étre
considérés comme un objet d’étude ou un outil d’interprétation d’un phénomene. C’est sur cette
dialectique que la situation a été construite. Le théme choisi, ’interprétation d’un graphique, se
séparait en deux temps: d’une part Dinterprétation d’un graphique temps-distance en
mathématiques comme préparation a une activité d’interprétation d’un graphique temps-
température lors d’un changement d’état en physique. Les professeurs de mathématiques et de
physique ont co-animé plusieurs séances en mettant en place un dispositif d’évaluation formative.
Les observations et les entretiens réalisés dans les classes tout au long du projet ont permis
d’identifier des schemes communs aux legons et en particulier a cette s€quence :

- proposition d’'un QCM a priori, mettant en évidence les connaissances des éléves et leurs

difficultés,
- discussion et analyse des résultats avec les éléeves,
- analyses approfondies et mise en place de remédiations par I’intermédiaire de legons
différenciées.

Le travail co-disciplinaire des enseignants a permis de mettre en évidence les difficultés liées au
concepts pergus ou enseignés suivant les disciplines comme le montre cet extrait de dialogue entre
les deux professeurs a propos du terme « pente » ou le professeur de mathématiques repousse la
présentation du concept qui sera vu ultérieurement et le professeur de physique qui cherche a
utiliser le concept d’une fagon pragmatique (M : professeur de mathématiques, P : celui de
physique, lors d’une réunion de travail) :

®http://www.education.gouv.fr/pid285/bulletin_officiel.html?cid_bo=94717
Aldon, Panero - Actes du séminaire national de I’ARDM — 2017 67



M : Le mot « pente » est intéressant mais on le verra plus tard...

P : Oui, mais quand méme sans 1’expliquer, tu vois, je pense qu’ils ont compris.

M : Oui, mais, temps-distance, ils auraient pu dire « ¢a monte, ¢a descend ». Mais ¢’est quoi qui
monte, qui descend ? c’est ce que tu lis sur 1’axe des ordonnées ? La distance augmente ou
diminue.

P:Oui!

L’activité de négociation sur I’objet frontiére tend a construire une signification commune de la
notion de pente encapsulée dans celle de graphique. On peut ici parler d’un transfert conduisant a
une internalisation modifiant la perception que le professeur de physique pourrait avoir de ce
concept de pente. Regardons un autre extrait issu cette fois d’une observation en classe alors que les
¢leves travaillent sur I’interprétation physique d’un graphique. Dans ce court extrait les éléves
avaient a associer le graphique avec une « histoire » de ce qui avait pu se passer. Les eleves
débattent de I'interprétation du graphique (Fig. 2). P est le professeur de physique et Nai et Fai deux
éleves travaillant dans un groupe :

27- P : Alors, vous étes d'accord ?

28- Nai : Oui on est d'accord, mais pas elle !

29- P : et tu as quoi comme argument, Fai ?

30- Fai : (lit I'nistoire C) Emma refroidit I'eau...
31- Nai : refroidit I'eau ?!? (en montrant le graphe)
32- P : Tu es d'accord maintenant ?

33- Nai : Oui.

34- P : C'est quoi la réponse ?

35- Nai : A. (Lisant I'histoire A) Alors elle s'arréte de chauffer I'eau un moment (en montrant le
plateau du graphe avec son doigt).

36- Fai : OK, c'est A.

| ’ /»/ Histoire A : Emma ]| Histoire B : Emma || Histoire C : Emma
s chauffe 1’eau. Puis || chauffe 1’eau: elle || refroidit I’eau.
r elle arréte de la]|change d’état. A lajJL’eau se met a
chauffer un petit |} fin, il ne reste plus || geler: elle change

moment. Enfin elle JJque de la vapeur || d’état. A la fin il ne

reprend le|] d’eau au dessus de [Jreste plus que la
chauffage. la casserole qui|lglace dans e
continue a chauffer || récipient qui
continue de
S N N N U N i refroidir.
Fig. 2 - Le graphique donnant la température en fonction du temps a associer a l'une des trois
histoires.

On peut voir dans les extraits précédents des arguments de type mathématique et de type physique
se croiser et empécher d'une certaine maniére l'interprétation correcte du graphique. Nai montre
qu’elle a bien compris que le graphique correspondant a 1’histoire C (« Emma refroidit 1’eau ») ne
peut étre un graphique croissant alors que Fai lit cette partie de ’histoire pour justifier son doute
quant a la bonne réponse ; et méme si Fai est stire d’éliminer I’histoire C, elle fait une erreur en
interprétant mal le plateau du graphe : les variations (argument mathématique, ligne 31) I'emportent
sur l'interprétation physique du changement d'état (interprétation fausse du plateau, ligne 35).

Les travaux conduits d'une part dans la classe de mathématiques et d'autre part dans la classe de
physique puis dans une approche co-disciplinaire construisent ainsi I'objet frontiere comme un
médiateur cognitif pour embarquer a la fois les propriétés mathématiques et physiques sous-jacentes
a l'interprétation des graphiques.

Cette analyse didactique replace 1’objet frontiere constitué ici par la notion de représentation
graphique dans sa double interprétation d’un point de vue des disciplines et du travail nécessaire
pour permettre aux éléves de mettre en relation le point de vue adopté en classe de mathématiques
et celui adopte en classe de physique.
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Un travail collaboratif entre enseignants et chercheurs

Le contexte est toujours celui du projet européen FaSMEd mais nous nous transportons maintenant
dans une école de la banlieue lyonnaise dans laquelle quatre professeurs de classes de CM1 et CM2
travaillent avec les chercheurs sur 1’analyse et la conception de séances mettant en ceuvre des
stratégies d’évaluation formative. Nous sommes ici dans une réunion de la deuxiéme année du
projet dans laquelle nous parlons de l'interprétation des données recueillies dans la classe par un
systeme de boitiers de vote. Tous les résultats ont été enregistrés par un logiciel. Dans ce
paragraphe, nous analyserons les données recueillies durant cette réunion en sachant bien qu’elles
s’incluent dans un recueil plus vaste comprenant les observations de classes, les discussions a
travers les courriers électroniques, les documents partagés et les comptes rendus écrits des
enseignants. Nous nous intéressons a 1’évaluation formative comme objet frontiére entre les deux
communautés en examinant les composantes de cet objet et en particulier les méthodes et les outils
pensés ou mis en ceuvre. Nous analysons les interactions en notant le niveau de discours. Nous
appellerons par la suite le niveau didactique toutes les discussions, les techniques ou les
justifications de ces techniques visant & mettre en place dans la classe des stratégies d’évaluation
formative. Nous appellerons méta-didactique les interactions mettant en jeu des arguments de
généralisation et d’explicitation de 1’objet frontiére pour les deux communautés. Ainsi, la
distinction entre les niveaux didactique et méta-didactique repose sur 1’appréhension et 1’utilisation
de I’objet frontiere dans I’avancée de la discussion. Ainsi, les éléments suivants pourront étre
reconnus comme composante du niveau méta-didactique :

- utiliser 1’évaluation formative dans son enseignement, c’est a dire intégrer une évaluation
pour I’apprentissage,

- évoquer des stratégies d’évaluation formative,

- utiliser dans une perspective d’utilisation en classe des principes ou définitions de
I’évaluation formative comme évaluation pour I’apprentissage ; utiliser les fonctionnalités
de la technologie pour faciliter la mise en place de ces stratégies,

- se rapporter a des approches socio-constructivistes de 1’enseignement pour justifier des
stratégies évoquees.

Au niveau didactique la praxéologie relévera de :

- la construction d’une séquence utilisant 1’évaluation formative,

+ T’utilisation d’un dispositif ou d’outils pour recueillir de I’'information, pour I’interpréter et
pour la renvoyer aux éleves,

- lajustification empirique de ces outils,

- T’utilisation de principes d’évaluation formative.

Le travail d’analyse et de dépouillement des données n’est pas encore totalement achevé, mais nous
montrons dans la suite le type d’analyse qui peut ressortir de cette méthode qui consiste a découper
I'ensemble des interactions et de noter le niveau didactique ou méta-didactique des interventions. Le
code couleur indique les interventions des deux communautés, en bleu les chercheurs et en rouge
les enseignants. Nous reproduisons ci-dessous 1’extrait analysé. La discussion commence par
I’examen d’un tableau fourni par le logiciel qui gere les boitiers de vote apres la passation en classe
d’un QCM portant sur les représentations multiples des fractions simples.

1ch1 ]Ic'autret_tableau moi je le trouve vraiment intéressant en termes d'évaluation

ormative

2Enl parce que clairement on voit bien...

pour les éleves on a le score total mais apreés individuellement sur chacune des
questions horizontalement et verticalement sur la question 1 comment elle a été
répondue dans la classe... la croix c'est il a répondu 2 et c'était faux, donc, la il
s'est trompé Ia, il s'est trompé la

4En2 ca va beaucoup plus vite apres

5Ch1l oui

3Ch1
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6 En 2 pour des groupes de besoin, tu vois, en bas de la ligne, tu peux pour chaque item
chaque question savoir combien il y a d'éleves
oui, oui, tout a fait / donc la ¢a donne des renseignements intéressants / et puis,
7¢h1 verticalement aussi, ca donne des renseignements intéressants, alors c'était la 6,
je crois, oui, tu regardes en bas et tu te dis oups, y'a quand méme un sur deux,
méme plus d'un sur deux
8En?2 1,2,3,4,5
9Ch1 non 6, c'est la 6
10Ch 2 ah oui, mais c'était difficile [...]
11Ch1 donc oui, c'est vraiment intéressant pour ¢a de voir deux analyses
12En2 rapides
13En1l croisées
14Ch 1 oui, et apres tu disais et ce que tu as fait pour les groupes de compétences voir
comment les éléves, comment on peut modifier un peu dans la suite
et donc, je disais, c'était long, mais l'avantage c'est que tu peux, pour la
15Ch?2 prochaine fois que tu veux le proposer, tu pourras enlever des questions que on
a vu que c'était bien...
oui, ... aprés ce que je trouve intéressant, vu qu'il y a plusieurs compétences,
c'est intéressant qu'il y ait plusieurs situations dans une méme compétence /
l'autre solution que je me disais sinon c'est de la faire en deux temps, mais en
16 En 1 gardant exactement, ce qui fait que ca te fait quand méme plusieurs situations
dans une méme compétence parce que je trouve que c'est quand méme bien
parce qu'il y a plusieurs représentations, plusieurs..., sinon, le faire en deux
temps, juste, comme ca tu la gardes compléte mais tu, tu, tu coupes pour que ¢a
fasse moins long en temps, ¢ca peut étre une solution aussi
et en fait une chose intéressante c’est que tu peux regarder dans un méme
17¢Ch 2 groupe d'exercices, de questions, s'il y a une certaine progression ¢a peut étre
que les premiéres deux sont... il s'est trompé, vers la fin de la méme question il a
repris... c'est intéressant d'avoir au moins trois, quatre...
il doit y avoir des choses sur les évaluations par QCM, parce qu'en fait les
éleves peuvent avoir des stratégies pour répondre, ils le font par déduction et
c'est pas la méme chose si ils ont a répondre directement, donc la question qu'on
18En 2 se posait, c'était, voila comment interpréter, parce qu'ils vont prendre des indices
a droite a gauche dans ce gu'ils vont voir, et dans le QCM, est-ce que ¢a donne
ou pas l'illusion, enfin, on peut peut-étre se demander si certains éléves ont
vraiment compris, ou bien ils se sont aidés...
19Ch 2 voui
20Ch1 de toute facon, ¢a ne peut jamais donner que les renseignements que ¢a donne
21En2 Voila
29 Ch 1 effectivement, apres, il y a certainement d'autres choses a mettre en place dans
la classe pour conforter ou
23En1l oui
24Ch1 ou infirmer les résultats / [...]¢a, ¢a peut étre quelque chose a proposer, dans un
deuxiéme temps, peut-étre
25Ch 2 laisser ouverte quelques questions
26 Ch 1 laisser ouverte quelques questions
et c'est vrai, c'est ce qu'on s'était dit et ce qui aurait pu étre intéressant, c'est de
27En1l . : L . . .
leur faire faire par écrit, pour voir la différence... est-ce que ca fait une
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différence, est-ce qu'on observe des différences ou pas [...] est-ce que la
technologie, ¢a fait que ca induit des réponses différentes, c'est la question qu'on
se posait

28 Ch 2 uhmm, uhmm

29En1 juste pour avoir... pourquoi pas

30Ch2 la la différence c'est que c'est un QCM et une réponse ouverte

31En1l oui... ou alors il faudrait le présenter...
il faudrait qu'ils aient mémorisé toutes les propositions pour pouvoir étre en

32En2 e bos
difficulté a I'écrit
non, c'est la méme, c'est la question que tu posais, il y a une démarche différente

33Ch1 . : o "
entre une réponse ouverte et un choix entre trois réponses qu'il faut...

34Ch2 mais c'est pas dd a la technologie

35Ch1 oui, c'est pas dd a la technologie

36 En2 non, c'est autre chose

37En1l c'est la modalité d'évaluation

38En2 faut qu'on ait conscience qu'on leur demande pas la méme chose [...]

39 En 2 c'est vrai que l'outil donne des choses pour I'adulte, il donne une lecture rapide,
une vision rapide des résultats, par item, par éléve, mais apres eux...

40 En 1 ah ben eux, ils m'ont quand méme dit, c'est trop bien, parce que du coup, on n'a
pas a écrire, ¢a va plus vite...

41En2 il y a quand méme la tache de I'écrit qui...
ah oui, la tache de I'écrit, ah moi, c'est la premiére chose qu'ils m'ont dit : ah, on
pourrait pas tout le temps faire comme ¢a (Rires) parce que du coup, ils ont un

42En1l . o . : . <
sentiment de rapidité par rapport aux évaluations ou on passe du temps, et la ils
ont passé du temps mais c’est pas la méme chose, je crois

A3En 2 déja, si on garde le plaisir sur des notions nouvelles comme ¢a qui en général les
fatigue parce que c'est tout nouveau, tout...
et en méme temps, une remarque que je voulais faire, c'est pas trop lié a
I'évaluation, a I'évaluation sommative que tu vas pouvoir faire, enfin, ce que

44 Chl j'aimerais mieux qu'on pense a regarder c'est comment on peut faire en sorte que
les éléves qui n'ont pas réussi a certains endroits, comment on peut les amener a
réussir, tu vois. ..

45En1 uhm... mais ¢a c'est un peu notre objectif aujourd'hui

46 Ch1l oui, c'est ¢ca

47En1l c'est que du coup...
faire, ... différencier un peu les enseignements en fonction de ses résultats, parce
que bon, ils ont été plus ou moins performants, alors il y a peut-étre d'autres

48 Ch1 raisons, peut-étre on va se tromper sur des éléves qui ont répondu... parce qu'il
s'est gouré de touche, enfin, des choses comme ¢a, mais globalement il me
semble gu'on va avoir des renseignements qui vont nous permettre de travailler
ben, c'est un petit peu pour ¢a, moi hier, au niveau de la lecture, c'était un peu
I'idée, moi j'ai essayé de, ben par rapport aux compétences la qu'on avait listées,
j'ai essayé de voir les éleves qui étaient en difficulté / alors comme tu disais,
c'est pas parce que on a fait 1 erreur, moi, je suis partie du principe que, il y

49En1l . . . . . o , Ly
avait 10 questions, du coup je suis parti du principe qu'on pouvait faire 2
erreurs, et a partir de la troisieme, j'ai fait un groupe et a partir de plus d'erreurs,
par exemple Elies qui a fait 4 erreurs, enfin, 4 réponses justes sur 10, et code 2
j'ai mis pour les éléves qui avaient entre 5 et 7 réponses justes pour faire un
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groupe d'éléves moyens et un groupe qui avait des difficultés / j'ai essayé de
faire ¢a, en fait, pour chaque compétence, d'arriver a faire, comme un espéce de
pourcentage d'éleves en difficulté,... comme je disais tout a I'neure, aprés c'est
des éléves que j'ai retrouvés en difficulté sur plusieurs, sur plusieurs domaines et
en fait je suis partie de ¢a, on s'était dit ¢a pouvait étre intéressant, c'est partir de
ca pour faire des ateliers de remediations sur la semaine et aprées de refaire la
méme évaluation pour voir les effets

voila ! Et la on est vraiment dans une démarche d'évaluation formative, parce
que, en gros, c'est pas une évaluation, c'est plut6t ou vous en étes

51Enl ¢a permet de faire un bilan
52Ch1 on fait un bilan, on travaille, et maintenant ou vous en étes

50Ch1

Analyse des interactions

Deslignes1a 1l

Le tableau apparait a priori comme une technique d’une praxéologie méta-didactique justifiée par
le cadre de 1’évaluation formative. Le type de taches de nature méta : utilisation dans la classe de
I’évaluation formative ; en revanche, il est part d’une praxéologie didactique ou le type de taches
consiste a faire un bilan des compétences des éléves alors que (ligne 3) cet outil sert pour repérer
“ou en sont les €éleves” et “ou en est la classe” qui constituent des principes a la base de 1'évaluation
formative.

Le tableau se pose comme un objet frontiere didactique — méta-didactique : outil pour I’enseignant
et pour les chercheurs mais pas au méme niveau. Le chercheur (ligne 7) indique que le tableau
donne des renseignements intéressants, sans vraiment dire lesquels, ce qui laisse la place aux autres
pour construire du sens, leur sens. D’ou une discussion possible sur 1I’objet frontiére.

Des lignes 12 a 15

Dans ces lignes, le regard porte vers la praxéologie méta-didactique (le dispositif en soi et pas
seulement ce cas particulier en train d’étre étudié¢) accompagné d’un regard vers la praxéologie
didactique.

Le tableau demeure objet frontiere entre praxéologies didactiques et méta-didactiques a ce moment
du dialogue et la frontiére, permettant la poursuite de la discussion, se situe autour des analyses
“croisées”. A noter la place de la technologie (les boitiers de vote et le logiciel de traitement)
comme un support de la technique liée a 1’évaluation (“rapides”). C’est le role du projet FaSMEd
d’étudier les modifications apportées par ’'usage de la technologie dans les praxéologies didactiques
liées au type de taches : « faire un bilan des compétences des éleves sur les fractions ». Le tableau
est alors regardé comme une technique méta-didactique pour analyser les données recueillies dans
la classe avec deux types de taches distinctes : « faire un bilan des compétences des éléves » /
« faire un bilan de la classe ». Le tableau apparait comme une technique permettant de réaliser 1’'une
et I’autre tache.

Des lignes 16 a 26

Cet outil sert pour modifier I’enseignement : c’est encore ici un des principes a la base de
I'évaluation formative et le tableau est présenté comme une technique méta-didactique. Le lien est
fait ligne 16 entre les deux discours au niveau didactique, le premier comme déclencheur du
deuxieme par les deux éléments qui sont repris : le temps (« ¢’était long »), et I’idée de sélectionner
des taches particulieres. Le point commun entre enseignants et chercheurs releve de l'intérét de la
variété des questions sur une méme compétence. Poser plusieurs questions pour une méme
compétence assure la pertinence de 1’évaluation méme si elle prend du temps. Dans la ligne 17, le
type de taches se resserre sur 1’évaluation de compétences particuliéres liées directement au sujet
mathématique en jeu (évaluer une compétence particuliere comme sous-tache de la tache « faire un
bilan des compétences des éléves »). Il s’agit ici de construire ou de discuter les taches liées a une
méme compétence. La technique proposée est d’utiliser plusieurs situations parce que la multi-
représentation des objets mathématiques permet d’évaluer une méme compétence (c’est presque
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une justification de la technique). Le chercheur rejoint 1’enseignante au niveau didactique sur cette
technique mais il fait le lien avec les techniques possibles pour analyser les données au niveau
didactique. On retrouve la parole du chercheur qui part de la praxéologie didactique pour rajouter
un élément de la praxéologie méta-didactique avec une intention de nourrir les justifications de la
praxéologie didactique. Le discours se centre alors sur les techniques pour évaluer les éléves (ligne
19). On est au niveau didactique (pertinence des QCM vus comme une technique de résolution d’un
type de taches), mais I’enseignante est sur une idée d’évaluation sommative plutdt que formative :
elle considére la pertinence du QCM comme outil pour évaluer les éléves, sans I’insérer dans un
dispositif plus global (du type quiz — groupes de besoin — quiz). Toujours en restant au niveau
didactique, les chercheurs voient la possibilité¢ d’autres modalités d’évaluation comme une partie du
processus d’évaluation formative (lignes 25-26).

Des lignes 27 a 38

Alors que les enseignants discutent de la possibilité de proposer dans la classe les mémes questions
dans les deux modalités (QCM ou questions ouvertes) pour empiriqguement en observer les effets, la
référence a la technologie analyse le support (ou le frein) a la mise en ceuvre des modalités
d’évaluation qu’elle pourrait apporter ; la technologie apparait ici comme un nouvel objet frontiere
qui est une composante de I’évaluation formative. On retrouve ici les propriétés héritées de 1’objet
frontiére « évaluation formative ». Les chercheurs ramenent la réflexion sur le niveau méta-
didactique (ligne 30) : ce n’est pas la technologie qui induit des réponses différentes. C’est plutdt la
modalité méme de poser les questions. La parole du chercheur part de la praxéologie didactique
pour rajouter un élément de la praxéologie méta-didactique avec une intention de nourrir les
justifications de la praxéologie didactique. Le rble de broker entre les niveaux didactique et méta-
didactique a ce moment est joué par les chercheurs. Les enseignants cherchent des justifications
pour les techniques utilisées (a l'intérieur du niveau didactique) et ne font pas référence a
I’évaluation formative. En faisant observer que 1’enseignante était déja sur le plan des justifications
des techniques avec sa réflexion précédente sur les modalités d’évaluation, les chercheurs raménent
le réle de la technologie a une justification des techniques méta-didactiques (lignes 33-35). On voit
ligne 37 un basculement de I’enseignante a un niveau méta-didactique dans un début d’un processus
d’internalisation alors que la deuxiéme enseignante revient sur un discours sur les techniques
d’évaluation a un niveau didactique (ligne 38).

Des lignes 39 a 43

Mais, rapidement, en s’interrogeant sur I’outil et ses fonctionnalités pour les différents acteurs, elle
se situe a un niveau méta-didactique de justification des stratégies d’évaluation formative et revient
ensuite a la praxéologie didactique : un discours sur la technique d’évaluation formative. Il est
intéressant de noter ici ce basculement entre les deux niveaux qui s’entremélent et qui illustre bien
la double dialectique, le niveau méta-didactique alimentant et nourrissant le niveau didactique de
mise en place de stratégies appuyeées sur des justifications méta-didactiques.

Des lignes 44 a 49

Le chercheur passe au niveau meta-didactique en faisant référence a 1’évaluation formative pour
que le discours sur le dispositif technique soit ancré sur des principes d’évaluation formative. En
s’interrogeant sur « comment on peut faire pour les amener a réussir » il veut développer des
techniques de la praxéologie méta-didactique. La réponse montre ou indique que le rdle de broker
joué par Ch 1 a un effet sur En 1 qui passe du coup a ce niveau méta-didactique (en tout cas qui
annonce qu’elle veut y passer). Ce qui incite Ch 1 a poursuivre le discours en continuant a
s’appuyer sur les praxéologies didactiques des enseignants. Il s’agit ici d’une prise en compte par le
chercheur des praxéologies didactiques et notamment de la confrontation des techniques a la
contingence pour commencer a modifier (ou affiner) la praxéologie méta-didactique qui est reprise
et détaillée par En 1 (ligne 49) qui décrit son dispositif (sa technique didactique).

Des lignes 50 a 52

Ch 1 lit avec une loupe méta-didactique la technique d’En 1 au niveau didactique. On voit bien ici
le phénomene de transposition méta-didactique : le rapport des deux discours qui sont au méme
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niveau praxéologique (technique) mais a deux plans différents (technique méta-didactique vs
technique didactique qui en est une transposition).

Cette analyse chronologique peut étre représentée par la succession des niveaux de discours (figures
3 et 4) ; chacun des points représente une prise de parole a un niveau specifique. 1l est par exemple
possible qu’un méme acteur intervienne a des niveaux différents de discours ce qui, dans notre
codage, justifiera de scinder cette intervention en deux points. De ce codage, on peut tirer des
interprétations locales : comment les discours des uns et des autres se succedent et quels éléments
permettent d’élargir la frontiére de 1’objet enjeu de la discussion ? Mais aussi des interprétations
globales sur I’évolution du discours des différents partenaires dans une perspective de mise en
¢vidence d’internalisation et de praxéologies partagées. Dans la premiere phase de la réunion, ce
sont les chercheurs (Fig. 3, bleu) qui interviennent le plus au niveau méta-didactique, alors que les
enseignants ramenent toujours la discussion sur le niveau didactique et plus particulierement sur les
taches et les techniques spécifiques mises en ceuvre dans leur classe. On peut voir une évolution au
fur et a mesure des interventions dans lesquelles on percoit un glissement d'un discours sur les
techniques vers une justification de ces techniques et méme des interventions a un niveau méta-
didactique.

Niveau mét:
N K e e [ ee [
didactique C
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Fig. 3 - Analyse des interactions & un niveau global

A un niveau local I’étude des interactions découpées en épisodes permet de mettre en évidence la
structure du discours partant d'un logos didactique pour construire un discours méta-didactique et de
regarder les effets sur les professeurs (logos didactique renforcé) (Fig. 4). Il y a des moments de
« brokering » horizontal (interne au niveau didactique) [15-17, 30-36] : on retrouve la parole du
chercheur qui part de la praxéologie didactique pour rajouter un élément de la praxéologie méta-
didactique avec une intention de nourrir les justifications de la praxéologie didactique.
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Fig. 4 - Interprétation locale des interactions

Aldon, Panero - Actes du séminaire national de I’ARDM — 2017 74



CONCLUSION

Les premiers résultats qui ressortent de ces analyses nous incitent a poursuivre ce travail. D une
part, le cadre d’analyse permet de mettre en évidence des points particulicrement utiles pour
I’analyse et la conception de situations co-disciplinaires construites dans une perspective
d’évaluation pour I’apprentissage. A travers les objets frontieéres mis en évidence dans la
construction d’une séquence, le dialogue enrichit la perception de chacune des parties et modifie les
praxéologies relatives a un type de taches (ici interprétation d’un graphique) en internalisant des
concepts ou des méthodes venant des autres disciplines. D’autre part, ce cadre permet aussi
d’analyser et de justifier théoriquement la recherche orientée par la conception dans ce qu’elle
propose comme développement professionnel d’une part et comme enrichissement théorique
d’autre part. Nous avons pu ainsi dégager de 1’analyse des rdles des acteurs deux formes de
brokering : horizontal et vertical. Le brokering horizontal favorise dans les discussions le passage
de praxis a logos dans une praxéologie didactique et le brokering vertical entre les niveaux
didactique et méta-didactique en référence a la double dialectique de la Transposition Méta-
Didactique. Il y a une dynamique qui est sensible a la perception de 1’objet frontiere dans la
construction conjointe qui est mise en évidence et qui a contrario peut aussi expliquer les difficultés
rencontrées dans certains groupes de travail dans lesquels cette double dialectique ne s'enclenche
pas. Dans cette analyse, nous avons plus observé des moments de brokering horizontal, le role de
broker étant tenu par les chercheurs, et moins de vrais moments de brokering vertical. Cependant
dans la suite des réunions et sur I’analyse de I’ensemble des données, on peut commencer a
percevoir une augmentation des moments de brokering vertical, en allant vers une genéralisation et
une décontextualisation des pratiques didactiques mises en place et analysées ; nous percevons aussi
une augmentation des moments de brokering horizontal proposés par les enseignants qui justifient
leurs techniques d'évaluation formative en passant par des observations méta-didactiques. Un aspect
important des résultats concernant le broker est la mise en évidence du brokering comme un role et
non pas comme un acteur. Les observations montrent bien que ce réle peut étre joué, a des moments
différents, par des acteurs différents. Si, dans les extraits analysés dans ce texte, ce sont les
chercheurs qui s’emparent de ce rdle, il apparait qu’a d’autres moments et notamment dans des
moments d’internalisation, un ou des enseignants prennent le role de broker.

Bien entendu, des questions se posent encore, plus particulierement liées a 1’évolution dans le temps
des praxéologies des acteurs. C’est pourquoi, a partir des données recueillies, nous essayons
maintenant de regarder les interactions dans la continuité sur les trois années de travail collaboratif
entre enseignants et chercheurs.
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Résumé

Notre travail est caractérisé par un double objet : la notion d'application linéaire comme
concept structurant d'un enseignement de l'algebre linéaire, d'une part, et les Classes
Préparatoires aux Grandes Ecoles comme institution particuliére, d'autre part. La TSD et la
sémiotique de Peirce constituent le cadre principal de nos travaux afin d'analyser les
raisonnements produits par les étudiants en situation d'interrogation orale. Nous rappelons
d'abord quelques éléments d'analyse épistémologique concernant le rble des applications
linaires dans I'émergence de l'algebre linéaire. Puis nous présentons quelques notions de
TSD et de sémiotique de Peirce. Nous complétons alors le modéle d'analyse des
raisonnements de Bloch et Gibel en lien avec le schéma de structuration des milieux et
proposons un outil d'analyse sémiotique. Avec ces outils, nous procédons ensuite a une
analyse des raisonnements produits par des étudiants en situation d'interrogation orale «
classique ». Puis, nous expérimentons une situation d'interrogation orale modifiée afin
d'enrichir et stabiliser les niveaux de milieu adidactique. Ces analyses confirment I'importance
du lien entre l'activation de milieux adidactiques et I'accés aux objets mathématiques en
situation de preuve.

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

BLOCH I., GIBEL P. (2011), Un modele d'analyse des raisonnements dans les situations didactiques : étude des
niveaux de preuves dans une situation d'enseignement de la notion de limite, Recherche en Didactique des
Mathématiques, 31(2), 191-228.

DE VLEESCHOUWER M., GUEUDET G. (2012), Secondary-tertiary transition and evolutions of didactic contract :
the example of duality in linear algebra, In Pytlak, M., Rowland, T., Swoboda, E., (Eds.) Seventh Congress
of the European Society of Research on Mathematics Education, (pp. 2113-2122), University of Rzesvow,
Poland.

DoRIER J.-L. (ED.) (2000), On the Teaching of Linear Algebra, Kluwer Academic Publisher, Dordrecht.

Lalaude-Labayle - Actes du séminaire national de I’ ARDM — 2017 77



ENSEIGNEMENT ET APPRENTISSAGE DE L’ALGEBRE ABSTRAITE A
L’ UNIVERSITE : ELEMENTS POUR UNE DIDACTIQUE DU STRUCTURALISME
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Résumé

Il est question ici de la rupture liée a ’accés a la pensée structuraliste a la transition entre licence et
master de mathématiques. Je présente mes analyses épistémologiques du structuralisme algébrique,
en appui sur le travail des historiens et des philosophes, et montre comment ces analyses, croisées
avec des analyses didactiques outillées par la Théorie des situations didactiques, la Théorie
anthropologique du didactique ou l’approche sémiotique de Duval, permettent de comprendre
certaines difficultés des ¢tudiants et de nourrir les ingénieries didactiques.

Je pose ainsi les premiers ¢léments d’une didactique du structuralisme algébrique : la dialectique
objets-structures, prise en deux grands mouvements d'abstraction, 1’idéalisation et la thématisation,
distingués a la suite de Cavaillés et Lautman ; sa relation avec la dialectique syntaxe-sémantique ; la
notion de praxéologie structuraliste, fondée sur la dimension méthodologique de la pensée
structuraliste ; la notion de Parcours d’Etude et de Recherche formel dont I’enjeu est de faire vivre
la dialectique objets-structures pour développer des praxéologies structuralistes. Enfin, j’expose
mon travail d’ingénierie didactique autour de la « théorie des banquets », qui met en ceuvre I’idée
d’une phénoménologie didactique des structures mathématiques, empruntée a Freudenthal, pour
enseigner la pensée structuraliste.

Mots clés

Structuralisme mathématique ; didactique de 1’algebre abstraite ; dialectique objets-structures ;
praxéologies structuralistes

1. PROLEGOMENES
De mathématicien a chercheur en didactique des mathématiques

Ce texte reprend les grandes lignes de 1’exposé que j’ai donné au séminaire national de ’ARDM en
mars 2017 et dont la vidéo est disponible en ligne'. Cet exposé de présentation de mes travaux
d’habilitation a diriger des recherches avait pour objectif de situer le contexte particulier de mes
recherches et d’en dégager les grands axes, afin de faciliter Iaccés a ma note de synthése
(Hausberger, 2016 HDR), pour le lecteur souhaitant approfondir.

Mes recherches se caractérisent en effet par le niveau avancé du curriculum auquel elles se situent
(fin de licence, début de master de mathématiques pures) et par leur fort ancrage épistémologique,
en appui sur le travail des historiens et philosophes. Ceci s’explique par ma trajectoire
professionnelle particuliére (j’ai mené des recherches en théorie des nombres - géométrie
arithmétique, dans le cadre du programme de Langlands, pendant une dizaine d’années tout en
investissant progressivement les champs de 1’épistémologie puis de la didactique) et par un choix

Thttp://mc.univ-paris-diderot.fr/videos/MEDIA170330124836611/multimedia/MEDIA170330124836611.mp4
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délibéré d’inscrire mes travaux en didactique dans un domaine et sur un théme qui me permettent de
réinvestir mon expertise scientifique et ma pratique de mathématicien.

Le choix de I’algebre abstraite est également li¢ a mon expérience d’enseignant a I'université : le
module obligatoire d’algebre de troisiéme année de licence de mathématiques m’a été confié
pendant 8 années consécutives, sur des contenus variant de la théorie des groupes a celle des
anneaux et des corps, selon I’habilitation en cours. Ceci fut I’occasion d’explorer tout d’abord le
potentiel d’une approche favorisant les TICE (Guin & Hausberger, 2008), mais sans véritable appui
sur les théories didactiques (ma reconversion thématique est ultérieure a 1’écriture de cet ouvrage).
Pendant cette période, j’ai pu constater d’importantes difficultés rencontrées par les étudiants dans
I’apprentissage des structures algébriques, en phase avec la situation au niveau international, telle
que la renvoie la littérature en éducation mathématique :

The teaching of abstract algebra is a disaster, and this remains true almost independently of the
quality of the lectures (Leron & Dubinsky, 1995, p. 227).

Cette citation, bien qu’un peu caricaturale, laisse entrevoir la présence d’un obstacle de nature
épistémologique, résistant a 1’action didactique. Plus tard, j’appellerai cet obstacle « le défi de la
pensée structuraliste » (Hausberger, 2012). Si les recherches en didactique de 1’enseignement
supérieur portant sur 1’algebre linéaire (Dorier, 2000, p. 36) et la théorie des groupes (Lajoie &
Mura, 2004) ont permis d’identifier des spécificités des apprentissages algébriques a I'université,
notamment autour de la notion de concepts Formalisateurs-Unificateurs-Généralisateurs-
Simplificateurs (FUGS ; Robert 1987), il est question ici d’une autre rupture. En effet, lors de
I’entrée dans la pensée structuraliste a la transition entre licence et master de mathématiques, le
caractére unificateur prend une dimension supérieure. L’enjeu n’est plus celui d’une théorie qui
s’applique a des objets de natures différentes, mais celui d’un traitement unifié, systématique, des
structures présentées axiomatiquement : on se pose a leur propos le méme type de questions que
l'on cherche a résoudre avec le méme type d'outils, mettant en avant les ponts entre ces structures.
Par exemple, la notion d’idéal renvoie a celle de sous-groupe distingué, en tant que « bonne »
notion pour la construction de quotients, soulignant ainsi 1’analogie formelle entre la théorie des
groupes et celle des anneaux. Une compréhension fine de 1’épistémologie du structuralisme
mathématique, et en particulier algébrique, apparait ainsi comme un prérequis nécessaire a 1’action
didactique. Notamment, il s’agit de mettre a 1’é¢tude la « méthode axiomatique » dans son usage
structuraliste.

La période 2011-14 fut l'occasion, dans mes enseignements, de plusieurs expérimentations
d'ingénieries en relation avec mes travaux de recherches en didactique. D’une part, je suis parti
d’échanges sur un forum de mathématiques en ligne et ai proposé un usage novateur de
retranscriptions de ces échanges pour des activités en classe. Ces travaux s’inscrivent dans le cadre
de la Théorie Anthropologique du Didactique (Chevallard, 2007), autour de la notion de
praxéologie structuraliste que j’ai introduite en didactique de I’algébre abstraite. Plusieurs articles
sont issus de cette recherche-action (Hausberger, 2016 ; in press b ; in press c) qui fera I’objet de la
deuxiéme partie de cet article, apres les prolégomenes. D’autre part, j’ai développé 1’ingénierie des
« banquets » qui vise a faciliter ’entrée dans la pensée structuraliste. Cette ingénierie est présentée
en détail dans ma note de synthése en vue de I’HDR et constitue la partie originale de cette dernicre
(non publiée a ce jour ; deux articles sont actuellement en préparation). Elle s’appuie sur une étude
épistémologique, croisée avec un cadre sémio-cognitif, a paraitre (Hausberger, in press a). Les
¢léments saillants de cette ingénierie et quelques résultats obtenus seront mis en avant dans la
troisiéme partie de ce texte.

Outre les cadres didactiques, I’ingénierie des banquets a été nourrie par mes lectures
philosophiques. Notamment, 1’ouvrage de Frédéric Patras «la pensée mathématique
contemporaine » (Patras, 2001) a joué¢ un rdle important dans un moment réflexif sur ma pratique de
mathématicien, via 1’épistémologie, lequel a précédé ma reconversion thématique vers la
didactique. Dans la suite de ces prolégomenes, je vais rendre compte de ce questionnement et des
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relations entre philosophie et didactique des mathématiques qu’il a fait émerger, pour terminer avec
un énoncé des différentes questions de recherche, issues de ce terreau fertile, que j’ai mise a I’étude
dans mes travaux sur I’algebre abstraite.

Pensée mathématique contemporaine et critique hiisserlienne

Patras (2001, chap. III Les origines des mathématiques modernes) caractérise la pensée
mathématique contemporaine par la prédominance, dans la pratique mathématique, de la méthode
« structurelle-transcendantale », c’est-a-dire la prédominance du structuralisme mathématique en
tant qu’épistémologie particuliére des mathématiques :

L’esprit de la méthode est d’abstraire des objets étudiés leur substance formelle, a la maniére
dont le procédé d’abstraction transcendantale dégage les concepts de leur enracinement
empirique [...]: & partir de situations diverses et parfois sans liens apparents, dégager des
concepts, des structures universelles, qui puissent permettre de traiter simultanément de
questions relevant de domaines a priori distincts. L’algebre fut 1’élément moteur de la prise de
conscience qu’il fallait en finir avec un traitement ad hoc des problémes. De chacun d’eux, il
convient de dégager a chaque fois les éléments universels, et cela avec le plus grand degré de
généralité possible. Cette généralité n’est pas vaine, dés lors que le mathématicien y gagne en
lucidité et en compréhension (Patras, 2001, p. 57).

Cette épistémologie, que Patras tout comme certains historiens (Corry, 1996) fait remonter a Gauss,
s’est développée a travers les travaux des mathématiciens allemands des XIX® et XX° siécles,
notamment Riemann, Hasse, Dedekind, Hilbert et Noether. En particulier, la généralisation de la
méthode axiomatique pronée par Hilbert a joué un réle important : le systéme axiomatique proposé
par Hilbert pour la géométrie a ouvert le pas a des axiomatiques « formelles » ou le processus
d’abstraction concerne a la fois la nature des objets et la sémantique des relations. Le résultat est un
systeme d’axiomes dans lequel objets et relations sont désignés par des symboles, et qui exprime les
propriétés formelles des relations, généralement dans le langage de la logique formelle.

Dans son Manifeste « L’architecture des mathématiques » (Bourbaki, 1948), Bourbaki fait la
promotion de 1’usage structuraliste de la méthode axiomatique (qui differe de la fonction logique
que lui assigne Hilbert, par exemple pour démontrer I’indépendance du cinquieme postulat
d’Euclide ou étudier la cohérence du systeme). L’idée de structure y apparait d’une part comme un
concept régulateur de la pensée, sous forme métaphorique ou programmatique, pour désigner, de
fagon assez floue, une architecture cachée derriere des objets ou des théories mathématiques.
D’autre part, elle est formalisée, de facon précise et rigoureuse, en termes de structures particulieres
comme les groupes, les espaces vectoriels ou espaces topologiques. Bien que Bourbaki, dans son
traité « Les Eléments de mathématique » (publié a partir de 1939), définisse mathématiquement la
notion de structure, sa définition ne sert que de cadre général et n’est pas mathématiquement
« fonctionnelle » (Corry, 1996, p. 324), a la différence de la théorie des catégories, introduite par
Mac Lane et Eilenberg (Mac Lane, 1996). Cette derni¢re constitue une véritable métathéorie
mathématique des structures, mais il s’agit d’un point de vue trés surplombant, qui est hors
d’atteinte des étudiants de licence ou début de master lorsqu’ils apprennent la théorie des structures
algébriques. En définitive, pour les mathématiciens du milieu du XX° siécle tout comme pour les
¢étudiants (mis a part les étudiants de deuxiéme année de master qui se destinent a la recherche dans
ce domaine précis des mathématiques), le concept de structure, faute de fondation mathématique,
appartient essentiellement a « I’image du savoir », il fait office de méta-concept. Ceci souléve
d’emblée le probléme didactique suivant :
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As a consequence, students are supposed to learn by themselves and by the examples what is
meant by a structure whereas sentences like “a homomorphism is a structure-preserving
function” is supposed to help them make sense of a homomorphism (Hausberger, in press d).

Si les définitions par axiomes réalisent une séparation plus nette entre le logique et I’intuitif (d’ou
un niveau supérieur de rigueur, indispensable par exemple pour trancher le cas du cinquiéme
postulat), le style d’exposition structuraliste laisse en général peu de place aux intuitions qui ont vu
naitre les formalisations mathématiques. Il en résulte une distance entre les mathématiques vécues
par le mathématicien dans 1’acte de création et celles que renvoient les textes du savoir, distance qui
devient problématique lorsqu’il s’agit de comprendre les raisons d’étre de ces formalisations, leur
possibilité, et d’aborder la question du sens. C’est cette distance que pointe Patras en la dénongant
dans la tradition phénoménologique :

En mathématique, 1’objet savant est 1’objet dans toute la violence aveugle de sa définition
axiomatique, dépouillé de tout enracinement dans une pensée humaine et son cortége d'affects,
d'incertitudes et d'espérances troubles. La chose pensée est celle qui se déploie dans une
intuition, celle dont la présence habite et fait vivre le travail de recherche. La distance de l'une a
l'autre est difficile a saisir en dehors d'une expérience : il faut éprouver la présence de la chose
pensée pour comprendre sa spécificité, pour éprouver un sens la ou auparavant il n'y avait
qu'une certitude inerte (Patras, 2001, p. 158).

D’une fagon générale, Patras dénonce ainsi « l’illusion d’une autonomie du discours
mathématique » comme « sans doute la plus grave des erreurs qu’ait commises le structuralisme »
(Patras, 2001, pp. 2-3). Pour y remédier, il devient indispensable de recourir a la théorie générale de
la connaissance, c’est-a-dire a 1’épistémologie. A 1’opposé d’un « supplément d’ame », cette
derniére doit se traduire par une modification effective du style d’écriture mathématique. Il s’agit de
ne pas de se méprendre sur la difficulté de la tache, comme le souligne Patras :

Les acquis de la rigueur axiomatique étant uniformément admis, tous s’accordent aussi
désormais a reconnaitre la nécessité d’ajouter de la « matiere » aux notions formelles, c’est-a-
dire a se préoccuper dans tout texte mathématique d’intelligibilité tout autant que de cohérence.
Il ne faut s’y tromper, c’est 1a I’exercice le plus difficile. Traduire 1’idée d’une démonstration en
langage formalisé est une simple affaire de patience, pourvu que 1’idée soit exacte. Décrire cette
idée, expliquer une motivation, est autrement difficile car c’est affaire de style et d’imagination
(Patras, 2001, p. 135).

De fait, la lecture de Patras (2001) a questionné non seulement ma pratique mathématique de
chercheur mais également ma pratique enseignante, a travers les questions mises en avant par le
mathématicien-philosophe, lesquelles ne se limitent pas a la sphere de la création scientifique mais
touchent également 1’enseignement. Ceci n’est pas une coincidence, si I’on se réfere d’une part a la
tradition de I’implication des mathématiciens (tels que Klein, Poincaré, ou plus récemment Kahane)
dans les questions relatives a l’enseignement, d’autre part aux relations entre recherche et
enseignement qui se nouent lors de I’exercice du métier d’enseignant-chercheur a ’université
(Winslew & Madsen, 2007). Ainsi :

Faire la part de modernisme dans le style d'exposition et de retour au systéme d'intuitions
originales qui sous-tendent une théorie est sans nul doute l'une des difficultés majeures
auxquelles est confrontée la pédagogie mathématique aujourd'hui, car la science est condamnée
a étre stérile si elle cesse de prendre appui sur une intuition pleine et vivante de ses contenus.
C'est la conscience de cette stérilité qui gouverne les réactions de rejet de l'enseignement
mathématique comme un bloc d'abstractions gratuites et dépourvues de significations tangibles
(Patras, 2001, pp. 27-28).

Patras fait allusion a la réforme des « maths modernes », qui a rencontré les difficultés que nous
connaissons. Le défi d’une écriture et d’une communication mathématiques faisant une part plus
large a I’heuristique et aux racines phénoménologiques des structures mathématiques se transpose
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ainsi, depuis la sphére savante, aux dispositifs d’enseignement. Il se reformule alors en termes
didactiques :

En d'autres termes, le savoir mathématique est aussi pour beaucoup un savoir-faire, dont les
régles sont celles d'une technique tout autant que d'une connaissance formelle. Les manuels
congus selon les régles de la méthode d'exposition structuraliste laissent souvent sur un
sentiment d'incomplétude : le lecteur a bien compris les ressorts de la méthode, mais serait bien
incapable de la faire fonctionner dans 1'étude de situations concrétes (Patras, 2001, p. 136).

On l’aura compris, les considérations de Patras, qui portent en premier lieu sur le travail du
mathématicien, ne tardérent pas a résonner avec certaines notions et cadres théoriques didactiques
¢laborés dans le contexte de 1I’étude des phénomenes d’enseignement-apprentissage. Par exemple, la
citation précédente souligne la dimension méthodologique de la pensée structuraliste (Bourbaki
parle de méthode axiomatique) et appelle a un examen praxéologique des types de taches
structuralistes, dans 1’esprit de la Théorie Anthropologique du Didactique (Chevallard, 2007). Elle
pose également le probléme de la construction de situations, au sens de la Théorie des Situations
Didactiques (Brousseau, 1998), a méme de conduire a cette « intuition pleine et vivante des
contenus » que vise Patras, lorsque la méthode structuraliste tend a faire disparaitre les objets
derriere les structures abstraites et formelles. Le tableau ci-dessous synthétise les éléments
marquants des théses de Patras relevés dans les citations précédentes et les met en regard avec les
¢léments des cadres théoriques didactiques usuels qui me paraissent pertinents. Outre la fertilité
d’un approfondissement de ces regards croisés entre philosophie et didactique, ce tableau nous
rappelle également que I’écriture et la communication mathématiques revétent indéniablement une
dimension didactique.

philosophie de la création mathématique phénomenes et cadres didactiques

illusion de I’autonomie du discours illusion de transparence (Artigue, 1991)

distance objet savant - chose pensée concept definition - concept image (Tall-Vinner,
1981)

intuition et  conceptualisation, esthétique|théorie des champs conceptuels (Vergnaud,
transcendantale 1990), sémiosis et noésis (Duval, 1995), théorie
APOS (Dubinsky, 1984)

phénoménologie du structuralisme phénoménologie didactique des structures
mathématiques (Freudenthal, 1983)

méthode axiomatique en tant qu’ensemble de| praxéologies (Chevallard, 2007)
techniques

Tableau 1 : mise en regard philosophie-didactique
Des questions de recherche et un choix de cadres théoriques complémentaires

De ce terreau fertile ont émergé mes premieres questions de recherche sur I’enseignement-
apprentissage du structuralisme algébrique, encore a raffiner : Comment enseigner les techniques
structuralistes en mettant en avant I'heuristique ? Quelles situations proposer engageant des objets ?
Comment prendre appui sur l'origine phénoménologique des concepts structuralistes ? Pour y
répondre, j’ai mobilisé différents cadres didactiques complémentaires, au sens ou ces derniers vont
permettre de mettre a 1’étude des aspects complémentaires de ces premicres questions.
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Tout d’abord, j’ai choisi de me placer au sein de la Théorie Anthropologique du Didactique (TAD,
Chevallard, 2007), du fait de I'importance de la dimension méthodologique dans la pensée
structuraliste. Il s’agit notamment de mobiliser les outils offerts par la TAD pour étudier, d'un point
de vue institutionnel, la rupture liée a l'entrée dans la pensée structuraliste. En effet, je fais
I’hypothése que la mise en évidence des techniques structuralistes permet de faire apparaitre les
raisons d'étre des concepts structuralistes et de fonder ['unité des pratiques en algébre abstraite,
pour un apprenant. Le cadre de la TAD me permet ainsi de mettre a 1’étude les questions de
recherche suivantes : Comment modéliser la pensée structuraliste en termes de praxéologies ? Si
mon hypothése précédente est fondée, comment favoriser le développement de praxéologies
structuralistes ?

J’ai choisi également de mobiliser la Théorie des Situations Didactiques (TSD, Brousseau, 1998),
afin de penser l'apprentissage de la pensée structuraliste en termes de sifuations (en relation avec
des gestes structuralistes), et ceci malgré le probléme de construction de situations fondamentales
dans le cas des concepts FUGS (Rogalski, 1995). Ce choix est aussi motivé par 1’usage classique de
la TSD dans une démarche d’'ingénierie didactique. Selon 1’agenda épistémologique présenté ci-
dessus en suivant Patras, il s’agit alors de construire des situations renouant avec les racines
phénoménologiques des concepts, dans 1’esprit de la phénoménologie didactique de Freudenthal
(1983). J’ai ainsi mis a 1’étude les questions de recherche suivantes, dans le cadre de la TSD : Est-il
possible de construire une situation fondamentale ou un ensemble de situations pour I'entrée dans la
pensée structuraliste ? Si oui, comment organiser le milieu ? Comment prendre en compte le fait
que la notion de structure est un méta-concept ?

Enfin, il apparait nécessaire d’introduire un cadre sémio-cognitif afin de poser le probleme de la
conceptualisation d'une structure algébrique dans les rapports du concret a l'abstrait. Pour cela, j’ai
mobilisé la sémiotique de Frege en lien avec un point de vue théorie des modeéles sur les systemes
axiomatiques (Hausberger, in press a ; voir également la dialectique objets-structures comme cadre
de référence, ci-dessous). J’ai également utilisé les travaux de Duval (1995) dans le but d’analyser
le fonctionnement cognitif de la pensée dans une situation d'apprentissage. Ce cadre sémio-cognitif
me permet d’étudier les questions de recherches suivantes : Comment les aspects €pistémologiques,
sémiotiques et cognitifs s'articulent-ils dans le déploiement de la pensée structuraliste ? Comment
analyser le travail de conceptualisation d'une structure algébrique abstraite et le favoriser ?

2. LES PRAXEOLOGIES STRUCTURALISTES

Je développe dans cette section mes travaux effectués dans le cadre de la TAD. Pour mémoire, il
s’agit de répondre aux questions de recherches : Comment modéliser la pensée structuraliste en
termes de praxéologies ? Comment favoriser le développement de praxéologies structuralistes ? Les
références pour cette section sont (Hausberger 2016, in press b, in press c).

Le forum sur les nombres décimaux

Commengons par un exemple permettant d’analyser le développement de praxéologies
structuralistes par un collectif hétérogéne d'apprenants sur un forum de mathématiques. Nous
formaliserons la notion de praxéologie structuraliste par la suite.

Le fil de discussion qui nous concerne, visible a l'adresse
http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?3,318936.page=1, est intitulé¢ « les nombres
décimaux ». Les échanges ont eu lieu probablement pendant un temps assez court, en 2007.
l'intervention initiatrice du fil est le fait d'un forumeur, Mic, lequel met avant deux assertions et
deux questions: A; (D est un sous-anneau de Q), A, (Tout sous-anneau de Q est principal),
Q: (Comment le démontrer ?), Q. (Comment définit-on le pgcd de deux décimaux ?).
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D'emblée, nous remarquons que les assertions A; et A, sont les deux prémisses d'un syllogisme dont
la conclusion est « D est principal », assertion notée A, et qui est probablement visée par Mic.
L'assertion A, est une généralisation de A, (nous notons A,=A%), dans l'esprit de la méthode
structuraliste : la preuve recherchée se place au niveau de généralité supérieur (A.®), reflétant la
pratique experte des mathématiciens qui d'une part postulent que cette généralisation est porteuse de
simplification, d'autre part consideérent qu'elle est éclairante quant aux « raisons profondes » a
l'origine du phénomene (la principalité de D). La question Q, lui est également liée : tant I'existence
du pged que les diverses définitions (ou propriétés) du pged que 1'on peut énoncer dépendent du
type d'anneaux dans lequel on se place ; il est donc important de situer les décimaux au sein des
grandes classes d'anneaux (integre, factoriel, principal, euclidien).

L'investigation de ces questions va conduire un autre forumeur, bs, a porter la question a un niveau
de généralité encore supérieur et formuler Q,® (tout sous-anneau d'un anneau principal est-il
principal ?). Le forumeur barbu rasé y répond ensuite a travers une généralisation Q% de la
question : il donne une classe de contre-exemples a 1'assertion « toute propriété remarquable des
anneaux (euclidien, principal, factoriel, noethérien, de Bezout) est stable par sous-anneau ». Un
autre participant, Toto le zéro, énonce de son coté l'assertion Az (Z[.X] n'est pas principal), destiné a
fournir également un contre-exemple a la question Q;® qui porte sur une assertion universelle. Le
forumeur Olivier G complete I'argument en affirmant A4 (1'idéal (2,X) de Z[X] n'est pas principal).
'assertion Aj fait 1'objet d'une pluralité de preuves (données de fagon incompléte sur le forum),
lesquelles laissent apparaitre une gradation au niveau de leur dimension structuraliste (voir ci-
dessous).

L'étude des énoncés et des preuves de ce fil de discussion montre ainsi le fonctionnement de deux
dialectiques fondamentales en algébre abstraite, lesquelles sont reliées :

Dialectique particulier-général. La reformulation du probléme avec un niveau de généralité
supérieur (passage de A a A®f) apparait comme une démarche employée a plusieurs reprises par
certains membres du collectif. Ceci refléte les démarches expertes des mathématiciens en algebre
abstraite :

Les structures sont des outils pour le mathématicien ; une fois qu’il a discerné, entre les
¢léments qu’il étudie, des relations satisfaisant aux axiomes d’une structure d’un type connu, il
dispose aussitot de tout I’arsenal des théorémes généraux relatifs aux structures de ce type, la
ou, auparavant, il devait péniblement se forger lui-méme des moyens d’attaque dont la
puissance dépendait de son talent personnel, et qui s’encombraient souvent d’hypothéses
inutilement restrictives, provenant des particularités du probléme étudié (Bourbaki, 1948).

Dialectique objets-structures. L'examen de la structure des objets, des généralisations éventuelles
des énoncés et des preuves, de l'insertion de ces dernicres dans la théorie constituée en tissu
axiomatique fait des structures axiomatiques un point de vue conceptuel généralisateur-
simplificateur pour démontrer des propriétés sur les objets. Réciproquement, un contréle
semantique sur les énoncés axiomatiques s'exerce en les mettant a I'épreuve des exemples connus,
donc des objets. En ce sens, la dialectique objets-structures s'apparente a une dialectique syntaxe-
semantique.

Formalisation de la notion de praxéologie structuraliste

La tache discutée dans le forum est de type T : montrer qu'un anneau donné (e.g. D) est principal.
Pour résoudre cette tache, les participants ont introduit la généralisation T® : montrer que tout sous-
anneau d'un anneau principal donné (e.g. Q) est principal. Ceci nous améne a définir une
praxéologie structuraliste comme une praxéologie visant la réalisation d’une tache algébrique (d’un
type donné T) en se plagant a un niveau de genéralité qui soit porteur de simplification, en appui sur
les concepts et sur ['outillage technologique structuraliste (combinatoire des structures, théorémes
d'isomorphismes, théorémes de structures, etc.). La meéthodologie structuraliste vise ainsi a
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remplacer une praxéologie [T/*/*/*] (ou I’on ne sait pas bien quelles techniques ad hoc utiliser) par
une praxéologie structuraliste [T%, 1,0,0], ou T® désigne une généralisation de T qui permette 1'usage
de techniques structuralistes.

Afin d’analyser de telles praxéologies, il s’agit de prendre en compte la dimension structuraliste de
ces derniéres, laquelle peut se concevoir selon différents niveaux : au premier niveau, la praxéologie
comporte uniquement des techniques élémentaires ne mobilisant pas les structures au-dela de leurs
définitions (donc d’un langage). Par exemple : montrer que D est principal en s’appuyant sur la
preuve de la principalité de Z. Au niveau 2, la technologie mobilise des théoremes généraux sur les
structures ; par exemple : prouver que D est principal en montrant 1’existence d'une division
euclidienne (tout anneau euclidien est principal) ou en démontrant que tout sous-anneau de Q est
principal. On peut alors parler de praxéologie structuraliste. A un niveau encore supérieur (niveau
3), le discours technologique revét une fonction double : il vise d’une part a justifier la technique
comme au niveau 2 (fonction logique) mais également, d’autre part, a rendre compte du choix et de
la portée de la technique comme procédant de la pensée structuraliste (fonction heuristique), ce qui
produit souvent un accroissement de la composante théorique. En d’autres termes, le niveau 3 rend
explicite la dimension méthodologique de la pensée structuraliste, qui se traduit par une classe
particuliére de méthodes. Par exemple, questionner la stabilité par sous-anneau de la propriété de
principalité vise au développement d'une praxéologie de niveau 3. On notera que la réponse a cette
question est négative (d’ou le travail sur des contre-exemples observé sur le forum). Dans ’esprit
structuraliste, une autre généralisation, non suggérée par les participants, était possible et éclairante
quant aux ressorts de la principalité¢ de D : soit 4 un anneau principal et K son corps des fractions ;
tout sous-anneau B tel que  AcBcK est principal.

Application aux probléemes de transition
Il s’agit d’utiliser la modé¢lisation praxéologique afin de comprendre les ruptures suscitées par

I’entrée dans la pensée structuraliste. Pour cela, je distingue, a la suite de Winslew (2006), deux
types de transition :

traarsitic
tan"fFr>e 1L
Figure 1 : Développement de praxéologies structuralistes, les deux types de transition

Le premier type consiste a passer d’un bloc de la praxis /7 a une praxéologie structuraliste [/7,,1] : il
s’agit 1a d’une reformulation du passage de [T/*/*/*] a [T%/1/0/@]. Par rapport a la situation de
Winslew, il ne s’agit pas seulement de compléter une praxéologie, mais de faire apparaitre une
praxéologie structuraliste. Les dialectiques particulier-général et objets-structures sont
fondamentales a ce niveau.

Cependant, lors d’une transition de type 2, la dialectique concret-abstrait est amenée a fonctionner
a un niveau supérieur. En effet, prenons 1’exemple de 1’énoncé suivant (extrait d’un manuel de
préparation a I’agrégation de mathématiques) : soit 4 un anneau intégre noethérien tel que tout idéal
premier est maximal ; montrer que A est principal. Cette tiche va prendre du sens, devenir concrete,
par rapport a ses liens objectifs avec des praxéologies structuralistes antérieures, de fagon a former
une organisation mathématique régionale cohérente (voir Hausberger, in press b). En termes plus
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formels, il s’agit 1a d’une praxéologie [/1’,4°] construite sur les blocs du logos de praxéologies
structuralistes [/1;; ,/;], lesquelles ont été développées a un stade antérieur de 1’étude.

Je fais I’hypothése qu'un probleme de transition de type 1 est susceptible de se produire lorsqu’un
enseignant adopte une approche « top-down » (Hausberger, 2016) et, posant en premier lieu le bloc
du logos 4, relie ce dernier plus ou moins artificiellement a un bloc de la praxis /1;, c’est-a-dire sans
se référer au bloc /7 dont il est issu historiquement, comme un moyen de mettre en évidence les
raisons d’étre des concepts et des techniques. De fagon similaire, un probléme de transition de type
2 est susceptible d’apparaitre lorsque les [//;;, 4] ne sont pas disponibles dans 1’équipement
praxéologique de I’apprenant ou que les liens entre /7° et les A, sont trop faibles (voir Hausberger, in
press b).

Développer des praxéologies structuralistes : les PER « formels »

Dans une étude de 1’enseignement-apprentissage de la modélisation a 1’'université, Barquero et al.
(2013) ont identifié¢ des contraintes qui handicapent le développement d’activités de mod¢lisation :
« P’applicationisme » (la théorie précede les applications) en tant qu’épistémologie dominante et le
« monumentalisme » (les savoirs sont rarement questionnés et problématisés, loc. cit., p. 322) en
tant que pédagogie dominante a I’université. En réponse a ce constat, les auteurs proposent de
nouveaux dispositifs d’enseignement sous la forme de parcours d’étude et de recherche (PER, voir
Winslew et al., 2013). De fagon similaire, 1’approche dominante « top-down » des structures
algébriques contribue a placer 1’enseignement-apprentissage de 1’algeébre abstraite a I’université
sous le paradigme monumentaliste. Se pose alors (Hausberger, in press c¢) la question de ce que
pourrait étre une étude de I’algeébre abstraite dans le cadre du « paradigme du questionnement du
monde » (Chevallard, 2012) qui fait I’objet des développements récents de la TAD.

La premicere idée est la suivante :

La formalisation est & la fois une mathématisation du monde (réel extra-mathématique) et, a un
niveau supérieur d'abstraction, une réécriture conceptuelle des mathématiques antérieures (pré-
structuralistes) en termes de structures, les objets mathématiques usuels faisant office de réel
intra-mathématique. Dans cette perspective, questionner le monde en instaurant une dialectique
fertile entre médias et milieux, c'est questionner les objets mathématiques eux-mémes de telle
sorte que l'on puisse observer, faire fonctionner et développer une dialectique entre objets et
structures, les concepts structuraux étant construits ou mobilisés a travers ce jeu du
questionnement (Hausberger, in press c).

La seconde idée repose sur I’hypothese qu'un PER est approprié pour implémenter la dimension
heuristique nécessaire au développement de praxéologies structuralistes (cf. discussion des
dimensions structuralistes). Cependant, différentes questions €cologiques se posent : par exemple,
quelle serait une bonne question génératrice du PER lorsque I’abstraction et la généralité en tant que
vecteurs de compréhension sont un enjeu important de I’étude ? Comment instaurer une dialectique
fertile entre objets et structures ?

La troisieme idée, en guise de réponse a ces considérations dans le cas de I’enseignement de
I’arithmétique des anneaux, est de faire travailler les étudiants sur une retranscription des échanges
du forum sur les nombres décimaux, laquelle constitue un média portant la trace de son
fonctionnement en tant que milieu. Une analyse didactique du potentiel de ce média-milieu en tant
que milieu pour un PER en classe a ét¢ menée au préalable (Hausberger, 2016). La question
génératrice est alors la suivante : Quelles connaissances sur les nombres décimaux et sur les
anneaux généraux peut-on extraire de ce média-milieu ? Pour mener a bien cette étude, différents
outils d’annotations (usage de sigles) ont ét¢ fournis aux étudiants. Le lecteur pourra consulter
(Hausberger, 2016) pour un compte-rendu détaillé de cette expérimentation et une analyse des
résultats obtenus.
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3. L’INGENIERIE DES BANQUETS

Je présente dans cette section un travail original que j’ai mené selon la méthodologie de I’ingénierie
didactique (Artigue, 1990), avec pour cadres la Théorie des Situations Didactiques (Brousseau
1998) et un cadre épistémologique et sémio-cognitif (la dialectique objets-structures, Hausberger, in
press a) que j’ai développé en incorporant, entre autres, des idées de Freudenthal (1983) et de Duval
(1995). Pour mémoire, il s’agit de répondre aux questions de recherche suivantes : Est-il possible de
construire un ensemble de situations pour I'entrée dans la pensée structuraliste ? Comment analyser
le travail de conceptualisation d'une structure algébrique abstraite et le favoriser ? Les références
pour cette section sont (Hausberger, in press a) et (Hausberger, 2016 HDR).

La structure de banquet est une structure que j’ai inventée ; elle ne se trouve donc dans aucun
manuel et ne fait pas partie du curriculum. Son intérét est de permettre une discussion, en classe, de
la méthodologie structuraliste. Je vais expliciter les choix didactiques que j’ai opérés dans mon
travail d’ingénierie et présenter certains résultats obtenus lors de son expérimentation en classe et
lors de sessions en laboratoire. Mais tout d’abord, il s’agit d’exposer la théorie des banquets en tant
que théorie mathématique structuraliste, afin que le lecteur puisse se familiariser avec cette nouvelle
structure et les différents objets et représentations qui I’accompagnent.

Aspects mathématiques

La définition axiomatique de la structure de banquet est la suivante : un banquet est la donnée d'un
ensemble £ muni d'une relation binaire R tel que les axiomes suivants sont satisfaits : 1) aucun
¢lément ne vérifie x R x ;i) six Ry etx Rz alors y =z, iii) siy R x et z R x alors y = z ; iv) pour
tout x il existe au moins un y tel que x R y.

Présentée ainsi, la structure apparait avec toute la « violence de sa définition axiomatique », selon le
mot de Patras (voir ci-dessus). S’il est en général ais¢ de nommer la premiere propriété (anti-
réflexivité), les suivantes ne s’interprétent pas en termes de propriétés qui définissent les relations
binaires usuelles (relations d’ordre et d’équivalence), d’ou une premiere réaction de déstabilisation.
Nous allons voir que le nom de la structure (les banquets) permet en général de « débloquer » la
situation.

De fait, en tant que théorie mathématique abstraite, la théorie des banquets est susceptible d'une
multiplicité d'interprétations : la structure de banquets possede une grande diversité de modéles,
construits dans des cadres mathématiques variés, d'ou découle une grande diversité de
représentations sémiotiques. On peut distinguer une interprétation empirique (le nom de banquet
est susceptible d’évoquer de lui-méme des invités assis autour de tables ; ceci conduit a poser x R y
si et seulement si x est assis a la gauche - ou a la droite - de y) ou des représentations sémiotiques
qui prennent pour cadre :

« la théorie des ensembles (la relation binaire est représentée par son graphe en tant que sous-
ensemble de E?), I’algébre matricielle (la relation est regardée comme une fonction de E*
dans {0,1} et représentée par la matrice correspondante ; les axiomes disent que la diagonale
ne contient que des 0, qu'il y a exactement un 1 dans chaque ligne et au moins un dans
chaque colonne),

« la théorie des graphes (x R y si et seulement si les sommets x et y sont reliés par une aréte
orientée de x vers y),

- la théorie des fonctions (d'aprés les axiomes (ii) et (iv), xRye y=f(x) définit une
fonction f et les autres axiomes signifient qu’elle est injective et sans point fixe),

- enfin, la théorie des groupes de permutations (lorsque l'ensemble E est fini, alors f est
bijective, autrement dit c'est une permutation sans point fixe et il est commode d’utiliser les
représentations sémiotiques standards pour ces dernieres, ce qui inclut I’écriture en produit
de cycles a supports disjoints).
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Ces remarques expliquent pourquoi la théorie des banquets est riche mathématiquement
(sémantiquement et du point de vue de 1’¢élaboration théorique) et pourquoi elle ne se trouve dans
aucun manuel : en effet, elle est équivalente, dans le cas des banquets finis, a la théorie des
permutations (sans point fixe). Cette équivalence est dissimulée : d’une part, une relation binaire est
trés différente d’une loi de composition interne, d’autre part, une familiarité avec le formalisme
logique est nécessaire pour apercevoir le contexte fonctionnel derriere le dernier axiome. En outre,
il s’agit d’une théorie plus simple que la théorie des groupes, ce qui favorisera le recul réflexif
lorsque seront discutées les démarches structuralistes. Mais surtout, la structure de banquet est
porteuse d’une intuition sous-jacente liée a I’image mentale de convives assis autour de tables (un
banquet de mariage), conformément au but recherché : mettre en évidence [’ancrage
phénoménologique des concepts, en suivant la pensée de Patras et de Freudenthal. Il est probable
que le comportement des apprenants soit considérablement modifié¢ si la structure était nommée
« schmilblick », mais je n’ai pas encore testé cette hypothése en laboratoire.

Voici les représentations sémiotiques produites par différents groupes d’étudiants de licence 3 de
mathématiques :

Figure 2 : Représentations sémiotiques produites par les étudiants

On reconnait, en haut : a gauche des représentations a peine idéalisées des banquets de I’empirie, ou
davantage idéalisées a droite; au milieu: une représentation syntaxique sans sémantique
particuliére ; en bas, de gauche a droite : une représentation matricielle, I’usage des graphes et une
représentation en produit de cycles.

La théorie des banquets, en tant qu’activité en classe, comporte une pluralité de taches reflétant
différentes démarches structuralistes :

- une tache de construction de modeles en relation avec I’examen logique du systeéme
d’axiomes (il s’agit d’étudier si un axiome est conséquence logique des autres ou non,
démarche qui implique la construction de contre-exemples permettant également de mieux
cerner 1’extension du concept de banquet) ;

« une tache de classification de modeles (voir ci-dessous) ;

 une tache de définition axiomatique des tablées : « On veut placer n personnes quelconques
autour d'une table ronde. Une telle configuration s'appelle une tablée de cardinal n. Quelle
relation entre les personnes pourrait-on poser afin de définir abstraitement une tablée ?
Enoncer un systéme d'axiomes définissant abstraitement une tablée. » (il s’agit donc de la
démarche inverse : on part de ’empirie et on recherche une modélisation) ;

« enfin, une tache d’élaboration théorique : il s’agit de proposer une définition d’un sous-
banquet, d’un banquet irréductible, du banquet engendré par un élément, puis d’énoncer et
de prouver le théoréeme de structure des banquets (Tout banquet fini se décompose en une

Hausberger - Actes du séminaire national de I’ ARDM — 2017 88



union disjointe de tablées, analogue du théoréme bien connu de décomposition d’une
permutation en produit de cycles a supports disjoints).
La tache de classification, qui sera discutée plus en détails a I’aide de traces de travaux d’étudiants,
s’énonce comme suit :

a) Classifier les banquets de cardinal n<3
b) Classifier les banquets de cardinal 4.
¢) Que dire de Z/4Z muni de larelation iRje j=i+1 ?

d) Comment caractériser abstraitement le banquet précédent (i.e. caractériser sa structure abstraite
de banquet parmi les différentes classes de banquets, en fait caractériser sa classe) ?

Figure 3 : la tdche de classification des banquets de petits cardinaux
Aspects didactiques

La théorie des banquets est une activité qui a pour objectif de faciliter 1’acceés a la pensée
structuraliste. Elle vise a rendre fonctionnelles les dialectiques fondamentales objets-structures,
concret-abstrait et syntaxe-sémantique, et a clarifier le méta-concept de structure mathématique en
utilisant le levier méta, c'est-a-dire « the use, in teaching, of information or knowledge about
mathematics. [...]. This information can lead students to reflect, consciously or otherwise, both on
their own learning activity in mathematics and the very nature of mathematics » (Dorier et al.,
2000, p. 151).

Un discours méta est ainsi introduit, de fagon explicite, dans I’énoncé distribué aux étudiants ; a
titre d’exemple, 1’activité des banquets débute en ces termes :

Une théorie structurale est une théorie abstraite : elle parle donc d’objets dont la nature n’est pas
spécifiée. On les note alors par des symboles : x, y, z ou a, f, y, etc. Dans notre théorie des
banquets, il n’y a qu’un seul type d’objets [...] La nature des objets n'étant pas spécifiée, ce sont
les relations entre les objets qui sont le propos de la théorie [...] (Hausberger, 2016 HDR,
Annexe 1)

De paire avec ce discours tenu par I’enseignant est également attendu, du c6té des étudiants, un
niveau de méta-cognition, dans l'esprit de l'abstraction réfléchissante de Piaget (Piaget & Beth,
1961). Le choix du type de structure constitue alors une variable macro-didactique qu’il s’agit
d’ajuster en tenant compte des connaissances algébriques des apprenants. C’est pourquoi j’ai choisi
de développer une théorie des banquets qui soit en proche parenté avec la théorie des groupes, de
sorte, par exemple, que les démarches a I’ceuvre dans la classification des banquets de petits
cardinaux puissent s’appuyer sur celles menées lors de la classification des groupes de petits ordres.
Pour un apprenant, il s'agit de repérer, dans la pratique des théories structurales, des invariants
opératoires au sens de Vergnaud (1990), qui ouvrent la possibilité d'actions semblables dans des
contextes analogues. Si cette généralisation des méthodes a un contexte proche n’est pas encore
opératoire pour un certain nombre d’étudiants, ce qui nécessitera alors une intervention de
'enseignant, il est escompté a minima 1’identification de ces invariants lors de 1'institutionnalisation
afin de favoriser une extension future.

Ce parallele avec la théorie des groupes et les théories structurales déja rencontrées est mené du dé-
but jusqu'au terme de 'activité. La phase finale d'institutionnalisation se conclut par le discours mé-
ta suivant au sein du document support distribué en classe :
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La volonté de décrire abstraitement des objets mathématiques afin de produire des théories

générales conduit donc les mathématiciens a écrire des systémes axiomatiques définissant les

relations qu’ils décident de considérer entre ces objets. Les mathématiciens définissent ainsi

différentes structures mathématiques abstraites. Les théories de ces structures établissent des

conséquences logiques des systémes axiomatiques en s’interdisant tout autre axiome.

On cherche notamment a classifier les différents modeles de 1’axiomatique considérée. Cette

¢tude des modeles concrets se fait & « isomorphisme pres », puisque la nature particuliere des

objets ne joue aucun role. Un des buts de la théorie est d’établir des « théorémes de structure »,

c’est-a-dire de décomposer de fagon canonique les modéles en un « assemblage » de sous-

modeéles les plus simples possibles (les briques ¢lémentaires de la théorie).

Le mot structure s’emploie donc dans trois sens différents :

- on parle de la structure de groupe, d’anneau, de corps, etc. (ou de banquet) ;

- on parle de la structure abstraite d’un modele donné (au sein d’une théorie structurale) : il

s’agit alors généralement de caractériser la classe d’isomorphisme de ce modéle ;

- on parle de théoréme de structure : on vient d’expliquer ce qu’il faut entendre par la.

(Hausberger, 2016 HDR, Annexe 1)
Les cadres et registres introduits dans le milieu constituent une variable micro-didactique
importante a souligner : en effet, des représentations génériques de la relation R sont nécessaires
afin de pouvoir réaliser les taches demandées par une approche sémantique. Il est probable que ceci
nécessite I’intervention de I’enseignant, afin d’enrichir le milieu par I’introduction du cadre
matriciel ou du cadre de théorie des graphes. Pour favoriser la dimension méta-cognitive, les
¢tudiants travailleront par petits groupes de 3 a 4 personnes. Etant donnée I’inter-dépendance entre
questions (qui s’inscrivent dans une progression liée a la logique de 1'élaboration théorique), il est
important d'organiser de fréquents moments de mutualisation-institutionnalisation. D’une fagon
générale, il est nécessaire d’orchestrer trés finement les interactions entre dimensions a-didactique
et didactique de l'activité, en s’appuyant sur 1’analyse a priori (Hausberger, 2016 HDR, p. 41).
Selon la méthodologie de I’ingénierie didactique, le processus de validation de l'ingénierie est de
nature interne et se fonde sur la comparaison entre 1’analyse a priori présentant les adaptations
escomptées et les erreurs attendues, avec l'analyse a posteriori des productions des apprenants. Le
cadre didactique pour réaliser ces analyses est la dialectique objets-structures, qui fait 1’objet du
prochain paragraphe.

La dialectique objets-structures comme cadre de référence

Ce cadre incorpore différents contributions : des ¢léments d’épistémologie du structuralisme
empruntés aux philosophes Cavailles (1994) et Lautman (2006), des idées empruntées a la
phénoménologie didactique de Freudenthal (1983), un point de vue logique sur les structures issu de
la théorie des modéles, enfin des éléments de la théorie de Duval (1995). Je vais présenter ces
différents aspects de fagon synthétique et renvoie le lecteur a (Hausberger, in press a) pour des
compléments.

Selon Cavailles, deux mouvements d’abstraction sont a I’ccuvre dans la pensée structuraliste,
Iidéalisation et la thématisation, lesquels s’exercent transversalement I’un de I’autre (I’un est percu
comme vertical, I’autre horizontal). IlIs se succedent de facon dynamique pour exprimer une
dialectique entre forme et contenu, que Cavailles appelle « dialectique des concepts ». A sa suite,
Benis-Sinaceur (2014) décrit 1’idéalisation en ces termes :

Leaving aside or discarding all other aspects, especially specific substantial or space-time
aspects. [...] it comes down to extracting a form from sundry situations [...] idealization follows
from seeing or guessing some invariant basic properties attached to a plurality of apparently
heterogeneous situations and it leads to a unifying view of the different domains on which we
perform the same type of operations (Benis-Sinaceur, 2014, pp. 94-95).

Elle nous rappelle également le sens de la thématisation :
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Cavailles appelle ensuite « thématisation » le fait que « les gestes accomplis sur un modéle ou
un champ d'individus peuvent, a leur tour, étre considérés comme des individus sur lesquels le
mathématicien travaille en les considérant comme un nouveau champ » (Benis-Sinaceur, 1987,
p. 24).

En d’autres termes, 1’idéalisation consiste a extraire une forme, laquelle est ensuite thématisée en
une théorie d’objets de niveau supérieur. L’idéalisation et la thématisation constituent ainsi les deux
grands mouvements d’abstraction qui fondent, d’un point de vue épistémologique et cognitif, la
dialectique objets-structures.

Pour Freudenthal (1983), ’analyse phénoménologique d’un concept (ou structure) mathématique
consiste a repérer le phénomene dont ce concept est le principe d’organisation et a décrire les
relations entre structure et phénomene. De telles considérations ont nourri le courant contemporain
de la Realistic Mathematics Education (RME). Dans le but de clarifier les rapports du cadre que je
propose avec celui de RME, on pourra noter que 1’idéalisation s’apparente a la mathématisation
horizontale de RME (une modélisation du réel), et la thématisation a la mathématisation verticale
(une réorganisation a I’intérieur des mathématiques). Cependant, 1’idéalisation ne se réduit pas a
une mathématisation du monde réel et la thématisation est une mathématisation verticale
particuliere, propre au projet structuraliste.

Par ailleurs, il s’agit, dans le cas de 1'algebre abstraite (a la différence de I’algebre ¢lémentaire), de
distinguer deux niveaux de principes organisateurs de phénomenes : d’une part, le niveau de la
structure (de groupe, d'anneau, etc.), qui apparait en tant que principe organisateur de phénomenes
impliquant des objets de niveau inférieur ; d’autre part, le niveau du méta-concept de structure lui-
méme, lequel est appelé a jouer un role architectural dans I’élaboration des théories mathématiques,
en relation avec la méthodologie structuraliste.

Expliquons maintenant les apports de la théorie des modéles, laquelle offre un point de vue fertile
pour appréhender les relations entre objets et structures, a travers la distinction entre syntaxe et
sémantique ainsi que ’articulation entre ces deux aspects. Tout d’abord, une définition par axiomes
est, d’un point de vue logique, une phrase ouverte. Les modeéles, c’est-a-dire les instances qui
satisfont ces énoncés, constituent alors le contenu sémantique de la structure, par rapport au systeme
d’axiomes qui la définit syntaxiquement. Ceci nous amene a distinguer un point de vue syntaxique
sur 1’idéalisation, qui consiste a faire abstraction de la nature particuliere des objets et isoler les
propriétés formelles des relations (la « logique » des relations), et un point de vue sémantique qui
met ’emphase sur les classes d'isomorphisme de modeles, lesquelles constituent un intermédiaire
entre le domaine sémantique concret des objets et celui syntaxique abstrait de la structure. Le prix a
payer est la transition des éléments aux classes. Je fais I’hypotheése que la conceptualisation de ces
classes engage un processus de réification (au sens de Sfard, 1991), et appelle de ce fait objets
structuraux les classes d’équivalences réifiées. De ce point de vue, la tache de classification des
modeles (a isomorphisme prés) apparait fondamentale pour la conceptualisation d’une structure
abstraite.

Pour finir, mentionnons brievement les apports de la théorie de Duval (1995), laquelle fournit les
outils sémiotiques nécessaires pour appréhender ce processus de conceptualisation dans ses
dimensions cognitives. Nous avons souligné le role des « banquets de mariage » en tant qu’image
mentale qui porte I’intuition sous-jacente a la théorie des banquets. Selon Duval, il s’agit d’une
représentation interne qui sert a I’objectivisation de la structure de banquet, alors que les
observables sont les représentations externes produites par les apprenants (sémiosis), en particulier
lors de la conceptualisation des objets structuraux (noésis). Nous serons particuliérement attentifs a
ce type de représentations, lors de I’observation du travail des étudiants, ainsi qu’aux manipulations
sémiotiques (traitements et conversions) qui sont nécessaires pour la détermination d’une relation
d’isomorphie entre modeles et, plus globalement, la détermination des classes de modeles.

Nous allons maintenant illustrer le fonctionnement de ce cadre a travers 1’analyse a priori de la
tache de classification des banquets de petits cardinaux (voir figure 3).
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Analyse a priori de la tache de classification

Les méthodes se divisent en deux catégories : d’un coté une approche a dominante syntaxique, qui
s’apparente aux raisonnements menés dans le cas de la classification des groupes de petits ordres,
de l'autre une approche a dominante sémantique, qui utilise les modeles génériques empruntés a la
théorie des matrices ou des graphes. Il sera nécessaire cependant, dans chaque cas, d’articuler
syntaxe et sémantique a un moment donné du raisonnement.

Dans I’approche a dominante syntaxique, prenons le cas de trois éléments x, y, z. Quitte a effectuer
une permutation, nous pouvons supposer x R y (en vertu de i) et iv)) ; nécessairement, (y R x ou
VyRz) et (zRx ou zRy), toujours d'apres 1) et iv). Parmi les quatre cas, seul y Rz et z R x est
possible, en vertu des axiomes ii) et iii). Le raisonnement est similaire avec quatre éléments, mais il
nécessite de répéter plusieurs fois des considérations du type « quitte a permuter... ». On aboutit a
deux classes: xRy, yRx, zRt, tRzet xRy, yRz, zRt, tRux. Il estprévisible que les
étudiants s’arrétent a ce stade, alors qu'il s’agit encore, d’une part de justifier que ces deux classes
sont bien distinctes, d’autre part de montrer qu’elles sont non-vides, donc d'en exhiber un
représentant (retour sémantique). Le premier point nécessite la notion d’isomorphisme, en fait la
connaissance de propriétés invariantes par isomorphisme qui permettent de distinguer les deux
classes. Dans le cas des groupes d'ordre 4, bien connu des étudiants, on invoque la présence ou non
d’un ¢élément d'ordre 4. L’analogue pour les banquets consiste a repérer une propriété de cyclicité :
raisonner sur l'ordre d’un élément revient, dans notre contexte, a raisonner sur le cardinal de la
« chaine » issue d'un €élément, notion qui est aisée a formaliser (en introduisant, par exemple, une
notation R*), laquelle chaine se referme dans le cas d’un cardinal fini. Les groupes cycliques, dont
ceux constitués par les racines de 1’unité, s’appuient également sur cette image mentale du cercle.
S’il est peu probable que les étudiants s’engagent dans une telle formalisation, excepté ceux qui
sont particulierement a 1’aise avec le formalisme, il est probable par contre que le motif de cyclicité
soit reconnu et mis en avant. Le but des questions c) et d) est d'amener les étudiants a expliciter
cette image mentale dans le formalisme des relations. Enfin, la construction d’un représentant pour
chaque classe est aisée, soit en s'appuyant sur les banquets empiriques, soit sur les graphes, soit sur
le modéle de la question c). Notant B4 le banquet cyclique d'ordre 4, il est possible que certains
¢étudiants introduisent, par analogie avec la théorie des groupes, des notations du type B2 x B2, alors
que l'opération « produit cartésien de banquets » n’a pas de sens. L’opération structuraliste
appropriée (la « réunion » disjointe des banquets) sera introduite dans la seconde partie de I’activité.
Dans I’approche a dominante sémantique, on utilise le fait que la théorie des matrices ou des
graphes permet de représenter tous les cas possibles. Il s’agit donc de différencier les classes. Les
graphes permettent de traiter rapidement le cas de 3 éléments : il permet de remplacer le
raisonnement invoquant les axiomes par une succession d’actions, comme dans un « jeu de 1€gos ».
On obtient ainsi deux possibilités de rajouter des fléches entre trois lettres x, y, z et on se convainc
facilement que le sens de rotation des fléches n’a pas d’importance grace a un traitement au sein de
ce registre graphique symbolique : on passe de la premiére configuration a la derniere (voir figure 4
ci-dessous) en rétablissant le sens anti-horaire, ce qui ne change pas la nature de la représentation en
tant que graphe, puis en remarquant qu’il s’agit du méme motif & permutation pres des lettres x et y.
Sans formaliser de notion d’isomorphisme, le principe d’abstraction, dans sa version naive
d’abstraire la nature des éléments, permet de se convaincre qu’il s’agit de la méme classe
d’isomorphisme, dans le sens premier du terme (avoir méme forme).

s . Eer
TH = ~
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Figure 4 : établissement du lien d'isomorphie par une succession de traitements au sein du registre
des graphes
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La situation est un plus compliquée dans le cas de 4 ¢léments, car le nombre de configurations est
plus élevé. Des connaissances de théorie des graphes (notamment changer de représentation afin de
supprimer les « croisements » de fleches) permettent de se ramener facilement soit au cas du graphe
cyclique, soit au cas du graphe ayant deux composantes connexes formées de deux éléments reliés
par une fleche double. Le processus visuel de reconnaissance de forme permet de conclure, en fai-
sant abstraction des lettres.
Examinons pour finir I’approche sémantique a base de matrices : dans le cas de trois ¢léments, la
position du 1 en premiére ligne détermine totalement la matrice ; il y a donc deux possibilités. On se
rend compte qu’il s'agit de la méme classe par le raisonnement suivant : permuter y et z dans la se-
conde matrice conduit & deux matrices des relations identiques. C'est donc a nouveau un processus
visuel de congruence qui permet d'établir le lien d’isomorphie. Comment a-t-on compris qu’il fallait
permuter ces ¢léments ? C’est l'examen des relations qui le dicte : dans un cas, x Ry, VR z, z R x,
dans l'autre x R z, z R y, y R x. Isoler les relations et les ordonner en faisant apparaitre des cycles (la
conversion en une représentation du type banquet empirique) constitue en définitive une procédure
trés performante pour comparer les structures. Le cas de 4 ¢léments est, comme précédemment, fa-
cilit¢ par un argument de permutation des éléments a priori, plutét que d’invoquer des isomor-
phismes a posteriori.
Si la notion de mode¢les isomorphes est susceptible de s’appuyer sur la reconnaissance des formes,
la définition formelle d’un isomorphisme nécessite d'avoir intégré le point de vue syntaxique sur la
notion d’isomorphisme en tant que bijection préservant les relations. En théorie des groupes, 1’iso-
morphisme est défini comme une bijection préservant la loi, ce qui est conceptuellement différent,
mais la proximité syntaxique des écritures x*y et x R y devrait permettre aux étudiants de trouver fa-
cilement, outre le caractére bijectif qui est standard dans toute notion d'isomorphisme, la condition
Y (x,y)€E’, xR y= ¢(x) R ¢(y) définissant un isomorphisme ¢ : (E,R)—(E"R") de banquets.
La construction effective d'un tel isomorphisme, par exemple entre les 2 banquets précédents
d'ordre 3, s’effectue en comparant x Ry, y Rz, zRxetx'Rz',z' Ry', y' R x" (noter I’ajout des « ' »,
étape importante d’un point de vue sémiotique) : si ¢ associe x a x', il associeradonc yaz'etzay’
Il sera intéressant d’observer si les étudiants s’engagent dans I’écriture de tels isomorphismes ou
bien s’ils se satisfont de la reconnaissance intuitive de formes ou bien de I’image mentale de permu-
tation de deux personnes assises autour de la table.
Résumons-nous : la tiche de classification des mod¢les, dans ses aspects sémantiques, revient a
idéaliser les objets structuraux liés aux banquets de petits cardinaux. La thématisation des dé-
marches et notions de théorie des groupes joue un rdle important. D un point de vue cognitif, la re-
connaissance d’une congruence de formes peut s’appliquer aprés conversion vers un registre sémio-
tique adapté, comme la théorie des graphes ou les banquets de I’empirie (éventuellement idéalisés
sous la forme de cercles munis de points, une représentation externe possible pour les objets structu-
raux associés). L’articulation entre syntaxe et sémantique passe par la notion d’isomorphisme, a
thématiser. Je fais I’hypotheése que le contexte des banquets est propice a cette thématisation, car il
permet de s’appuyer sur les processus visuels (un isomorphisme conserve les relations, donc les
chaines circulaires), selon 1’étymologie d’isomorphisme.

Eléments d’analyse a posteriori

Ce paragraphe synthétise quelques résultats obtenus et phénomenes didactiques identifiés,
notamment lors de la réalisation de la tache de classification. Différentes données ont été recueillies
a cet effet: d’une part les traces de travaux en classe, par petits groupes de 4-5 étudiants
(I’expérimentation, d’une durée de 6 heures, ayant lieu au tout début du second semestre de licence
3, a I’issue du module de théorie des groupes et avant d’aborder la théorie des anneaux et des
corps) ; d’autre part, des captations vidéos de sessions en laboratoire avec deux bindomes d’étudiants
préparant 1’agrégation de mathématiques.
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Le premier phénomeéne remarquable concerne [’ancrage phénoménologique de la théorie des
banquets, qui se révele opératoire au sens ou I’image mentale des banquets de 1’empirie sert
d’appui aux raisonnements syntaxiques sur les axiomes et au travail de classification. Montrons-le a
partir des dialogues du premier bindme d’agrégatifs, en pointant en italique les éléments saillants :

A : Classique, on spécifie la structure par des relations, d'accord.

B : Antisymétrie [a propos de l'axiome (i)]

A : Clest pas tout a fait ¢a, c'est la non-réflexivité ; il y a un seul type a droite et un a gauche, c'est l'idée, quoi [des
rires] ; il y a personne qui est assis tout seul a une table.

B : Les ¢léments sont des personnes ? Et en relation si ensemble a table ?

A : Oui, c'est ¢a. La relation est d'étre assis a la droite (ou a la gauche). Par contre, tu peux avoir au plus un type a
droite et au plus un a gauche, il y a au moins un type a droite. Oui [continuant a lire]... il y a la théorie et les mo -
déles. Pour montrer que c'est non contradictoire, on peut montrer qu'il y a un modele. Je propose de prendre un
type. Non, un type ne marche pas, 2 types assis l'un a coté de l'autre. Donc tu prends E={x,y}. On peut aussi
mettre {0,1}.

B:{1,2}?

A : Allez, on prend E={a,b} et pour la relation les couples (a,b) et (b,a). Donc c'est bien un modgéle. [...]

B : Le cardinal 3...

A : Le truc circulaire, des personnes a,b,c autour de la table. (a,b), (b,c), (c,a). Reste a voir que c'est le seul. (a,b)
moyennant numérotation, c'est toujours valable.

B: (a,c), (¢,b), (b,a)?

A : C'est le méme modé¢le, a isomorphisme prés.

B : C'est vrai.

A : (b,a)... il va avoir un soucis, car ¢ va €tre envoyé sur quoi ? Si ¢ est envoyé sur @ ou b, comme a et b sont déja
atteints, on va nier (ii).

B : Si on avait (a,b) et (b,a) on ne saurait pas quoi faire avec c...

A : Oui, c'est ca. Parce que ses deux voisins de droite potentiels ont déja un voisin.

B : Donc c'est forcément (b,c) et on compléte.

A : Le cardinal 4 sera peut-étre plus intéressant. On va dire {a,b,c,d} ? [...]

A : Donc on a toujours (a,b) ; on a toujours (b,c)... ah, est-ce que b peut s'envoyer sur a ? Ca ferait un premier
branchement.

B : Ca ferait un banquet a deux tables, en quelque sorte.

Une autre illustration de ce caractére opératoire concerne, ainsi que le prévoit I’analyse a priori,
I’usage de I’image mentale des banquets de mariage dans la reconnaissance de banquets isomorphes

via un processus cognitif de reconnaissance de congruence de formes. A titre d’exemple, voici un
extrait de la production d’un groupe lors de I’expérimentation en classe :

O Clatr w k\ﬂblciv(\m/ ek ~\C'V°“““‘"L\‘
o bn bodole & L

en N\u\)‘(u
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Figure 5 : Reconnaissance de l'isomorphie par conversion vers le registre des banquets empiriques
et reconnaissance d'une congruence de _formes.

On remarquera la présence simultanée de deux autres cadres, outre le cadre algébrique dans lequel
est exprimé 1’exemple considéré : la théorie des graphes et le cadre empirique (idéalis¢ sous forme
d’un dessin schématique). A travers l'usage d’une pluralit¢ de registres de représentations
sémiotiques et la conversion entre registres, les étudiants parviennent a réifier la classe des banquets
cyclique de cardinal 4, en lien avec la représentation mentale associée a la « table de 4 ».

Figure 6a Figure 6b
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Figure 6 : Articulation syntaxe-sémantique, comparaison du travail de 3 groupes différents

Un deuxiéme phénomene identifié concerne un déficit d’articulation syntaxe-sémantique, visible
dans les productions en classe. En effet, comparons les 3 extraits de travaux d’éléves présentés dans
la figure 6. Le premier groupe procede par une approche strictement sémantique (figure 6a) : pour
ce groupe, la théorie des banquets est une théorie semi-empirique ; on observe un écrasement des
structures par les objets. A I’opposé, le second groupe procede de fagon syntaxique sans retour sur
la sémantique (figure 6b). Enfin, la figure 6¢ montre une approche sémantique avec modeles
génériques dans le cadre matriciel. Les étudiants s’appuient sur une notion intuitive d’isomorphisme
ancrée dans le contexte phénoménal, ils ne produisent pas de définition syntaxique d’un
isomorphisme.

En effet, les productions en classe ainsi que les sessions en laboratoire ont permis d’éclairer des
difficultés sous-jacentes a la thématisation de la notion d’isomorphisme, que 1’analyse a priori a
sous-évaluées. De fait, la théorie des groupes, principal point d’appui a la thématisation, s’est
également révélée un obstacle : ainsi certains étudiants utilisent-ils de fagon abusive le formalisme
de la théorie des groupes pour interpréter le domaine phénoménal des banquets, plutdt que de
transposer les démarches de classification a ce nouveau contexte (figure 7). On observe un
écrasement des structures de groupe et de banquet, favorisé par la notation Z/4Z (alors qu’il est
essentiel de distinguer le groupe (Z/4Z, +) du banquet (Z/4Z , R)) et la proximité des classifications
des banquets et des groupes de petits cardinaux (ce qui n’est pas une coincidence, étant donné le
lien avec les groupes de permutations). Le produit cartésien de banquets n’a pas de sens et les
étudiants ne s’engagent pas dans un processus de justification.
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Figure 7 : La théorie des groupes en tant qu’obstacle a la thématisation

Pour finir, examinons certaines traces (figure 8) et certains échanges recueillis lors du travail en
laboratoire du second bindme d’agrégatifs. Ce dernier a introduit spontanément le cadre de la
théorie des graphes, mais uniquement a travers les représentations sémiotiques associées (la théorie
mathématique sous-jacente ne sert pas de domaine d’interprétation des banquets), utilisées par le
bindme afin de faire sens des axiomes de banquet : « Globalement, on a un point x qui s’ameéne sur
y et sur z, on a nécessairement 1’égalité » (discussion de 1’axiome (ii)). Le mouvement du crayon, du
point x au point y, placé a la droite de x, donc le geste, les conduit a représenter la relation sous la
forme d’une fléche orientée. Ils empruntent ensuite au cadre des permutations une nouvelle
notation, plus condensée, pour désigner les graphes produits (sans relier les deux théories).
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Figure 8 : Obstacle de la lettre dans le dénombrement des classes d’isomorphismes de banquets de
cardinal 4

Les conclusions qu’ils en tirent se réveélent mathématiquement inexactes :

: Il y en aurait 9.

: Aprés, on fait que réfléchir sur des objets que I'on connait. Or depuis le début, on parle de structure.

: Mais attends, les éléments on peut toujours les numéroter. Qu'est-ce qui pourrait boguer ?

: Notre propre cohérence.

: Mais 1a, on a réfléchi sur les relations, on réfléchit pas sur les objets eux-mémes, on n'a pas pris une relation
particuliere.

D : Bon passons.

olvEoRwR!

La réflexivité dont font preuve les étudiants est remarquable : ces derniers soulignent bien qu’il
s’agit de faire abstraction a la fois de la nature des éléments et de la sémantique des relations. Pour
autant, le symbolisme algébrique (la lettre) donne I’illusion que le processus d’abstraction est
complet. Il n’en est rien : une représentation sémiotique possible des objets structuraux consisterait
a abstraire les étiquettes des sommets du graphe. Formaliser ce processus d’abstraction dans le
langage algébrique consiste a thématiser la notion d’isomorphisme. Les étudiants y parviendront au
terme d’un long échange avec le chercheur, qui intervient pour la premiére fois dans le travail. Ces
échanges montrent a nouveau les difficultés liées a la thématisation, en appui sur la théorie des
groupes.

D : Il y aurait donc 2 classes a isomorphisme prés, ce genre d'objets et ce genre d'objets.

C:La,duZ/4Z etla du Z/2Z x Z/27Z, en fait.

Chercheur : Vous pensez a la classification des groupes ?

D : Nécessairement, on pense aux classifications que 1'on connait.

Chercheur : Donc il y a 2 types d'objets et 13, vous les avez énumérés tous sur x, y, z, ¢ [...] Vous avez listé tous les

graphes orientés possibles sur x, y, z, ¢t qui vérifient les axiomes. [...] Et pourquoi dites-vous que ce sont deux

classes ?

C : Deux classes, c'est-a-dire ? On a mis toutes les permutations derriére, de toute fagon.

Chercheur : Et pourquoi (x y z f) et (x y ¢ z) seraient les mémes ?

C : Non, pas les mémes, du méme type.

Chercheur : Que veut dire « étre du méme type » ?

C : Je pense aux permutations. Il y en a une qui va boucler plus vite que l'autre. Je pense clairement a I'ordre qu'il y

a derriére.

D : Une bijection. On peut passer d'un élément de cette classe a un autre par une bijection, mais pas entre les 2

classes.

Chercheur : Ne peut-on pas toujours trouver une bijection entre 2 ensembles de cardinal 4 ?

C:Si!

D : Ah oui, mais est-ce qu'elle va respecter la structure ?

4. CONCLUSION

L'activité des banquets a permis d'éclairer les rapports du concret a 1'abstrait en algébre abstraite, a
la fois du point de vue épistémologique et du point de vue des apprentissages. Ceci vient soutenir la
thése que si les mathématiques sont formalisées, elles ne sont pas pour autant formelles et laissent
apparaitre différents aspects phénoménologiques dans leur élaboration par le mathématicien et leur
reconstruction par un apprenant. L'image mentale des banquets de mariage s'avére un point d'appui
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aux raisonnements syntaxiques sur les axiomes et aux taches de classification et de caractérisation
abstraite des banquets. Différents niveaux de couplage se produisent entre cette image mentale et le
symbolisme mathématique, également porteur de gestes et d'images mentales, ce qui transparait
nettement au niveau des dialogues lors des sessions en laboratoire et conduit, entre autres, a
l'introduction de modeles en théorie des graphes et a l'utilisation de processus visuels de
reconnaissance de formes. L'activit¢é des banquets répond ainsi au projet de phénoménologie
didactique des structures mathématiques soutenu par Freudenthal et contribue a rétablir une
dialectique concret-abstrait en algébre abstraite.

D’une facon générale, j’ai posé, dans les travaux présentés ici, les premicres pierres d’une
didactique du structuralisme algébrique, en m’efforgant de tenir compte et d’articuler des aspects
épistémologiques, phénoménologiques, didactiques et cognitifs. Ces travaux soulignent le potentiel
d’un croisement des regards entre philosophique et didactique, autour de theémes tels que le
structuralisme, la phénoménologie et I’abstraction mathématiques. Ils appellent également a
poursuivre le travail d’ingénierie didactique, avec pour cadres la TAD et la TSD et la dialectique
objets-structures. Du coté de la TAD, les études praxéologiques sur le structuralisme (algébrique et
au-dela) ouvrent un vaste programme de recherches avec en vue des retombées importantes autant
pour la compréhension des problémes de transition que pose 1’algebre abstraite, que pour nourrir
I’action didactique, par exemple sous forme de PER (« formels »).

Pour finir, mes travaux soulévent également différentes questions de nature méta-didactique, posées
a notre communauté comme de nouveaux défis et de nouvelles pistes de recherche : La philosophie
pourrait-elle étre utile a la didactique en dehors de 1'épistémologie ? La didactique pourrait-elle étre
productrice de questions philosophiques ? En quels sens et comment ? Comment penser le méta-
mathématique au sein des cadres didactiques ? Quel est I’impact de la technicité des mathématiques
(a partir du niveau master) dans les travaux de recherche en didactique ? Les cadres existants sont-
ils robustes et sinon, quelles adaptations s’agit-il d’apporter ?
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Résumé

Cette communication propose, aprés un rappel historique sur la mathématique sociale, de
présenter les questions posées par les problémes de choix collectif, de décision et de vote. Une
modélisation mathématique montre, dans une deuxiéme partie, quelles mathématiques
peuvent étre enseignées dans une premieére année de licence.

Ce sera l'occasion de questionner des ¢léments de savoirs mathématiques délaissés dans
l'enseignement a la fois scolaire et universitaire.

Enfin, il s’agira de montrer I’importance du role social des mathématiques dans
l'enseignement, son besoin d'élémentarisation ainsi que l'intérét de repenser un enseignement
de mathématiques « mixtes » afin de travailler la force de la pensée mathématisante dans
1'é¢tude du réel.

Mots clés
Choix social, décision, vote, modélisation, relations binaires, relations d’ordre, pensée critique

INTRODUCTION

La question du social ne fait pas communément partie des préoccupations premicres des
mathématiques ou des mathématiciens, bien que I’on retrouve régulierement 1’argument que
I’apprentissage des mathématique participe a la construction de 1’esprit, notamment critique.
Pourtant, dés 1793, le marquis de Condorcet dans son Tableau général de la science lance un
programme ambitieux autour de ce qu’il nomme la « Mathématique sociale ». Au milieu du
XX¢siecle, ce projet a connu un regain d’intérét, notamment dans les travaux des économistes
ou de mathématiciens comme Georges Théodule Guilbaud, sous I’influence du
développement des sciences sociales. Cependant, pour reprendre une expression chére a
Condorcet, pour montrer que les mathématiques peuvent s’occuper du social, encore faut-il
que son enseignement soit possible et qu’il soit rendu élémentaire.

Le point de vue adopté dans ce texte sur cette mathématique sociale est de la considérer
comme une mathématique mixte au sens qu’on lui donnait au XVIII® siecle comme on le
trouve dans le tome 2 de I’Encyclopédie méthodique (D’Alembert & Diderot,1751) : « elle a
pour objet les propriétés de la grandeur concréte, en tant qu'elle est mesurable ou calculable ;
nous disons de la grandeur concréete, c'est-a-dire de la grandeur envisagée dans certains corps
ou sujets particuliers ». Il ne s’agit pas de mathématiques pures, ni de mathématiques
appliquées (Chevallard, 2001). Cette ancienne appellation de mixte est plus pertinente,
notamment lorsqu’on s’attache a montrer I’importance de la modélisation dans cette activité
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ou I’acte d’abstraire s’inscrit dans cette problématisation. La pensée mathématisante est ici un
levier important de compréhension des problémes et participe a cette entreprise de
construction d’un esprit scientifique, au-dela des questions répertoriées plus ou moins
arbitrairement comme sciences (scientifiques).

LA MATHEMATIQUE SOCIALE, DE QUOI S’ AGIT-IL ?

Le concept nait au cours du XVIII° siecle dans I’effervescence philosophique et politique du
projet des Lumicres. Son développement sera lent a se mettre en place, probablement par la
difficulté¢ de I’entreprise aussi bien dans son aspect social que mathématique. Nous préférons
utiliser le terme de « mathématiques mixtes » pour ce concept plutdét que celui de
« mathématiques appliquées » a des fins a la fois didactique et notamment pour faire la
distinction avec les « mathématiques appliquées » qui concernent finalement un autre manicre
de faire des mathématiques. La mathématique mixte renvoie, comme le souligne Bkouche
(2006), a la part d’empirisme liée a la connaissance en jeu, ici la question sociale. Cet
empirisme sera présent dans les modeles développés et I’acte d’abstraire associé a 1’activité
mathématique prendra tout son sens. En 1793, Condorcet, dans son tableau qui a pour objet
I’application du calcul aux sciences politiques et morales, propose un programme ambitieux
qu’il nomme la « mathématique sociale » : « Les vérités des Sciences morales et politiques,
sont susceptibles de la méme certitude que celles qui forment le systeme des Sciences
physiques, et méme que les branches de ces Sciences qui, comme [’Astronomie, paraissent
approcher de la certitude mathématique (...) J'ai cru que le nom de mathématique sociale
était celui qui convenait le mieux a cette science. Je préfere le mot mathématique,
quoiqu’actuellement hors d’usage au singulier (...) parce qu’il s’agit d’applications dans
lesquelles toutes les méthodes peuvent étre employées. (...) Je préfere le mot sociale a ceux
morale ou politique, parce que le sens de ces derniers mots est moins étendu et moins
preécis » (Condorcet, 1793 et Feldman, 2005).

Ce programme de mathématique sociale ne peut donc pas étre détaché de I’objet d’étude qui
est « I’homme » dans la société. Ainsi, les attendus de cette mathématique mixte sont liés aux
développements philosophiques autour des projets de société, de démocratie, de justice,
d’état, de constitution, de liberté, ...

Nous revenons dans la suite, trop rapidement, sur cette Révolution scientifique.

Au siécle des Lumiéres

Dans cette période féconde, on ne peut ignorer le travail fondateur de Rousseau (1762) dans le
« Contrat social ». Deux grandes méthodes de choix, possibles pour les peuples et qui
prendront plus tard le nom de choix social, sont développées dans ce texte qui sont d’une part
I’'unanimité et d’autre part la régle majoritaire. Dans ce texte ou Rousseau développe la
question de la « volonté générale » et de la « souveraineté » des peuples, 'unanimité reste un
idéal a atteindre pour les questions graves. Elle semble s’imposer pour ce qui concerne les
régles constitutionnelles comme ’adoption d’une régle de choix comme la régle majoritaire.
La régle majoritaire fera elle-méme 1’objet de débats, que nous jugeons utiles a travailler dans
le cadre scolaire, dont un point d’orgue sera atteint avec le Théoréme du jury de Condorcet.
Condorcet, par son approche de mathématicien, montre dans son théoréme, application
intelligente de la loi des grands nombres, que la régle majoritaire permet d’atteindre une
« vérité » lorsque les électeurs sont suffisamment éclairés. Cependant, si la régle majoritaire
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est pertinente dans le cas de deux candidats, son extension a plus de trois candidats par la
régle de la pluralité des voix — ou majorité relative — fera 1’objet d’un texte fondateur de
Borda en1781 a propos de 1’¢lection des membres de 1’académie royale des sciences. Dans ce
texte, Borda commence « ...je vais faire voir que cette opinion, qui est vraie dans le cas ou
I'¢lection se fait entre deux sujets seulement, peut induire en erreur dans tous les autres cas »
(Borda, 1781, p.657). Son approche de mathématicien, comme celle de Condorcet, lui permet
de montrer la difficulté¢ du choix dans le cas de plusieurs candidats et il propose de le résoudre
par un systeme de vote pondéré sur les classements des électeurs. Ce texte lui vaudra une
polémique avec Condorcet qui montrera dans sa publication majeure sur le sujet « Essai sur
I"application de [’analyse a la probabilité des décisions rendues a la pluralité des voix »
I’apparition d’un probléme sérieux lorsque le nombre de candidats dépasse trois et qui est
désormais connu sous le nom de Paradoxe de Condorcet que nous définissons plus loin. Dans
cette méme période, émerge sous l’influence de Bentham (1789), les choix fondés sur des
méthodes de calcul du « bonheur », qu’il nomme « méthode utilitariste ». Cette approche est
fondée sur un calcul d’utilité collective et cherche a trouver un optimum social en réponse a la
question de la volonté¢ générale de Rousseau. Par ailleurs, Bentham théorise dans cette
approche, une autre question essentielle pour cette période qui est celle de la « Liberté
individuelle ».

Les questions sociales ont ainsi donné dans cette période de grands développements de
nombreuses approches et le début d’une articulation dans ces questions, entre la philosophie
et les mathématiques. Malgré quelques exemples fameux comme les travaux de Jules Dupuit
ou d’Augustin Cournot (1838) qui préfigurent la renaissance de ces problémes dans le cadre
des théories économiques et bien que la voie ait ¢t€ montrée par Condorcet, le développement
de théories mathématiques adéquates ne se fera pratiquement pas dans le courant du XIX°
siecle.

Une renaissance tardive

Cette renaissance débute a la fin des années quarante et au début des années cinquante, dans
I’immédiat apres-guerre. Des outils mathématiques d’une grande diversité, comme les
probabilités, la théorie des graphes ou la théorie des jeux naissante ont permis ce
développement avec des résultats d’une trés grande portée et généralité. Ces résultats
permettront d’affirmer le role d’une approche mathématique de certains problémes sociaux en
réinterrogeant les approches philosophiques, économiques, sociales de la société. Dans le
champ économique, les travaux fondateurs de May (1952), d’Arrow (1951), initiés dans un
cadre économique libéral, auront une portée généralisatrice permettant de dépasser ce cadre.
Dans le champ des sciences sociales, I’exemple des collaborations entre Lévi-Strauss (1956)
et Guilbaud montrera la force de ces modélisations. Cependant, comme le souligne Guilbaud
(2002) dans son entretien sur la mathématique et le social, sa pénétration dans le champ des
mathématiques a enseigner ne se fera pas.

Depuis la fin du XX° siécle, la mathématique sociale de Condorcet s’est singuli¢rement
développée, honorée par de nombreux prix de 1’académie de Suede pour I’économie. Son
développement s’est aussi rapproché de 1’informatique par ses aspects algorithmiques, multi-
agents et de décision dans l’incertain. Force est de constater que son application la plus
importante dans le cadre des élections n’a pas encore atteint la sphére publique, puisque les
paradoxes les plus anciens, identifiés d’un point de vue mathématique depuis le XVIII® siecle,
restent encore ignorés. L’exemple le plus éclatant en France est la prédominance d’un scrutin
a deux tours a la pluralité pour la plupart des €lections politiques. Les problémes rencontrés
lors des scrutins présidentiels, notamment depuis avril 2002 n’ont pas eu pour conséquence de
mettre en cause le mode de scrutin. En effet, on préfére chercher une réponse du coté
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politique a un probléme structurel, comme le systeme de vote qui influence directement le jeu
politique.

Une expérience de vote

Afin d’illustrer combien un mode de scrutin peut influencer 1’issue d’une élection, nous
empruntons a Michel Balinski (2004) un tableau de vofe qui sert de base a une activité
pratiquée en amphithéatre au début du semestre. L’objectif de cette activité est de faire
prendre conscience de la diversité des modes de scrutins pratiqués usuellement et de montrer
leur influence sur I’issue du scrutin. La question posée est: « Lors d’une élection, les
¢lecteurs font les classements suivants des candidats A, B, C, D, E. Lequel choisirez vous et
pourquoi ? » Un temps de réflexion de 5 minutes leur est laissé, pour faire ce choix avant le
recueil des réponses. La stabilité des retours sur plusieurs années est assez remarquable et
montre que pratiquement aucun étudiant ne choisit le candidat D, peu choisissent le candidat
E, environ 10 % choisissent le candidat A, environ un tiers des étudiants choisissent le
candidat B et presque la moiti¢ le candidat C.

Nombre des électeurs 33 16 3 8 18 22
A B C C D E
B D D E E C

Ordre C C B B C B

des

préférences D E A D B D
E A E A A A

Lorsqu’il s’agit de donner les raisons de ces choix, il est assez difficile d’obtenir des
justifications argumentées permettant d’aboutir sur une méthode de choix explicite ou
algorithmique pour certains de ces choix.

« Le plus simple est bien évidemment le candidat A qui est le vainqueur d’un scrutin a
la pluralit¢ — c’est le candidat qui obtient le plus de premiers choix.

« Le candidat D est trés peu choisi. La procédure qui le désigne est le vote préférentiel
— ou vote simple transférable — qui élimine a chaque tour le candidat qui obtient le
moins de premier choix. Cette méthode est utilisée depuis un si¢cle en Australie, ainsi
qu’en Irlande. Il serait intéressant d’avoir une étude comparative dans les différents
pays pour indiquer si les biais culturels sur la pratique du vote ont une influence sur
les résultats de cette expérience.

- Le candidat E est peu choisi, bien que le gagnant du scrutin a deux tours — largement
pratiqué dans les élections francaises.

- Le candidat B est vainqueur d’un scrutin pondéré — ou 1’on attribue des points
suivant la place obtenue : 4 pour une premiere, 3 pour une deuxiéme, ... Ce scrutin est
dénommé vote de Borda en référence a Borda qui 1’avait proposé pour 1’élection a
I’académie royale des sciences.

- Le candidat C est le « vainqueur de Condorcet », c’est-a-dire un candidat qui gagne
tous ses duels. Il est assez rare que les participants a cette activité remarquent qu’il a
cette propriété.

Cette expérience permet de montrer que chacun des candidats peut étre désigné suivant un
mode de scrutin raisonnable et utilisé pour certaines décisions. Elle permet de motiver la
perspective d’une analyse rationnelle des modes de scrutins. Bien sir, cette expérience ne
prend pas en compte que les électeurs révelent différemment leurs préférences suivant le
mode de scrutin qui leur est proposé. Cette prise en compte dépasse le cadre possible de cet
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enseignement et reléve d’un enseignement de théorie des jeux mettant en ceuvre des
mathématiques avancées.

Le paradoxe de Condorcet

Il a été identifié trés tot que la régle de la pluralité présentait de nombreux défauts dont celui
présenté par Borda, puisqu’elle permet de désigner un candidat qui perd en duel contre tous
les autres. On appelle ici « duel », une confrontation entre deux candidats a la régle de la
pluralité. Condorcet (1785) propose une nouvelle situation paradoxale, le choix de la régle de
la pluralité¢ pour les duels ne permet pas toujours de classer ! Elle peut conduire a ce qu’il
nomme un systéme contradictoire.

En reprenant dans un tableau I’exemple de Condorcet (Condorcet, 1785, p.61) :

60 votants 23 17 2 10 8
Ordre A B B C C
des B C A N B
préférences

C A C B A

Dans cet exemple, Condorcet montre que I’on a les trois propositions suivantes :

A vaut mieux que B, pour 33 voix contre 27

B vaut mieux que C, pour 42 voix contre 18

C vaut mieux que A, pour 35 voix contre 25
que I’on peut résumer dans la relation suivante : A>B>C>A qui montre ’intransitivité de la
relation obtenue ! Les comparaisons deux a deux ne suffisent pas a classer malgré la
sémantique portée par 1’expression « vaut mieux ». On reviendra plus loin sur ce probleme
d’intransitivité.

UNE HISTOIRE DE MODELES

L’exemple introductif de Condorcet deviendra progressivement le coeur du probléme du choix
collectif et contribue a montrer la difficulté a trouver un cadre raisonnable pour poser cette
question du choix collectif. Le choix d’enseignement que nous faisons dans -cette
expérimentation consiste alors a pouvoir proposer un modele permettant de penser cette
question du choix, nommée dans cette littérature « probleme de 1’agrégation des
préférences ». Dans un langage mathématique, porté par le langage ensembliste, il s’agit de
trouver une fonctionnelle ayant pour source 1’espace des données demandées aux électeurs et
pour but I’espace des classements des candidats. L’acte de modélisation permettant de savoir
si notre probléme a ou non des solutions se concrétise par les propriétés que I’on va imposer a
cette fonctionnelle en rapport avec les contraintes démocratique du choix collectif.

La définition des espaces de données et de résultats (source et but) est déja un objectif
intéressant pour les étudiants de L1 et présente une vraie difficulté pour eux. En effet, pour ce
qui concerne le résultat, puisqu’il s’agit de classer les candidats, la notion de classement doit
étre éclaircie. Notamment se pose le probléme des ex-aequo potentiels, de 1’ordre strict, de la
relation totale, ... Pour ce qui concerne les données, cela va dépendre de I’information
demandée aux électeurs.
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Le premier modéle proposé aux étudiants, qui est aussi le cadre historique de ce champ
disciplinaire, on va demander aux ¢lecteurs le méme type d’information que celui attendu
pour le collectif, a savoir un classement individuel des candidats par les électeurs. La donnée
est ainsi un n-uplet de classements. La fonctionnelle modélisant le choix collectif est une
fonction qui prend en données des n-uplets de classements et donne comme résultat, un
classement des candidats.

Les contraintes que ’on va imposer sur le modele vont devoir étre traduites comme des
propriétés demandées a cette fonction de choix.

Le deuxieme modele proposé aux étudiants, demande une information plus riche aux
électeurs. Les électeurs ne doivent plus classer, mais noter les candidats. Les notes peuvent
étre cardinales (une échelle numérique de -5 a 5 ou de 0 a 20) ou bien ordinales (des valeurs
ordonnées : médiocre, passable, assez-bien, bien, trés bien, par exemple). Le résultat restera
un classement des candidats. La donnée est maintenant un n-uplet de notes, éventuellement
numériques ou cardinales et le résultat est toujours un classement.

De la méme maniere, les contraintes imposées au modele seront traduites comme des
propriétés attendues de cette fonction de choix.

Cette approche de modélisation permet de travailler ce role mixte de cette mathématique,
d’une part par I’intuition portée par le réel et d’autre part par cette abstraction que 1’on devra
faire sur les fonctions que I’on va produire. Cela permet d’exploiter la portée généralisatrice
des mathématiques, les théorémes qui seront prouveés dépasseront largement le cadre initial du
modele et montreront la difficulté a trouver une solution au probléme posé : trouver une
fonction vérifiant certaines propriétés. On peut retrouver dans cette approche, une des
difficultés de 1’algébre linéaire ou de la résolution des équations différentielles, par ses
aspects formalisateur, généralisateur, unificateur et simplificateur. La faiblesse des concepts
de calculs en jeu, permet de concentrer la difficulté sur les raisonnements en jeu. La
formalisation du probléme aide a faire entrer les différents modes de scrutin ou de choix dans
un cadre théorique unique qui exemplifie la puissance généralisatrice du concept en
permettant de définir pour une fonction quelconque de choix collectif les propriétés que I’on
souhaite qu’elle vérifie.

DES CONNAISSANCES PEU OU PLUS ENSEIGNEES EN L1

Cette modélisation du choix collectif introduit explicitement la question des classements et
pose le probléme des comparaisons deux a deux d’objets (ici des candidats) que I’on travaille
par le biais des relations binaires. Ces relations binaires, peu travaillées pour elles-mémes
dans les cursus de mathématiques, sauf dans des enseignements d’informatique, peu en lien
avec les enseignements de mathématiques, sont pourtant un cadre conceptuel important de
beaucoup de situations des mathématiques, pour lesquelles le langage ensembliste est d’un
grand secours.

Ainsi, les relations binaires sont travaillées sous différentes formes, comme graphe dans le
produit cartésien, comme diagramme sagittal, comme matrice.
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lllustration 1: Représentation sous forme de graphe dans un produit cartésien et sous
forme de diagramme sagittal
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1llustration 2: Représentation sous forme de diagramme sagittal et matricielle

Les relations fonctionnelles gagnent aussi a étre présentées dans le cadre des relations
binaires, comme cas particulier important.

Enfin, les relations binaires en jeu dans cet enseignement sont essentiellement les pré-ordres
(réflexifs et transitifs) et un travail spécifique peut étre mené sur les propriétés des relations
binaires qui sont nécessaires pour parler des classements. Nous avons déja évoqué
précédemment que les relations binaires sont le cadre utile pour parler des comparaisons deux
a deux.

Le paradoxe de Condorcet met en évidence que la propriété de transitivité est indispensable
pour classer. 1l en résulte que 1’accent est porté sur cette propriété de transitivité et dans un
degré moindre sur celle d’antisymétrie qui va distinguer les ordres des pré-ordres.

D’autant plus que la propriété la plus naturelle pour le classement strict qui émerge est celle
de I’asymétrie — si x est en relation avec y, alors y n’est pas en relation avec x — propriété en
général absente des définitions données dans I’enseignement et essentiellement plus simple
que la propriété d’antisymétrie — si x est en relation avec y et y en relation avec x, alors x est
¢gal a y. La propriét¢ d’asymétrie trouve une autre justification dans cette approche des
classements par les pré-ordres — c’est-a-dire des classements qui permettent la présence d'ex-
@&quo — car on va distinguer dans ces relations binaires, la composante symétrique — celle
qui permet de d’identifier les ex-@quo — de la composante asymétrique qui permet de classer
strictement apres identification des ex-equo. Dans le cadre numérique, 1’usage de la propriété
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d’antisymétrie est essentiel pour montrer des €galités. On sait que cette propriété est d’une
appropriation difficile pour les éléves et les étudiants, ce qui peut expliquer notamment les
difficultés rencontrées par les €éléves du secondaire concernant la notion d'égalité. Dans ce
cadre, elle est d’une utilité moindre.

Bien entendu, la quantification universelle de ces propriétés doit aussi étre explicitée. Comme
pour beaucoup des propositions en jeu dans ces modeles, les quantifications sont
majoritairement universelles et mélangent rarement une universelle avec une existentielle.
Cette remarque mériterait une étude plus approfondie pour en vérifier la validité et 1’effet sur
le travail des étudiants. En guise d’exemple, pour illustrer cela, une distinction est faite entre
les propriétés suivantes :

- la dictature : il existe un €lecteur qui impose son choix aux autres ¢électeurs quelles que
soient leurs préférences ;

«  D'imposition du choix pour des raisons morales ou religieuses : le résultat de la
fonction de choix ne dépend pas des préférences des électeurs. La fonction est
constante ;

- il existe un électeur qui a fait le méme choix que le collectif.

Chacune de ces propositions a une formulation assez ressemblante, mais une quantification
différente.

Cette modélisation du choix collectif permet aussi de définir et de travailler sur des fonctions
qui ne sont pas définies par des formules. Une grande difficult¢ du modele vient du fait que
ces fonctions dépendent de plusieurs variables, puisque I’espace de définition est un produit
cartésien. Cette difficulté est amoindrie par le fait que les données sont discretes et permet
dans la progression d’apprentissage de proposer des preuves par exhaustion lorsque ces
données sont petites. Lorsque la taille des données augmentent, il faut alors trouver d’autres
stratégies de preuves.

QUELQUES EXEMPLES DE RESULTATS

Dans les deux cadres de modélisation décrits dans la section précédente, quelques grandes
familles de résultats sont présentés. Dans le premier modele, ce sont surtout des résultats
d’impossibilité ou d’existence et d'unicité qui dominent et qui font I’objet d’un travail soit en
cours soit en TD.

Chacun de ces modéles demande une explicitation des notions de liberté, anonymat,
neutralité¢, indépendance, ... Il est intéressant de noter que ces notions sont héritées des
théories philosophiques des Lumiéres. C’est aussi I'intérét de cette mathématique mixte qui
permet de discuter de la pertinence d’un modele porté par cette part d’empirisme liée au réel.
Ici, on peut montrer que les résultats démontrés dans le modéle vont permettre de dépasser
cette part d’empirisme et de montrer toute la pertinence d’une approche mathématique de ces
problémes. Ainsi, la question de la « Liberté » du modele née essentiellement de la pensée
libérale de Bentham sur la « Liberté individuelle » qui dans ces modeles du choix collectif va
se traduire par la condition que les électeurs peuvent avoir les préférences qu’ils veulent sur
les candidats. On peut penser a cette définition comme le domaine de définition de la fonction
de choix. Une restriction sur cette condition demandera a expliciter ce que cela signifie en
termes de Liberté.

Les notions d’anonymat et de neutralité travaillent, elles, I’invariance par permutation de la
fonction de choix collectif. En effet, I’anonymat, propriété qui impose que l'identité d'un

Saby - Actes du séminaire national de ’ARDM — 2017 106



¢lecteur n'a pas d'impact sur la prise en compte de son vote, se traduit dans le mod¢le par :
I’application d’une permutation sur les électeurs, c’est-a-dire sur le n-uplet de données de la
fonction de choix, ne change pas le résultat de la fonction. Celle de neutralité exprime que la
fonction de choix doit traiter de manicre équivalente chacun des candidats, ce qui se traduit
aussi par une invariance par permutation des candidats : si on permute les candidats dans les
données des électeurs, le choix collectif sera permuté de la méme maniere.

Le premier résultat significatif de cet enseignement est le Théoreme de May (1952) qui est un
théoreme d’existence et d’unicité. I énonce que lorsqu’il n’y a que deux candidats, il n’existe
qu’une seule fonction de choix collectif qui prend en données des n-uplets de classements
individuels, vérifiant les conditions de Liberté individuelle, anonymat, neutralité et réponse
positive. Cette dernicre condition — réponse positive — signifie que si un candidat est
désigné vainqueur par la fonction de choix et que pour un autre jeu de données, un plus grand
nombre d’électeurs 1’ont placé en téte, alors il sera encore désigné vainqueur. La seule
solution a ce probleéme est la régle majoritaire. Cela permet de justifier ce que personne
n’ose contester, a savoir que si un candidat A préféré a un candidat B par 11 ¢électeurs sur 20
est désigné vainqueur, alors si 12 électeurs sur ces mémes 20 ¢€lecteurs se mettent a le préférer
a B, on continuera a choisir collectivement A. Ce résultat est un ¢lément théorique justifiant la
grande importance de la régle majoritaire dans un certain nombre de procédures de vote et il
est aussi un oiseau de mauvais augure : si dans le cas de seulement deux candidats, il n’y a
qu’une seule fonction solution du probléme avec des conditions raisonnables, on congoit que
cela va étre difficile lorsqu’il y aura plus de trois candidats !

La condition d’indépendance des états non pertinents est une condition utile permettant de
montrer les difficultés liées aux modes de scrutin. Cette condition, héritée des paradoxes de
Condorcet et de Borda demande a ce que le classement relatif entre deux candidats ne doit
dépendre que du duel entre ces deux candidats.

Un autre résultat important de ce modéle est le théoréme de Hansson qui, sous les mémes
hypotheses que celui de May, pour plus de trois candidats et avec la condition d’indépendance
des états non pertinents, affirme qu’il n’existe qu'une seule fonction de choix collectif, c’est
I’indifférence collective : tous les candidats sont classés ex-e&quo par la fonction de choix !

Ce résultat préfigure le théoréme le plus connu de ce champ : le théoréme d’ Arrow qui énonce
que lorsqu’il y a plus de trois candidats, il n’existe aucune fonction de choix collectif vérifiant
les conditions de Liberté individuelle, anonymat, unanimité et indépendance des états non
pertinents. En d’autres termes, ce théoreme annonce que 1’on ne pourra pas réparer les
paradoxes de Condorcet et de Borda.

LE ROLE SOCIAL DES MATHEMATIQUES

La perspective de Condorcet sur 1’éducation visait a ancrer I’idéal démocratique dans une
augmentation des Lumicres. Le théoréme du jury (Condorcet, 1785) en était une forme de
justification. Mais comme 1’énonce Condorcet dans ses cinqg mémoires sur I’instruction, cette
augmentation des Lumicres nécessite une élémentarisation du savoir. Il ne s’agit pas que
I’ensemble de la population devienne aussi éclairée que les savants, mais que la distance la
séparant du savant se réduise. Cette question d’élémentarisation, n’étant pas univoque, est
prise ici dans sons sens de simplicité, en ce qu’elle permet de désigner ce qui est essentiel,
irréductible dans la compréhension d’une totalit¢ complexe et difficile. Cela a ainsi justifié
I’apprentissage de la lecture, de I’écriture et des mathématiques pour tous. Les mathématiques
étant par nature une fagon de communiquer sur le monde, ce role social demeure. Si son usage
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dans les sciences a été d’une redoutable efficacité, il ne faudrait pas négliger son importance
pour éclairer le citoyen. Ce que nous défendons dans cet article est que son rdle dépasse le
champ strict des sciences physiques. Il s’applique aussi dans le champ social donnant une
autre dimension a cette perspective sociale de 1’enseignement des mathématiques pour tous.
L’exemple de la compréhension des modes de scrutin en est un pour lequel Charles Ludwig
Dodgson, alias Lewis Caroll avait déja formulé a la fin du XIX° siecle : « Les élections devant
refléter de préférence le veeu de la majorité et non celui des plus habiles au jeu électoral, il
me parait souhaitable que tous maitrisent les regles de ce jeu » (Dodgson, 1876, pp.232-233).
Cette citation peut étre mise en regard de la formule de Dominique Reynié : « La question de
savoir comment extraire un résultat conforme « au veritable veeu de la pluralité » fera l’objet
de débats abondants, atteignant un niveau de formalisation finalement accessible aux seuls
mathématiciens » (Reynié, 2001). On percoit dans ces deux citations la différence d’objectifs
sur les Lumieres et sur le réle des mathématiques. Si la formalisation devient finalement
accessible aux seuls mathématiciens, cela devient un aveu d’échec de 1’élémentarisation du
savoir ou une absence d’¢lémentarisation.

Les mathématiques sont un outil du discours pour décrire le monde réel. Si elles doivent
participer a la construction de I’esprit critique et a la pensée autonome, cet enseignement
montre le potentiel de son application explicite dans le champ social.

CONCLUSION

La philosophie a depuis longtemps interrogé la question de la démocratie et de la république.
Il faut entendre que ces rapports sont liés a la question de la rationalité. L’usage des
mathématiques dans ce qu’elles permettent d’explicitation de cette rationalité est un levier
important des apprentissages et de questionnement de la citoyenneté. Elles participent ainsi
aux capacités de débat, d’argumentation et de jugement qui sont les fondements des questions
de liberté, d’égalité et de justice dans une démocratie. Ces capacités sont au cceur de la
philosophie de Condorcet dans son projet d’instruction rendant possible la démocratie en
libérant I’individu d’un esclavagisme potentiel.

Cet enseignement défend 1’idée que la décision collective est d’une importance telle dans la
vie démocratique d’un pays qu’on ne doit pas ignorer qu’elle nécessite un véritable travail de
modélisation. L’enseignement des mathématiques utiles pour cette modélisation permet
d’ouvrir des perspectives de compréhension de 1’usage des votes. L’élémentarisation de ce
savoir est possible et permet de travailler ou retravailler des mathématiques peu ou plus
enseignées.
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Résumé

Nous décrivons la demande institutionnelle des programmes de mathématiques du collége et
des lycées en matiere d’éducation du futur citoyen et son évolution ces derni¢res années.
L’accent est notamment porté sur le développement du jugement critique, auquel
I’enseignement des mathématiques doit participer et singulierement celui des probabilités et
de la statistique.

A I’appui de cet objectif nous prenons cing illustrations particuliérement emblématiques, dans
des situations expérimentées en classe.

— Peut-on croire un sondage ? Depuis la présidentielle frangaise de 2002 jusqu’a celle des
Etats-Unis en 2016, la fiabilité des sondages est interrogée mais ceux-ci demeurent
incontournables.

— Cas de leucémies a Woburn : hasard ou pollution ? Un exemple de santé publique ou la
statistique joue le role de « lanceur d’alerte ».

— Une «preuve statistique » de discrimination : 1’affaire Castaneda contre Partida ou les
probabilités s’invitent au tribunal.

— Coincidences et pseudo-sciences : le cas de la « psychogénéalogie ». Des connaissances en
probabilités et en algorithmique permettent de démasquer des impostures.

— Exploration de données massives : Python, avec sa bibliotheque Pandas, permet, des la
classe de seconde, le traitement de données assez massives. Il s’agit notamment, pour le futur
citoyen, de pouvoir mieux comprendre le monde, comme celui d’Airbnb, ou d’assurer une
vigilance active, comme pour 1’analyse des « Paradise Papers ».

Mots clés
Statistique, Probabilités, Citoyenneté, Esprit critique, Sondage, Discrimination, Coincidences,
Pseudosciences, Big data, Python, Pandas.
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1. LA DEMANDE INSTITUTIONNELLE ET SON EVOLUTION

La demande institutionnelle des programmes, dont ceux de mathématiques, pour une
éducation du futur citoyen va croissant.
Parmi les programmes en vigueur a la rentrée 2017, ceux du lycée professionnel® sont
particulierement explicites. La premiere phrase des programmes de mathématiques, sciences
physiques et chimiques est la suivante :

« L'enseignement des mathématiques et des sciences physiques et chimiques concourt a la
formation intellectuelle, professionnelle et citoyenne des éléves. »

Le domaine « statistique et probabilités » du programme contribue spécifiqguement a cet
objectif, notamment par son caractére interdisciplinaire. On lit ainsi dans le programme de la
classe de seconde professionnelle :

« Ce domaine [statistique et probabilités] constitue un enjeu essentiel de formation du citoyen. Il
s’agit de fournir des outils pour comprendre le monde, décider et agir dans la vie quotidienne.
(...). Leur enseignement facilite, souvent de fagon privilégiée, les interactions entre diverses
parties du programme de mathématiques (traitements numériques et graphiques) et les liaisons
entre les enseignements de différentes disciplines. »

Le programme de mathématiques de la classe de seconde générale et technologique? indique
les finalités suivantes, au premier rang desquelles un objectif plutét citoyen :

« Le programme de mathématiques a pour fonction :

— de conforter I’acquisition par chaque éléve de la culture mathématique nécessaire a la vie en
société et a la compréhension du monde ;

— d’assurer et de consolider les bases de mathématiques nécessaires aux poursuites d’étude du
lycée ;

— d’aider I’éléve a construire son parcours de formation. »

Au collége, le socle commun de connaissances, de compétences et de culture®, s’inscrit dans
le cadre de la loi d’orientation du 8 juillet 2013 qui, en son article 13, pose le principe du
socle commun :

« La scolarité obligatoire doit garantir a chaque éléve les moyens nécessaires a 1’acquisition
d’un socle commun de connaissances, de compétences et de culture, auquel contribue
I’ensemble des enseignements dispensés au cours de la scolarité. Le socle doit permettre la
poursuite d’études, la construction d’un avenir personnel et professionnel et préparer a
I’exercice de la citoyenneté. Les éléments de ce socle commun et les modalités de son
acquisition progressive sont fixés par décret, apres avis du Conseil supérieur des programmes. »

L’article 4 précise :

« (la formation scolaire) développe les connaissances, les compétences et la culture nécessaires
a I’exercice de la citoyenneté dans la société contemporaine de 1’information et de la
communication. »

! BO spécial n° 2 du 19/02/2009.
2 BO 30 du 23/07/2009.
3 BO n°17 du 23/04/2015.

Dutarte - Actes du séminaire national de ’ARDM — 2017 111



Le socle donne a la scolarité obligatoire 1’objectif suivant :

« la scolarité obligatoire poursuit un double objectif de formation et de socialisation. Elle donne
aux éléves une culture commune, fondée sur les connaissances et compétences indispensables,
qui leur permettra de s'épanouir personnellement, de développer leur sociabilité, de réussir la
suite de leur parcours de formation, de s'insérer dans la société ou ils vivront et de participer,
comme citoyens, a son évolution. »

Le domaine 3 du socle est celui de «la formation de la personne et du citoyen ». Il y est
affirmé que « L'Ecole a une responsabilité particuliére dans la formation de I'éléve en tant
que personne et futur citoyen. ». La prise en compte a parts égales des 8 composantes du socle
dans I’évaluation du contréle continu pour le DNB (Diplome National du Brevet) fait que ce
domaine 3 du socle représente 1/8 des points de contréle continu pour 1’examen, ce qui est
assez considérable.
Le document d’accompagnement « Eléments pour I’appréciation du niveau de maitrise
satisfaisant en fin de cycle 4 », paru sur le site Eduscol, indique notamment comme « élément
signifiant » du domaine 3 du socle, « exercer son esprit critique, faire preuve de réflexion et
de discernement ».
« En fin de cycle 4, I’éléve qui a une maitrise satisfaisante parvient notamment a utiliser les
médias et I’information de maniére raisonnée et responsable, a distinguer ce qui reléve d’une
croyance ou d’une opinion et ce qui constitue un savoir (ou un fait) scientifique. »
La figure 1 donne un exemple d’évaluation de 1’esprit critique en mathématiques en fin de
cycle 4.

ENONCE
La publicité ci-contre vise a exprimer que la proportion de produits naturels est égale a 25% de
la production totale, et que celle de produits recyclés est égale a 75% de la production totale.

For a better world,
we pledge to

raapect Bae ploandd By furalsiing e Mk il
o webural c‘?.l ufufhd '7:3..:!-

2£% watural 7% recveled
materials materals
o Resbn Forem com ol v Yorcelala
o Folycher redn o Glass, wlndown
o Quarks (depundant o Yiles
upon b colour) . Adn

1. Quelle démarche a pu aboutir a cette représentation ?
2. Est-elle conforme a l'objectif visé ?
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Figure 1 : exemple d’évaluation du domaine 3 du socle en mathématiques (Eduscol)

2. PEUT-ON CROIRE UN SONDAGE ?

Les sondages politiques constituent un domaine récurrent d’exercice de la culture statistique
du citoyen et c’est un secteur que doit investir 1’enseignement. L’un des « chocs » dans le
domaine est I’exemple, déja historique, du second tour de 1’¢lection présidentielle frangaise de
2002, dont on peut penser qu’il a joué¢ un role dans 1’évolution des programmes
d’enseignement (voir Dutarte, 2011).

L’élection présidentielle francaise de 2002

Apres la considération, en classe de seconde, des fluctuations des fréquences d’un caractére
obtenues sur des échantillons aléatoires de taille n, on peut mettre en place la notion de
« fourchette de sondage » et I’illustrer a propos de 1’exemple suivant.

Lors du premier tour des élections présidentielles de 2002, le dernier sondage publié par
I'institut B.V.A. , effectué sur 1 000 électeurs le vendredi 19/04/02, prévoyait :

Jacques Chirac 19 %
Lionel Jospin 18 %
Jean-Marie Le Pen 14 %

La surprise a été grande le dimanche 21/04/02 au vu des résultats, puisque Jean-Marie Le Pen
figurait au second tour :

Jacques Chirac 19,88 %
Lionel Jospin 16,18 %
Jean-Marie Le Pen 16,86 %

Doit-on considérer que le dernier sondage B.V.A. était « faux » ?
Cet exemple a fait ’objet d’une analyse détaillée dans Dutarte et al. (2007).

L’¢élection présidentielle américaine de 2016

Plus prés de nous, prenons I’exemple de la victoire, pour beaucoup inattendue, de Donald
Trump a I’¢élection présidentielle américaine de 2016.

Un tweet malheureux du Huffington Post le 7 novembre 2016, veille de 1’élection, annongait,
selon leur « modele », la victoire d’Hillary Clinton avec une probabilité de 98,1 % (admirons
la précision).
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CLINTON TRUMP
981%

H Huffington Post

W Suivre
@HuffingtonPost _

Our @pollsterpolls model gives @HillaryClinton a 98.1% chance
of winning the presidency

elections._huffingtonpost.com/2016/forecast/. ..
17:25 - 7 Nov 2016

“« 137432 7148

Figure 2 : tweet du Huffington Post annongant une victoire écrasante d’Hillary Clinton

Une réponse d’un internaute dépité le 9 novembre : « Hé, les gars ! Peut-étre que ce n’est pas
un travail pour vous. »

Gareth CIiff (0 GarethCliff - 9 nov.
: Hey guys, maybe you're in the wrong business: @HuffingtonPost
@polisterpolls @HillaryClinton

Figure 3 : réponse au tweet de la fig. 2

La tendance des médias a été assez générale, méme si certains ont été un peu plus prudents,
comme ci-dessous le site FiveThirtyEight.com.
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Who will win the presidency?

Chance of winning

Z3) 74 5

)
CLNTON

TRUMP I
roema ponts O

Electoral votes Popular vote

| Hillary Clinton 302 2 W Hillary Clinton 48 5%

Figure 3 : prévisions de FiveThirtyEight.com

Si I’on prend cet exemple (figure 3) et que I’on le compare aux résultats du scrutin, on

s’apergoit que cela ne différe que dans assez peu de cas.

La prise en compte des marges d’erreurs permettait de relativiser la vision des sondages

comme le montre la figure 4.
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SOURCE : HUFFINGTOMN POST
Figure 4 : fourchettes de sondage du 7/11/16 source Le Monde

Sur le nombre de votes, les sondages ont peu failli puisqu’Hillary Clinton a obtenu la majorité
des suffrages. La difficulté principale de I’estimation tient au systeme ¢lectoral américain et
aux fameux « swing states » (états-bascules) dont le basculement d’un c6té ou de I’autre peut
modifier, par le jeu des grands €lecteurs, le résultat de 1’¢lection. Pour cette petite dizaine
d’états, les sondages ont été¢ assez nombreux et montraient bien une tendance trés serrée la
derniére semaine. On peut par exemple consulter les résultats des sondages, début novembre
2016, de quatre de ces états-bascules : la Caroline du Nord, la Floride, la Pennsylvanie et le
Wisconsin (source :

https://fr.m.wikipedia.org/wiki/Liste_de_ sondages_sur_I'%C3%A9lection_pr%C3%A9sidenti
elle_am%C3%A09ricaine_de 2016).

Les sondages de la dizaine d’états-bascules de 2016 montrent que les deux candidats étaient
tres proches lors de la derniere semaine, avec quasiment une chance sur deux, pour chacun, de
I’emporter. On a pu tenir le raisonnement selon lequel il était hautement improbable qu’un

10
candidat remporte 1’ensemble des états-bascules puisque (%j ~ 0,001. Un tel raisonnement

pourrait expliquer les modeles prévoyant la victoire d’Hillary Clinton avec une treés forte
probabilité. C’était supposer qu’il y a indépendance de ces 10 événements, ce qui n’est bien
sr pas le cas.
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Au Canada, les sondages sont publiés en mentionnant leur « marge d’erreur » et en indiquant
que cette derniere ne vaut que 19 fois sur 20. Une fagon assez pédagogique d’évoquer un
niveau de confiance de 95 % dont on ferait bien de s’inspirer.

Le sondage, réalisé en collaboration avec iPolitics, a été effectué
au téléphone et par Internet du 10 au 15 octobre 2014 auprés de
1671 Canadiens de 18 ans et plus. Sa marge d'erreur est de plus

ou moins 2,4 points de pourcentage, 19 fois sur 20. .
Figure 5 : mentions lors d’'un sondage au Canada

Des la classe de Seconde, voire en Troisieme, on peut simuler les fourchettes de sondage avec
un tableur. En Terminale, on peut indiquer que la marge d’erreur est voisine de celle donnée
f-f
par la formule 1,96 M :
n

3. CAS DE LEUCEMIES A WOBURN : HASARD OU POLLUTION ?

La santé et I’environnement sont des domaines essentiels de la citoyenneté et 1’exemple
suivant, tiré de faits réels, a été expérimenté de nombreuses fois en classe de Seconde, en
utilisant la simulation sur tableur (voir par exemple Dutarte et al., 2007).

Woburn est une petite ville industrielle du Massachusetts, au Nord-Est des Etats-Unis. Du
milieu a la fin des années 1970, la communauté locale s’émeut d’un grand nombre de
leucémies infantiles survenant dans certains quartiers de la ville. Les familles se lancent alors
dans I’exploration des causes et constatent la présence de décharges et de friches industrielles
ainsi que l’existence de polluants. Dans un premier temps, les experts gouvernementaux
concluent qu’il n’y a rien d’étrange. Mais les familles s’obstinent et saisissent leurs propres
experts.

Une étude statistique montre qu’il se passe sans doute quelque chose « d’étrange ».

Le tableau suivant résume les données statistiques concernant les enfants de Woburn de moins
de 15 ans, pour la période 1969-1979 (Source : Massachusetts Department of Public Health et
Harvard University).

Population de Nombre de cas , .

I Fréguence des Fréquence des
Woburn selon le de leucémie PSRN L

Enfants entre . . , leucémies a leucémies aux

recencement de | infantile observés :
0 et 14 ans N Woburn Etats-Unis
1970 a Woburn entre f

n 1969 et 1979 P
Gargons 5969 9 0,001 51 0,000 52
Filles 5779 3 0,000 52 0,000 38
Total 11748 12 0,001 02 0,000 45

Compte-tenu de ces données, le hasard seul peut-il raisonnablement expliquer les fréquences
observées a Woburn, considérées comme résultant d’un échantillon prélevé dans la population
américaine ?
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4. UNE « PREUVE STATISTIQUE » DE DISCRIMINATION : L’AFFAIRE
CASTANEDA CONTRE PARTIDA

L’exemple suivant a été proposé dans Dutarte et al. (2007) et se situe dans le contexte de la
discrimination raciale aux Etats-Unis, auquel les éléves sont particulierement sensibles et qui
constitue un objet important d’éducation a la citoyenneté. L activité est ici présentée sous une
forme assez « ouverte » d’analyse d’un texte juridique au niveau de la Terminale, mais peut
étre abordée, notamment par simulation, des la classe de Troisieme.

En 1976 au Texas, un accus¢ d’origine mexicaine conteste le jugement du tribunal au motif
que la désignation des jurés est discriminatoire envers les Américains d’origine mexicaine. On
analyse ici les arguments statistiques et probabilistes qui apparaissent dans 1’attendu de la
Cour Supréme des Etats-Unis.

Attendu de la Cour Supréme des Etats-Unis (affaire Castaneda contre Partida)* :

« Si les jurés étaient tirés au hasard dans I’ensemble de la population, le nombre d’américains
mexicains dans 1’échantillon pourrait alors étre modélisé par une distribution binomiale...
Etant donné que 79,1 % de la population est mexico-américaine, le nombre attendu
d’américains mexicains parmi les 870 personnes convoquées en tant que grands jurés pendant la
période de 11 ans est approximativement 688. Le nombre observé est 339. Bien slr, dans
n’importe quel tirage considéré, une certaine fluctuation par rapport au nombre attendu est
prévisible. Le point essentiel cependant, est que le modéle statistique montre que les résultats
d’un tirage au sort tombent vraisemblablement dans le voisinage de la valeur attendue... La
mesure des fluctuations prévues par rapport a la valeur attendue est 1’écart type, défini pour la
distribution binomiale comme la racine carrée de la taille de 1’échantillon (ici 870) multipli¢ par
la probabilité de sélectionner un américain mexicain (ici 0,791) et par la probabilité de
sélectionner un non américain mexicain (ici 0,209)... Ainsi, dans ce cas, I’écart type est
approximativement de 12. En régle générale pour de si grands échantillons, si la différence entre
la valeur attendue et le nombre observé est plus grand que deux ou trois écarts types, alors
I’hypothése que le tirage du jury était au hasard serait suspecte a un spécialiste des sciences
humaines. Les données sur 11 années reflétent ici une différence d’environ 29 écarts types. Un
calcul détaillé révele qu’un éloignement aussi important de la valeur attendue se produirait avec
moins d’une chance sur 10*°. »

La constitution des jurys est-elle faite au hasard ?
Signalons qu’au-dela des arguments mathématiques, peut étre abordee la question du mode de
constitution des jurys aux Etats-Unis.

5. COINCIDENCES ET PSEUDO-SCIENCES :

Les mathématiques, et singuliérement la statistique et les probabilités, constituent des atouts
décisifs pour exercer sa rationalité, notamment pour se prémunir des pseudo-sciences.
L’exemple suivant, inspiré d’un ouvrage de Jean-Paul Delahaye et Nicolas Gauvrit, a été
présenté lors du seminaire « Sciences et jugement critique » de novembre 2017 de I’académie

* Source : Prove It with Figures (Statistics for Social Science and Behavioural Sciences) - Hans Zeisel, D. H. et
D. Kaye - Springer 2006.
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de Créteil (documentation sur le site de ’académie de Créteil) et travaillé dans le cadre du
projet de recherche « Les lois du hasard » d’Alain Bernard et Caroline Ehrhardt (Bernard &
Ehrhardt, 2017). Voici une présentation possible de cette activité en classe de Seconde, ainsi
que des éléments de réponse.

« Dans les années 1970, la psychologue Anne Ancelin Schiitzenberger développa une
théorie d’inspiration psychanalytique nommée «psychogénéalogie». Selon cette théorie,
un inconscient familial travaille si bien dans I’ombre qu’on peut contracter des maladies
ou des troubles mentaux a certaines dates parce qu’un de nos ancétres aurait lui aussi
vécu quelque chose de remarquable a cette date. Disons tout de suite que I’idée
présentée comme cela n’est pas absurde : on peut imaginer que quelqu’un commence
une dépression le jour anniversaire de la mort de ses parents, par exemple. En revanche
dans la théorie de Schiitzenberger, il peut s’agir de cas bien plus mystérieux. Ainsi, elle
imagine qu’on peut déclarer un cancer le jour anniversaire de I’accident d’un grand-
oncle, et cela méme si nous ne savons pas qu’un tel accident a eu lieu.

L’argument massue de la psychogénéalogie est nommé le «syndrome des
anniversaires » : Schiitzenberger a en effet noté que, si I’on cherche bien, on finit
souvent par retrouver des coincidences de dates, bref des anniversaires communs entre
événements.

La thérapie psychogénéalogique consiste a rechercher au moyen d’une enquéte
généalogique les dates importantes concernant nos ancétres (naissance, majorité,
premier amour, maladie, accident, mort, etc.), en remontant aussi loin qu’il le faut pour
qu’une de ces dates se trouve étre celle d’un événement important pour nous (accident,
début d’une dépression, déclaration d’une maladie, etc.). Le nombre de dates recueillies
lors de I’enquéte dépasse bien souvent la cinquantaine et parfois la centaine, ce qui
laisse planer un doute sur la nature improbable des coincidences. [...]

La question qu’on doit se poser est celle-Ci : si nous prenons deux listes de dates (disons
n et m dates), quelle est la probabilité qu’une date de la premiére liste soit la méme
qu’une date de la seconde ? Avec une centaine de dates concernant les ancétres, et une
dizaine nous concernant, la probabilité de collision est alors de 0,96 environ. Que deux
dates coincident est en réalité beaucoup moins étonnant que 1’événement inverse. »

Jean-Paul Delahaye, Nicolas Gauvrit — Comme par hasard ! book-e-book 2012.
1. Implanter les fonctions suivantes sur Python.

import random
import matplotlib.pyplot as plt

def liste_dates(n) :
# Liste aleatoire de n dates sans remise
dates = random.sample(range(1,366),n)
return dates

def coincidence(n, m) :
# Recherche d'au moins une coincidence entre deux listes de n dates et m dates
dates_moi = liste_dates(n)
print(dates_moi)
dates_ancetres = liste_dates(m)
print(dates_ancetres)
double=0
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for d in dates_moi :
if d in dates_ancetres :
print(d)
double =1
return double

2. Effectuer quelques expériences de recherche de coincidences entre deux listes aléatoires de

10 dates et de 100 dates, en imprimant les listes.

Qu’observe-t-on ?

3. Représenter I’évolution de la fréquence de I’événement E : «il existe au moins une

coincidence entre une liste aléatoire de 10 dates et une liste aléatoire de 100 dates » lorsque

I’on répéte I’expérience du choix aléatoire des listes de dates.

Vérifie-t-on I’affirmation du texte ?

4. Combien de fois suffit-il de répéter I’expérience pour obtenir une estimation de la

probabilité de E & 10 % prés au seuil de 95 % ? (On admet que compte-tenu de la fluctuation

d’échantillonnage, la fréquence obtenue apres la répétition de n expériences fournit dans
1

Jn

Nous fournissons ici des éléments de réponse montrant I’intérét de cette activité dont
I’originalité est qu’elle permet de faire intervenir des ¢léments d’algorithmique et de
programmation en situation de développement de 1’esprit critique.

environ 95 % des cas une estimation de la probabilité de E a pres.)

2. Exemple d’exécution de I’expérience :
>>> coincidence(18, 1e8)
[309, 304, 8, 82, 4, 180, 97, 157, 217, 60]
[302, 207, 216, 307, 322, 342, 85, 245, 315, 231, 98, 79, 110
, 349, 318, 21, 3, 240, 287, 226, 41, 25, 182, 169, 305, 185,
153, 212, 177, 144, 183, 148, 159, 102, 71, 155, 1@, 74, 95,
101, 156, 152, 272, 108, 129, 301, 97, 286, 244, 336, 361, 35
2, 180, 267, 221, 277, 4, 350, 242, 354, 170, 117, 264, 323,
14, 8, 55, 265, 122, 70, 67, 288, 294, 248, 88, 33, 18, 198,
124, 171, 386, 316, 268, 186, 2, 320, 58, 76, 356, 247, 321,
201, 127, 42, 49, 131, 120, 218, 78, 69]
8
4
180
97
1

Figure 6 : exemple d’exécution de la fonction coincidence

En renouvelant I’expérience on constate que la coincidence est extrémement fréquente.

3. On peut produire le graphique suivant pour 10 000 répétitions de 1’expérience. Cela
confirme bien une estimation de la probabilité de 1’événement E a 0,96, comme annoncé dans
le texte.
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Figure 7 : stabilisation de la fréquence aprés 10 000 exécutions de I’expérience

4. 1l suffit de répéter n fois avec 1 <10 % ¢’est-a-dire n > 10 000.

Jn

6. EXPLORATION DE DONNEES MASSIVES : AIRBNB ET PARADISE
PAPERS

Chaque jour, nous générons 2,5 milliards de milliards d’octets de données et plus de 90 % des
données existantes ont été crées ces deux derniéres années. L’exploitation de ces « big data »,
dont le potentiel économique est gigantesque, nécessite des techniques statistiques,
mathématiques et informatiques en pleine évolution constituant un pdle important de
recherche 1i¢ a la notion d’intelligence artificielle. Cependant plusieurs types de risques
d’atteinte a la vie privée ou aux droits fondamentaux sont cités, notamment aprés les
révélations d’Edward Snowden en 2013. Ainsi, environ 80 % des données personnelles
mondiales seraient détenues par les GAFA (Google, Apple, Facebook, Amazon). On
comprend le sentiment de défiance que peuvent provoquer ces technologies a 1’égard des
algorithmes et de I’intelligence artificielle comme en témoignent ces affiches photographiées
a Londres fin 2017 (figure 8).
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Une attitude plus constructive consiste plutdt a renforcer 1’éducation des futurs citoyens en
matieére d’analyse des données massives, permettant ainsi de mieux voir et appréhender le
monde dans lequel on vit, comme dans I’exemple des locations Airbnb, voire de participer au
controle de la vie citoyenne, comme dans le cas de 1’analyse des « Paradise papers ». Un
apercu d’exploitation en classe de lycée de ces deux exemples est donné ici a I’aide du
module Pandas de Python.

Airbnb

Le site insideairbnb.com® pose la question suivante : « Comment Airbnb est-il réellement
utilisé et affecte-t-il les quartiers de votre ville ? ». Pour répondre a cette question, il est
possible d’y télécharger les données Airbnb de nombreuses villes dans le monde dont Paris.
On obtient pour Paris (avril 2017) un fichier csv de 56 450 lignes, correspondant chacune a
une location, pour 12 variables étudiées, dont le prix, la disponibilité, le nombre d’avis et les
coordonneées géographiques.

L’¢étude de la disponibilité des locations, en jours par an, montre par exemple que 64 % des
locations sont disponibles plus de 120 jours par an.

® Ce site a été créé par Murray Cox, écrivain et informaticien indépendant se qualifiant de « data activiste »
(« activiste des données »).

Dutarte - Actes du séminaire national de I’ARDM — 2017 122



disponibilite

6000

2000

1000 ~

o-
0 50 100 150 200 250 300 350

Figure 9 : disponibilité, en jours par an, des locations Airbnb de Paris (2017)

Une visualisation des données par le module Folium de Python (modéle « carte de chaleur »)
permet d’illustrer la concentration des locations dans certains quartiers.
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Figure 10 : concentration des locations Airbnb de Paris (2017)
Paradise Papers

Les données des « Paradise Papers », publiées par le Consortium international des journalistes
d’investigation en novembre 2017, concernent des investissements « offshore » (i.e. un
investissement de capital dans un pays fiscalement intéressant)®. On peut obtenir sur le site

® On peut & ce propos consulter les articles suivants du journal Le Monde : 05/11/2017 Les « Paradise Papers » :
nouvelles révélations sur les milliards cachés de l'évasion fiscale ou 14/02/2018 « Paradise Papers » : des
dizaines de milliers de sociétés offshore rendues publiques dans la « Offshore Leaks Data Base ».
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kaggle.com’ des fichiers csv correspondant & ces données. Nous avons exploré avec Python
quatre fichiers nommes entity, officer, address et edges. Le fichier entity.csv, de dimension
24 957 x 18, correspond aux compagnies offshore jouant le réle d’écran dans un paradis
fiscal. On constate que, pour I’essentiel, les paradis fiscaux représentés dans les « Paradise
Papers » sont les Tles Caimans et les Bermudes.
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Bermuda
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Seychelles -F

Cayman Islands;United States |

Figure 11 : répartition des paradis fiscaux des « Paradise papers »

Le fichier officer.csv, de dimension 77 012 x 18, correspond aux exécuteurs, c’est-a-dire aux
entreprises ou particuliers donneurs d’ordre pour des « clients » souhaitant échapper au fisc de
leur pays. A la ligne 1185 apparait « The Duchy of Lancaster », le domaine privé de la reine
d’Angleterre. La France apparait en vingtiéme position des pays exécuteurs les plus cités.

" Site d’une start-up californienne organisant des compétitions en science des données.
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>>> pays_executeurs[:20]

United States 173e3
United Kingdom 4298
Hong Kong 3262
China 3850
Bermuda 2955
Cayman Islands 1925
Bermuda;United Kingdom 1362
Canada 1226
China;Hong Kong 981
Switzerland 969
British Virgin Islands 919
Singapore 789
Jersey 651
Taiwan 645
Australia 640
Japan 570
Isle of Man;United Kingdom 508
Ireland 497
Isle of Man 489
France 422

Name: n.countries, dtype: inté4

Figure 12 : principaux pays exécuteurs dans les Paradise papers

Le fichier address.csv, de dimension 59 228 x 18, donne la localisation des « clients », ¢’est-
a-dire des commanditaires, ceux a qui profite la fraude. La France apparait ici en dix-huitieme
position.
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Figure 13 : principaux pays des clients des Paradise papers
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On peut, en utilisant le module Folium, représenter les principaux pays impliqués par un
cercle de rayon® proportionnel au nombre de fois qu’ils sont cités dans les trois fichiers des
entites, des exécuteurs et des clients (figure 14).

Figure 14 : localisation des principaux pays impliqués dans les Paradise Papers

Le fichier edges.csv, de dimension 364 456 x 7, fournit les liens existant entre les différents
acteurs. Un algorithme peut alors permettre d’étudier certains réseaux et de les illustrer. Cet
algorithme peut étre élaboré avec les éleves de lycée avec plus ou moins d’autonomie selon le
niveau de classe et de connaissances en programmation en langage Python.

Figure 15 : représentation des principaux liens dans les Paradise papers

& Au risque d’une confusion : ¢’est plutdt 1aire du disque qui est pergue.
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CONCLUSION

Les programmes de mathématiques font une part croissante a I’éducation du citoyen,
notamment dans le cadre du socle commun. Les exemples développés montrent la place de
premier ordre qu’occupe dans ce cadre 1’enseignement de la statistique, des probabilités, de
I’algorithmique et de la programmation, enseignement qui, lui méme, a pris de I’importance
dans les programmes de mathématiques. Le développement des «big data»
(« mégadonnées »), du rdle de ’algorithmique et de I’intelligence artificielle dans notre
quotidien offre de nouvelles perspectives d’apprentissage pour « armer » le futur citoyen des
connaissances nécessaires a son jugement critique et pour qu’il puisse jouer un rdle actif et
éclairé dans la sociéte.
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DEMOCRATIE ET DIDACTIQUE
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Résumé

Ce texte se propose de montrer que les propositions qui se développent pour dépasser 1’état
actuel de la démocratie électorale, démocratie intermittente basée sur la délégation de
pouvoir, introduisent des genres de tdches nouveaux dont il s’agit de diffuser I’exercice parmi
tous les citoyens. Face a un tel défi, une société démocratique ne peut se contenter d’espérer
la présence chez certains de ses membres d’une compétence individuelle a traiter ces taches, il
lui faut 1. développer des praxéologies, 2. former ses citoyens a 1’usage des techniques
correspondantes. Les tiches en question sont avant tout des taches d’étude, de textes ou de
questions. Radicaliser la démocratie comme le dit D. Rousseau suppose donc de développer
une didactique de 1’étude. Le dispositif des conventions de citoyens est une contribution a ce
besoin de développement de la société. Pour sa part, la recherche en didactique s’est déja
explicitement engagée dans cette direction grace aux travaux initiés par Y. Chevallard dans le
cadre de la théorie anthropologique du didactique. Je rappellerai les éléments clés qui ont été
développés autour des notions d’enquéte et de parcours d’étude et de recherche, sans chercher
a dresser un état des lieux des travaux expérimentaux réalisés, pour 1’essentiel en didactique
des mathématiques. On verra que le dispositif des conventions de citoyens peut tout a fait étre
interprété dans le cadre du modéle du processus d’enquéte proposé par cette théorie.

Mots clés

Démocratie, citoyen, humanitude, convention de citoyens, théorie anthropologique du
didactique, mode¢le herbartien de 1’enquéte.

INTRODUCTION

« Mathématiques et citoyenneté » tel est le theme du colloquium 2017. Les mathématiques, en
vérité des mathématiques, fournissent au citoyen certains outils lui permettant de mieux
occuper sa position dans un régime démocratique, elles peuvent méme contribuer a I’analyse
du régime en question, comme 1’a montré N. Saby en abordant dans sa conférence les formes
électorales du choix collectif. Mais de quel citoyen parle-t-on ? S’agit-il de celui qui, au
niveau d’une commune, terrain sur lequel je posséde une petite expérience, assiste auX
réunions de quartiers pour formuler quelques demandes individuelles, souvent tres ponctuelles
(ah, les problémes de voirie !) et ainsi permettre a I’équipe municipale de se faire une idée des
attentes des habitants qu’elle se chargera ensuite de satisfaire... ou pas ? S’agit-il du citoyen
consulté¢ au début d’un projet dont il n’entendra plus parler jusqu’au moment ou on lui en
présentera la forme totalement finalisée, au point qu’on ne peut plus rien en changer ? S’agit-
il de P’acteur d’une démocratie municipale ou le terme « délibération » désigne non un
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processus mais un texte trés codifié, soumis au vote du conseil municipal, aprés qu’un « projet
de délibération » tout aussi formel ait été présenté a une commission formée d’élus, qui ne
délibére donc pas sur une question puisqu’elle n’a pas été associée a 1’élaboration de ce
projet, mais interroge les auteurs d’une réponse a cette question, déja ficelée. Certes toutes les
communes ne fonctionnent pas sur ce mode, mais la majorité au pouvoir dans celle que je
connais est convaincue d’avoir des pratiques démocratiques et je ne lui fais pas le procés de
jouer un double jeu. C’est que démocratie et citoyenneté sont des notions qui ne peuvent étre
prises comme allant de soi. C’est a les travailler que je veux consacrer ce texte, je n’y parlerai
pas de mathématiques mais j’espére que la réflexion menée offrira un cadre élargi aux
mathématiciens et didacticiens des mathématiques qui veulent prouver 1’utilité citoyenne de
leur discipline.

Un bref parcours étymologique m’aidera a éclairer ce qu’est ce peuple dont la démocratie
proclame la souveraineté, une réflexion sur laquelle je ne m’étendrai pas et que les lecteurs
devront prendre pour ce qu’elle est, c’est-a-dire le fruit d’un travail mené par quelqu’un qui
est totalement néophyte dans le domaine. Néanmoins, je m’en suis sentie un peu mieux
outillée pour penser des questions d’actualité comme celle du droit des peuples a disposer
d’eux-mémes mis en avant par les indépendantistes catalans ou corses, c’est pourquoi j’ai
voulu partager cette réflexion. J’espére par ailleurs qu’elle rendra sensible la ligne de
neutralité politique que j’ai tenté de suivre dans cet expos¢€, malgré mes engagements
personnels’.

Nous en viendrons ensuite a la présentation des réflexions sur la démocratie développées par
P. Rosanvallon (2015) et D. Rousseau (2015) dont on peut dire qu’ils sont des spécialistes
professionnels, par J. Testart conduit a s’y intéresser par ses interrogations sur 1’éthique des
sciences et enfin par Y. Chevallard qui, dans le cadre de ses recherches sur les phénoménes
didactiques, travaille depuis 2007 a définir une figure du citoyen a 1’ére d’Internet.

La troisiéme partie sera consacrée a de nouveaux dispositifs d’étude et de formation des
citoyens, d’une part les conventions de citoyens présentées par J. Testart (2015) et formalisées
par la Fondation Sciences citoyennes, d’autre part la pédagogie de I’enquéte développée par la
Théorie Anthropologique du Didactique (TAD dans la suite) et expérimentée dans le cadre
scolaire et universitaire, essentiellement pour 1’enseignement des mathématiques.

Nous conclurons en envisageant les perspectives ouvertes aux recherches en didactique par un
processus de radicalisation de la démocratie.

PRECISER LE SENS DONNE AU MOT ‘PEUPLE’ : LES RESSOURCES DE
L’ETYMOLOGIE

Le mot ‘Démocratie’ est formé a partir des mots du grec ancien ‘démos’, peuple, et ‘kratos’,
pouvoir, autorité ; la démocratie est un régime de souveraineté du peuple. Plus précisément, le
démos est la fraction de la population autorisée a participer au gouvernement de la cité,
I’ensemble des citoyens. Dans la Grece antique, ce sont les hommes, de plus de 18 ans, libres,
dont le pere était déja habitant de la méme cité. ‘Cité’ et ‘citoyen’ se disent respectivement
‘polis’ et ‘polités’ dont dérive en frangais ‘politique’. Dans la Rome antique qui connut
également un régime démocratique, I’exact équivalent de ‘démos’ est ‘populus’, ‘pdlis’ et
‘polités’ se disent respectivement ‘civitas’ et ‘civis’. C’est donc le latin qui produit en francais

! Mes engagements se démarquent nettement de ceux de P. Rosanvallon et D. Rousseau, tels qu’ils apparaissent
clairement dans les notes 3 et 4.
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‘peuple’, ‘cité’, ‘citoyen’ et ‘civique’, ainsi que ‘publique’ et ‘république’ puisque ‘populus’
donne naissance a ‘publicus’ qui désigne ce qui concerne le peuple, ce qui concerne 1’état et a
‘res publica’ pour la chose publique, 1’intérét général et la république en tant que régime. Ces
éléments sont figurés dans le schéma suivant qui montre donc les sources étymologiques des
principaux termes que nous utiliserons dans la suite pour réfléchir sur la démocratie.

Démos
intérét public ‘ cite = polis citoyen = polités
Res publica ‘ N g
Populus politique
,// ‘ cité — civitas citoyen «— civis ‘
peuple public, ~ :
république civique

Figure 1. Du grec et du latin au francais

Mais le grec ancien possede plusieurs termes qui se traduisent en frangais par le nom ‘peuple’.
Outre ‘démos’ dont nous venons de parler, on trouve ‘ethnos’ et ‘laos’. Le premier désigne le
peuple au sens de ’ethnie, le groupe humain qui se reconnait dans un certain nombre de
caractéristiques culturelles (langue, mode de vie...) et parfois physiques. Le second désigne
I’ensemble d’une population sans distinction interne, sans sous-groupes; ce terme vise
I’égalité, la non-discrimination, et donc ce qui est commun a tous les membres d’une
population qui vit sur un espace donné, par-dela leurs éventuelles différences ethniques.
Ajoutons que le terme ‘plethos’ qui désigne la foule, la multitude, s’oppose aux trois
précédents en ce qu’il n’est pas porteur d’une vision unitaire. Il a donné le terme qui en grec
moderne désigne la population?.

Conjointement a la souveraineté du Peuple, la démocratie repose sur un second principe, celui
de 1’égalité des citoyens, indépendamment de leur naissance, genre, fortune, religion,
compétence, etc. Le Peuple dont il est question est donc un corps biface, a la fois démos et
laos, ce que D. Rousseau (2015) formalise en parlant du peuple-corps politique et du peuple
tout-un-chacun. Le premier, entité abstraite transcendant les citoyens qui la composent,
détient théoriquement le pouvoir en démocratie, un pouvoir concrétement exercé par des
citoyens, acteurs politiques porteurs de la volonté générale, mise au service de 1’intérét
général. Le peuple tout-un-chacun est 1’association des individus concrets, qui font corps dans
la mesure ou, par-dela leurs différences (c’est pourquoi je pense pouvoir parler ici de peuple
laic), ils se percoivent semblables, particuliérement parce qu’ils sont dotés d’un ensemble de
droits partagés, individuels et civiques. Ces droits, qui «conférent a tout-un-chacun la
legitimité a intervenir et agir dans toutes les sphéres de la Cité » (ibidem, p. 63), ¢’est-a-dire a
étre citoyen membre du corps politique, sont définis par la Constitution, c’est pourquoi D.
Rousseau utilise 1’expression ‘peuple constitutionnel’. Toutefois, on ne pourrait parler du
droit d’un peuple a disposer de lui-méme s’il fallait une constitution pour que des individus
forment un peuple aspirant a I’autonomie ou a I’indépendance ; je ferai I’hypothése que c’est
dans ce cas I’existence d’un peuple-ethnos qui est un préalable.

Pour terminer, reconnaissons comme le fait D. Rousseau (2015) dans son chapitre 3, que les
deux catégories de peuple corps-politique et peuple tout-un-chacun (ou peuple laic) qui sont
des catégories de 1'unité ne suffisent pas a décrire la réalité sociale. C’est pourquoi on

2 \/oir les sites suivants : https://www.institut-jacquescartier.fr/tags/laos/
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trouvera dans la figure 2, deux catégories prenant en charge la diversité avec les termes de
‘société’ et de ‘population’. La société est ici considérée comme le lieu des multiples niveaux
d’organisations humaines, associations, entreprises, communautés religieuses, syndicats
(institutions pour la Théorie Anthropologique du Didactique), notamment donc ce qu’on
appelle usuellement Corps Intermédiaires. Alors que le Peuple souverain de la démocratie est
porteur de I'intérét général, la société est le champ ou s’expriment et s’affrontent les volontés
et les intéréts particuliers. En m’appuyant sur 1’étymologie du terme utilisé en grec moderne
pour désigner la population (li¢ a ‘plethos’ : multitude), j’ai enfin utilisé de ma propre
initiative le terme de ‘population’ pour prendre en charge la juxtaposition des personnes
concretes, de leurs volontés et intéréts privés.

Catégories de la diversité Catégories de 1’unité
Population Sociéte Peuple-corps
associations, . N
) _ ‘ ) Corps politique Corps laic
personnes COIps citovens Peuple tout-un-chacun
concretes intermediaires - Semblables. Le Commun
| e Egalité des droits
r r - . It s et
Volonté et Volonté et . ) ——|aviqueset
. o Volonté et Intérét |  ——————— individuels
Intérets Interets ..
. o general -
PI‘IVCS pal‘ucuhel‘s Peuple constitutionnel

Figure 2. Du privé au général

Notons pour finir, que I’exploration étymologique que nous avons menée ici n’a pas épuisé le
champ lexical dérivant du latin populus et construit autour du nom peuple, champ qui
contient: ‘Populaire’ comme dans «registre de langue populaire » et dans « classes
populaires », ‘Populace’, ‘Populisme’. Dans ces exemples, le peuple n’est pas une catégorie
de I'unité, mais au contraire de la différence : il désigne un sous-ensemble de la société vu
comme n’ayant pas la méme culture ou la méme langue ou les mémes intéréts que d’autres
sous-ensembles, comme on le trouve explicitement dans des expressions comme « le peuple
contre 1’oligarchie », « le peuple contre les élites ». Si je m’attarde sur ce point, c’est pour
souligner 1’absence d’engagement partisan dans les analyses qui sont développées dans ce
texte : il s’agit de réfléchir aux moyens nécessaires a I’exercice de la citoyenneté par tous,
sans préjuger des orientations politiques qui résulteraient de cette participation totale.

FORME ELECTORALE DE LA DEMOCRATIE REPRESENTATIVE : 1+1=1

Dans les parties suivantes, nous nous intéresserons a la forme représentative de 1’exercice par
le peuple des pouvoirs législatif et exécutif. Les considérations présentées sont
essentiellement nourries par 1’étude de (Rosanvallon®, 2015) et (Rousseau’, 2015), elles ne se

® Professeur au Collége de France depuis 2001. Chaire Histoire moderne et contemporaine du politique. A exercé
des responsabilités successivement a la CFDT, au PSU et au PS. A fondé en 1982, avec Frangois Furet, la
Fondation Saint-Simon qui a réuni des hauts fonctionnaires et des responsables libéraux ainsi que des hommes
d'affaires jusqu'a sa dissolution en 1999, puis en 2002 la République des idées, dont les publications irriguent la
pensée socialiste.
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prétendent ni exhaustives, ni fidéles : dans le cadre de 1’exposé, une sélection s’imposait et
c’est la reconstruction personnelle que j’en ai faite qui a été présentée lors du Colloquium et
qui reste I’objet du présent texte.

La forme représentative de la démocratie introduit deux positions au sein des pouvoirs
Iégislatif et exécutif, celle de représentant et celle de représenté (Rousseau), de gouvernant et
de gouverné (Rosanvallon). Les représentants législateurs sont €lus par les citoyens,
aujourd’hui au suffrage universel, ce qui est considéré comme une caractéristique d’un régime
démocratique. Pour I’exécutif, la désignation du gouvernement est moins uniforme ainsi que
ses rapports au pouvoir législatif. De 1789 a nos jours, la France est passée d’un régime
parlementaire, mettant en avant le pouvoir législatif et rejetant toute occasion d’une puissance
individuelle & un régime présidentiel personnalisé ou I’exécutif I’emporte sur le 1égislatif (voir
Rosanvallon pour un descriptif de cette évolution).

La dichotomie des positions est d’abord une division des taches, considérée par les deux
auteurs comme inévitable quand il est question de gérer I’Etat et ce pour différentes raisons.
D’une part, parce que, dans une société moderne en mouvement permanent, le pouvoir,
particulierement 1’exécutif, doit étre directement et continiment actif, faisant la preuve de sa
capacité a prendre des décisions efficaces, contraint de s’exprimer et réagir en permanence.
Cette « urgence » est incompatible avec le long travail qu’il faudrait a un Peuple travaillé par
les intéréts privés et particuliers pour prendre des décisions d’intérét général. D’autre part, le
Peuple ne pourrait étre responsable devant lui-méme, la responsabilité étant affaire
d’individus.

Division des taches donc. Celle du représentant est invariable selon le type de représentation :
elle est d’agir et de parler au nom du groupe représenté. En revanche, la tache des représentés
varie radicalement d’'une forme de démocratic a I’autre. Nous nous intéressons dans la
présente partie a ce qu’elle est au sein de la forme ¢€lectorale de la démocratie représentative,
la partie suivante étant consacrée a ce que D. Rousseau nhomme la forme continue.

L’article 6 de la Déclaration des Droits de I’Homme et du Citoyen votée le 26 aolt 1789
statue que « La loi est I’expression de la volonté générale. Tous les citoyens ont droit de
concourir personnellement, ou par leurs représentants, & sa formation ». Mais ce droit
individuel, se voit immédiatement dénier toute réalité. Dans son discours du 7 septembre
1789°, Sieyés énonce que : « Les citoyens qui se nomment des représentants renoncent et
doivent renoncer a faire eux-mémes la loi; ils ne peuvent agir et parler que par leurs
représentants ». Le vote est un permis donné par le Peuple a ses représentants d’exercer sa
souveraineté a sa place ; il s’agit 1a de ce que P. Rosanvallon nomme une «démocratie
d’autorisation » (Rosanvallon, 2015, p. 20). On pourrait également parler de ‘démocratie de
délégation’. Entre deux élections, la tAche des représentés est de se taire. Ainsi, sur les scénes
du pouvoir ne sont pas simultanément présents le Peuple et ses représentants, sauf a croire en
la fiction d’une représentation-fusion, que D. Rousseau symbolise par 1’égalité 1+1=1 reprise
dans le titre de cette partie : le Peuple serait présent parce qu’incarné en sa représentation,
dont la politique serait, dés lors, I’expression de la volonté du Peuple. Une telle interprétation
est sans doute favorisée par la présidentialisation des démocraties et c’est un argument
fréqguemment utilisé par les majorités présidentielles pour Iégitimer les décisions prises.

* Professeur de droit constitutionnel & I'Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne, ancien membre du Conseil

supérieur de la magistrature de 2002 a 2006. A présidé le groupe de travail « Justice et pouvoirs », de Terra

Nova.

® « Dire de I’abbé Sieyés, sur la question du veto royal : a la séance du 7 septembre 1789 » Archives
parlementaires de 1787 a 1860, Librairie administrative de Paul Dupont, 1875, p. 594.
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Quelle vision du Peuple et des citoyens sous-tend cette forme délégataire de la démocratie ?
Montesquieu (1762) et J-J. Rousseau (1762), grands inspirateurs des révolutionnaires francais,
apportent une réponse claire a cette question : le Peuple est irrémédiablement incompétent a
gouverner.

Le grand vice dans la plupart des anciennes Républiques, c’est que le peuple avait droit
d’y prendre des résolutions actives qui demandent quelques exécutions, choses dont il est
entierement incapable. 1l ne doit entrer dans le gouvernement que pour y choisir ses
représentants. (Montesquieu. De [’esprit des lois. Livre XI. Ch. VI, De la constitution
d’Angleterre, p.240)

De lui-méme, le peuple veut toujours le bien, mais de lui-méme, il ne le voit pas toujours.
La volonté générale est toujours droite, mais le jugement qui la guide n’est pas toujours
éclairé [...] il faut lui montrer le bon chemin ; tous ont également besoin de guides [ ...]
Voila d’ou nait la nécessité d’un législateur. (Rousseau, Le contrat social, Livre 2, Ch.6°,
lignes [80] et [81])

On pourrait croire ce point de vue dépassé avec 1’¢lévation du niveau d’éducation. Il n’en est
rien, comme le confirme les réactions de certains députés réagissant a 1’idée de jurys citoyens
(cites par J. Testart, 2015, pp. 28-29) :

« Les gens nous ont élus parce que nous sommes plus compétents ».

L’organisation de conférences de citoyens «crée I’illusion qu’un panel de citoyens
pourrait sérieusement éclairer la représentation nationale ».

Une telle vision des citoyens est bien souvent sous-jacente aux modalités de la gestion
municipale que j’ai évoquées dans 1’introduction, présente chez les élus comme chez les chefs
de service. C’est un pari tout a fait opposé sur les capacités des citoyens qui sera mis en
évidence dans la partie suivante.

FORME CONTINUE DE LA DEMOCRATIE REPRESENTATIVE : 1+1=2

Dans la forme électorale de la démocratie, le Peuple n’est actif sur les scenes du pouvoir
qu’aux moments électoraux, donc de maniere épisodique, ponctuelle. Les propositions de
P. Rosanvallon et D. Rousseau visent au contraire a rendre cette présence temporellement
continue, en un sens qui parlera nécessairement aux mathématiciens : la «démocratie
continue » ne s’arréte pas avec le geste électoral, mais se poursuit et se déploie entre deux
moments électoraux. Il s’agit de substituer a la démocratie d’autorisation ou de délégation
évoquée précédemment ce que P. Rosanvallon nomme « démocratie d’appropriation » (2015,
Chapitre 111, pp. 187-301) ou «démocratie d’exercice » (Ibidem, p. 21) : les citoyens
s’approprient le pouvoir en exercant plus directement des fonctions démocratiques qui ont
longtemps été accaparées par le seul pouvoir parlementaire ; aux représentants, la tache de
légiférer et de gouverner; aux représentés, celle de réclamer et de contrbler. La
représentation-fusion du 1+1=1 est remplacée par une représentation-écart, 1+1=2, (Rousseau,
2015, Premiére partie, Ch. 1, pp. 23-53).

Extension temporelle de I’exercice du pouvoir par le Peuple donc, mais, selon D. Rousseau, il
s’agit aussi d’étendre le champ d’intervention de ce pouvoir démocratique, au-dela de la
sphére étatique nationale :
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La démocratie continue ne se réduit pas a une forme de gouvernement, elle est une forme
de société. Elle n’est pas assignée a un lieu particulier, ni & un espace ni a une
géographie ; elle est débordement du lieu ou le systéme représentatif voudrait la maintenir
et se répand la ou le peuple tout-un-chacun s’accomplit c’est-a-dire dans toutes les
sphéres de la société. La démocratie continue se distingue ainsi radicalement du systéeme
représentatif qui se réalise dans un lieu unique, la sphére étatique, celle ou s’exprime le
peuple-corps-politique (Rousseau, 2015, p. 85)

Elle ne s’arréte pas non plus aux frontiéres des Etats mais s’ouvre sur ’espace-monde
(Ibidem, p.19)

On concoit bien que cette radicalisation du régime démocratique ne peut pas étre atteinte par
un simple perfectionnement du systeme électoral et des modalités de scrutin. Il s’agit
d’inventer les formes et les institutions d’un exercice citoyen continu du pouvoir politique. On
trouvera des propositions précises dans 1’un et 1’autre ouvrages déja cités, je n’en dirai rien
ici, me contentant de présenter plus loin le dispositif des conventions de citoyens (Testart,
2015), dont D. Rousseau propose d’ailleurs I’institutionnalisation. En revanche, je résumerai
dans la suite ce qui, @ mes yeux, constitue les soubassements conceptuels de la démocratie
continue.

Pierre Rosenvallon : Trois principes de « bon gouvernement »

Comme I’indique le titre de 1’ouvrage dont I’étude a contribué a la réflexion ici présentée,
P. Rosenvallon s’y consacre a I’action gouvernementale en énongant dans le chapitre III trois
principes de bon gouvernement, lisibilité, responsabilité et réactivité. Dans le chapitre IV sont
analysées les qualités nécessaires aux gouvernants. Le pendant du c6té des gouvernés n’est
I’objet d’aucun chapitre spécifique. Pourtant, nous allons voir dans les extraits cités ci-
dessous que la satisfaction des principes énoncés implique a la fois gouvernants et gouvernés.

Lisibilité

La publicité de 1’action des institutions représentatives ne suffit pas, les politiques doivent étre
lisibles pour étre appropriables par les gouvernés.

La possibilité pour les citoyens de prendre connaissance eux-mémes du fonctionnement
des institutions publiques [est] une des expressions contemporaines de la démocratie
directe. Exigence qui n’est pas seulement celle de I’information mais bien celle d’une
lisibilité [...] qui implique une capacité d’interprétation des faits, de compréhension de la
marche des choses. Cette lisibilité s’est dorénavant imposée comme une des figures clefs
de I’idéal républicain. (Rosanvallon, 2015, p.234)

La lutte citoyenne sur ce terrain [celui du droit d’accés aux données] représente dans
I’ordre de la démocratie d’appropriation 1’équivalent de ce qu’avait été la conquéte du
suffrage universel dans 1’ordre de la démocratie d’expression. (Ibidem, p. 246)

Comme on le voit trés clairement dans la premiére citation, a un engagement de lisibilité de la
part des gouvernants doit correspondre chez les gouvernes, non seulement une volonte, mais
aussi une faculté, de lire, au sens de comprendre.

Responsabilité

La lisibilité ne contribuerait pas a la réappropriation citoyenne du pouvoir entre les élections
si elle n’¢tait complétée par la responsabilité des représentants.
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Si la détention d’un pouvoir procéde immédiatement de 1’élection, son exercice doit étre
lié a d’autres mécanismes de validation et de mise a 1’épreuve qui sont, eux, permanents.
(Ibidem, pp.253-254)

La responsabilité des gouvernants les engage a s’expliquer de leurs actes, non seulement
devant le Parlement, mais aussi devant les gouvernés, devant I’opinion publique. Mais, si les
représentants rendent des comptes (a I’origine, il s’agissait en Angleterre de 1’usage des
deniers publics, d’ou le terme ‘accountability’, reddition de compte), les représentés doivent
savoir étudier ces comptes rendus et produire un jugement a leur sujet.

Il est donc nécessaire pour donner son plein effet a I’exercice de la responsabilité-
justification que se trouvent peu a peu les moyens de constituer 1’opinion [...] la question
de la formation d’un nouveau type d’organisations, ayant une fonction de canalisation et
de structuration de I’expression sociale est posée avec urgence. (Ibidem, p. 273)

Nous reviendrons dans la section suivante sur la question de la constitution de 1’opinion.
Retenons que lisibilit¢ de 1’action gouvernementale et responsabilité des gouvernants sont
deux conditions nécessaires a I’exercice du controle par les gouvernés et qu’elles ne peuvent
s’actualiser sans que soient développées chez les citoyens des capacités de lecture et de
jugement, autrement dit d’étude.

Réactivité

Reste la seconde dimension de 1’exercice du pouvoir évoquée précédemment, le pouvoir de
réclamer. Les citoyens se sentent de moins en moins écoutes et représentés par ceux qu’ils ont
élus. Leurs attentes, préoccupations, volontés ne sont pas celles que ces représentants leur
attribuent. Les gouvernements semblent atteints de surdité.

Une démocratie d’interaction entre gouvernement et société redonnerait du pouvoir aux
citoyens en obligeant les gouvernements a mieux réagir a leurs attentes. Mais ce sont
simultanément les modes d’expression de la société qui doivent étre refondgs, tant ils sont
aujourd’hui atrophiés, rétrécis aux manifestations d’une démocratie négative [parole
contestataire] ou a la réduction sondagiére comme a 1’atomisation des réseaux sociaux.
(Ibidem, pp. 287-288)

Ainsi, il ne s’agit pas seulement que se constitue une opinion publique, juge de l’action
gouvernementale, mais aussi une volonté publique : le Peuple doit pouvoir forger ses réponses
aux questions qu’il juge importantes et formuler les demandes qui en découlent.

Dominique Rousseau : primauté de I’espace public

D. Rousseau fait écho a cette vision du bon gouvernement en introduisant le concept d’Espace
Public. La société est traditionnellement divisée en deux espaces, 1’espace civil et I’espace
politique. Le premier est celui des intéréts privés et particuliers (cf. figure 2), des individus
pris dans leurs déterminations sociales, leurs activités professionnelles et leurs conflits ; le
second est celui des institutions publiques, de la représentation, de I’Etat. L’espace public
s’intercale entre les deux.
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il [ ’espace public] est en effet compris, ici, comme un lieu ou toutes les questions issues
de I’espace civil -la protection sociale, 1’organisation du travail, I’expression publique des
croyances religieuses, la place des artistes ... - sont « travaillées » pour aboutir a la
formulation de réponses, a la formulation de propositions normatives, c’est-a-dire de
propositions de régles de droit. Bref, [’espace public est ici, I’espace ou se forme la
volonté générale. Et elle se forme par la délibération, par la communication des idées, par
la confrontation des opinions, par I’échange d’arguments. (Rousseau, 2015, p. 112)

Pour chacun des principes énoncés par P. Rosanvallon, cet espace public est I’interlocuteur du
gouvernement, mais il 1’est aussi du Parlement qui fait la loi et de toute institution
représentative.

Pour que I’Etat ne se referme pas sur la démocratie, il faut que le droit garantisse aux
hommes la faculté d’agir dans I’espace public, de proposer, d’inventer, de redéterminer
sans cesse les exigences normatives. (Ibidem, p.113)

La démocratie continue, elle, ne peut exister que par un espace public vivant, démultiplié,
mobilisant sans cesse ses ressources sociales, associatives, intellectuelles pour [...] peser,
y compris en dehors des moments électoraux, sur 1’espace politique pour lui imposer son
« agenda », pour le contraindre a répondre aux questions sur lesquelles il s’est mobilisé et
si possible, dans le sens des propositions qu’il a formulées [cf. réactivité]. (Ibidem, p.
114)

D. Rousseau souligne qu’une telle conception de la démocratie définit une nouvelle forme de
citoyenneté :

Le « métier » de citoyen change tout aussi radicalement [...] le pouvoir du citoyen de la
démocratie continue prolonge celui de I’électeur du systéme représentatif en soumettant
le lien électoral et donc les élus au contrble permanent de I’espace public [. Cf. lisibilité et
responsabilité]. (Ibidem, p. 115)

Constitutionnaliste, Rousseau s’attache dans la deuxiéme partie de son livre a définir les
institutions de la démocratie continue, j’oserai dire qu’il s’agit surtout de former des contre-
pouvoirs aux gouvernement et parlement, dotés de la méme pérennité mais représentatifs de la
société et de 1’espace public dans sa diversité. Il envisage par exemple la création d’une
assemblée sociale, dont les membres seraient élus selon une modalité permettant de tenir
compte « des forces productives dans la vie économique et sociale, des grands secteurs
d’activité [...] et des formes dans lesquelles ces forces et activités se sont organisées -
syndicats, associations, coopératives. » (lbidem, pp. 151-152). On retrouve cependant ainsi
une forme délégataire. Pour dépasser cette limite et impliquer également les « citoyens qui-
ne-sont-nulle-part » (Ibidem, p. 153), citoyens non organisés ne participant ni a ’espace
politique ni a I’espace public, D. Rousseau table sur I’inscription dans la Constitution des
conventions de citoyens (voir la quatrieme partie, premiére section). Il rejette le présupposé de
I’incapacité définitive du citoyen ordinaire a participer a la vie politique, aux cotés des experts
et des représentants, présupposé a la base de la démocratie de délégation.

Jacques Testart : un pari sur le potentiel humain, ’humanitude

J. Testart” (2015) introduit son livre par une critique de I’état présent de la démocratie que je
résumerai par les titres des sous-parties de ce premier chapitre : ‘L’oligarchie des élus : au-
dessus du peuple ou représentants ?°, ‘La concertation comme leurre démocratique’, ‘La
participation toujours inaboutie’. Le lecteur intéressé se reportera au livre pour en savoir plus.
S’appuyant sur 1’expérience des jurys d’assises en France et celle des jurys citoyens inities

" Biologiste de la procréation. Connu pour son analyse critique de la science et des technosciences. Cofondateur
en 2002 de la Fondation Sciences citoyennes.
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simultanément en Allemagne et aux USA en 1972, J. Testart, comme D. Rousseau, postule
que tout étre humain peut se convertir en sujet actif de la démocratie, en ce citoyen dont
I’article 6 de la déclaration des Droits de I’Homme et du Citoyen proclame le droit de
concourir personnellement a la formation de la volonté générale. Ce potentiel anthropologique
est désigné par le néologisme ‘humanitude’.

L’humanitude embrasse toutes les qualités que peut manifester une personne en
communion avec ses semblables pour proposer, en responsabilité, des actions bénéfiques
au plus grand nombre. [Ce terme renvoie a] I’intelligence collective qui permet d’apporter
des propositions concrétes. (Testart, 2015, p.38)

L’humanitude n’est pas une qualit¢ individuelle, elle ne jaillit pas d’'un mouvement
solitaire, mais par I’émulation qui nait au sein d’un groupe en effervescence intellectuelle,
morale et affective. (Ibidem, p. 39)

Croire aux vertus de la citoyenneté, ce n’est pas célébrer les étres humains en 1’état ou les
a placés la société, c’est ne pas douter qu’un citoyen sommeille en chacun et s’efforcer de
I’éveiller, ¢’est cultiver I’humanitude pour faire du gogo un citoyen. (Ibidem, p. 43)

Ainsi émerge des trois contributions que nous venons d’évoquer la figure d’un citoyen
capable de concourir a la formation de la volonté générale a travers la formulation et 1’étude
de questions jugées cruciales et au contrdle des actions de ses représentants par 1’examen
critique des comptes rendus par ces derniers. Mais ce potentiel est latent, ¢’est un probléme
pour la démocratie continue que de 1’actualiser chez tout-un-chacun. On percoit qu’il s’agit la
d’une question d’éducation, ce qui justifie qu’un didacticien comme Y. Chevallard se soit,
depuis plus de dix ans, penché sur une analyse du citoyen démocratique.

Yves Chevallard : Pour une épistémologie démocratique

Dans un texte publié dans les Actes du Séminaire National de Didactique des Mathématiques
en 2007, Y. Chevallard utilise I’expression « épistémologie démocratique ». Comme le
précise les citations suivantes présentées chronologiquement, il s’agit pour tout-un-chacun
d’avoir le droit de poser toute question qui lui plaira et d’enquéter pour y répondre :

Une démocratie accomplie [est une démocratie], ou chaque citoyen ou collectif de
citoyens doit pouvoir enquéter sur toute question qu’il lui plaira, en usant notamment

d’un équipement praxéologique de base dont la formation scolaire 1’aura muni.
(Chevallard, 2009, p.2)

Historically, raising questions, which was a privilege of the mighty, has become a definite
right of citizens, but it is a right not fully exercised as it should be in a fully developed
democracy. (Chevallard, 2015, p. 181)

Mais le plein exercice d’un tel droit suppose un équipement praxéologique adéquat (ensemble
de savoirs et savoir-faire). Pour Y. Chevallard comme pour D. Rousseau (2015, p. 113) et J.
Testart (2015, p. 43), recevoir cet équipement, étre formé a I’enquéte, est un nouveau droit de
I’Homme et du Citoyen, ce qui crée un nouveau devoir pour les institutions de I’Education
dans une République démocratique.

A mesure que la Théorie Anthropologique du Didactique développe des travaux sur ce qu’elle
nomme pédagogie de I’enquéte (voir par exemple, Chevallard & Ladjage, 2010), progresse la
description de ce que doit étre un citoyen (et un eleve) démocratique. Il doit développer trois
attitudes essentielles :
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Attitude herbartienne® : ne fuir aucune question et aussi souvent que possible la mettre &
I’é¢tude de fagon a aboutir a une réponse valable.

Attitude procognitive : ne pas se limiter a ce qu’on sait déja, savoir vers 1’avant

Ce que le nouveau paradigme scolaire doit fabriquer, ce sont des citoyens qui vont de
I’avant au lieu de regarder seulement en arriere, étudiant et apprenant aussi a tout age et a
tout instant les connaissances qui s’avérent utiles. (Chevallard, 2012, p.9)

Attitude exotérique® : « se regarder toujours -qu’on soit une personne ou une institution-
comme ayant a étudier pour apprendre encore ou pour vérifier ce qu’on croit savoir » (Sinae,

2016, p. 678)

Y. Chevallard souligne la portée du changement de rapport au didactique dont il est question
partout dans la société et pour tous les citoyens : I’étude et I’apprentissage ne sont plus
réservés ni a un age donné et ni a certains. Il n’hésite pas a qualifier ce changement de
civilisationnel.

DE NOUVEAUX DISPOSITIFS D’ETUDE ET DE FORMATION

Des analyses présentées dans la partie précédente émerge une conception de la vie
démocratique que je tiens a mettre en évidence car c’est, selon moi, un changement lui aussi
radical, changement qui est au fondement du titre de ce texte. Ni le vote, ni le débat, fOt-il
‘démocratique’ ne suffisent a caractériser la démocratie continue. A ces deux composantes de
la citoyenneté, il faut adjoindre 1’étude car, pour formuler une réponse pertinente a une
question ou étudier un rapport gouvernemental, on ne peut a priori supposer que vont suffire
les connaissances présentes chez les citoyens qui déliberent, c’est I’attitude exotérique. Cette
partie présente deux dispositifs visant a organiser 1’étude, les conventions de citoyens
présentées par (Testart, 2015) et la pédagogie de I’enquéte développée par la TAD.

La Fondation Sciences Citoyennes : Les conventions de citoyens

Le modele initial sous la dénomination de jurys citoyens fut élaboré simultanément en
Allemagne et aux USA en 1972. On dénombre 700 expériences de ce type, portant
essentiellement sur des questions d’urbanisme entre 1972 et 2006. D’autres expériences ont
¢été menées et se poursuivent aujourd’hui, par exemple, depuis 1992, au Danemark. Face a ce
qu’elle considére comme un dévoiement du dispositif initial, la Fondation Sciences
Citoyennes™ (FSC dans la suite) a défini un protocole définissant un certain nombre de régles
«sans lesquelles les conventions de citoyens perdraient leur crédibilité et donc leur vertu
exceptionnelle d’aide a la décision » (Testart, 2015, pp. 79-80). Ce qui suit reprend la
description proposée par (Testart, 2015) dans son chapitre 5.

e [L’objet de la convention : un sujet d’intérét général suscitant des controverses et ayant
acquis un certain degré de maturité.

& Johann Friedrich Herbart est un pédagogue allemand qui vécut de 1776 & 1841.

®Les termes ésotériques et exotériques viennent de 1’école de Pythagore : les éléves ésotériques savent, les
exotériques ont a apprendre.

19 https://sciencescitoyennes.org/wp-content/uploads/2014/02/CdC_Loi_FSC.pdf
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Notons que le document de la FSC se situe dans la perspective de conventions de portée
nationale, il s’agit d’aider a la décision du gouvernement ou du Parlement. Certaines des
conditions qui suivent devraient étre adaptées pour des échelons plus locaux de la vie
politique.

Le commanditaire : il doit étre en capacité de prendre en compte les avis délivrés par
la convention.

L’organisateur : une structure permanente prenant en charge les aspects pratiques,
dont la constitution du panel de citoyen ; elle recrute le facilitateur.

Le comité de pilotage : il assure 1’objectivité du processus, comprend des spécialistes
du débat public et des spécialistes du theme. Il congoit le programme de formation afin
que soient exposés savoirs consensuels comme aspects controverses, en éclairant sur
les raisons de ces controverses. Il recrute le facilitateur, professionnel de 1’animation
dont le role est notamment d’aider le groupe de participants a organiser ses débats
internes, en amortissant d’éventuels conflits.

Le panel de citoyens : 15 a 20 personnes, désignées a partir du tirage au sort sur les
listes électorales d’un échantillon plus nombreux, suivi de plusieurs correctifs de facon
a assurer la diversité socioprofessionnelle, I’indépendance vis-a-vis de groupes de
pressions. Les citoyens possédant un savoir particulier vis-a-vis du théme abordé sont
également écartés, ils pourront étre auditionnés au titre d’experts. Les participants
doivent accepter la mission. Ils resteront anonymes jusqu’a la premiére session
publique (voir plus loin).

Les conditions matérielles : leur qualité participe de la dévolution aux participants de
I’importance de leur mission ; ils doivent se sentir investis d’une responsabilité
citoyenne. Des défraiements sont assurés, en revanche aucune rémunération n’est
consentie.

Le travail de la convention : il se déroule pendant au moins trois week-ends, il prend
appui sur ’intervention d’experts. Les deux premiers, séparés par plusieurs semaines
de facon a permettre la « maturation des idées », sont consacrés a la formation : le
premier week-end aborde les connaissances qui ne font pas débat, le second fait
intervenir des experts d’avis variés. Le troisieme week-end est occupé par 1’audition
publique de nouveaux intervenants, choisis par les citoyens du panel.

A la suite de cette formation, les citoyens délibérent entre eux, avec I’aide régulatrice
du facilitateur, et rédigent un avis, non nécessairement consensuel, communiqué au
commanditaire et au grand public.

Les suites de la convention

La convention ne prétend pas établir la loi mais participer a 1’éclairage du législateur. [...]
il est impératif que le commanditaire d’une convention de citoyens s’engage en amont a
en respecter les conclusions. [...] La puissance compétente, dans 1’idéal le Parlement, doit
examiner chaque proposition des citoyens, a 1’issue de la procédure, lors d’un débat suivi
d’un vote transparent. C’est-a-dire que 1’élu [individuellement], qui est seul habilité a
légiférer, doit engager clairement sa responsabilité devant I’avenir s’il s’oppose aux
propositions de ces citoyens indépendants et avertis. (Testart, 2015, p. 104)

Les citoyens ayant contribué a la procédure et la population, en général, doivent étre
tenus informés réguliérement des effets de leurs avis. (Ibidem, p. 106)

Des procédures sont prévues en cas de rejet majoritaire par le Parlement (examen
contradictoire par la ou les autres chambres de représentants, référendum dans des conditions
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précisément définies (information contradictoire et soutenue, élaboration démocratique des
guestions soumises au vote).

Comme on le voit, si les conventions de citoyens ne sont pas décisionnelles, leurs avis doivent
étre pleinement pris au serieux et étudiés par les institutions représentatives. En cela, elles
different de la plupart des dispositifs de consultation en vigueur aujourd’hui. Ceci est
considéré comme la condition incontournable de I’investissement des participants dans le
travail requis par une convention et, en reprenant un concept de la Théorie des Situations
Didactiques, de la dévolution a des individus non organisés de la mission de représenter, non
des intéréts privés ou particuliers, mais I’intérét général, agissant ainsi en tant que membres
du Peuple comme corps politique.

S’appuyant sur I’expérience des jurys d’assises et des réalisations effectives de jurys citoyens,
D. Rousseau comme J. Testart postulent que ce changement de position se réalise
effectivement chez les participants & une convention si les conditions formalisées sont réunies.
Ils ne s’interrogent pas sur la qualité¢ des avis produits, semblant confiants en la capacité
collective des citoyens impliqués a s’approprier la formation dispensée pour élaborer un avis
valide. Si la dimension pédagogique™ du dispositif est soigneusement prise en compte, sa
dimension didactique est ignorée. Ceci n’est évidemment pas le cas des travaux réalisés dans
le cadre de la TAD sous I’intitulé de ‘pédagogie de I’enquéte’.

La théorie anthropologique du didactique : I’enquéte
Le paradigme du questionnement du monde

Depuis une dizaine d’années (voir par exemple, Chevallard, 2007a et 2009), la TAD propose
de substituer au paradigme dominant de 1’étude scolaire, dit de la « visite des ceuvres », un
paradigme nouveau, dit du « questionnement du monde ». Dans le premier, les étudiants*
sont amenés a rencontrer un certain nombre d’ceuvres humaines (parmi lesquelles les savoirs
et techniques mathématiques au programme), regardés comme des monuments qu’ils sont
sommeés de visiter sans qu’eux-mémes en aient eu besoin et, pire, sans que leur soient
enseignées les raisons qui ont conduit I’humanité a créer ces ceuvres, ni celles qui les rendent
aujourd’hui utiles.

Inversement, le paradigme nouveau place, comme son nom 1’indique, le questionnement a la
racine de I’étude scolaire, étude de questions qui se posent sur le monde et auxquelles les
étudiants cherchent a répondre, étude d’ceuvres dont I’appropriation suppose la mise en
questions : qu’est-ce qui assure la validité de cette ceuvre ? Quelles sont ses raisons d’étre ? A
quoi est-elle utile ?

Quelques exemples.

e La géométrie du triangle est une ceuvre (ensemble d’organisations praxéologiques,
c’est-a-dire de savoirs et techniques). Pourquoi est-elle enseignée ? Comment sont
établies les propriétés qui la constituent ?

e FEst de méme une ceuvre 1’utilisation du calcul intégral en physique pour affronter le
passage du discret au continu, par exemple pour déterminer la position du centre de

1 Est pédagogique ce qui est fait pour amener les étudiants, ici les participants & la convention, jusqu’a ’objet a
étudier, est didactique ce qui vise au processus d’étude Iui-méme -appropriation du discours des experts, étude
de la question. Le mot de pédagogue est entendu ici métaphoriquement a partir du sens antique du mot, que le
Wiktionnaire précise en ces termes : « Du latin paedagogus (“esclave qui accompagne les enfants, précepteur”),
tiré du grec ancien raidaywydg, paidagdgos (“esclave chargé de conduire les enfants a I’école, précepteur d’un
enfant”).

2 e terme ‘étudiant’ recouvre ici tout participant & une étude, quel que soit son niveau scolaire.
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gravité d’une répartition linéaire de masse. Qu’est-ce qui en assure la validité ? Quels
sont les contréles a appliquer ?

e Un rapport gouvernemental, de reddition de compte ou d’exploration d’une question,
un budget municipal, sont des ceuvres dont le questionnement reléve de la fonction de
contrdle a exercer par les citoyens. Dans le cas du budget par exemple, quelles sont les
principes qui le déterminent ? Existe-t-il d’autres possibilités ? Est-il vrai qu’une
gestion reposant sur un endettement nul de la commune et I’autofinancement de ses
investissements est la meilleure solution pour une politique publique ?

Quel que soit son point de départ, question ou ceuvre, 1’étude a mener regoit en TAD le nom
d’enquéte, c’est un processus dont le moteur est une dialectique des questions et des ceuvres .
il n’est en effet aucune question humaine qui puisse étre résolue grace aux seules ressources
intrinséques des individus qui I’étudient, la solution utilisera des ceuvres déja produites, qui a
leur tour devront étre interrogées. Le déroulement d’une enquéte se concrétise en un certain
« Parcours d’Etude et de Recherche » ou PER.

Une premiére schématisation de I’enquéte

Sans perte de généralité comme 1’on dit en mathématiques, on peut donc considérer que 1’état
initial d’une enquéte correspond au systeme didactique suivant :

S (X’ Yv QOv MO)

ou X désigne I’ensemble des personnes engagées dans 1’étude d’une question initiale Qo, dite
question génératrice, Y 1I’ensemble des personnes qui aident ou dirigent 1’étude ; Mg est ici
I’ensemble des ressources, y compris cognitives (les connaissances), disponibles pour X,
¢’est-a-dire que X connait suffisamment, au début de I’enquéte pour les utiliser ; cet ensemble
est nommé milieu, dans un sens emprunté a 1’écologie. Le but de I’enquéte est d’élaborer une
réponse, notée RY qui convienne a X.

Dans le systéeme scolaire, X correspond par exemple aux éléves d’une classe, Y est le
professeur. Dans une convention de citoyens, X est le panel de citoyens, Y I’organisateur, le
comité de pilotage ainsi que le facilitateur, lesquels ne semblent pas réaliser des interventions
didactiques, c’est-a-dire visant a aider a 1’étude, c’est pourquoi j’ai considéré précédemment
qu’ils constituaient des aides pédagogiques. Quant aux experts impliqués dans la formation,
ils mettent certaines ceuvres a disposition des participants, jouant ainsi un réle de media sur
lequel nous reviendrons, rien n’est dit sur leur éventuelle fonction didactique. Ceci ne signifie
pas qu’elle n’existe pas, mais qu’elle n’est pas problématisée.

Notons que la « qualité » de la réponse finale RY dépend de la nature de la question dont il a
été fait dévolution au groupe X : dans la Théorie des Situations Didactiques, il faut faire
accepter par les éleves la regle du jeu mathématique, dans les conventions de citoyens, les
participants doivent se sentir en charge de I’intérét général.

Dialectiques de la recherche et de I’étude (des ceuvres), des médias et des milieux

X peut s’attaquer a la question qui lui est posée en cherchant a élaborer tout ou partie de la
réponse a partir des ressources du collectif d’étude qu’il constitue, en s’appuyant sur le milieu
initial de I’enquéte. Dans certains cas, qui intéressent particulierement quiconque veut
enseigner des mathématiques, X peut ainsi modéliser mathématiquement la question et
s’engager dans une procédure de résolution de probleme qui le conduiront peut-étre a
certaines innovations (ce postulat est a la base de la notion de situation a-didactique au sein de
la Théorie des Situations Didactiques). Les ressources du milieu seront sollicitées en
particulier pour écarter des réponses erronées. Plus largement, X peut organiser un dispositif
d’expérimentation ou de recueil de données sur le terrain. On peut reconnaitre la certaines
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démarches des chercheurs de métier. Mais, a I’instar de ces mémes chercheurs, X peut aussi
supposer qu’existent dans la culture des connaissances pertinentes pour 1’étude de la question
posée, connaissances qu’il ignore et gagnerait a s’approprier (attitude procognitive). Il se met
donc a la recherche dans tous les médias accessibles d’éléments susceptibles de lui étre utiles :
des éléments de savoir éclairant la question, des réponses R® déja produites dans des
institutions qui les ont légitimées (d’ou le poingon), c’est-a-dire d’ceuvres qu’il devra étudier,
donc 1. questionner, 2. s’approprier suffisamment pour les utiliser comme nouvelles
ressources, autrement dit pour les intégrer au milicu de ’enquéte. Le premier point suppose
de réunir certaines informations sur la source qui a mis a disposition les nouvelles ressources ;
mais quelle que soit la confiance qui puisse étre accordée a ce media, une analyse critique du
contenu devra étre réalisée, en consultant plusieurs médias et croisant plusieurs R’ mais aussi
en construisant des épreuves de contréle a partir des ressources du milieu My, maitrisées par
X (par exemple, en mathématiques, telle formule générale permet-elle de retrouver les cas
particuliers connus par X ? Une preuve de la formule peut-elle étre produite ?). Cette capacité
a juger de la validité d’une ressource est cruciale dans la mesure ou aucune limite n’est a
priori fixée au champ des médias possibles : le professeur dans un dispositif scolaire, des
personnes possédant a divers titres une expertise vis-a-vis de la question a 1’étude comme
dans les conventions de citoyens™, des manuels, articles de journaux, livres, ressources en
ligne, mais aussi toute personne sollicitée par X, voire des membres du collectif d’étude lui-
méme. Ce premier point est délicat, le second 1’est encore plus car il s’agit d’apprentissage.
En milieu scolaire, il peut étre réalisé via des ateliers proposés par le professeur. Qu’en est-il
dans un contexte non scolaire, dans les cas ou faute d’aides didactiques, le collectif d’étude
est engagé dans une démarche autodidacte ? On voit que le probléme est complexe.

On parle de dialectique de la recherche et de 1’étude et de dialectique des médias et des
milieux a propos du processus qui vient d’étre décrit. Notons que le terme recherche renvoie a
deux activités, d’une part la recherche par X d’une solution au probléme a résoudre, d’autre
part la recherche d’ceuvres mises a disposition par les médias. Ces ceuvres deviennent ensuite
objets d’étude, ce qui donnent lieu a de nouvelles questions mais aussi, moyennant un travail
d’apprentissage, enrichit le milieu qui évolue donc au fil de I’enquéte. La capacité a mettre en
ceuvre ces deux dialectiques, étroitement coordonnées, consistant, en résumeé, a se procurer,
évaluer et s’approprier des ressources nouvelles et donc a étendre le milieu (ou a créer des
milieux), est cruciale pour la réussite d’une enquéte.

Deux schémas, dits herbartiens, 1’un réduit (Chevallard & Adjage, 2010, p. 3), I'autre
développé (Chevallard, 2016, p .19) représentent le processus de 1’enquéte dont nous venons
d’esquisser une description, mettant en avant par la premiére fleche la dynamique de
développement du milieu qui n’apparaissait pas dans la premiere modélisation.

[SX:Y:0) = M] =R
Figure 3. Le schéma herbartien réduit de I ’enquéte

Le second modéle propose une vision développée du milieu, tel qu’il a été construit a un
certain moment de 1’enquéte, avec I’introduction de réponses estampillées, d’ceuvres, de
nouvelles questions et de données.

M = {Rlo, RZO,... R mO,Om+1, Om+2, seeny On, Qn+1, Qn +29e 0 s Qp, Dp+1, Dp+2,.... Dq}
Figure 4. Le modéle développé du milieu

13 par exemple, dans une convention ayant & traiter de questions médicales, des malades peuvent étre sollicités en
tant qu’experts. La notion d’expert dans le protocole de la FSC est a prendre en un sens trés large qui ne se
limite pas aux experts scientifiques.
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Dialectique des questions et des réponses

A partir de la question initiale, le processus d’enquéte fait vivre une dialectique des questions
et des réponses dont la richesse va conditionner la qualité de la réponse finale. Dans les
limites de ce texte, je me contenterai de donner une idée du travail possible en m’appuyant sur
I’exemple proposé par M. Bosch et C. Winslow (2015, pp. 380-389).

La question génératrice, Qo, qui concerne le jeu de billard est la suivante : étant donné une
position initiale de la boule, comment I’envoyer dans une poche donnée apres un rebond sur
une bande ?

L/ S~ N N

A P\

Figure 5. Table de billard et rebond sur une bande

L’enquéte engendre une premicre Serie de questions mobilisant uniquement le milieu initial.
Par exemple :

Q1 : Quelle est la trajectoire initiale de la boule aprés qu’on 1’ait frappée avec la
queue ? De quoi dépend-elle ? Peut-on la prévoir ? Comment ?

Qs : Une poche étant choisie comme but de la trajectoire, a quel endroit du pourtour de
la table la boule doit-elle rebondir ?

La deuxiéme série de questions est engendrée par la recherche de ressources permettant
d’avancer sur chacune de ces questions. Par exemple, aprés consultation des trés nombreux
sites consacrées aux techniques de billards, Q; donne naissance a

Q11 : Comment la trajectoire dépend-elle du point particulier ou la queue tape la boule ?

Q12: Comment la trajectoire dépend-elle de 1’angle du coup appliqué a la boule ?

Pour répondre a ces questions, de nouveaux médias doivent étre consultés : interviews
d’experts, directement ou en ligne, références académiques concernant la dynamique des
corps en rotation.

Je n’irai pas plus loin, renvoyant le lecteur intéressé a 1’article en question. Mais la richesse
du travail possible apparait clairement dans le schéma de la figure 6, qui utilise un outil
sémiotique utilisé au sein des PER déja expérimentés pour représenter une dimension du
processus, a savoir la génération des questions mises a 1’étude.

Autres dialectiques

Comme on D’entrevoit déja, la réussite du processus d’enquéte dépend de conditions
complexes qui sont bien loin d’étre maitrisées, dans 1’état actuel des recherches développées
dans le cadre de la TAD. D’autres dialectiques sont considérées comme participant a la
dynamique de I’enquéte. On en trouvera la description la plus compléte aujourd’hui dans la
these de K. Sinae (2016, pp. 680-683). J’en retiendrai trois.

La dialectique des boites noires et des boites claires est d’une certaine fagon le pendant de la
dialectique des questions et des réponses, laquelle semble donner naissance a un processus
infini ou du moins qui ne se termine qu’une fois que le collectif d’étude se sera approprié
toutes les connaissances permettant de contrbler dans les moindres détails la validité des
ressources qu’il utilise et de la réponse finale sur laquelle il s’accorde. Il est clair qu’un tel
parti pris de la défiance, du doute systématique et de la recherche d’une compréhension totale
est irréaliste. Au fil de I’enquéte, le collectif d’étude doit pouvoir décider de ne pas ouvrir
certaines boites ou d’arréter son enquéte d’élucidation a un certain niveau de gris. Ceci

Castela - Actes du séminaire national de I’ ARDM — 2017 143



suppose une capacité a évaluer la fiabilité du média qui les lui a procurées, ce qui ne
I’empéche pas de mettre en ceuvre certaines modalités d’évaluation du contenu de la boite. Par
exemple, pour des techniques mathématiques, X pourra s’abstenir de se former a la théorie qui
produit ces techniques, cherchant éventuellement a en contrdler la validité en les mettant en
ceuvre sur des cas particuliers qu’il sait traiter. Par contre, il lui faudra créer les conditions
d’un usage maitris€ de ces techniques. Ainsi, nombreux sont les chercheurs en sciences
humaines qui utilisent les logiciels d’analyse qualitative des données sans avoir la moindre
idée de la théorie géométrique sous-jacente.
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Figure 6. L’arbre des questions produites lors d’une enquéte sur les trajectoires de billards.

La dialectique de lindividuel et du collectif qu’il n’est, me semble-t-il, pas besoin de définir
est absolument cruciale. Elle intégre le role de la délibération dans la formation d’une réponse
de qualité, celle-ci doit donc par contrat de I’¢tude étre construite et validée par le collectif.
Dans le cas des conventions citoyennes, cette dialectique est la condition de I’éveil du
potentiel d’humanitude des participants, c’est-a-dire de la capacité a décider dans I’intérét
géneral. Elle contribue sans aucun doute également a la réalisation des processus de
validation, mais aussi d’appropriation des ressources nouvelles, a ’ceuvre dans la dialectique
des medias et des milieux.

Une autre dialectique compléte la précédente, la dialectique de la diffusion et de la réception.
Tout au long de 1’enquéte, tout participant doit étre prét a présenter ce qu’il propose dans
I’attention de ce que les autres peuvent en recevoir. De méme, le collectif doit, non seulement
s’accorder sur la réponse finale, mais aussi se mettre en situation de la défendre a 1’extérieur
de lui-méme. On voit I’importance de cette dimension dans les conventions citoyennes, dont
le travail donne lieu a un rapport a I’intention des représentants d’une part, des représentés
d’autre part.

En conclusion de cette section, retenons que la pedagogie de I’enquéte est une proposition tres
ambitieuse. Les expérimentations effectives qui en sont réalisées, au niveau scolaire et
universitaire mais aussi maintenant en formation des enseignants, font apparaitre des
problémes qui sont loin d’étre résolus. En méme temps, elles produisent des résultats qui
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encouragent a persévérer dans cette voie, d’autant que les outils d’analyse des processus a
I’ceuvre se développent. Les lecteurs intéressés pourront consulter les travaux du groupe
(CD)Ampeéres sur surle site® de I’IFE ainsi que les actes des congrés internationaux de la
TAD (par exemple, ceux de CITAD 4 sont en ligne sur le site https://citad4.sciencesconf.org).
La pédagogie de I’enquéte commence a étre diffusée en dehors de I’enseignement des
mathématiques pour de nouvelles disciplines scolaires, mais pour ce qui est de son usage
citoyen en dehors des systémes scolaires, tout reste a faire.

CONCLUSIONS

Comme j’ai essay¢ de le montrer, la réflexion sur le régime démocratique actuel et sur les
maniécres de permettre au Peuple d’exercer continlment sa souveraineté fait émerger un défi
que toute intention de radicalisation de la démocratie se doit de relever : répandre partout dans
la société des pratiques délibératives basées sur 1’étude et pour ce faire, construire une
nouvelle figure du citoyen, ne reculant devant aucune question, capable d’apprendre a tout
moment ce qu’il ne sait pas encore et critique par rapport a ce qu’il croit savoir.

Les auteurs sur lesquels j’ai appuyé le travail présenté ici en sont convaincus ; I’humain en a
le potentiel, il a le droit qu’on 1’aide a le développer. Le systeme éducatif tel qu’il est n’est
pas a la hauteur de cette ambition, une révolution y est nécessaire, au niveau des pratiques
enseignantes et au niveau des programmes : Y. Chevallard propose de les définir par un
ensemble de questions primordiales, des questions que la société a le devoir de faire étudier
par les éleves, et secondairement, par une liste des éléments disciplinaires qu’il faudra leur
faire rencontrer. Ceci induit un bouleversement des organisations pédagogiques et didactiques
(voir Sinae, 2016, pp. 672-677)

Cependant, il est clair qu’un tel bouleversement n’est pas envisageable sans tre soutenu par
une demande de la société. Ceci me conduit a considérer qu’on ne peut pas attendre que
’Education Nationale se soit réformée au point de former le citoyen dont la démocratie
continue a besoin, il faut engager cette formation chaque fois que I’occasion s’en présente,
C’est-a-dire chaque fois que des citoyens se trouvent confrontés & une question qui les
concerne et a laquelle ils veulent élaborer une réponse, sans attendre que des représentants le
fassent a leur place. Une telle vision de la vie politique n’est pas nouvelle : on peut considérer
gu’elle fait écho a une approche théorisée et mise en pratique par S. Alinsky a Chicago dans
les années 40, la ‘méthode Alinski’ qui réapparait aujourd’hui dans les stratégies de certains
mouvements (voir ’article de C. Petitjean, intitulé ‘Politiser les coléres du quotidien’ dans Le
Monde Diplomatique de mars 2018). Voulant croire, comme le font D. Rousseau et J. Testart,
que I’expérience concrete de collectifs citoyens d’étude transforme les participants et éveille
leur humanitude, j’y vois 1’occasion d’une nouvelle forme d’éducation « populaire ».

Mais je n’ai pas la naiveté de croire a la simplicité d’un tel projet. Cela me semble un terrain
possible pour I’engagement citoyen des didacticiens mais aussi un champ nouveau de
recherches pour la didactique, puisqu’il s’agit bien de saisir toute occasion de faire vivre des
phénomenes didactiques ambitieux au sein de la vie politique et plus généralement sociale.

4 http://educmath.ens-lyon.fr/Educmath/ressources/documents/cdamperes)
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Résumé

Le projet de recherche "les lois du hasard : enjeux mathématiques, historiques et citoyens" vise
depuis 2017 a documenter la conception de nouvelles activités et ressources pédagogiques,
articulée a I’étude d’un matériel historique, et permettant de concilier un enseignement des
mathématiques, des lettres ou de I'histoire (ou les trois conjointement) avec les nouvelles formes
d’éducation a la citoyenneté. La premiere partie détaille le volet historique du projet, qui explore
une documentation composite datant de la fin du 19° et du début du 20° siecle. Elle est faite
d'une part d’articles destinés a un public cultivé et consacrés soit au rdle social et politique des
probabilités soit a leur aspect récréatif; et d’autre part de textes destinés a un public enseignant
et étudiant. Le second volet du projet est ensuite présenté : il touche a I'insertion d’une
perspective historique dans I’enseignement et vise a étudier un systeme symbiotique ou
recherche historique et scénarisation pédagogique de problemes et de dossiers documentaires
intéressants se co-construisent, s’entre-informent sans que leurs finalités respectives, par nature
distinctes, se voient confondues. En conclusion nous discutons de 1'élargissement de cette
perspective a d'autres thématiques que les statistiques et probabilités.

Mots clés

Histoire des mathématiques, citoyenneté, probabilités, statistiques.

INTRODUCTION : CONTEXTE ET OBJECTIF DE CETTE PRESENTATION

Les attentats de 2015 ont ravivé au niveau politique et éducatif les problématiques “d’éducation
ala citoyenneté”. Ces dernieres sont apparues au début des années 1970, elles ont été accentuées
par la loi d’orientation de 2005 et I’adoption de principes éducatifs renforcant 1’éducation du
fait religieux (Debray, 2002) puis, plus récemment, par le renouveau des problématiques
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d’éducation laique de la morale (Loeffel, Schwartz & Bergounioux, 2013). Pourtant, cette
éducation a la citoyenneté a maintenu un clivage disciplinaire trés ancré entre sciences
humaines et sciences “dures” (les sciences de la vie et de la terre faisant le plus souvent seules
exception).

La question du lien entre mathématiques et citoyenneté était déja soulevée au début des années
2000 par une ambitieuse réforme des programmes d’enseignement secondaire coordonnée par
Claudine Robert. Cette réforme introduisait, entre autres, un enseignement renouvelé des
statistiques et probabilités, en lien explicite avec une démarche de résolution de problemes et
d’apprentissage de la modélisation. Plusieurs des problemes préconisés étaient volontairement
choisis en fonction de 1’actualité sociale, industrielle ou politique pour donner une dimension
“citoyenne” a cet enseignement (Dutarte, 2011). Comme I'a fait remarquer Viviane Durand
Guerrier au cours de la discussion lors du colloquium de novembre 2017, cette compréhension
des rapports entre mathématiques et citoyenneté est restrictive : en privilégiant les probabilités
et statistiques, elle exclut de fait d'autres domaines qui seraient légitimes pour mener cette
réflexion, grandeurs et mesures par exemple, ou algorithmique et programmation aujourd'hui.
Plus généralement, on néglige la question centrale de modes de raisonnement en mathématiques
qui ne relevent pas seulement des pratiques de modélisation - nous revenons sur ce point
important en conclusion.

Cette compréhension, pour restrictive qu'elle soit, est en tout cas celle qui orientait les
programmes au début des années 2000, ainsi que les travaux de plusieurs IREM dont celui de
Paris-Nord dans I’ Académie de Créteil. Plusieurs collegues avaient alors activement contribué
a ce renouveau en proposant des activités pédagogiques expérimentées en classes et nourries
de questions d’actualité (Dutarte et al., 2007). Nous avons, nous-méme, contribué en 2005-2006
a cet effort pour conjoindre enseignement des mathématiques et éducation a la citoyenneté, en
y ajoutant une dimension historique et épistémologique, dans le cadre d’un stage de formation
continue sur le theme « mathématiques et citoyenneté », en collaboration entre I'IREM et I’ex-
IUFM (Bernard, 2012). Cette réflexion a été prolongée par une publication commune (Bernard,
Chambon & Ehrhardt, 2010).

Depuis 2017 nous prolongeons 1’esprit de ces travaux dans un nouveau projet de recherche,
soutenu par la "mission recherche" coordonnée par I'ESPE de 1'académie de Créteil. Ce projet
vise a documenter la conception de nouvelles activités et ressources pédagogiques, articulée a
I’étude d’un matériel historique, et permettant de concilier un enseignement des mathématiques,
des lettres ou de 1'histoire (ou les trois conjointement) avec les nouvelles formes d’éducation a
la citoyenneté.

Le premier volet du projet explore depuis 2017 une documentation composite datant de la fin
du 19° et du début du 20° siecle. Elle est faite d'une part d’articles destinés a un public cultivé
et consacrés soit au role social et politique des probabilités soit a leur aspect récréatif; et d’autre
part de textes destinés a un public enseignant et étudiant. Il s'agit d'étudier cette documentation
sur un double point de vue historique et sociologique : qui écrivait sur ces sujets, dans quels
cercles et pour quel lectorat ? Quelles étaient les finalités de 1’apprentissage des probabilités
aux yeux de ses promoteurs, quel était son périmetre, ses pratiques ? Quelles modalités
d’écriture, notamment par problemes, ont-ils élaborés ?

Le second volet du projet touche a I’insertion d’une perspective historique dans 1’enseignement.
Il vise a étudier un systeéme symbiotique ou recherche historique et scénarisation pédagogique
de problemes et de dossiers documentaires intéressants se co-construisent, s’entre-informent
sans que leurs finalités respectives, par nature distinctes, se voient confondues.

Dans le présent article, nous détaillons les enjeux, attendus et premiers résultats de ces deux
volets de recherche. La conclusion nous permettra d'élargir la discussion a partir des remarques
de V. Durand Guerrier lors du colloquium rappelées ci-dessus.
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1. UNE ENQUETE HISTORIQUE AUTOUR DE LA VALEUR PRATIQUE ET
SOCIALE DES PROBABILITES, AU DEBUT DU 20" SIECLE

1.1 Ambitions générales

Afin de faire le lien avec les ambitions décrites en introduction, 1I’enquéte se concentre sur des
sources qui, discutent explicitement de situations et de problématiques qui ont fait débat a
I’époque, ces situations appelant a la fois (i) a une forme de théorisation ou du moins de
discussion probabiliste, et (ii) a une discussion de type politique, philosophie ou sociale.

Le volet historien du projet consiste ainsi a mettre au jour les questions soulevées par I'usage
croissant des probabilités et statistiques dans la vie sociale, politique, scientifique et industrielle
a la fin du 19e et au début du 20e siecle. Nous nous intéressons aussi a la maniere dont ces
questions s’articulent avec des projets d’enseignement et de popularisation, et aux formes
d’écriture originales que ces projets mobilisent.

1.2 Une premiére enquéte autour de la Revue du Mois éditée par Emile Borel a
partir de 1906

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a la maniére dont Emile Borel, un
mathématicien issu des milieux académiques, a pris en charge ces questions - on peut méme
ajouter qu'il a contribué dans une large mesure a la fois a les définir et a les faire connatitre.
Nous nous sommes ainsi concentré sur les articles, livres et fascicules d’Emile Borel, sur la
période 1906-1939, qui sépare la fondation de la Revue du Mois par Borel et son épouse Camille
Marbo (ol sont parus un nombre importants d’articles li€s aux probabilités) et la parution du
dernier fascicule du Traité des probabilités, ou Borel revient sur les questions qui lui tiennent
a cceur sur le hasard et ses dimensions philosophiques, sociales et morales (Mazliak,
Bustamante & Cléry, 2015).

En effet, les recherches de Borel ont non seulement joué un role majeur dans le développement
de la discipline, mais il est aussi I’'un des premiers mathématiciens francais a avoir pris
conscience de ce qu’il appelle «la valeur pratique » des probabilités. De par son activité
éditoriale et son réseau de connaissances et de correspondants (Ehrhardt, 2011), Borel s’avere
par ailleurs étre une figure majeure pour saisir la richesse et I’ampleur des débats. Plusieurs
controverses qui I’opposent a des contemporains montrent que ses préoccupations étaient
partagées dans des cercles variés, qui dépassaient largement les milieux académiques.

Un premier article issu de ces recherches (Ehrhardt & Gispert, 2018) se concentre sur la
fondation de la Revue du Mois. A une période ou des périodiques de format similaire se
multiplient, I’entreprise s’avere originale par le choix qu’elle fait d’associer des articles destinés
a faire comprendre a un large public les enjeux des recherches récentes, notamment en sciences
exactes et expérimentales mais aussi en sciences humaines, et des themes plus «légers »,
comme des chroniques théatrales et littéraires. Le créneau choisi impose a Borel et a son comité
de rédaction un véritable numéro d’équilibriste pour conjuguer exigences de contenus,
mobilisation des auteurs, contraintes matérielles et éditoriales et succes public.

L’article s’appuie sur la correspondance de Borel conservée aux archives de I’ Académie des
sciences pour mettre au jour les intentions et la mise en acte de ce projet éditorial au cours des
mois de préparation des premiers numéros. Il étudie en particulier comment a été définie la
ligne éditoriale, comment ambition scientifique et vocation généraliste ont pu coincider, et enfin
comment la revue est parvenue a conquérir son public.
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Un second article (Bernard, a paraitre), s'appuyant largement sur le travail précédent, s'intéresse
au contenu et au contexte intellectuel de deux articles publiés par Borel dans sa propre Revue,
articles qui s’averent particulierement importants pour notre projet: le premier écrit en 1906,
porte sur la "valeur pratique du calcul des probabilités" et le second, publié en 1908, sur "le
calcul des probabilités et 1a mentalité individualiste", c'est-a-dire sur I'acceptabilité individuelle
et sociale de ce calcul. Nous montrons que ces deux articles prennent sens dans le cadre d'un
débat a la fois politique, philosophique et éducatif dans lequel on questionne les fondements
scientifiques d'un enseignement de la morale. On montre ainsi les parentés, sur le fond de
I'argumentation comme sur sa forme, entre les textes de Borel et les argumentaires inspirés du
solidarisme de Léon Bourgeois, bien reflétés par deux autres articles également publiés dans la
Revue du Mois en 1906, 1'un sur I'enseignement de la morale laique (A. Croiset), I'autre sur le
solidarisme (C. Bouglé). Cette étude resitue donc les premieres interrogations de Borel sur "les
probabilités en société¢" (leur valeur sociale et épistémologique) dans le contexte des débats
socio-éducatifs de 1'époque.

1.3 Un approfondissement en cours : le mode d'écriture par problemes et la
recherche de "récréations probabilistes"

Si nos premieres études se sont concentrées sur le contexte d'émergence des productions qui
motivaient le projet (§1.2), 'enquéte doit maintenant étre approfondie en direction du mode
d’écriture de ces productions. Il s'avere en particulier que les articles de Borel sont structurés
autour de choix de problemes visant a faire percevoir le sens de sa démarche au lecteur. Or le
choix de situations et de problemes visant a faire réfléchir sur les probabilités et leurs enjeux
n’est qu’une originalité relative. En effet elle puise visiblement a une tradition alors bien établie
d’exposition des probabilités, par un mélange de situations des problémes philosophiques
qu’elles posent, par une écriture par problemes. Cette direction de recherche rejoint les
préoccupations d’une collegue hongroise de I'université de Budapest qui travaille déja en
partenariat avec le LDAR, Katalin Gosztonyi : cette derniere a déja contribué au projet en 2017
et explore des questions semblables sur la tradition hongroise d’enseignement des probabilités
(Gosztonyi, 2015). Ce contrepoint nous permet de situer nos recherches dans une perspective
internationale.

Cette préoccupation pour le mode d'écriture par probleme, rejoint une autre partie de I’enquéte
initiale, qui visait a questionner généralement la place des questions probabilistes dans les
mathématiques «non académiques » pour la période 1870-1930, c’est-a-dire au sein
d’associations ou de revues qui se situent a la marge des milieux scientifiques (Association
francaise pour 1’avancement des sciences, Intermédiaire des mathématiciens, etc.). On a
exploré plus particulierement, a la suite de (Schwer & Autebert, 2006) la rencontre entre
probabilités, combinatoires et récréations mathématiques.

Les premiers dépouillements sur les "récréations probabilistes" n'ont pas donné pour l'instant
de résultats probants, méme si on sait par ailleurs que Borel a présidé pour un temps I'AFAS.
Mais il ne semble pas qu'on trouve le type de "récréation" que nous nous attendions a trouver.
1l faut néanmoins approfondir ce point, car Borel lui-méme fait allusion, dans ses Eléments de
probabilités de 1909, et au sujet des problemes les plus élémentaires sur lesquels il s'appuie, au
fait qu'elles constituent des "questions amusantes": il semble donc que ce type de problemes
avait bien un sens pour les contemporains. Nous comptons a ce titre explorer les revues pour
étudiants et enseignants a la fin du 19° et au début du 20° siecle, étudiées par Caroline Ehrhardt
d’un point de vue général dans le cadre du projet ANR Cirmath (Ehrhardt, a paraitre). Il s’agira
ici d’examiner la place des probabilités, statistiques et combinatoires, ainsi que les questions et
les pratiques qui leur sont associées.
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Nous comptons également étendre nos enquétes vers les premiers textes d’enseignement des
probabilités "grand public". Nous souhaitons notamment nous intéresser a 1’ouvrage que le
sociologue Maurice Halbwachs publie avec le mathématicien Maurice Fréchet (Fréchet &
Halbwachs, 1924), et dont une réédition est actuellement sous presse. Les travaux liant sciences
sociales et statistique publiés dans les années 1930 par Halbwachs, ainsi que le livre Le point
de vue du nombre, qu'il publie avec Alfred Sauvy en 1936, contribuent quant a eux a nourrir les
probabilités et la statistique de questions liées a la démographie, et en particulier celle du sex
ratio, tout en tentant de donner a ces mémes questions des réponses scientifiques quantitatives.
Le principe de cette enquéte a été exposé par Isabelle Gaudron lors de notre premiere journée
d’étude’, il s'agit en 2018-19 de le consolider, en lien au développement de ressources pour
l'enseignement universitaire de niveau L3/M1? (voir partie suivante).

2. LES ECHOS DE CES ENQUETES, DANS LA CONSTRUCTION
COLLECTIVE DE RESSOURCES ET SCENARIOS PEDAGOGIQUES

2.1 Problématiques générales

En lien au second type de questions de recherche — celle de la genese de ressources
pédagogiques en lien au theme du projet — , I’'un d’entre nous (Alain Bernard), dans la lignée
des travaux soutenus par l'Université Paris-Est Créteil (UPEC) et 1’Ecole Supérieure du
Professorat et de I’Education (ESPE) en 2013 (Bernard, Dell’ Angelo et al., 2014) et poursuivis
depuis (Bernard & Petitgirard, 2017), développe avec Katalin Gosztonyi une théorisation des
situations de formation visant a I'intégration d'une perspective historique dans l'enseignement
(Bernard & Gosztonyi, 2017).

Dans cette perspective, il s’agit d’étudier et de comprendre des situations d’échanges et de
construction documentaire ou interprétations historiques et pédagogiques peuvent étre
confrontées sans étre confondues. Il s’agit d'étudier un systéme symbiotique ou recherche
historique et scénarisation de problémes intéressants se co-construisent, s’entre-informent sans
voir confondues leurs finalités, par nature distinctes (Fried, 2001).

2.2 Contexte de travail : les prémices d'un groupe IREM

En 2017, un premier groupe de travail associant les chercheurs du projet avec quatre
enseignants en stage ou en poste en college ou lycée dans 1’académie, a permis de confronter
I’investigation de la documentation historique explorée dans le 1°" volet avec des activités de
scénarisation pédagogique, inspirées de 1’ancien groupe « mathématiques et citoyenneté » de
I’IREM de Paris Nord. Le principe de fonctionnement respecte I’'idée fondamentale que les
objectifs des participants ne sont pas les mémes, sans €tre incompatibles. Considérant que tous
sont en situation de produire collectivement de nouvelles ressources documentaires, dont des
scénarios d’enseignement, 1’enjeu est d'interroger la facon dont les questions et thématiques de
recherche historiques rencontrent, influencent ou sont en sens inverse stimulées par,
I’élaboration de scénarios pédagogiques. Le cadre théorique de recherche nous est fourni d’une

I On peut consulter la vidéo de son intervention a [’adresse suivante :
https://vimeo.com/album/4394778 (mot de passe : hasard2017).
2 3¢ année du 1" cycle et 1¢ année du 2"
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part par les travaux en didactique sur les constructions collectives de ressources par les
enseignants (Gueudet, Pepin & Trouche, 2011), et d’autre part par les théories d’origine
sociologique et anthropologique sur les espaces d’intéressement et les objets fronticres, déja
mis en ceuvre pour penser des situations de formation semblables (Vinck & Trompette, 2009 ;
Bernard & Petitgirard, 2017). Ces questions doivent étre approfondies en 2018, dans le cadre
d'une communication sur ces questions au colloque "Re(s)sources 2018" organisé a I'lfé de
Lyon®.

L’enjeu pour les années 2018 et 2019 est a la fois de consolider les projets qui ont émergé en
2017 et de mettre en place leur étude raisonnée selon une méthodologie appropriée a ce type
d’approche, visant a clarifier la dynamique de tels collectifs et a en étudier I'impact sur les
ressources produites.

2.3 Quelques exemples de travaux en cours

Nos premiers échanges courant 2017 ont permis de dégager plusieurs sous-projets
pédagogiques, visant a expérimenter puis produire des ressources pédagogiques pour
I’enseignement des probabilités dans le secondaire et le supérieur. Nous les décrivons ici
succinctement, sachant qu'il est encore trop tot pour en faire connaitre les résultats. Le point
important est plutdt de repérer a chaque fois les interactions complexes qui, comme par un
systeme d'échos, relie les questionnements pédagogiques aux questionnements historiques, sans
que les uns puissent étre réduits aux autres.

2.3.1 Travaux autour du sex ratio en licence, inspirés par Halbwachs et Sauvy

Ce travail s'inspire de textes de Halbwachs et Sauvy publiés entre les deux guerres (Sauvy &
Halbwachs, 1936). Prévu pour fournir une matiere a des projets d'étudiants en 3° année de
licence (1°" cycle) a l'université Paris 13, sous la forme la production d’un dossier avec
documents et exercices. Ces étudiants sont potentiellement des "montants" en M1 MEEF*, la
problématique est donc susceptible de toucher a terme la formation initiale des enseignants sur
I’université Paris 13.

2.3.2 Autour du vocabulaire des probabilités et des statistiques

Ce travail s'inspire des débats sur les questions touchant aux ambigiiités du vocabulaire des
probabilités au tournant des 19°-20° siecles, chez Joseph Bertrand, auteur du manuel le plus
utilisé a I’époque, et ses successeurs. Les textes de Borel sur la valeur pratique des probabilités
(voir ci-dessus, partie 1.2) s'en font largement écho, sous une forme simplifi€e et accessible a
un large public : ils questionnent plus particulierement les notions de probabilité et d'espérance.
Ces questionnements historiques rejoignent les pratiques pédagogiques (au niveau secondaire
ou formation des enseignants) visant a éclaircir avec les éleves ou étudiants, éventuellement
mais pas nécessairement en s'appuyant sur une documentation historique, des points de
vocabulaire probabiliste. 1l s'agit d'élaborer un questionnaire pour les éleves en partant d'un
recensement des termes utilisés dans des dictionnaires anciens, afin de comprendre les
fluctuations des mots et des concepts, les non-dits et les implicites. Le travail préparatoire est
effectué collectivement et doit étre testé dans les classes, essentiellement en college.

3 Institut francais de I’éducation
4 1° année de master Métier de I’Enseignement, de I’Education et de la Formation
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2.3.3 Elaboration d'un recueil problématisé de situations et problémes visant a développer
l'esprit critique

Ce projet est destiné a introduire 1’enseignement des probabilités et des statistiques en lien au
développement de 1'esprit critique. Il s’agit de réunir une collection d’exercices permettant aux
éleves de développer et d’apprendre a acculturer les éleves a la pratique des probabilités et des
statistiques ainsi qu'a développer leur esprit critique, en s’inspirant a la fois du mémoire d'une
étudiante MEEF associée en 2017 au projet (Chabot-Déja, 2017, part. II.1) et des travaux
d'autres membres du groupe dans le cadre d'un travail académique coordonné par Philippe
Dutarte. (Berhouet, Gleba & Dutarte, 2017). L'originalité du projet consiste a catégoriser ce
recueil en fonction de criteres tirés des réflexions récentes sur 1'éducation a 1'esprit critique (voir
les pages dédiées sur le site Eduscol®).

Ce projet est en bonne partie a I’origine des questionnements historiques relevés plus haut sur
les "récréations probabilistes” au tournant 19°-20°. C'est donc un bon exemple de projet, qui
sans s'inspirer directement d'un questionnement historique, renforce cependant ce dernier dans
une direction bien particuliere, qui est celle que nous avons décrite plus haut au sujet de
I'écriture par problemes (partie 1.3).

3. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

3.1 Une thématique disciplinaire limitée ?

Comme indiqué en introduction, le projet dont nous avons résumé ici les enjeux et les premiers
résultats, s'ancre dans une compréhension tres spécifique des rapports entre mathématiques,
histoire, et citoyenneté : celle qui privilégie les réflexions et travaux autour des "lois du
hasard" : les approches statistiques et probabilistes des phénomenes aléatoires, et les
conclusions qu'on peut (ou non) en tirer pour une existence citoyenne "moderne”. Ce sont les
questions que commencent a poser les différents acteurs historiques qu'on a évoqués plus haut
(partie 1), ce sont aussi les questions que se posent les enseignants qui élaborent des ressources
pédagogiques autour du développement de 1'esprit critique sur ce type de theme (partie 2). On
peut cependant questionner le choix de cette thématique en partant du constat simple qu'elle est
loin d'étre la seule permettant d'étudier les liens entre mathématiques, histoire et citoyenneté.
Nous en avons un témoignage intéressant dans le cadre du projet, puisque deux nouveaux
enseignants (I'un d'histoire, I'autre de mathématiques) s'apprétent a rejoindre le groupe auquel
on a fait allusion plus haut. Leurs réflexions ne les portent pas directement a s'intéresser aux
statistiques et probabilités, mais d'abord aux questions de systeme de vote et de représentation
qui intéressent par ailleurs des chercheurs comme Nicolas Saby (voir son texte ce volume). Ce
dernier indique a juste titre que ce questionnement sur la maniere de théoriser
mathématiquement les modes de représentation démocratiques, a une histoire déja ancienne. Si
elle recoupe en partie 'histoire a laquelle nous avons fait allusion plus haut, elle s'en distingue
toutefois par sa temporalité et ses thématiques privilégiées.

Un autre exemple nous est naturellement fourni par les liens qui unissent les méthodes
d'invention en mathématiques, en liens aux activités de résolution de problemes ou en général
d'étude de situations de recherche. C'est cette compréhension qu'on retrouve dans les
propositions de Corine Castela (voir son texte dans ce volume) lorsqu'elle pointe les dimensions

> http://eduscol.education.fr/
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"citoyennes" des travaux de didactique visant a l'étude de taches et de travaux qui favorisent
chez les éleves un esprit de recherche. Or cette idée n'est pas tout a fait nouvelle et comporte de
forts ancrages historiques : depuis le 18° siecle au moins, on a souligné la portée tres générale
de cette approche des contenus mathématiques par problemes, pour la définition d'une
citoyenneté éclairée. Une bonne partie de I'enjeu a la fois politique et philosophique de 1'écriture
puis de la publication de traités comme les Eléments de Géométrie (1741) ou plus tard des
Eléments d'Algeébre (1746) de Clairaut se situe 2 cette articulation entre un mode d'exposé des
mathématiques par problemes (classiques dans les milieux d'ingénieurs éclairés), et le projet
philosophique des Lumieres d'éclairer les esprits en apprenant "a chercher et a découvrir". Dans
le groupe IREM "histoire et épistémologie”, nous étudions présentement ces textes pour en
renouveler la lecture sous le point de vue des questions contemporaines "d'éducation a la

F4ll

citoyenneté" (Bernard, Gosztonyi & Darley, a paraitre).

3.2 Vers une généralisation de notre perspective de recherche aux rapports entre
mathématique, histoire et citoyenneté

Ces quelques exemples montrent que la double problématique du projet dont nous avons ici
résumé les grandes lignes, est susceptible d'étre généralisée a d'autres themes qu'aux questions
traditionnelles, et vivaces aujourd’hui encore, portant sur 1'éducation aux statistiques et
probabilités et a leurs enjeux philosophiques et sociétaux. Les rapports entre mathématiques et
citoyenneté peuvent étre abordés a de multiples niveaux, thématiques ou épistémologiques
(c'est-a-dire touchant au mode raisonnement et de recherche mathématique lui-méme). S'ils ont
en outre une dimension historique, c'est évidemment parce que la notion méme de citoyenneté
est par essence une question non seulement chargée d'histoire, mais dont la définition méme ne
peut étre que située historiquement, en particulier dans I'histoire de régimes politiques qui,
comme le notre, ont donné a 1'éducation universelle de la citoyenneté un role central. L'autre
raison, moins bien connue®, est que la définition d'un enseignement général des mathématiques
n'est pas dissociable a son tour, de la construction d'une notion apparue au début du 20° siecle,
et qu'on voit réapparaitre aujourd'hui dans les nouveaux projets de réforme du lycée : celle
"d'humanités scientifiques" (on ajoute aujourd'hui : "et numériques").

Clest ce qu'illustre la conférence aujourd'hui célebre d'Emile Borel ou il proposait, trés
précocement dans sa carriere académique et institutionnelle, d'instituer des "laboratoires de
mathématiques" dans tous les lycées, et en général un esprit pratique dans tout l'enseignement
des mathématiques (Borel, 1904). Ce propos, élaboré a 1'occasion de la réforme de 1902 dont
les conséquences sur l'enseignement secondaire des mathématiques ont été si profondes
(Gispert, Hulin & Robic, 2007), illustre a la fois le caractere historiquement situé de ces
questions (la conférence a été rendue possible par une réforme, qui dépendait elle-méme d'une
vaste enquéte parlementaire débattue au niveau politique) et le fait qu'on ne peut guere le
dissocier d'une réflexion épistémologique sur la nature méme des mathématiques : ce texte est
un des premiers, ou Borel fait connaitre un point de vue épistémologique qui fait valoir le
caractere a ses yeux indissociables du développement des mathématiques et de celui des
sciences expérimentales. Qu'une compréhension des dimensions citoyennes de 1'enseignement
des mathématiques, doive étre aussi a la fois historique et épistémologique, et impliquer a ce
titre les enseignants les plus directement concernés, reste une question d'actualité.

Cela veut dire aussi, du point du type de recherche que nous conduisons ici, que le propos et le
type d'étude entrepris pourrait tre généralisé. Le "terrain" de I'éducation a la citoyenneté forme
une sorte d'observatoire favorable pour le systeme d'écho, entre études historiques sur la

6 Elle semble en tout cas ignorée visiblement par les rapporteurs qui ont conseillé le ministre
Peillon lorsqu'il a institué I'enseignement moral et civique.
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construction d'une "citoyenneté par les mathématiques", et les travaux pédagogiques visant a
maintenir vivant le sens de ce lien entre mathématiques et citoyenneté, dans l'enseignement
d'aujourd'hui.
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CONTROLE, PREUVE ET DEMONSTRATION.
TROIS REGIMES DE LA VALIDATION

Nicolas BALACHEFF
Laboratoire d'Informatique de Grenoble, Univ. Grenoble Alpes, CNRS
nicolas.balacheff@imag.fr

Résumé
« - Démontrer : utiliser un raisonnement logique et des régles établies (propriétés, théorémes,
formules) pour parvenir a une conclusion ;

- Fonder et défendre ses jugements en s’appuyant sur des résultats établis et sur sa maitrise
de I’argumentation. »
Les mots preuve, démonstration, argumentation sont ainsi utilisés par les textes des
programmes de mathématiques du cycle 4 « dont la formation au raisonnement et I'initiation a
la démonstration sont des objectifs essentiels », de méme que par leurs commentaires,
notamment dans le document d’accompagnement intitulé « Raisonner ».
Au cours de cet exposé j’interrogerai les avancées de la recherche sur 1’apprentissage et
I’enseignement de la démonstration et leur capacité a éclairer la mise en ceuvre des
programmes actuels. Ces questions seront approchées avec la problématique de la validation
au sens de la théorie des situations didactiques. Les principaux thémes seront ceux de
I’articulation entre preuve et connaissance, démonstration et argumentation. Une dernicre
partie portera sur les perspectives ouvertes par I’introduction des technologies informatiques.
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LA VALIDATION DANS L’ENSEIGNEMENT DES PROBABILITES AU
NIVEAU SECONDAIRE EN FRANCE

Assia Nechache
ESPE de Créteil et LDAR
assia.nechache@hotmail.fr

Résumeé

Ce texte présente une partie de la recherche d’une thése portant sur la question de la
validation dans I'enseignement des probabilités en quatrieme et cinquiéme année du
secondaire en France. Cette recherche a été menée du point de vue du modéle des Espaces de
Travail Mathématique. Pour caractériser le statut de la validation nous avons conduit trois
sortes d’enquétes. La premiére est exploratoire, et vise a comparer la validation pratiquée
dans deux domaines : probabilités et géométrie. La deuxiéme enquéte s'appuie sur I’analyse
de tdches mises en ceuvre dans les quatre derniéres années de 1’enseignement secondaire et
relevant de différentes catégories (simple, standard, riche). Enfin, la derniére enquéte, sous
forme d'entretien, vise a obtenir le point de vue des enseignants sur les formes de validation
pratiquées dans I’enseignement des probabilités. L’analyse de 1'ensemble des résultats de ces
trois enquétes permet de caractériser des formes validation pratiquées dans I’enseignement
des probabilités au niveau du secondaire.

Mots clés : validation, probabilités, ETM, modélisation, enseignement secondaire

INTRODUCTION-CONTEXTE

Notre travail de theése est né du questionnement d’enseignants du secondaire portant sur
I’enseignement du domaine des probabilités, notamment le nétre. En effet, lorsque nous
étions enseignante dans les classes de 3° et de 2% (quatriéme et cinquiéme année du
secondaire en France), nous avions I’habitude d’utiliser les logiciels de géométrie dynamique
afin de conjecturer des résultats qui par la suite étaient démontrés a 1’aide des propriétés
géométriques institutionnalisées dans le cours. Ce schéma ne semblait néanmoins pas
disponible dans le contexte des probabilités. Prenons I’exemple d’un exercice donné aux
éleves dans lequel il fallait déterminer la probabilité d’un événement a I’aide de la simulation
informatique. Aprés leur avoir expliqué certaines fonctions du tableur, les éleves ont effectué
la tiche demandée et ont obtenu la probabilité cherchée. Certains éléves ont alors posé la
question : « Comment prouver que la probabilité obtenue par la simulation est bien celle
attendue ? ». Nous avons répondu que cela n’était pas demandé et qu’il fallait admettre le
résultat obtenu par 1’expérience. Ils ne disposaient pas en effet a leur niveau de classe des
propriétés nécessaires. Les résultats (obtenus par la simulation) seraient démontrés dans les
classes superieures. Certains éléves ne furent pas convaincus par la réponse et poserent alors
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la question : « Pourquoi, en géométrie, demandez-vous d’écrire la démonstration en citant les
propriétés alors qu’en probabilités vous ne le demandez pas ? ». Cette question avait fini par
provoquer un certain malaise car nous n’avions aucun argument a leur opposer. En effet, dans
les programmes de 2008, le domaine des probabilités introduit en classe de 3° est étroitement
lié a celui de la statistique. Tel qu’il est envisagé par I’institution, 1’enseignement des
probabilités accorde une place privilégiée au domaine expérimental, a aux notions de
simulation et de modélisation. Cela induit une nouvelle démarche et des raisonnements
différents des autres branches des mathématiques. Les enseignants sont donc confrontés a un
enseignement ou le domaine expérimental a une place importante dans les raisonnements
conduisant a des formes spécifiques de validation. Cela nous a conduit a étudier le statut de la
validation dans I’enseignement des probabilités en classes de 3° et de 2% en France.

1. OUTILS THEORIQUES ET QUESTION DE RECHERCHE

Nous avons choisi d’étudier la validation dans le domaine des probabilités en fin de scolarité
obligatoire lors des séances d’enseignement. Il s’agit pour nous d’identifier les formes de
validation en jeu, mais également la manicre dont le travail de validation s’effectue.

1.1 Des précisions sur la validation

Pour étudier la validation dans le cadre scolaire nous nous sommes réferée aux travaux de
Balacheff, Duval et Pedemonte. Pour Balacheff, la démonstration est une validation
S’appuyant sur des connaissances théoriques (théoremes et définitions) reconnues et
institutionnalisées, utilisant un formalisme ou la langue naturelle et le langage symbolique
sont incorporés, et obéissant a des régles de déduction. Par ailleurs, Balacheff (1987) souligne
I’importance de I’interaction sociale dans la production de la preuve, et cette interaction est
selon lui est un levier dans la production d’arguments pour convaincre un autre que soi-
méme. Cet aspect social de la preuve constituerait alors le point de rapprochement de
I’argumentation et de la démonstration chez Balacheff :

L’argumentation est ainsi constitutive des processus de validation engagés dans un contexte

social. (Balacheff, 1987, p. 574)
L’écart entre I’argumentation et la démonstration chez Balacheff porte sur le fait que
I’argumentation vise a obtenir ’adhésion de I’interlocuteur, tandis que la démonstration vise a
établir la vérit¢é de 1’énoncé indépendamment des interlocuteurs. Balacheff reconnait
cependant 1’existence de la pratique de I’argumentation dans le cadre de la résolution de
probléme. De son c6té, Duval (1993) souligne que I’argumentation et la démonstration sont
deux raisonnements fondamentalement différents. Il ajoute que «pour qu’un raisonnement
puisse étre une démonstration, il est nécessaire qu’il soit un raisonnement valide » (Duval, 1995, p.
212). Ainsi, une démonstration est désignée par Duval comme un raisonnement valide ayant
pour objectif d’établir la justesse d’une proposition (Duval & Egret, 1993, p. 115).
Contrairement a la démonstration, I’argumentation est un raisonnement qui obéit non pas aux
contraintes de validité mais a celles de pertinence. Chez Duval, la démonstration est
caractérisee par une suite de pas deductifs. Un pas a une structure ternaire, composée de trois
propositions ayant 1’'un de ces statuts opératoires : prémisse, énoncé-tiers (ou régle
d’inférence), énoncé-cible (ou conclusion). L’énoncé-tiers permet le passage des prémisses a
la conclusion. Les statuts opératoires déterminent 1’organisation interne et la possibilité¢ du
fonctionnement d’un pas. La démonstration est donc un raisonnement Organisé en un
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enchainement de pas de déductions ou d’inférences. Cet enchainement de pas est articulé de
manicre a ce que la conclusion d’un pas soit recyclée en la prémisse d’un autre pas, ou dans le
cas du pas terminal en la conclusion cible de la démonstration. Ce recyclage entraine donc un
changement du statut opératoire d’une proposition.
L’analyse de Duval concernant I’argumentation et la démonstration révele I’existence d’une
distance cognitive entre ces deux types de raisonnement. Ces deux raisonnements ont donc
des structures completements différentes et du point de vue cognitif. Dans la démonstration,
la valeur épistémique d’une proposition dépend de son statut théorique, alors que dans
I’argumentation elle dépend entiérement de son contenu. Contrairement a Duval, Pedemonte
affirme que les raisonnements en mathématiques ne se reduisent pas seulement aux
démonstrations et qu’il existe des raisonnements mathématiques, comme ceux de
I’argumentation, qui ont pour objectif de fournir des « raisons » (ou « arguments ») pour
accepter ou refuser certaines propositions :
Les raisonnements mathématiques ne peuvent étre réduits aux raisonnements démonstratifs qui
permettent de déduire des conclusions a partir des prémisses données par le moyen de régles
d’inférence explicites a I’avance. Il y a des raisonnements mathématiques, spécifiques a
I’argumentation qui veulent simplement donner des « raisons » de I’acceptation ou de la
réfutation de certaines propositions. (Pedemonte, 2002, p. 23)
Pedemonte ajoute que les « raisons » d’acceptation ou de réfutation de certaines propositions
sont «tous les permis d’inférer possible qui composent I’argumentation » (Ibid., p.24). C’est
pourquoi elle défend la thése selon laquelle« I’argumentation en mathématiques est avant tout une
justification rationnelle [...].L’argumentation ne se contente pas de la compréhension, elle veut
convaincre » (Ibid., p. 24).
Pedemonte affirme que la fonction de 1’argumentation en mathématique est de fournir une
justification rationnelle et que [’objectif de I’argumentation en mathématique est la
détermination de la vérité :
L’objectif principal de I’argumentation en mathématique est la recherche de la vérité. En
mathématique on argumente quand on veut convaincre quelqu’un (SOi-méme ou un
interlocuteur) de la vérité d’un énoncé. L’argumentation est alors un discours construit avec
’objectif de rechercher le « vrai ». (Ibid., p. 30)
Chez Pedemonte, la démonstration a un objectif spécifique qui est celui de valider un énoncé.
Selon elle, cela revient « a attester la vérité a ’intérieur d’une théorie mathématique » (Pedemonte,
2002, p. 44).11 en résulte que la démonstration et 1’argumentation ont un objectif commun,
celui de « la recherche des raisons du « vrai » » (Pedemonte, 2002, p. 44). Pedemonte ajoute
que la démonstration est élaborée a partir d’un raisonnement reposant sur un langage et par
des regles particuliéres. De ce fait, ce raisonnement est bien de «la méme nature que le
raisonnement argumentatif » (Pedemonte, 2002, p. 44). Néanmoins, elle note une différence
entre la démonstration et I’argumentation qui provient du fait que «la démonstration apporte
une justification a I’intérieur d’un domaine théorique, alors que
I’argumentation n’y est pas obligée » (Pedemonte, 2002, p. 45).
Ainsi, Pedemonte (2002) conclut qu’une démonstration est une argumentation particuliére.
Dans le contexte scolaire, Pedemonte souligne que les raisonnements mathématiques
pratiqués dans les classes sont plus souvent des raisonnements argumentatifs que des
démonstrations.
Dans notre étude, nous nous intéressons aux validations produites par les enseignants (en
interaction avec les éléves) ou par les éléves et approuvées par 1’enseignant pendant les
séances d’enseignement. C’est pourquoi, nous considérons que dans le cadre de
I’enseignement (au niveau secondaire) des mathématiques, les validations pratiquées et
institutionnalisées par les enseignants sont avant tout des argumentations rationnelles (au sens
de Pedemonte).
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1.2 Le modele des Espaces de Travail Mathématique

La question de la validation dans 1’enseignement des mathématiques a été étudiée sous 1’angle
des Espaces de Travail Mathématique (Kuzniak, 2011), notés ETM. Le modéle des ETM a
pour objectif de décrire et d’analyser la nature du travail mathématique attendu des éléves (ou
plus généralement de ceux qui mettent en ceuvre ce travail) au sein d’une institution scolaire
donnée. Pour analyser le travail mathématique, les ETM sont organisés suivant deux plans :

- le plan épistémologique, composé de trois poles : representamen, artefact et référentiel
théorique. 1l permet de structurer le contenu mathématique (et définit les attentes a
priori sur le travail mathématique par rapport aux exigences de la discipline).

- le plan cognitif, composé de trois processus cognitifs : visualisation, construction et
preuve. Il vise a structurer I’ETM lorsqu’il est proposé a un individu dont I’intention
est d’effectuer le travail mathématique. Ce plan rend compte du travail mené par
I’utilisateur de cet espace de travail pendant la résolution d’une tache.

Le passage d’un plan a un autre est assuré par un ensemble de genéses liées aux poles :

- la genése sémiotique donne aux objets tangibles de I’ETM leur statut d’objets
mathématiques opératoires ;

- la genese instrumentale a pour fonction de rendre opératoires les artefacts dans le
processus constructif ;

- la genése discursive permet de donner sens aux propriétés pour les mettre en ceuvre
dans le raisonnement mathématique.

Ces trois genéses favorisent la circulation entre les plans épistémologique et cognitif en
activant une articulation entre les composantes respectives des deux plans. L’étude des trois
genéses passe par 1’étude des dimensions (sémiotique, instrumentale, discursive) qui leurs
sont respectivement associées et permet de rendre compte du développement du travail
mathématique ¢élaboré dans 1I’Espace de Travail Mathématique.

Cet ensemble de relations peut étre visualisé grace au diagramme suivant :

Visualisation Preuve

Plan cognitif

genése sémiotique
genése discursive

genése instrumentale

—]

Representamen

J Referentiel

Artefacts

Plan épistémologique

Figure 1. Espace de Travail Mathématique (Kuzniak, 2011)
Articulation des genéses de I’Espace de Travail Mathématique

Le diagramme de la Figure 1 fait apparaitre un certain nombre de plans verticaux qui rendent
compte des connexions entre les trois geneses et de la circulation du travail mathématique au
sein de I'ETM. Ces trois plans sont décrits a partir des geneses qu'ils mettent en ceuvre :
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sémiotique-instrumentale [Sem-Ins], instrumentale-discursive [Ins-Dis] et sémiotique-
discursive [Sem-Dis].
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Figure 2. Les plans verticaux de /’Espace de Travail Mathématique
(Kuzniak & Nechache, 2014)
L’analyse du travail de mathématique via ces trois plans verticaux permet de comprendre la
maniére dont les trois genéses interagissent afin de constituer un travail mathématique
complet (Kuzniak & Nechache, 2016).

Les différents types d’ETM

Il existe trois types d’Espaces de Travail Mathématique (Kuzniak, 2011) permettant de
décrire le travail mathématique dans le cadre scolaire.

ETM de reférence. Une communauté d’individus se met d’accord sur un paradigme donné
afin d’énoncer des problémes et de structurer leurs solutions en favorisant des outils ou des
manieres de penser. Le contenu mathématique a enseigner est défini par une institution et est
décrit dans les ETM de référence.

ETM idoine. II s’agit d’un environnement organisé de telle maniére qu’un éléve s’engage dans
la résolution de probléme. Cet ETM permet un travail dans le paradigme correspondant a la
problématique visée et ses différentes composantes doivent étre organisées de maniere valide.
ETM personnel. Des ETM idoines sont mis en ccuvre dans les classes pour que les éléves se
les approprient grace aux connaissances, et aux fonctions cognitives qui leur sont propres. Ces
espaces deviennent par la suite ce que nous appelons les ETM personnels.

En conclusion, dans une institution scolaire donnée, les ETM de référence sont aménagés en
des ETM idoines par les professeurs pour permettre la mise en place effective dans les classes
ou chaque éléve travaille dans son ETM personnel.

L’étude de la validation dans le domaine des probabilités, nous conduit a analyser la maniére
dont ces validations sont construites. Il s’agit pour nous d’examiner le travail de validation
lors de la résolution de taches probabilistes du point de vue des différents plans et différentes
geneses de ’ETM. 11 s’agit également d’identifier le discours de la validation produit a I’issue
de ce travail. Cela nous permet par la suite de caractériser les formes de validation pratiquées
par les enseignants dans I’enseignement des probabilités.

1.2 Taches mathématiques et ETM

Dans ses travaux sur les taches de problématisation, Sierpinska (2004) procede a une revue
exhaustive de la littérature autour de la notion de tache mathématique dans les recherches sur
I’enseignement des mathématiques. Sierpinska retient alors la définition suivante de la tache
mathématique :
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Jutilise I’expression tAdche mathématique dans un sens large pour se référer a n’importe quel
type de problémes mathématiques, dont les hypothéses et les questions sont clairement
formulées, et dont on sait que les éléves peuvent les résoudre dans un temps que 1’on peut
prévoir.® (Sierpinska, 2004, p. 10)
En adaptant la definition de Sierpinska au modele des ETM, la tdche mathématique est pour
nous tout exercice, question ou probleme réalisé dans un temps limité et dans un contexte
donné. Les conditions de réalisation de ce travail mathématique sont définies par I’Espace de
Travail Mathématique dans lequel la tache est proposée.

Niveau d’exigence d’une tache

L’¢tude du travail de validation produit lors de I’exécution des taches probabilistes nécessite
d’analyser ces taches mises en ceuvre dans les ETM idoines. L’analyse d’une tache a travers
les ETM a été conduite selon deux points de vue :

- D’un point de vue épistémologique, I’analyse prend en compte les outils sémiotique,
technologique et théorique du plan épistémologique (Kuzniak, Nechache & Drouhard,
2016) pour résoudre la tache. Ces outils sont associés respectivement a la genese
sémiotique, instrumentale et discursive. Nous avons également utilisé, pour cette
analyse, la notion de praxeologie (Bosch & Chevallard, 1999) pour déterminer les
différentes techniques utilisées dans la résolution de la tache et les technologies de
référence justifiant ces techniques.

- D’un point de vue cognitif, ’analyse de la tache permet de rendre compte de la
maniere dont le sujet utilise les outils (sémiotiques, technologiques, théoriques) pour
résoudre la tache. Cette analyse s’appuie sur 1’identification des demandes cognitives
(Stein & Smith, 1998) nécessaires pour effectuer la tache et des différentes
adaptations des connaissances (Robert, 2007) que le sujet doit réaliser.

Cette analyse de la tache prend donc en compte les exigences épistémologiques liées a la
conception de la tache et les exigences cognitives liées a sa réalisation. L’analyse d’une tache
dans les ETM est donc associée a deux aspects qui définissent le niveau d’exigence d’une
tache (Nechache, 2017).

Catégorisation des taches et du travailleur sujet

L’analyse du travail de validation lors de la résolution de taches via les ETM nous a conduite
a catégoriser les taches en fonction de leur niveau d’exigence. A partir des travaux de Stein et
Smith (1998), White et Mesa (2014) et Robert (2007), nous avons construit trois catégories de
taches : simples, standards et riches. Un sujet qui est confiné constamment dans I’une des
trois catégories de taches mathématiques acquiert une identité de travailleur mathématicien.
Le travail mathématique de ces catégories de tdches au sein de I’ETM entraine différentes
formes du travail du sujet. Ces formes dépendent fortement de la catégorie des taches. Ainsi a
chacune des trois catégories de taches, nous associons respectivement une catégorie de
travailleur-sujet : tacheron, technicien et ingénieur.

Taches simples

La résolution de ces taches nécessite 1’usage de procédures « simples » qui font appel aux
connaissances déja mémorisées et aux techniques de résolution connues. Ces connaissances et
ces techniques sont indiquées dans I’énoncé de la tache et font partie de ’ETM idoine et de
I’ETM personnel du sujet. Ce sont des taches a faible niveau d’exigence. Un travailleur-sujet
exercant ces taches est qualifié de travailleur « tacheron ».

1 Notre traduction
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Taches standards

La résolution de ces taches nécessite d’identifier et d’appliquer des connaissances ou des
techniques utiles. Ces connaissances et ces techniques ne sont pas indiquées dans 1’énoncé de
la tdche mais elles font parties de I’ETM idoine et I’ETM personnel du sujet. Ces taches
nécessitent éventuellement d’enchainer et de mettre en lien plusieurs procédures. Ce sont des
taches a un niveau d’exigence moyen. Un travailleur-sujet exercant ces taches est qualifié de
travailleur « technicien ».

Taches riches

La résolution de ces taches fait appel a des connaissances et a des techniques de résolution qui
ne sont pas nécessairement apprises et qui ne sont disponibles ni dans I’ETM idoine, ni dans
I’ETM personnel du sujet. La résolution de ces taches peut recourir au changement de
domaines mathématiques (Montoya & Vivier, 2014), de registres de représentation
sémiotique (Duval, 1995) et a la modélisation. Ces changements sont & la charge du sujet. Un
travailleur-sujet exercant ces taches est qualifié de travailleur « ingénieur ».

Cette double catégorisation constitue un outil méthodologique pour étudier et identifier le
travail mathématique produit lors de la mise en ceuvre des taches dans les ETM idoines.

1.3 Questions de recherche

Nous avons choisi d’utiliser le modele des ETM pour étudier le travail de validation et les
formes de validation pratiquées et institutionnalisées par les professeurs dans I’enseignement
des probabilités en classes de 3° et de 2%. Les questions principales qui ont guidé notre travail
de these sont les suivantes :

1) Jusqu’a présent dans I’enseignement des mathématiques en France, la démonstration
est une forme de validation privilégiée, en particulier dans le domaine de la géométrie,
dont I’apprentissage débute au collége. Existe-t-il alors des différences entre les
formes de validation dans 1’enseignement de la géométrie et dans I'enseignement des
probabilités en classes de 3¢ et de 2% ?

2) Notre travail de recherche vise a caractériser les formes de validation pratiquées dans
le domaine des probabilités dans les classes de 3%et de 2%. Quelles sont les formes de
validation privilégiées dans la résolution de taches dans le domaine des probabilités en
classe de 3° et en classe de 2% ? Ces formes de validation sont-elles propres a ces deux
niveaux de classe ou sont-elles caractéristiques de Il'enseignement du domaine des
probabilités au niveau secondaire ?

3) Le choix de la validation et 1’orientation du discours de validation lors des séances de
résolution de taches probabilistes paraissent dépendre de 1’enseignant, en particulier
de ses représentations et de ses conceptions sur la forme de la validation et sa place
dans le domaine des probabilités. Quels sont les points de vue de 1’enseignant sur la
forme de la validation dans 1’enseignement des probabilités ?

2. ELEMENTS METHODOLOGIQUES

Pour répondre aux questions de recherche, nous avons mene trois enquétes. Dans la premiere
enquéte, nous avons cherché a répondre a la premiére question. Pour ce faire, une étude
comparative des formes de validation et du travail de validation mis en ceuvre dans le
domaine de la géométrie et des probabilités a été conduite. Cette comparaison a été effectuée
tout d’abord a travers 1’analyse des programmes officiels et des documents ressources des
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deux niveaux de classe 3° et 2%. Par la suite, nous avons procédé a une série d’observations de
séances d’enseignement dans deux classes de 3° et deux classes de 2%. Ces observations sont
centrées sur les phases de correction d’exercices ou il est question d’exposer les validations.
Nous avons observé au total 21 séances. Ces derniéres ont été filmées et transcrites
intégralement.

Dans la deuxiéme enquéte dont 1’objectif est de répondre a la deuxiéme question, quatre
taches probabilistes extraites des documents ressources de différents niveaux de classe (3°,
2% 1S, T S)? ont été sélectionnées. Ces taches ont été choisies en fonction de leur niveau
d’exigence. Elles ont été proposées a 5 enseignants ayant plus de 10 ans d’expérience,
exercant dans différents établissements et dans différents niveaux de classe. La mise en ceuvre
de ces taches en classe a été laissée a I’initiative de chacun de ces enseignants. Les séances
observées (soit 9 séances au total) ont été filmées et transcrites intégralement.

Pour répondre a la derniére question, nous avons mene une enquéte sous forme d’un entretien
(enregistré a I’aide d’un dictaphone) avec chacun des cinq enseignants ayant participé a notre
étude. Les questions que nous avons posées sont semi-ouvertes afin d’obtenir davantage
d’éléments de réponse. Ces entretiens ont duré 45 minutes et ont été retranscrits
intégralement.

Dans la suite, nous avons choisi de présenter une des gquatre taches que nous avons proposees
dans la deuxieme enquéte aux enseignants ayant participé a notre étude. Cela nous permettra
d’illustrer la maniere dont nous avons conduit 1’analyse du travail de validation du point de
vue des ETM. Cela nous permettra également de présenter les principaux résultats de notre
recherche.

Exemple d’analyse d’une tache et de sa mise en ceuvre

Dans ce paragraphe, nous proposons a partir d’un exemple d’une tiche probabiliste proposée
aux enseignants d’illustrer la maniére dont nous avons mené 1’analyse des taches et de leurs
mises en ceuvre dans les classes. La tache choisie intitulée « segment et son milieu » est
extraite des documents ressources de la classe de 3° (RESCOL-PROB, 2008) :
Sur un segment S, on prend au hasard deux points A et B. On considére 1’événement « la
longueur du segment [AB] est strictement supérieure a la moitié de celle du segment S ». Quelle
est la probabilité de cet événement ?
L’analyse de la tiche a été conduite dans I’ETM idoine potentiel® pour décrire le travail de
validation produit a priori a I’issue de I’exécution de la tache et identifier le role a priori des
éleves. Ensuite, nous avons analysé la mise en place de cette tdche dans un ETM idoine
effectif* afin d’étudier le travail de validation réellement produit. L’analyse détaillée de cette
tache dans I’ETM idoine potentiel et effectif est décrite dans notre travail de thése (Nechache,
2016).

Analyse de la tiche dans ’ETM idoine potentiel

L’expérience aléatoire décrite dans cette tdche consiste a choisir au hasard deux points A et B
sur un segment noté S de longueur donnée. Le choix d’un point sur un segment suit donc une

2 Soit les quatre derniéres années de I’enseignement secondaire, filiére scientifique pour les
deux dernieres.

3 L’ETM idoine potentiel est celui qui est construit au préalable pour étre mis en place dans
les classes.

4 Les ETM idoines effectifs sont les ETM idoines potentiels effectivement mis en place dans les
classes par les professeurs
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loi uniforme sur S. Il y a indépendance entre les deux événements respectivement « choisir le
premier point » et « choisir le second point ». Il s’agit de déterminer la probabilité de
I’événement D : « la longueur du segment [AB] est strictement supérieure a la moitié de celle
du segment S ».

Dans le document ressource de la classe de 3° (RESCOL-PROB, 2008), deux méthodes ont
été suggérées. Nous présentons ci-dessous ces méthodes que nous avons détaillées.

Méthode 1 : Simulation a ’aide d’un tableur

Pour déterminer la probabilité de I’événement D, les auteurs du document ressource de la
classe de 3° (lbid., 2008) proposent d’abord d’effectuer une simulation de 1’expérience
aléatoire et de déterminer la fréquence de D (phase 1), puis d’estimer la valeur de la
probabilité a partir de cette fréquence (phase 2).

Phase 1 : Simulation et détermination de la fréquence de D

On considere par exemple que la longueur du segment S est égale a 1. L’information « choisir
deux points au hasard sur le segment S » est interprétée comme le choix de deux nombres
réels appartenant a I’intervalle [0; 1]. Ces deux nombres réels sont respectivement les
abscisses (notées X et Y) respectifs des points A et B. L’univers de I’expérience aléatoire est
alors [0; 1] x [0; 1]. La résolution de la tache revient alors a résoudre 1’inéquation |X-Y| > 1/2.
Dans une feuille de calcul et a 1’aide de la fonction ALEA(), les nombres réels X et Y sont
écrits de la maniere suivante : X = ALEA() et Y = ALEA().

De méme, la longueur AB qui est égale a la distance entre X et Y est écrite dans la feuille de
calcul sous la forme suivante : AB = ABS(X-Y). La longueur AB est par la suite comparée au
nombre 1/2 (cf. Figure 3) :

Fréquences
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Figure 3

On décide par exemple de simuler 500 fois ’expérience, les fréquences de ’apparition de
1’événement D sont données par la feuille de calcul. A partir d’un certain rang, on constate
que les fréquences de 1’événement D ont tendance a se stabiliser autour du nombre 0,25. Les
auteurs du document ressource proposent également d’utiliser les ressources graphiques (cf.
Figure 3) du tableur afin de visualiser 1’évolution des fréquences au fur et a mesure de
I’augmentation du nombre d’expériences.

Phase 2 : Estimation de la valeur de la probabilité de D

Selon la loi des grands nombres, la valeur de la fréquence de 1’événement D se rapproche de
la probabilité de 1’événement D. Donc 0,25 est une valeur (arbitraire) possible estimée de la
probabilité de I’événement D.

Dans cette premiere méthode, le travail de validation débute par une exploration visuelle sur
le segment S (dimension sémiotique) liée a 1’'usage d’un outil technologique de la dimension
instrumentale, ici un tableur, pour obtenir des nombres réels compris entre 0 et 1 avec la
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fonction ALEA(), pour calculer la distance entre deux nombres réeels (ici |[X-Y|) a I’aide la
fonction ABS (), et pour déterminer la fréquence de I’événement D. De ce fait, le travail de
validation commence dans le plan [Sem-Ins]. Par la suite, a partir des résultats donnés par le
tableur (dimension instrumentale) dans la premiere phase, et en utilisant la loi des grands
nombres, outil théorique de la dimension discursive, une valeur de la probabilité de
I’événement D est estimée et justifiée. Ainsi le travail de validation se termine dans le plan
[Ins-Dis]. Dans cette méthode, les auteurs du document ressource de la classe de 3° ne
proposent aucun discours de la validation.

Dans cette méthode, le travail de validation est basé sur des outils technologiques complexes
tels que la feuille de calcul et les fonctions du tableur. La dimension instrumentale est alors
privilégiée dans le travail de validation.

Méthode 2 : Utilisation d’un support géométrique (carré de dimension 1)

De la méme maniere que dans méthode précédente, on considére que la longueur du segment
S est égale a 1. Dans cette deuxiéeme méthode, le travail de validation est basé sur 1’étude de la
distance |X - Y| entre deux variables aléatoires continues X et Y qui suivent la loi uniforme sur
[0; 1] (outils théoriques de la dimension discursive).

La longueur S étant prise comme unité, on choisit au hasard un
point de coordonneées (X ; Y) dans le carré de coté 1 (cf. Figure
4). Le carré [0;1] x[0;1] devient alors le support
géométrique de la validation (outil de la dimension sémiotique).
De ce fait, la détermination de la probabilité de 1’événement D
revient a trouver tous les couples tel que |X-Y| > 1/2. VY eaeeas X
L’inéquation |X-Y| > 1/2 est alors résolue graphiquement (cf.
Figure 5) sur le carré [0; 1] x [0; 1] en considérant deux cas :

- SiX>YalorsY<X-1/2

- SiX<YalorsY>X+1/2

0,1) an

)
1
!
1
!
!
(0,0) X (1,0)

Figure 4

Ces deux inéquations sont résolues graphiquement, en tracant
les deux droites (d1) et (d2) d’équations respectives Y= X- 1/2 et
Y= X+ 1/2. L’ensemble des points (X ; Y) solutions est composé
des deux triangles rectangles bleus (cf. Figure 5).

La probabilit¢ de 1’événement D est obtenue par un calcul
simple de la somme des aires des deux triangles bleus divisée

par I’aire du carré :
2 XAire(bleu) 1

p(D) = reien _

Aire carré 4

0,1) a.n

Figure 5

Dans cette méthode, le travail de validation est basé sur le carré de dimension 1 en tant
qu’outil sémiotique (dimension semiotique). Le traitement de la tdche dans cette méthode
nécessite 1’usage des outils théoriques (dimension discursive) tels que la résolution graphique
d’inéquations et le calcul de la probabilit¢é dans le cas continu qui n’est pas un objet
d’enseignement en classe de 3°. Ce travail de validation est placé principalement dans le plan
[Sem-Dis].

Le niveau d’exigence de cette tache est ici elevé. Dans ce cas, cette tdche est considérée
comme une tache riche et le role a priori de I’¢léve est celui d’un ingénieur.

Exemple de mise en eceuvre dans une classe 3°
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Dans ce paragraphe, nous présentons une analyse de la mise en ceuvre de la tache présentée
précédemment dans une classe de 3°. Nous précisons que le scénario de la mise en ceuvre de
cette tache a été entiérement concu et mis en place par le professeur responsable de cette
classe. En effet, notre objectif est d’analyser le travail de validation produit a I’issue de la
résolution de cette tache et d’identifier la forme de validation pratiquée par ce professeur.

Le travail de validation proposé par le professeur est élaboré en trois phases : exploration de
I’expérience aléatoire, simulation de I’expérience aléatoire et estimation de la probabilité, et
justification de la probabilité estimée.

Phase I : Exploration de [’expérience aléatoire

Dans cette phase, les éléeves de la classe ont construit un segment S (a ’aide d’une regle
graduée) d’une longueur choisie arbitrairement (ici la longueur est de 6 cm). Puis, ils ont
choisi (en fermant les yeux) deux points A et B sur le segment S (autrement dit selon la loi
uniforme sur I’intervalle [0 ; 6]). Ils ont alors mesuré a I’aide d’une régle graduée la longueur
AB. Enfin, ils ont comparé la mesure AB obtenue a la moitié de celle de S, soit 3 cm.

Le professeur releve au tableau chacun des résultats obtenus (cf.

Figure 6) par les éléves afin de les discuter. A travers les ,?f;’j' _ir:
questions du professeur, les éléves ont conclu que la procédure AB - G o
qu’ils utilisaient ne leur permettait pas d’estimer convenablement AR = DO
la probabilité de I’événement D en raison de I'insuffisance de la AG = 2
taille de I’échantillon. Le professeur ajoute que le choix au hasard f;i; PR
de deux points sur le segment S avec « les yeux fermés » n’est pas AB = RS om
évident. Un ¢éléve intervient en proposant d’effectuer une AB = A< o
simulation de D’expérience aléatoire, ce que le professeur

approuve.

Figure 6

Phase 2. Simulation de [’expérience aléatoire et estimation de la probabilité

Le professeur propose aux ¢€leves d’assimiler le choix au hasard de deux points sur un
segment d’une longueur donnée a un lancer de deux dés. Il ajoute que la simulation du lancer
des dés doit se faire réellement a I’aide de deux dés.

Le passage de I’expérience initiale vers 1’expérience aléatoire a simuler induit un changement
de domaine en passant du domaine de la géométrie plane vers celui des probabilités. Ce
passage induit également un changement de 1’univers de I’expérience en passant de SXS a

{1, 2,3,4,5,6} x{1, 2, 3,4, 5, 6}. Précisons que ce changement de domaine et d’univers est
pris intégralement en charge par le professeur. Nous résumons dans le tableau ci-dessous le
passage de I’expérience initiale a I’expérience simulée effectué par le professeur :

Expérience initiale Expérience simulée

S un segment d’une longueur donnée L S un segment de longueur 5 cm et gradué
delab

On prend au hasard deux points A et B sur | On lance deux dés et on s’intéresse au

le segment S résultat affiché sur chacune des faces

supérieures. Le premier de donne
I’abscisse du point A (notée xa) et le
deuxieme dé donne ’abscisse du point B
(notée Xg)

On mesure la longueur AB On calcule la valeur absolue de la
différence entre X et xg avec 2,5
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La longueur AB est strictement supérieure
a la moitié de S soit 1/2

On compare la valeur absolue de la
différence entre x et xg avec 2,5

Les issues réalisant 1’événement D sont
dans I’intervalle JL/2 ;L]

Les issues réalisant 1’événement D
appartiennent a I’ensemble {3, 4, 5}. Ces

valeurs correspondent aux différentes
longueurs possibles de AB lorsque la
longueur du segment S vaut 5 cm.

Tableau 1. Traduction de I’expérience aléatoire en une expérience simulée

L’expérience initiale est simulée réellement « & la main » 50 fois par chacun des dix groupes
(constitués de deux éleves) de la classe. Ces derniers ont eu pour consigne de noter les
résultats de chacun des 50 lancers, mais aussi le résultat de la différence des valeurs des faces
supérieures dans un tableau. Les €éléves ont dénombré toutes les issues réalisant I’événement
D sur les 50 lancers et ont calculé « a la main » la fréquence d’apparition de 1’événement D.
L’observation des dix résultats permet d’affirmer que les fréquences fluctuent autour de 30%.
Le professeur propose ensuite de regrouper les résultats obtenus dans un tableur et de calculer
la fréquence de 1’événement D sur un échantillon de taille 500. Cela a permis de constater la
stabilisation des fréquences et d’estimer la valeur de la probabilité de D, égale a environ 0,3.
Phase 3 : Justification de la probabilité estimée

Le professeur insiste sur le fait que les résultats obtenus par la simulation permettent
seulement de conjecturer la valeur de la probabilité et de ce fait, qu’il est nécessaire de
démontrer ce résultat estimé. Pour ce faire, il leur suggere de construire (et de remplir) un
tableau a double entrée tel que :

- la premiere ligne corresponde au u

lancer du premier dé, s 12 [ e s e
- la premiere colonne corresponde au
lancer du deuxiéme dé, 1 vl alalalals
- chacune des 36 cases du tableau
\ scgs 2 1 0 1 2 3 4
corresponde a la différence en valeur
absolue des valeurs affichées sur les : AR AREEEE
faces supérieures des deux dés. 4 3|2 |2 |e]|3]2
§ 4 k] 2 1 0 1
6 4 Bl K} 2 1 0

Tableau 2. Résultats des lancers de deux dés

En entourant le nombre de cas favorables (tous les nombres supérieurs a 2,5) et en utilisant la
formule de Laplace, les éléves déduisent que la probabilité de I’événement D est égale a 1/3.
Cette valeur est approuvée par le professeur car elle est relativement proche de la valeur
estimée dans la phase 2 (30%). Or, la probabilité obtenue ici est différente de celle qui
obtenue dans I’ETM idoine potentiel (égale a 1/4). Cela s’explique par le fait que le
professeur a changé I'univers de 1’expérience aléatoire en considérant 1’univers {1, 2, 3, 4, 5,
6} x {1, 2,3,4,5,6}au lieude S x S. Cela implique un calcul de probabilité sur un ensemble
fini et discret au lieu d’un ensemble infini et continu. Les deux expériences aléatoires (initiale
et simulée) n’ont donc pas le méme univers.

Le travail de validation mis en ccuvre par le professeur pour résoudre la tache est réalisé en
trois phases. Ce travail de validation débute (phase 1) par une exploration visuelle sur le
segment S (dimension sémiotique) liée a 1’'usage de la regle graduée (outil technologique de la
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dimension instrumentale) pour construire le segment et mesurer sa longueur. Le travail de
validation commence dans le plan [Sem-Ins].

Dans la deuxiéme phase, les éléves ont simulé « a la main » ’expérience aléatoire proposée
par le professeur. Les résultats obtenus par les éléves sont releves dans une feuille de calcul
du tableur (outil technologique de la dimension instrumentale) afin de calculer la fréquence
d’apparition de I’événement D sur un échantillon de taille plus grande. A partir de la
fréquence observée, une valeur de la probabilité de 1’événement D est estimée et justifiée
selon la loi des grands nombres (outil théorique de la dimension discursive). Le travail de
validation est placé dans le plan [Ins-Dis]. Dans la troisieme phase, le professeur propose une
justification de la probabilité estimée. Cette justification est basée sur le tableau a double
entrée (outil sémiotique) pour dénombrer les cas favorables et sur la formule de Laplace (outil
théorique) pour calculer la probabilité de D. Ainsi, le travail de validation se termine dans le
plan [Sem-Dis]. Dans ’ensemble, le travail de validation mis en ceuvre par le professeur
favorise D’articulation entre les différentes genéses de I’ETM idoine impliquant une
circulation du travail de validation dans les différents plans verticaux de I’ETM idoine. Il en
résulte que le travail de validation produit est complet (Kuzniak & Nechache, 2014).

Par ailleurs, le discours de la validation institutionnalisé par I’enseignant a 1’issue du travail
de validation (cf. Figure 6) est constitué d’un tableau a double entrée (outil sémiotique)

présenté dans la phase 3 et de 1’égalité « %2 % » représentant la probabilité de 1’événement D.

Dans ce cas, les outils de la dimension sémiotique sont utilisés pour justifier les résultats
obtenus dans la phase 2.

A12(3|y(5|¢
1 |0/A 2|8/ ][S
Z(Alo/A[2[3 Yy %%“%
3(2/A0|A[2 |3
Y 3/ 2Aj0|Ar |2

S5 u/3/3/4a/o0 |4
Cls/y[3|2]/Alo

Figure 6. Le discours de la validation

Tel qu’il est produit, le travail de validation semble étre pris en charge par le professeur. La
construction de la simulation (dans la phase 2) et la justification de la probabilité (dans la
phase 3) sont suggérées directement par le professeur. Les éleves ont, pour leur part, eu a leur
charge la simulation réelle de I’expérience et le calcul de la probabilité (avec la formule de
Laplace). Le professeur a non seulement changé la tache qui est a priori riche en une tache
quasi simple, mais il a également modifié le réle des éleves en les assignant a la fonction de
tacheron au lieu d’ingénieur comme nous 1’avions prévu.

Les résultats issus de cette analyse de tiche et de sa mise en ceuvre en classe de 3%, nous ont
permis de constater que dans le cadre de la résolution de taches riches au niveau de la classe
de 3% ou les outils théoriques nécessaires a cette résolution ne font pas partie du référentiel
théorique de I’ETM idoine et personnel de 1’éléve, les outils sémiotiques sont privilégiés pour
construire la validation. Ces outils constituent également le discours de la validation. En
revanche, cela n’est pas le cas, lorsque I’on propose la résolution d’une tache riche pour une
classe de Terminale S. En effet, notre analyse de mise en ceuvre de tache riche en classe de 3°
met en évidence, que la validation construite est fondée principalement sur les outils
theoriques (dimension discursive). Ainsi, dans le cas d’une résolution d’une tache riche, le
travail et les formes de validation sont différents selon le niveau de classe dans la tache est
proposeée.
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4. PRINCIPAUX RESULTATS

Dans le paragraphe précédent, a travers un exemple nous avons présenté quelques-uns des
résultats obtenus (dans la deuxieme enquéte) dans notre these. Précisons que ce choix
d’exemple de tiche est justifié par le fait que cette tache, que 1’on qualifie de riche, rend
compte des enjeux de I’enseignement et de ’apprentissage des probabilités au niveau du
secondaire. En particulier, cette tache rend compte de la complexité de la validation dans le
cas ou les outils nécessaires pour 1’élaborer ne sont pas des éléments du programme du niveau
de classe dans lequel elle est proposée.

L’analyse des résultats des trois enquétes menées dans la these met en évidence qu’il existe
différentes formes de validation pratiquées dans I’enseignement des probabilités au niveau
secondaire qui dépendent du référentiel théorique et du niveau de la classe, de la catégorie de
la tche, de la place accordée a la dimension sémiotique et instrumentale par 1’enseignant
dans 1’¢laboration de la validation.

4.1 Le référentiel théorique et le niveau de la classe

Au début de ’enseignement et I’apprentissage des probabilités (en classes de 3° et de 2%, le
référentiel théorique est en cours de cours de construction. De ce fait, il ne peut pas assurer sa
mission de fournir les outils théoriques pour batir des discours de validation fondés sur des
théorémes ou des propriétés au méme titre qu’en géométrie. Mais, a partir de la classe de 1"
S, le référentiel évolue et permet de produire des discours de validation basés sur des outils
théoriques.

4.2 La catégorie de la tache (simple, standard, riche)

Lorsqu’il s’agit de résoudre des taches standards (ou simples), les outils de la dimension
sémiotique tels que les arbres ou les tableaux sont utilisés. Les formes de validation
mobilisent alors des raisonnements de type diagrammatique (Nechache, 2016). En revanche,
lorsqu’il s’agit de résoudre des taches riches, les outils de la dimension instrumentale, en
particulier dans le cas des simulations, sont utilisés dans le travail de validation. Les formes
de validation mobilisent alors des raisonnements assistés par des simulations. 1l en résulte des
formes de validation distinctes.

4.3 La place accordée a la dimension sémiotique et a la dimension instrumentale
par Uenseignant dans ’élaboration de la validation

En classes de 3° et de 2%, les enseignants s’appuient essentiellement sur les outils de la
dimension sémiotique pour mettre en ceuvre le travail de validation. Les enseignants utilisent
également ces outils (les arbres et les tableaux) dans le discours écrit de la validation. Mais a
partir de la classe de 1" S, le référentiel théorique évolue en termes de propriétés. De ce fait,
les formes de validation produites prennent appui sur les outils du référentiel théorique.
Lorsqu’il s’agit d’utiliser la simulation, les enseignants font appel aux outils de la dimension
instrumentale. Ces outils sont tres souvent utilisés pour verifier, contréler ou découvrir un
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résultat et non pas pour le justifier. Pour justifier les résultats obtenus par la simulation, ces
enseignants proposent d’utiliser soit les intervalles de confiance, soit la loi des grands
nombres. D’autres enseignants proposent d’utiliser un arbre ou un tableau.

5. BILAN ET PERSPECTIVES

Nous avons identifié plusieurs formes de validation privilégiées dans I’enseignement qui sont
caractérisées par leur dépendance a la catégorie de la tache (simple, standard ou riche), au
niveau de la classe considérée et a certains choix du professeur. Une étude complémentaire
serait d’observer si ces formes de validation sont également présentes dans d’autres niveaux
de classes et s’il existe d’autres formes de validation que nous n’avons pas identifiées dans ce
travail de thése.

Pour les besoins de cette recherche, nous avons développé dans le cadre des ETM un nouvel
outil méthodologique qui est la catégorisation des taches (simple, standard, riche) et du
travailleur sujet (tdcheron, technicien, ingénieur). Cette catégorisation s’est révélée
intéressante pour analyser le travail de validation et a permis de caractériser des formes de
validation pratiquées dans 1’enseignement des probabilités, mais aussi d’identifier le rdle (la
responsabilité) des éléves dans le travail. Cet outil méthodologique de la catégorisation des
taches et du travailleur-éléve a été adapté par la suite pour analyser dans le cadre des ETM le
travail mathématique mis en ceuvre dans la résolution des taches probabilistes (Nechache,
2017) et nous a permis d’identifier et de caractériser des transformations par les professeurs
dans la nature des taches probabilistes ayant pour conséquence d’abaisser le niveau
d’exigence. Cela nous améne a questionner 1’origine de ces transformations et la maniere de
conserver le niveau d’exigence des taches lorsqu’elles sont proposées dans les classes.

Nous avons identifié une diversité de taches probabilistes qui sont potentiellement porteuses
d’un travail mathématique complet (Kuzniak & Nechache, 2016). L’analyse de ces taches via
I’ETM nous a permis d’identifier des difficultés d’enseignement voire des blocages lors de la
mise en ceuvre de certaines d’entre elles dans les classes. Il s’agit alors de comprendre
comment et pourquoi ces blocages surviennent. Un travail de recherche portant sur cette
question a partir de 1’étude plus fine des ETM personnels des enseignants (en formation
initiale) et des ETM idoines congus par ces enseignants) autour de tdches emblématiques est
en cours de réalisation.

Les tdches que nous avons identifiées comme étant potentiellement riches peuvent étre un
levier pour questionner le travail mathématique autour de I’enseignement des probabilités en
mettant notamment 1’accent sur le role de 1’analyse a priori des taches. La dialectique entre
ces analyses a priori et les mises en ceuvre effectives de ces taches dans les classes permet de
créer une dynamique de formation basée sur les trajectoires de problémes (Kuzniak, Parzysz
& Vivier, 2013). Ce type de formation a fait objet d’un travail de recherche portant sur la
notion de tdche emblématique dans le domaine des probabilités (Kuzniak & Nechache, 2016).
Par ailleurs, on peut utiliser 1’outil de la catégorisation des taches et du travailleur-sujet dans
le cadre de la formation des enseignant pour analyser des séances d’enseignement. Cela peut
permettre aux enseignants de prendre conscience des formes de travailleur-sujet qu’ils
développent chez leurs éleves.
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Résumé

Dans cet article, nous présentons un apercu global sur notre travail de thése portant sur
I’articulation entre les lois & densité et les intégrales dans la filiére scientifique de la derniére
année de 1’enseignement secondaire francais (grade 12). Les deux sous-domaines
mathématiques, les probabilités a densité et le calcul intégral, nouveaux pour les éléves a ce
niveau scolaire, sont mis en relation notamment a travers 1’égalit¢ P(a <X <b) =

b N . i S . . .
fa f(x)dx ou f est la fonction de densité associée a la variable aléatoire X. Dans le cadre des

Espaces de Travail Mathématique et de la théorie de 1’activité, nous donnons, dans un premier
temps, quelques résultats des analyses préalables de notre méthodologie de type ingénierie
didactique. Nous montrons ensuite comment les outils méthodologiques que nous avons mis
en place pour étudier des déroulements de séances nous permettent d’analyser un épisode
d’une des séances d’introduction congues, dans le but de répondre a notre question de
recherche. Enfin, nous concluons par des prolongements possibles a nos recherches.

Mots clés
Probabilités, analyse, fonction de densité, Espace de Travail Mathématique, théorie de
’activité, ingénierie didactique.

INTRODUCTION

A la rentrée 2012, la mise en place des nouveaux programmes de lycée en France a lancé des
débats au sein de la communauté mathématique. Certains mathématiciens et enseignants
remettaient en question la place de plus en plus importante accordée aux probabilités et a la
statistique dans I’enseignement au lycée (Colmez, 2012 ; Perrin, 2015), tandis que d’autres
mettaient en avant la possibilité de connecter 1’enseignement des probabilités a celui d’autres
domaines des mathématiques ou encore a d’autres disciplines (Raoult & Arnoux, 2013).

Notre travail de these porte sur 1’articulation qui peut exister entre le domaine des probabilités
et celui de I’analyse a travers la notion de fonction de densité dans la filiére scientifique de la
derniére année de I’enseignement secondaire frangais (grade 12), que nous appelons terminale
S. L’objectif principal de notre thése (Derouet, 2016) a eté de concevoir et de mettre en ceuvre
une séquence d’enseignement et plus particulierement des problémes d’introduction de la
notion de fonction de densité articulant a la fois les lois a densité et le calcul intégral. Le choix
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de la classe s’est arrété sur le grade 12 car il s’agit actuellement de la classe dans laquelle les
lois a densité sont étudiées pour la premiere fois et le choix de la filiere scientifique est lié au
fait que c’est dans cette section que I’enseignement sur les lois & densité et le calcul intégral
est le plus conséquent, notamment en probabilités ou trois lois différentes sont au programme
(les lois uniforme, exponentielle et normale).

Les probabilités a densité : quel(s) lien(s) avec le calcul intégral ?

Jusqu’au début de la classe de terminale (grade 12), les éléves rencontrent seulement des lois
de probabilité discrétes. Dans le passage aux lois continues, on peut observer une rupture avec
les probabilités discrétes. En effet, pour définir la loi de probabilité d’une variable aléatoire
continue, il faut préciser la probabilité de 1’événement « X appartient a I’intervalle [a; b] »,
pour tout intervalle [a; b], et non plus donner la probabilité pour chaque événement
élémentaire (qui est toujours nulle dans ce cas).

Dans le cas particulier des lois a densité, on arrive a une égalité entre une probabilité et une
integrale : P(a<X <b) = f:f(x)dx (%), ou f est la fonction de densité associée a la
variable aléatoire X. Cette égalité met en relation deux domaines mathématiques : les
probabilités, d’un c6té, et I’analyse, de I’autre ; et plus particulierement, deux sous-domaines :
les probabilités a densité et le calcul intégral.

Notre question de départ, qui a ensuite été précisée, était la suivante : Est-il possible de
concevoir et de mettre en ceuvre des problémes d’introduction aux lois a densité qui
permettent aux éléves de terminale S de construire conceptuellement cette égalité (x) ? Il
s’agit finalement de se demander si ce type de problemes existe.

Revenons sur ce lien entre probabilité et calcul intégral. Si nous nous penchons sur les
définitions données dans le programme de terminale S (MEN, 2011), I’égalité (*) n’est pas
présente sous cette forme. D’une part, dans la partie sur le calcul intégral, on définit
« ['intégrale d’une fonction continue et positive sur [a; b] comme aire sous la courbe » (p.
7). D’autre part, dans la partie sur les probabilités continues :

On définit [...] une variable aléatoire X, fonction de Q dans R, qui associe a chaque issue
un nombre réel d’un intervalle I de R. On admet que X satisfait aux conditions qui
permettent de définir la probabilité de 1’événement X € /] comme aire du domaine :
{M(x;y);x€Jet0<y<f(x)}ouf désigne la fonction de densité de la loi et J un
intervalle inclus dans 1. (p. 12).

On voit donc apparaitre une nouvelle notion, I’aire sous la courbe. Il y a donc trois objets
mathématiques en interaction : I’intégrale, I’aire sous la courbe et la probabilité (figure 1).

Aire sousla &
courbe

f

fbf(x)dx Pla=X =b)

Figure 1. Relations entre intégrale, aire sous la courbe et probabilité
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Ces trois objets mathématiques sont reliés, mais les relations deux a deux ne sont pas de
méme nature. Entre intégrale et aire sous la courbe (fleche 1), le lien est directement fait dans
le programme, par la définition de I’intégrale. En revanche, entre probabilité et aire sous la
courbe (fleche 2), le lien apparait aussi dans le programme mais de facon indirecte. Il se fait
par l'intermédiaire d'une fonction, la fonction de densité de probabilité. Enfin, entre
probabilité et intégrale (fleche 3), la relation se fait & nouveau par I’intermédiaire de la
fonction de densité f, de la méme maniére qu'entre probabilité et aire sous la courbe. On voit
donc apparaitre un objet central dans les différentes relations qui est la fonction. Cependant, la
fonction f fait partie intégrante de 1’intégrale (intégrale de la fonction f) et de I’aire sous la
courbe (courbe représentative de la fonction f), ce qui n’est pas le cas pour la probabilité. Il y
a un passage implicite de X variable aléatoire a f fonction de densité.

Vu la définition de l'intégrale, il est assez naturel de « rassembler » intégrale et aire sous la
courbe et de ne considérer plus que la relation entre ce bloc, que nous considérons comme
faisant partie du sous-domaine du calcul intégral, et la probabilité, appartenant au sous-
domaine des probabilités a densité (figure 2). On peut donc voir la fonction de densité comme
I'objet central pour faire la mise en relation entre les probabilités et l'analyse. Pour cette
raison, nous avons décidé de focaliser notre recherche sur la notion de fonction de densité.
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Figure 2. Relation entre calcul intégral et probabilités a densité

Dans cet article, nous allons donner un apercu global sur la recherche menée dans le cadre de
notre travail de these. Nous allons commencer par préciser le cadre théorique choisi et les
questions de recherche. Nous poursuivrons en présentant la méthodologie générale que nous
avons mise en ceuvre. Ensuite, nous mettrons en évidence quelques résultats concernant les
analyses préalables de la these. Enfin, aprés avoir présenté les problémes d’introduction
congus dans le cadre du travail de these, nous montrerons comment les outils
méthodologiques que nous avons mis en place pour I’étude des déroulements de séances nous
permettent d’analyser un épisode d’une des séances d’introduction congues pour répondre a
notre question de recherche et nous dégagerons les résultats majeurs qui en ont découlé. Nous
conclurons par des perspectives de recherche, faisant suite a ce travail.
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CADRE THEORIQUE

Le modeéle des Espaces de Travail Mathématique

Pour aborder cette question de I’articulation entre deux domaines mathématiques (les
probabilités et 1’analyse) dans les classes, nous avons fait le choix de nous placer dans le
cadre du modeéle des Espaces de Travail Mathématique (Kuzniak, 2011). Le modéle des
Espaces de Travail Mathématique (ETM) permet de décrire le travail mathématique des
éleves en situation de résolution de problémes (figure 3). Il permet notamment de mettre en
évidence des dynamiques dans le travail mathématique en prenant en compte deux plans : le
plan épistémologique (en rapport avec les contenus mathématiques) et le plan cognitif (axé
sur 1’action de 1’éléve résolvant un probleme). Ce modele permet aussi de décrire les
dynamiques entre trois dimensions (appelées genéses dans Kuzniak, 2011) :

- ladimension sémiotique, quand le travail mathématique porte sur les signes,

- la dimension instrumentale, liée a I’utilisation d’artefacts matériels ou non, et

- la dimension discursive, rattachée a un discours de preuve s’appuyant sur des

définitions ou des théoremes (ce qui est appelé le référentiel théorique).

/| Plan cognitif

Dimension Dimension
Sémiotique Discursive

Dimension
Instrumentale

Referentiel

[ Plan épistemologique

Figure 3. Le modele des ETM

Le travail mathématique peut étre décrit a plusieurs niveaux : ’ETM de référence, qui
constitue le travail mathématique visé par I’institution, qui doit ensuite étre aménagé en ETM
idoine pour permettre une mise en place effective dans les classes, ou chaque éléve travaille
dans son propre ETM personnel. Notre étude se concentre plutét sur les ETM idoines
potentiels (par exemple ceux proposés dans les manuels) et les ETM idoines effectifs (qui
sont effectivement mis en place dans une classe), en appui sur ’ETM de référence (souvent
ne pouvant étre décrit que partiellement).

S’agissant de se questionner sur I’articulation entre deux sous-domaines, nous n’avons pas
considéré un ETM global mais plutdt des ETM associés aux sous-domaines en jeu (Montoya
Delgadillo & Vivier, 2014), a savoir les probabilités a densité (PaD) et le calcul intégral (CI).
Ce point de vue nous permet de questionner les articulations entre ces deux ETM et
d’identifier les dimensions en jeu lors de la résolution des taches d’introduction de la notion

Derouet - Actes du seminaire national de I’ARDM — 2017 177



de fonction de densité, en particulier pour vérifier s’il y a effectivement une construction du
référentiel théorique autour de la notion de fonction de densité.

Quelques éléments de théorie de I’activité

Dans le modele des ETM, la tdche mathématique prescrite active le travail mathématique
mais n’est pas directement présente dans le modele. Pour cette raison, nous avons pris en
compte quelques éléments de la théorie de I’activité, plus particulierement des éléments
relatifs a I’analyse de tdches comme ceux utilisés dans le cadre de la double approche
didactique et ergonomique. Nous utilisons notamment les termes de tache mathématique, qui
renvoie a ce qui est a faire (le but a atteindre), et d’activité mathématique, qui renvoie a ce
que développe 1’¢léve pour réaliser cette tiche et donc atteindre son objectif (Rogalski, 2008).
L’analyse de taches et de déroulements, développée par Robert (2008b), permet des analyses
fines des activités des éleves, qui peuvent ensuite étre décrites de maniére plus globale a
I’aide du mod¢le des ETM.

Formulation de nos questions de recherche

Ce cadre théorique nous a permis de formuler trois questions de recherche. La question de
recherche centrale est la suivante (QR3) :

Quels éléments didactiques peut-on prendre en compte pour concevoir et mettre en ceuvre
effectivement des tdches d’introduction qui permettent aux éléves de construire la notion de
fonction de densité ?

A travers cette question, nous voulons montrer un « théoréeme » d’existence : nous cherchons
a montrer qu’il existe bien des taches, réalisables en classe de terminale S, qui permettent la
mise en place d’activités mathématiques des éleves qui aménent a la construction de
connaissances sur la fonction de densité ; mais de plus, nous voulons mettre en évidence par
quels moyens ces activités sont possibles, du point de vue du travail mathématique en jeu
mais aussi du point de vue de la gestion du travail mathématique de la classe par I’enseignant.
Cette question de recherche est précédée par des questions préalables qui la nourrissent. La
premiere question (QR1) est relative a des préoccupations d’ordre épistémologique et
historique :

Comment historiquement et épistémologiquement sont apparus les liens entre probabilités a
densité et calcul intégral ? Comment a émergé le concept de loi a densité et tout
particulierement la notion de fonction de densité ?

La deuxiéme question (QR2) est quant a elle d’ordre didactique, elle concerne les enjeux
didactiques derriere I’égalité () en classe de terminale S, repérables dans le programme et les
manuels :

Quelles taches sont proposées et quelles activités sont attendues des éléves pour, dans un
premier temps, l'introduction de la notion de fonction de densité, et dans un second temps,
pour exploiter les articulations entre I’ETM relatif aux probabilités a densité (ETMpap) et
I’ETM relatif au calcul intégral (ETMc)) ?
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METHODOLOGIE DE RECHERCHE

Meéthodologie de type ingenierie didactique collaborative

L’objectif principal de cette recherche est de concevoir et mettre en ceuvre des taches
mathématiques d’introduction de la notion de fonction de densité de probabilité, en restant
dans le cadre du programme de terminale S, avec en particulier la contrainte que les séances
proposées soient réalisables dans des classes de terminale S « ordinaires », tout du moins dans
des conditions de fonctionnement habituelles c’est-a-dire sans aménagement du temps de
classe, sans utilisation de matériel nouveau, sans modification des objectifs de 1’enseignant
pour sa classe (une des priorités en classe de terminale restant toujours la réussite des éléves
au baccalauréat). Une question méthodologique s’est donc posée : quelle méthodologie de
recherche mettre en place pour assurer la viabilité des séances congues dans la classe ?

Le travail de recherche s’est inscrit dans une méthodologie de type ingénierie didactique, a
laquelle nous avons cependant souhaité ajouter une dimension collaborative. Nous avons donc
défini une méthodologie de type ingénierie didactique collaborative.

L’ingénierie didactique

La méthodologie de recherche de type ingénierie didactique est un processus expérimental
constitué de quatre phases (Artigue, 1988) :

1. Les analyses préalables (analyse épistémologique des contenus visés, analyse
curriculaire, analyse de I’enseignement usuel et de ses effets...), sur lesquelles s’appuie
la conception de I’ingénierie ;

2. La conception et I’analyse a priori de 1’ingénierie dans lesquelles le chercheur agit sur
un certain nombre de variables permettant, a priori, d’engager le processus de
validation ;

3. L’expérimentation permettant de recueillir diverses données ;

4. L’analyse a posteriori s’appuyant sur ces données et la validation qui se fonde
essentiellement sur la confrontation des analyses a priori et a posteriori.

Cependant, dans ce type de méthodologie de recherche, les productions réalisées pour
I’enseignement ne sont pas directement a destination des classes « ordinaires ».

Les recherches collaboratives

Des chercheurs canadiens (Bednarz, Poirier, Desgagné & Couture, 2001) proposent d’aborder
la question de la production de séquences d’enseignement dans une autre perspective que
celle de I’ingénierie didactique. Pour eux, une telle production ne peut se passer du point de
vue des praticiens, ¢’est-a-dire des enseignants. Ils parlent alors de recherche collaborative.
Cette approche accorde une place importante a 1’association chercheurs et enseignants.
Bednarz et al. (2001) expliquent I’importance de cette collaboration :

Il ne s’agit pas seulement [...] de développer des situations d’enseignement riches et
pertinentes sur le plan des apprentissages [...] mais de produire des situations qui soient
aussi viables en contexte (que valent en effet des scénarios s’ils ne rencontrent aucun
écho dans I’expérience ?). (p. 45)

Ce travail d’équipe entre enseignants et chercheurs permet de donner plus de poids aux
scénarios d’enseignement considérés et de « construire des activites, des interventions non
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seulement fécondes au plan des apprentissages mais aussi viables dans la pratique » (Bednarz
et al., 2001, p. 46). La recherche collaborative est caractérisée par une double dimension : une
dimension formation, du c6té de I’enseignant qui cherche a « se perfectionner », a améliorer
ses pratiques, et une dimension recherche, du coté du chercheur.

Vers l’ingénierie didactique collaborative

Le couplage des deux méthodologies a donné ce que nous avons appelé une méthodologie de
type ingénierie didactique collaborative (Derouet, en relecture). Tout comme pour les
recherches collaboratives, ce type de recherche a une double finalité : les produits de la
démarche et la diffusion doivent a la fois avoir des retombées pour la communauté de pratique
(les enseignants) et pour la communauté de recherche (Desgagné, Bednarz, Lebuis, Poirier &
Couture, 2001, p. 40). C’est le deuxiéme axe qui nous a intéressée dans le travail de these.
Cependant, le premier axe n’a pas été oublié dans le processus, nous y reviendrons dans les
perspectives.

Profil de ’enseignante impliquée dans le travail collaboratif

Dans le cadre de notre méthodologie d’ingénierie didactique collaborative, nous avons
travaillé avec une enseignante de terminale S. Ce qui a conditionné le choix de 1’enseignante
est tout simplement une motivation de sa part de se former sur ces notions pour lesquelles elle
n’¢était pas satisfaite de son enseignement. Elle était notamment en demande de problémes
d’introduction « plus convaincants » (citation de 1’enseignante) pour la notion de fonction de
densité et cherchait un moyen de plus motiver le besoin du calcul intégral. L’enseignante a
plus de 20 ans d’expérience dans I’enseignement. C’est une ancienne formatrice de I’ITUFM
(Institut Universitaire de Formation des Maitres) et elle est membre de plusieurs groupes
IREM (Institut de Recherche sur I’Enseignement des Mathématiques). Son profil est bien
entendu a prendre en compte. Sa classe de terminale S de I’année scolaire 2014-2015 (année
de I’expérimentation) est de 35 ¢l¢ves de milieu social plutot favorise dans un lycée parisien
du 16° arrondissement.

Dans la méthodologie de type ingénierie didactique collaborative, le travail collaboratif
implique une prise en compte du point de vue de I’enseignante et des contraintes de son
contexte d’enseignement. Les contraintes posées par |’enseignante étaient de plusieurs
ordres :

- des contraintes de temps : la séquence et en particulier les séances d’introduction ne
devaient pas avoir une durée supérieure a ce qu’elle consacrait pour la séquence les
années précédentes (2h pour I'introduction du calcul intégral et 2h pour I’introduction
des lois a densité) ;

- des contraintes de résultats : les éléves devaient étre capables de résoudre les mémes
taches sinon plus que les années précédentes ;

- des contraintes matérielles : les séances d’introduction devaient étre en classe entiére,
dans une salle de classe équipée d’un ordinateur et d’un vidéoprojecteur (mais pas
d’ordinateur pour chaque éleve).

Ensuite, des recherches ont montré que les pratiques chez les enseignants expérimentés sont
stables (Robert, 2008a). Pour cette raison nos propositions de séances devaient étre
suffisamment proches des pratiques habituelles de 1’enseignante.

Meéthodologies spécifiques

Pour chacune des questions de recherche, nous avons mis en place des méthodologies
spécifiques, qui sont résumées dans la figure 4.
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ETM de ETM idoines
référence potentiels

Programme Manuels
QR2 scolaires
Document
Ressources
Sujets de
Etude baccalauréat
épistémologique ETM idoines
et historique choisis

i) i)

Etude
bibliographique

Entretiens
d’enseignants

ETM idoine

i)

Conception et analyse a
priori d’'une séquence
d’enseignement
Expérimentation
Analyse a posteriori

Figure 4. Schéma de la méthodologie générale

Pour la question d’ordre historique et épistémologique (QR1), I’étude a été bibliographique.
Pour la question QR2, portant notamment sur 1’introduction de la notion de fonction de
densité dans les classes de terminale S, nous avons procédé a trois types d’analyse. Une
premicre au niveau de ’ETM de référence, en S’intéressant au programme, au document
Ressources en probabilités et statistique en terminale (MENJVA & DGESCO, 2012) et aux
énoncés de baccalauréat. Ensuite, nous avons analyse les ETM idoines potentiels, ceux
proposés par les manuels scolaires de mathématiques de terminale S, pour avoir une idée de
ce qui peut étre rencontré dans les classes. Nous avons aussi analysé des ETM idoines choisis
par quatre enseignants, par le biais d’entretiens, seulement dans un but de conforter ce que
I’on trouve dans les manuels. Ces différentes analyses forment la phase d’analyses préalables
de I’ingénierie didactique. Les trois derniéres phases de I’ingénierie didactique ont été¢ misesS
en place pour répondre a la troisieme question de recherche (QR3). L’expérimentation a duré
un peu plus de trois semaines. Nous avons assisté a I’ensemble des séances (13 séances de 55
minutes ou 1h50). Les données dont nous disposons sont les enregistrements audio des
séances, des photos du tableau et de cahiers d’éléves, et aussi de prises de notes. Nous avons
ensuite transcrit les séances d’introduction (4 séances).

QUELQUES RESULTATS DES ANALYSES PREALABLES

Analyse historigque et épistémologique

Rappelons la premiére question de recherche (QR1) :

Comment historiquement et épistémologiquement sont apparus les liens entre probabilités a
densité et calcul intégral ? Comment a émergé le concept de loi a densité et tout
particulierement la notion de fonction de densité ?
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L’étude historique et épistémologique (Derouet, 2017) a fait ressortir plusieurs points. Tout
d’abord, les véritables problemes qui ont fait émerger les lois a densité sont les problémes de
théorie des erreurs (erreurs d’observations) : au XV11° siécle, les instruments de mesures sont
de plus en plus précis mais le probleme des écarts entre les différentes mesures observées
d’une méme quantité (par exemple la distance entre la Terre et la Lune) se pose toujours. Les
mathématiciens cherchent alors a déterminer la « vraie » valeur de la quantité mesurée et a
trouver une loi des erreurs. Le point de départ est donc des données statistiques, qui sont
ensuite aussi utilisées pour valider ou non les lois proposées. Dans les différents écrits que
nous avons analysés, nous avons observé une place assez importante laissée au graphique. Un
exemple semble trés intéressant dans le cours de Géodésie de Faye (1928). Il s’agit de la
détermination empirique d’une loi en partant d’un histogramme des données récoltées.
L’histogramme apparait donc comme un outil intéressant pour passer a la fonction de densite.

Analyse des ETM idoines potentiels

Maintenant abordons la deuxieme question (QR2) :

Quelles taches sont proposees et quelles activités sont attendues des €éléves pour, dans un
premier temps, ['introduction de la notion de fonction de densité, et dans un second temps,
pour exploiter les articulations entre I’ETMpqap et ’ETMc, ?

L’analyse de ’ETM de référence a permis de montrer que trés peu de liens sont faits entre
probabilités et analyse. Aucune proposition n’est faite, dans le programme ou dans le
document Ressources, pour introduire la notion de fonction de densité. Ensuite, les taches
proposées au baccalauréat montrent une étanchéité totale entre les deux domaines
mathématiques, bien que des connexions pourraient étre faites.

Activités d’introduction de la notion de fonction de densité

Nous avons alors mené une analyse des ETM idoines potentiels proposés par les manuels.
Nous avons étudié I’ensemble des activités d’introduction de la notion de fonction de densité
des manuels de terminale S de 1’édition 2012 qui sont au nombre de 8. Contrairement a ce que
pouvait laisser présager le document Ressources, il ressort que 7 manuels sur 8 proposent une
activité d’introduction. Les approches peuvent étre différentes suivant les manuels. En
particulier, 5 manuels sur les 8 proposent une introduction utilisant un passage par
I’histogramme de fréquences. Nous nous sommes principalement focalisée sur ces manuels.
Certains points ont pu étre mis en évidence (Derouet & Parzysz, 2016). Nous en énongons
quelques-uns ici : dans ces introductions, le travail mathématique est essentiellement lié a de
la visualisation au niveau de I’histogramme et de la courbe, notamment I’histogramme et la
courbe de densité sont pratiqguement toujours donnés dans le manuel. Il y a un fort appui sur la
notion d’histogramme, mais les auteurs des manuels considerent comme indispensable de
faire des rappels sur les propriétés relatives a 1’histogramme. Le référentiel théorique lié a
I’histogramme n’est donc pas considéré par les auteurs comme disponible pour les éléves. On
peut repérer aussi des erreurs sur les représentations graphiques d’histogrammes. Les
différentes activités d’introduction font ressortir que la courbe de densité doit « lisser » ou
« épouser » I’histogramme, mais la nécessité que ’aire sous la courbe soit égale a 1, par
exemple, ne ressort jamais explicitement comme une condition nécessaire. On peut donc
conclure qu’il n’y a pas réellement de construction du référentiel théorique lié a la fonction de
densité. Les manuels proposent des démarches différentes, soit en partant de données
statistiques, soit des probabilités. Dans tous les cas, il n’y a pas de démarche de modélisation ;
le modéle est déja choisi. La fonction de densité n’arrive jamais comme une réponse a un
probleme, car le probléme est déja résolu.
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Liens autour du calcul d’aire

Pour mieux comprendre les liens qui peuvent étre faits entre intégrale et probabilité, nous
avons regardé les chapitres associés (celui sur le calcul intégral et celui sur les lois a densité)
de facon plus globale. En analysant les manuels, dans la partie relative au calcul intégral, on
peut repérer trois niveaux de calcul d’aire :

- Le premier niveau Al : le calcul d’aires élémentaires. 11 s’agit des calculs d’aires sous
la courbe de fonctions affines par morceaux, ce qui revient a des calculs d’aires de
rectangles, de trapezes...

- Le deuxieme niveau A2 : le calcul d’aires a I’aide de primitives. Il s’agit des calculs

d’aires qui se font par utilisation du théoréme fondamental de I’analyse : f: fx)dx =

F(b) — F(a), ou F est une primitive de f. Ce type de calcul est possible lorsque
I’expression explicite d’une primitive de f est connue des éléves. Ce niveau de calcul
d’aire peut aussi étre mobilisé pour des fonctions affines par morceaux bien entendu.

- Le troisieme niveau A3 : le calcul approché d’aires. Les calculs approchés reposent
essentiellement sur la méthode des rectangles qui est au programme de terminale S. Ce
niveau concerne les fonctions dont les €léves ne connaissent pas d’expression explicite
d’une primitive, mais pas seulement, cela peut aussi étre un niveau a mobiliser pour
retrouver un reésultat obtenu par calcul avec une primitive.

Dans I’ordre du chapitre, on peut constater que, dans un premier temps, apparaissent des
calculs d’aires de niveau Al, puis de niveau A3 pour enfin arriver au niveau A2, qui est le
cceur du chapitre du calcul intégral. Le constat de ces trois niveaux est intéressant dans notre
cas car nous pouvons remarquer que les trois lois au programme (lois uniforme, exponentielle
et normale) sont a relier prioritairement a un des niveaux de calcul d’aire (respectivement
niveau Al, A2 et A3).

Vers des pistes a explorer

A la suite de ces analyses préalables, nous avons pu formuler des pistes a explorer pour
concevoir une séquence et notamment des séances d’introduction de la notion de fonction de
densité afin que les éléves construisent réellement cette nouvelle notion mathématique et lui
donnent du sens. Les points qui nous semblent importants sont les suivants :
- La fonction de densité doit étre introduite comme réponse a un probléme, il faut donc
réellement qu’un probléme soit posé aux éleves.
- Un appui sur la statistique descriptive (avec les histogrammes) et notamment sur des
données statistiques réelles est porteur de sens.
- La notion d’histogramme doit étre en amont retravaillée pour étre un appui pour
introduire la fonction de densite.
- Il est intéressant de s’appuyer sur les trois niveaux de calculs d’aire.
Il semble donc indispensable que les éléves cherchent eux-mémes 1’expression de la fonction
de densité pour se poser des questions sur les propriétés que celle-ci doit vérifier. Une
démarche de modélisation est a considerer. Ce sont ces pistes qui ont été prises en compte
dans la conception et testées dans le cadre de 1’ingénierie.
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ANALYSE DES SEANCES CONGUES

La séquence congue

En partant des pratiques habituelles de I’enseignante sur les chapitres relatifs au calcul
intégral et aux lois a densité, nous avons essentiellement proposé une articulation des deux
domaines avec une réorganisation de 1’ordre d’apparition des notions. Plutdot que voir les
probabilités comme une application du calcul intégral, 1’idée générale de la séquence congue
est de commencer par deux problémes de modélisation probabiliste pour ensuite motiver le
besoin de calculer des aires sous des courbes et donc d’introduire un nouvel outil
mathématique permettant de répondre a ce probléme, I’intégrale. Le cours ensuite est assez
« traditionnel » mais avec toujours des allers-retours sur les problémes de probabilités de
I’introduction. Enfin, un retour sur les trois lois au programme permet de conclure la
séquence. Dans cette séquence, qui articule les deux chapitres habituellement séparés, le
calcul intégral n’est pas un prérequis a I’introduction des lois a densité.

Les deux problémes introductifs, qui correspondent aux séances qui nous intéressent tout
particulierement dans la recherche, ont des objectifs plus précis. Pour le premier probléme,
que nous appelons le probléme de la rencontre (en Annexe 1), il s’agit de faire émerger la
notion de fonction de densité, alors que dans le second probleme, le probléme du volcan Aso
(en Annexe 2), il s’agit plus d’un réinvestissement pour consolider ce qui a émergé du
premier probléeme. Du point de vue du calcul intégral, le premier probléme aboutit a une
fonction de densité affine donc les calculs d’aires sont élémentaires (niveau Al) et ne vont pas
poser de difficultés aux éleves. Dans le second probléme, il s’agit cette fois d’une fonction de
type exponentiel donc du niveau A3 pour les éleves (qui ne connaissent pas encore les
intégrales), ce qui va ensuite aboutir sur un travail d’approximation de 1’aire sous la courbe.
Dans les deux cas, la statistique descriptive (et donc un troisieme sous-domaine
mathématique) est présente, et notamment avec la notion d’histogramme. Cependant dans le
premier cas, le passage par la statistique descriptive se fait via la simulation, tandis que dans
le second, il s’agit de données statistiques réelles. Dans cet article, nous ne présenterons que
le second probléme.

Outils méthodologiques pour analyser les séances

Dans le cadre de la méthodologie de type ingénierie didactique, les analyses de ces séances
d’introduction sont constituées d’analyses a priori et a posteriori. Du fait que les probléemes
d’introduction soient des problemes de modélisation, nous avons voulu prendre en compte
dans les analyses le cycle de modélisation de Blum et Leiss (2007), qui a été adapté (figure 5).
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Figure 5. Le cycle de modélisation, inspiré de Blum et Leiss (2007)

Nos analyses ont été de deux niveaux. Des analyses globales sur toute la démarche de
modélisation et des analyses plus locales sur les étapes du cycle importantes pour la
construction de la notion de fonction de densité, a savoir les étapes de mathématisation (4) et
de traitement mathématique (5), qui font donc 1’objet d’analyses plus fines.

Pour répondre a la question de recherche sur les éléments didactiques a prendre en compte du
point de vue du travail mathématique, nous avons adapté pour les analyses globales les outils
d’analyse de taches et de déroulement (Robert, 2008b) a des taches de modélisation en
prenant donc en compte le cycle de modélisation et en [’adaptant. La démarche de
modélisation implique que 1’on ne peut pas tout prévoir, pour cette raison nous parlons de
canevas dans I’analyse a priori, dans lequel nous indiquons parfois plusieurs possibles. Pour
I’analyse a posteriori, il s’agit du scénario choisi par la classe. Pour les analyses des moments
plus révélateurs de la construction de la notion de fonction de densité, nous avons procédé a
une analyse plus fine prenant en compte les sous-domaines en jeu, les registres, les
dimensions de I’ETM, les adaptations, les activités de traitement, de reconnaissance et
d’organisation (Robert & Vandebrouck, 2014) mais aussi ce que nous avons appelé les
activités stratégiques, qui correspondent aux activités pour lesquelles les éleves ont un choix a
faire.

Du c6té de la gestion du travail mathématique dans la classe, nous avons identifié qui, des
¢léves ou de I’enseignante, prenait en charge le travail mathématique dans la classe. Nous
avons introduit la notion d’ETM collectif de la classe, en parlant du collectif classe lorsqu’un
éleve prenait la parole au niveau mathématique. Nous avons aussi plus particulierement
regardé le rble de I’enseignante en identifiant les aides qu’elle apportait, les reformulations,
les bilans...

Dans la suite, nous allons présenter comment ces outils méthodologiques ont été utilisés pour
décrire le travail mathématique lors d’un épisode particulier de la séance sur le probléme du
volcan Aso.
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Analyse de déroulement
Le probléme du volcan Aso

L’énoncé du probleme du volcan Aso se trouve en annexe 2. L’enseignante a distribué aux
éléves la feuille avec 1’énoncé, ou se trouvent les années des 73 éruptions entre le 13° et 19°
siecle et les temps d’attente entre deux éruptions. La question posée est la suivante :

Le volcan est actuellement en éruption [nous étions en mars 2015]. Comment évaluer la
probabilité que la prochaine éruption : Ait lieu dans les 5 ans ? Pendant [’année 2030 ?

Nous ne présentons pas ici ’analyse a priori de ce probleme (se reporter & Derouet &
Parzysz, 2016).

A partir des transcriptions et d’autres données telles que les photos du tableau, nous avons
reconstitué le déroulement de cette séance. Nous avons notamment identifié les sous-taches
qui sont apparues dans la classe. Elles sont résumées dans la figure 6.

Discussion autour du caractére
Sous-tache 1: continu des données |
Regrouper les

données sous X X
forme d’un tableau Choix de Penseignante :

d’effectifs et de utilisation du logiciel
fréquences. GeoGebra 3a

Sous-tache 2 :

- Idée de chercher une courbe de

histogramme avec tendance, mais... )
- - - les données. m—
Sous-sous-tache : Déterminer
PR Taches : Discussion autour des « trous » dans
Comment évaluer la Phistogramme / fonction de densité
Discussion autour de la date de probabilité que la non continue? iJ
début de Péruption prochaine éruption :
. a) Ait lieu dans les 5 ans ? Proposition pour « boucher les trous
b) Au cours de Fannée
: 2
e Sous-tache 3 : ’
Déterminer Influence du changement d'ampli . tude
Yexpression de la sur la courbe de tendance J
fonction de <
densité.
Rappel du vocabulaire 3ba

Sous-tache 4 : Sous-sous-tache : Déterminer Fensemble de
Retour ala définition de la fonction de densité 3p5
tache a)
Réfutation des fonctions de la famille de la
Discussion sur la méthode fonction inverse 3b6

alternative avec les fréquences — »
logiciel GeoGebra nction expone] UE.83b7

Figure 6. Diagramme illustrant les différentes sous-taches dans le déroulement de la séance

A D’intérieur de ces sous-tdches, nous avons identifié les phases liées aux étapes du cycle de
modélisation. Les moments réveélateurs, autour de la construction de la notion de fonction de
densité, sont les quatre sous-phases: 3b6, 3b7, 4a et 4b, qui font partie des phases de
mathématisation et de traitement mathématique (phases 3 et 4 du cycle de modélisation).

Analyse d’un épisode du déroulement de la séance
Dans cet article, nous allons présenter, sur un épisode précis de la séance, comment nous

avons mené nos analyses. Nous allons exposer nos éléments d’analyse de la phase 3b6 de
réfutation des fonctions de la famille de la fonction inverse.
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Nous sommes au moment de la séance ou la classe s’est mise d’accord sur le choix d’un
histogramme d’amplitude 4 ans des données des temps d’attente entre deux éruptions (figure
7).

0 1 71 I
25 30 35 a8 50 55

40 80

Figure 7. Histogramme retenu par la classe

La tAche écrite au tableau a ce moment-Ia est la suivante : On cherche une fonction f définie
sur [0; +oo[ qui approche « au mieux » [’histogramme. Il y a une phase de recherche
individuelle ou les éleves tracent a main levée une courbe qui semble leur convenir.
L’enseignante leur demande de trouver I’expression de la fonction. Beaucoup d’éleves
pensent a la fonction inverse. L’enseignante décide ensuite de faire une mise en commun.
Dans la premiére sous-phase (3b6.1), I’enseignante commence en tragant sur le logiciel
GeoGebra la fonction x — 1/x. Les éleves entrent alors dans un travail de visualisation et
demandent a I’enseignante de déplacer la courbe pour qu’elle approche au mieux
I’histogramme. Les dimensions en rouge sont celles sollicitées par les éléves, en vert par
I’enseignante. Nous remarquons donc un travail de visualisation entre les sous-domaines de la
statistique (SD) et du calcul intégral (CI) (figure 8). La dimension instrumentale est prise en
charge par ’enseignante, car c’est elle qui est sur I’ordinateur, cependant elle agit sous
commande des éléves (d’ou les pointillés). Il s’agit ici d’une activité de traitement dans le
registre graphique.

Figure 8. Diagramme représentant la sous-phase 3b6.1
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Ensuite (sous-phase 3b6.2), I’enseignante dit: «Alors oui mais est-ce que je peux la
décaler...? Regardez bien ce qu'il se passe partout parce que... ». Un éleve alors répond que
la fonction doit étre positive. Cette aide procédurale indirecte de I’enseignante induit 1’activité
de reconnaissance d’une propriété d’un ¢€léve et donc il y a une mobilisation du référentiel
théorique de la fonction de densité, qui relance le travail de visualisation (figure 9). Les éléves
s’arrétent sur cette fonction, mais finalement un éléve propose de déplacer la fenétre, et ils
s’apercoivent que la courbe coupe en effet I’axe des abscisses.

Figure 9. Diagramme représentant la sous-phase 3b6.2

L’enseignante propose ensuite aux éléves un changement de registre pour passer au registre
algébrique de la fonction. L’enseignante va prendre a sa charge ce travail sur les fonctions,
pour arriver a considérer les fonctions du type f(x) = a/(bx + c) (sous-phases 3b6.3 et 4),
qu’elle va introduire dans le logiciel GeoGebra avec des curseurs a, b et ¢ (dont les valeurs
peuvent varier). La dimension instrumentale va a nouveau relancer le travail de visualisation
des éléves (sous-phase 3b6.5).

PaD )
===
T )
SD a :
| & =_| 1.

il Tl A= -

3 S —r
Figure 10. Diagramme représentant les sous-phases 3b6.3 et 4 (a gauche) et la sous-phase

3b6.5 (a droite)

Finalement, I’enseignante va a nouveau proposer une aide procédurale indirecte (phase
3b6.6) : « Rappelez-moi, il y avait une contrainte sur la courbe qu’on cherche quand méme.
C’est quoi ? ». Plusieurs éléves vont alors dire que 1’aire sous la courbe doit étre égale a 1.
Cette reconnaissance d’une propriété va a nouveau relancer le travail de visualisation (figure
11). La commande GeoGebra, précisant la valeur de 1’aire sous la courbe, va permettre de
réfuter le choix d’une fonction de cette famille.
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Figure 11. Diagramme représentant la sous-phase 3b6.6

En résumé, I’enchainement des différents diagrammes permet de visualiser les dynamiques
entre les sous-domaines et les dimensions de ’ETM au cours de cette phase. On peut
notamment repérer qu’il y a véritablement une circulation entre les trois sous-domaines, ou
chaque sous-domaine a son propre réle. Pour le sous-domaine des probabilités a densité, il y a
une véritable mobilisation de la dimension discursive pour relancer le travail de visualisation :
cela montre bien un réinvestissement du référentiel théorique de la fonction de densite,
introduit dans les séances précédentes. Nous remarquons aussi que le travail mathématique est
en majorité guidé par '’ETM collectif, et donc par certains éléves. Cependant, le role de
I’enseignante est trés important, notamment du point de vue des relances qu’elle fait.

Résultats majeurs

A T’issue de toutes les analyses, nous avons pu faire une confrontation entre analyses a priori
et a posteriori pour valider 1’ingénierie didactique. Il ressort des analyses des déroulements
une Vvéritable construction par le collectif classe du référentiel théorique sur la notion de
fonction de densité, ce qui était 1’objectif de ces séances. Le role de I’enseignante n’est
cependant pas a négliger, nous avons pu le voir notamment a travers les aides procédurales
indirectes qu’elle peut apporter. Nous avons aussi mis en évidence I’importance des
anticipations, liées aux contenus mathématiques, avec notamment des devoirs maison
préparatoires indispensables au bon déroulement des séances, mais aussi des anticipations du
c6té de I’enseignante au niveau des stratégies et des blocages éventuels des éléves qui ont
permis a ’enseignante d’accompagner les eléves dans le travail mathématique pendant les
séances.

La dimension collaborative du travail nous a conduite aussi a considérer dans la validation le
point de vue de I’enseignante. Son opinion a posteriori sur la séquence est tres positive. Tout
d’abord, les contraintes imposées au depart ont bien été respectées, de plus, elle est trés
satisfaite de la séquence tant du point de vue de son ressenti personnel que de celui de
I’investissement des éléves lors des séances d’introduction notamment. Elle a finalement
décidé d’inclure dans ses pratiques cette séquence, qu’elle refait tous les ans depuis 2015.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Conclusion

Nous avons montré dans cette these que les deux problémes, celui de la rencontre et celui du
volcan Aso, sont effectivement réalisables en classe de terminale S et que le travail
mathématique en jeu dans la classe et plus spécifiquement les activités de la classe amenent &
une construction du référentiel théorique de la notion de fonction de densité, ce qui n’est pas
le cas dans les manuels. L’inversion dans 1’ordre d’apparition des notions d’intégrale et de loi
a densité est bénéfique dans la construction de la fonction de densité. Le fait que les éleves ne
connaissent pas le calcul intégral 6te la priorité au calcul et permet de focaliser le travail
mathématique sur 1’objet fonction de densité, de questionner cette notion pour en faire
émerger les caractéristiques pour ensuite permettre de faire apparaitre le besoin de calculer
des aires sous une courbe. Cette démarche permet de donner un Véritable sens a I’égalité (*).
La démarche de modélisation, qui fait intervenir les trois sous-domaines: statistique
descriptive, probabilités a densité et calcul intégral, joue un réle important pour faire émerger
les lois a densité comme réponse & un probléme.

Les conclusions au sujet de cette ingénierie didactique sont positives. Cependant, il faut rester
prudent car cette recherche présente des limites. Tout d’abord, du point de vue de
I’expérimentation, 1’enseignante avec qui nous avons travaillé en collaboration présente un
profil particulier, ce qui est a prendre en considération dans les résultats. Il en est de méme
pour 1’établissement dans lequel a eu lieu I’expérimentation, de milieu social plutét favorisé.
Cela joue nécessairement un réle dans le déroulement des séances, notamment dans le fait
qu’il n’y avait aucun probléme de discipline par exemple. Un autre point, d’ordre
méthodologique cette fois-ci, constitue une limite de notre travail. Nous avons fait le choix
dans nos analyses de considérer le collectif classe (quand un éleve prenait la parole sur des
contenus mathématiques) plutdt que les éléves individuellement. Dans ces conditions, nous
perdons des informations sur les activités personnelles des éleves en individuel, en les
considérant dans un tout. Nos conclusions sont donc a prendre pour le collectif mais pas pour
chacun des éléves. Aprées avoir compté le nombre d’éléves a prendre la parole au cours des
quatre séances d’introduction, nous avons pu tout de méme mettre en évidence une bonne
participation des éléves, ce qui nous permet de dire que dans ce cas cette considération du
collectif était une possibilité envisageable, mais d’autres choix auraient pu étre faits.

Apport de ce travail de theése

Malgreé les limites de ce travail, nous pouvons identifier différents apports de cette thése. Le
premier est un apport pour le champ de la didactique. Ce travail spécifiquement centré sur la
fonction de densité apporte une nouveauté dans le domaine car peu de travaux s’intéressent
aux probabilités continues et encore moins a la notion générale de fonction de densité. D un
point de vue théorique, il s'agit d'un premier travail de recherche essayant d'articuler le cadre
des Espaces de Travail Mathématique et des éléments de théorie de I'activité. Nous pensons
avoir montré a travers nos analyses une compatibilité des deux cadres théoriques et méme une
complémentarité. 1l nous semble que les analyses des taches et des déroulements permettent
une analyse fine. Le modéle des ETM quant a lui permet dans un second temps de porter un
regard plus global sur les activités des éléves. Le dernier apport est d’ordre méthodologique
avec la méthodologie de type ingénierie didactique collaborative.
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Perspectives

Pour revenir sur la méthodologie d’ingénierie didactique collaborative, le point de vue
recherche collaborative nous invitait & considérer a la fois des finalités pour la recherche, ce
gue nous avons mis en avant dans la thése, mais aussi des finalités pour la communauté de
pratique. Pour cette raison, il nous semble important dans les perspectives d’aborder la
question de la diffusion de cette séquence. Apres différentes interventions en formation
continue des enseignants, nous cherchons maintenant a travailler sur la création d’une
ressource en ligne, avec toujours un point de vue pratique (pour les enseignants) et un point de
vue recherche. Nous chercherons & mettre en évidence les éléments nécessaires et
indispensables pour créer une ressource en ligne a destination des enseignants qui soit
pertinente, utilisable et bénéfique sans que soient dénaturés les objectifs didactiques et
pédagogiques des tdches mathématiques proposees. Cette étude aura pour but de soutenir la
conception et I’implémentation de la ressource. Nous étudierons ensuite 1’appropriation de la
ressource par des enseignants qui ne 1’ont pas congue. Cela nous permettra aussi de tester la
reproductibilité de la séquence dans d’autres contextes.
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ANNEXES

Annexe 1. Enoncé du probleme de la rencontre

Karine et Olivier décident de se retrouver au café de I'Hotel de Ville entre 7h et 8h. lls peuvent arriver
a tout moment entre 7h et 8h. Que peut-on dire du temps d’attente du premier arrivé ?

Derouet - Actes du seminaire national de I’ARDM — 2017 192



Annexe 2. Enoncé du probleme du volcan Aso

Le volcan Aso, situé sur l'lle de Kyushu au Japon, est I'un des plus actifs au monde. On
posséde les statistiques de ses éruptions, réguliérement tenues depuis le XITIé siécle.
Nous avons, dans le document tableur, les années d'éruptions jusqu’au XIXe siécle (a
partir du XX siécle, les données, d'une autre nature, ne sont pas compatibles(*)).

Années des T3 aruptions du volcan Aso du Xllle au XlXe siecle

Donnge n*” Annge Temps dattents Donneen” Annss Temps dabiemte
1 1229 34 1562 4
2 1230 10 35 1553 1
3 1240 1 36 1554 1
4 1265 a5 ar 1576 12
5 12649 4 38 1582 ]
=] 1270 i 349 1583 i
¥ 1272 2 40 1584 1
g 1273 i 41 1587 3
g 1274 i 42 1598 11
id 1281 T 43 1611 13

1 1285 5 44 1612 1
12 1305 19 45 1613
3 1324 19 46 1620 T
14 1331 7 47 1631 1
15 1335 4 45 1637 2]
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T 1345 E 50 = 19
 :] 1364 23 51 1675 T
9 1375 E 52 1683 [}
Pl 1376 i 53 1831 [}
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QUAND LE POINT DE VUE DES ELEVES SUR LES SITUATIONS SCOLAIRES
BOULEVERSE LES DISCIPLINES SCOLAIRES
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marceline.laparra@univ-lorraine.fr

Résumé

Quand les ¢éleves investissent des situations, ils interagissent avec un milieu qui n’est qu’en
partie installé délibérément par le professeur. De ce fait, les intentions didactiques de
I’enseignant et notamment 1’inscription dans une discipline scolaire, ne préjugent en rien des
connaissances que les éléves vont investir et rencontrer en situation. Les savoirs qui
pourraient étre institutionnalisés ne sont donc pas aisés a déterminer.

Nos travaux en fin d’école maternelle (Grande Section: GS) et en début d’année
d’élémentaire (Cours Préparatoire : CP) ont permis une rencontre entre une didacticienne du
francais (Marceline Laparra) et une didacticienne des mathématiques (Claire Margolinas).
Cela nous a permis de mettre au jour des savoirs qui ne sont pas véritablement définis
disciplinairement. Ces savoirs sont comme « transparents » en situation alors que les
connaissances que ces savoirs formalisent sont essentielles pour réussir les taches proposées.
Nous sommes donc amenées a interroger les didactiques des disciplines concernées.

Mots clés
Didactique des mathématiques ; didactique du frangais ; anthropologie de 1’écrit ; théorie des
situations ; savoir transparent ; oralité ; littératie

QUESTIONS ET HYPOTHESES DE DEPART

L’école francaise accroit les inégalités d’origine socio-culturelle au lieu de les réduire (Duru-
Bellat & van Zanten, 2016). Il est indéniable que ce phénomeéne est multifactoriel. Réunir
autour de ces probléemes des chercheurs de disciplines différentes (sociologues, didacticiens,
psychologues, etc.) semble donc indispensable. C’est 1’ambition du réseau RESEIDA
(REcherches sur la Socialisation, I'Enseignement, les Inégalités et les Différenciations dans
les Apprentissages, dirigé par Jean-Yves Rochex et Elisabeth Bautier, Université de Paris 8).

Des didacticiens des mathématiques font partie de ce réseau ou bien y ont participé, ce qui a
donné lieu a des travaux soit internes a la didactique des mathématiques soit croisés avec
d’autres disciplines et dans notre cas a une collaboration entre des didactiques de disciplines
différentes : mathématiques (Claire Margolinas) et frangais (Marceline Laparra). C’est dans le
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cadre de ce réseau que nous menons ensemble des travaux depuis une dizaine d’années
(Rochex & Crinon, 2011).

Nos premiéres observations de classe en commun nous ont conduites a poser ces questions de
départ : Pourquoi les professeurs renforcent-ils les inégalités scolaires, a l'inverse de leur
but ? Quels sont les déterminants qui s imposent aux professeurs ?

Pour contribuer a répondre a ces questions, nous avons observé des situations scolaires
« ordinaires » (non organisées pour la recherche) en derniére année de maternelle (Grande
Section : GS) et premiere année de primaire en France (Cours Préparatoire : CP) en suivant un
méme groupe d’éléves durant deux ans (2004-2006) et nous avons mené des observations
moins systématiques a d’autres niveaux scolaires, en recueillant principalement des séances
de « mathématiques » ou de « francais » (nous justifierons plus loin I’emploi des guillemets,
qui visent a avertir le lecteur d’un questionnement possible).

Notre hypothese de départ est la suivante : Parmi les déterminants qui contribuent au
renforcement des inégalités scolaires, il existe sans doute des déterminants didactiques :
c’est-a-dire des déterminants liés aux savoirs enseignés par le professeur et aux
connaissances nécessaires aux eléves pour investir les situations scolaires.

Au plan méthodologique, nous avons analysé notre corpus en nous imprégnant des données
(une soixantaine d’heures de vidéos et de trés nombreux autres documents : photos de travaux
d’¢éléves, notamment) jusqu’a saturation (Aubin-Auger et al., 2008) : nous avons visionné
ensemble et séparément de nombreuses fois chaque vidéo ; des transcriptions ont été établies,
centrées non seulement sur les interactions langagieres mais aussi sur les gestes et les
déplacements. Ces transcriptions ont été réanalysées de nombreuses fois. Notre regard portait
moins sur le travail du professeur que sur celui des éléeves.

Nous n’avons jamais séparé a priori le corpus en considérant que 1’une (Claire Margolinas)
aurait été spécialiste des lecons de « mathématiques » alors que ’autre (Marceline Laparra)
’aurait été des lecons de « frangais ». Tout au contraire, nous avons utilisé chacune toutes les
ressources théoriques a notre disposition et tout particulierement en anthropologie de 1’écrit,
les travaux de Goody (1979) et en didactique des mathématiques, ceux de Brousseau (1998).
Nous allons essayer de restituer le dialogue qui a été¢ le notre au cours de 1’analyse
d’observation d’éléves en classe et de sujets hors classe, au cours d’activités qui peuvent étre
considérées comme relevant des « mathématiques » et du « francais ».

Dans une premiére partie, nous allons chercher a construire le point de vue des éléves dans
des situations scolaires. Nous allons présenter des activités ordinaires de « mathématiques »
examinées par le filtre de D’anthropologie de D’écrit, puis des activités ordinaires de
« francais » analysées dans le cadre de la théorie des situations, en didactique des
mathématiques. Nous nous sommes mises progressivement a regarder les « mémes choses »,
ce qui nous a conduites a expliciter ce qui était en jeu. Dans les deux cas, nous chercherons a
construire ce qui peut étre ’indice d’un point de vue de 1’éléve qui, surtout au niveau que
nous observons, ne considere pas ses activités en termes de discipline scolaire (Cohen-Azria,
Lahanier-Reuter & Reuter, 2013).

Dans un second temps, nous allons mettre en perspective les concepts et les champs
théoriques qui fondent ces analyses.

Nous allons enfin questionner les disciplines et les didactiques des disciplines.
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CONSTRUIRE LE POINT DE VUE DES ELEVES DANS DES SITUATIONS
SCOLAIRES

Le regard d’une didacticienne du francais intéressee par 1’anthropologie de I’écriture va
contribuer & pointer des phénomenes qui, pour une didacticienne des mathématiques, ne
pouvaient étre considérés que comme des « particularités » sans importance de ’activité. Le
point de vue anthropologique développé ici considere les actions humaines comme se
déroulant dans un réseau de routines et d’usages qui permettent ces actions. Les objets du
monde (voir Laparra et Margolinas, 2016, glossaire) qui sont parfois importés a 1’école y
transportent — souvent a 1’insu des professeurs — leur routines et leurs usages spécifiques. Les
connaissances acquises a 1’école ou non sont parfois susceptibles de transformer de telles
routines ou d’en déterminer de nouvelles. Un tel point de vue permet souvent de préter
attention a des « détails » qui sont, pour nous, révélateurs de connaissances. Les exemples que
nous développons ici nous permettrons, dans la partie suivante, de détailler les concepts sous-
jacents a nos analyses.

Analyses de taches scolaires « de mathématiques »

La premiére tache « scolaire » que nous analysons est issue d’une recherche menée dans cadre
du projet DéMathE'. Méme si elle n’a pas été recueillie en classe, la tAche proposée concerne
une activité de tri qui s’inscrit dans une pratique assez courante a 1’école maternelle. Dans un
deuxiéme temps, nous empruntons a notre corpus une séance au CP concernant la résolution
d’un probléme arithmétique puis d’un probléme de géométrie.

Tri de « jetons marqués »

Nous considérons ici le tri de jetons marqués a 1’école maternelle dans le cadre de taches
scolaires « de mathématiques », ce qui doit étre justifié. A 1’école maternelle, le mot
« mathématique » n’intervient pas dans les programmes officiels en France (2018).
Cependant, tous les enseignants savent qu’une partie du programme concerne les concepts
mathématiques (quantité, position, nombre, forme, grandeur, etc.): la partie intitulée
« Construire les premiers outils pour structurer sa pensée ». C’est dans cette Section
qu’apparait (une seule fois dans le programme complet de maternelle) le mot « tri » dans la
sous-partie « Explorer des formes, des grandeurs, des suites organisées » :

! Le groupe Développement des Mathématiques a I’Ecole (DéMathE) a fonctionné de 2003 a 2010, sous la
direction de Claire Margolinas, avec Olivier Riviere et Floriane Wozniak et la collaboration technique de
Bruno Mastellone ; de 2003 & 2007 avec Bruno Canivenc et Marie-Christine de Redon ; de 2005 a 2007 avec
Catherine Aurand ; de 2003 a 2004 avec Colette Andreucci et Alain Mercier. Ce groupe a été créé a ’'UMR
ADEF (INRP — Université de Provence — IUFM d’Aix-Marseille) puis soutenu par le projet EducMath
(INRP) et I'TUFM d’Auvergne.
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« Tres tot, les enfants regroupent les objets, soit en fonction de leur aspect, soit en
fonction de leur utilisation familiére ou de leurs effets. A I’école, ils sont incités a «
mettre ensemble ce qui va ensemble » pour comprendre gue tout objet peut appartenir a
plusieurs catégories et que certains objets ne peuvent pas appartenir a celles-ci.

Par des observations, des comparaisons, des tris, les enfants sont amenés a mieux
distinguer différents types de criteres: forme, longueur, masse, contenance
essentiellement. »

Dans les programmes le tri n’intervient pas nettement comme un but en soi mais plutot
comme un moyen de travailler sur différents critéres, dans le cadre des grandeurs. Par la suite
(cycle 2, cycle 3), le tri est cité dans le programme de 2018 comme un moyen de travailler
dans d’autres domaines.

Nous ne sommes pas les seuls didacticiens de mathématiques a nous intéresser au tri a I’école
maternelle, comme en témoigne 1’article de Briand (1999-2000).

Cependant, la raison principale qui justifie cet exemple est qu’il permet de montrer qu’un
point de vue qui inclue I’anthropologie de I’écrit représente un apport a 1’analyse des
procédures des éleves (pourtant déja tres détaillée) présentées dans la thése en didactique des
mathématiques d’Olivier Riviere (2017).

Dans le cadre du projet DéMathE, ont été recueillis des films hors classe dans lesquels les
chercheurs ont demandé a des sujets de trier des jetons suivant leur caractére marqué (une
gommette collée sur une seule face) ou non marqué (aucune gommette). L’analyse
mathématique des stratégies de tri conduit a distinguer : le tri systématique (examen des
jetons un par un pour déterminer le caractére marqué ou non) et le tri par extraction
(extraction des jetons marqués) (voir Riviere, 2017, chapitre 3). L’analyse de 1’énumération
permet de considérer plusieurs statuts: les jetons non traités, les jetons traités qui sont
marqués, les jetons traités qui sont non marqués. Suivant la stratégie adoptée, ces statuts
peuvent étre matérialisés dans des espaces (Margolinas, 2012).

Méme si ces analyses sont extrémement précises, elles ne rendent pas compte de ce qui retient
notre attention ici. Examinons ce que fait Lisa (deuxiéme année de maternelle (Moyenne
Section : MS, Figure 1) qui réalise un tri par extraction (réussi) (Riviére, 2017, p. 325).

Ensemble des jetons traités marqués

Ensemble des jetons en cours de
traitement

Figure 1. Tri de jetons marqués Lisa (MS) au bout d 'une minute

Lisa, qui est droitiére, utilise sa main gauche pour déposer les jetons marqués, mais elle ne le
fait pas en faisant un tas dans sa paume, mais en alignant les jetons suivant les lignes formées
par ses doigts. Certains jetons vont tomber et elle recommencera trois fois a aligner les jetons
dans sa main. Mais Lisa a une feuille de papier sous les yeux et au bout de deux minutes, elle
va produire une organisation qui, au plan de I’anthropologie de 1’écrit (au sens de Goody,
1979 et Privat, 2018), est tout a fait différente (Figure 3).
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Ensemble des jetons traités marqués

Ensemble des jetons en cours de \
traitement ‘

Figure 2. Tri de jetons marqués Lisa (MS) au bout de 2 minutes

Lisa dépose les jetons marqués au bord de sa feuille de papier, ce qui constitue une ligne. Elle
ne saurait sans doute pas désigner cela par le mot «ligne », mais elle manifeste la
construction d’une connaissance qui est centrale dans 1’univers de 1’écrit, qui est la ligne,
d’abord matérialisée par les lignes de ses doigts puis par le bord d’une feuille de papier. En
mettant les jetons marqués en ligne, elle les distingue des autres qui sont en cours de
traitement et qui restent sans organisation.

A la lumiére de cette premiére observation, examinons le travail deux sujets de GS qui
réussissent la tdche proposée avec des procédures de tri identiques: en réalisant un tri
systématique (voir Riviere, 2017).

Ce n’est pas le cas si I’on adopte le point de vue de 1’anthropologie de 1’écrit.

“Ensemble des jetons
en cours de traitement

Ensemble des jetons
traités marqués

Ensemble des jetons non encore traités
Figure 3. Image du tri de Gaélle (GS) en cours de traitement (Riviére, 2017, p. 328)

Gaélle, qui est gauchere, dépose prés de sa main gauche les jetons marqués et prés de sa main
droite les jetons non marqués, elle utilise les ressources de son corps pour constituer des tas
dont la fonction est spatialement distinguée.
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Ensemble des jetons traités
marqués

Ensemble des jetons non
encore traités

Ensemble des jetons traités
non marqués

Figure 4. Image du tri de Thomas (GS) en cours de traitement (Riviere, 2017, p. 328)

Thomas se sert des ressources de la ligne pour distinguer les deux espaces des jetons traités :
jetons marqués (ligne qui suit le bord de la feuille proche de son corps) et jetons non marqués
(ligne qui suit le bord de la feuille éloignée de son corps), les jetons non marqués se
distinguent parce qu’ils sont encore en tas.

Si Thomas et Gaélle opérent bien le méme type de tri, ils ne se servent pas des mémes
ressources pour le réaliser. Gaélle opére une segmentation de 1’espace a partir de la position
de son corps. Ce qui est non traité est en face d’elle, ce qui est traité est a gauche ou a droite :
a gauche pour les jetons marqués, a droite pour les jetons non marqués. Thomas, comme le
faisait Lisa, se sert de I’organisation de I’espace que lui fournit la feuille de papier sur laquelle
il travaille : le bord supérieur lui permet d’aligner les jetons traités non marqués, le bord
inférieur les jetons traités marqués.

A ce stade de I’analyse, nous constatons une différence trés nette dans 1’investissement de
ressources permettant de désigner des espaces, a I’intérieur de procédures de tri identique.
Examinons maintenant une situation observée dans notre corpus en classe de CP.

Résolution d’un probléme dans le champ additif

f““k QLMMQ,@MW ounou?u

“Maguﬁmmudo r;r W a i p

Figure 5- Consigne d’un probleme étudié au CP

Aprés avoir demandé aux éleves de résoudre ce probléeme, le professeur leur impose de
représenter celui-ci par un schéma (Laparra & Margolinas, 2009).
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Figure 6- Schéma d’Audrey

Audrey (Figure 6) représente une bande numérique jusqu’a 12, bande numérique qui, dans
I’univers de 1’écrit, est un objet extrémement contraint, ce qui va a la fois la géner et I’aider.
Elle dispose d’une ressource de 1’écrit pour distinguer sur la bande les 5 cubes rouges (donnée
de I’énoncé) : les barrer.

Lors de la phase de résolution du probléme, le résultat (7) a été obtenu par les premiers éléves
qui ont donné la bonne réponse par une autre procédure, qui consiste a sur-compter, c’est-a-
dire & compter oralement jusqu’a cinq puis a lever ses doigts les uns apres les autres en
comptant oralement de six jusqu’a douze, puis en comptant le nombre de doigts levés. Le
corps est alors utilisé comme une ressource de collection que I’on parcoure dans un sens
convenu : du pouce a I’annulaire de la main droite puis de méme sur la main gauche.

Pour utiliser la bande numérique qu’elle a dessinée, Audrey aurait dii compter les « cases »
non barrées en s’affranchissant de ce qui est écrit : un pour la case 6, deux pour la case 7, etc.
Ce qui ne posait pas de probléme avec le corps dans la procédure de sur-comptage contrevient
ici aux régles de la correspondance entre le nombre écrit et sa désignation orale. 1l est
improbable qu’elle puisse agir de cette maniére.

Figure 7- Schéma de Hamdi

Hamdi (Figure 7), trouve une solution qui est trés semblable a celle d’Audrey. Mais, parce
qu’il ne représente pas de bande numeérique mais un alignement de douze carrés vides, il ne
pose pas le méme probleme : il peut sans difficulté compter les sept carrés qui ne sont pas
rayes.

I1 s’essaye ensuite a 1’écriture mathématique « en ligne » qui est en cours d’enseignement au
CP et écrit 12+5=7, ce que le professeur va considérer comme une erreur qui témoignerait de
ses difficultés en mathématiques. Hamdi sait trés bien que 12+5 ne fait pas 7 (méme s’il ne
sait pas nécessairement que le résultat de 1’addition est dans ce cas 17). Mais il sait que
1’écriture doit pouvoir rendre compte des opérations qu’il a faites. Il écrit la premiére donnée
traitée (12) puis la deuxieme donnée traitée (5) il les réunit par (+) pour signifier qu’il s’agit
de deux traitements successifs et que la deuxiéme donnée s’ajoute a la premiére, il annonce le
résultat (=) et 1’écrit (7). C’est d’ailleurs ce qu’il a toujours fait jusque-1a%, cela fonctionne
bien de cette maniere quand il s’agit de 5+3=8 : on m’a donné cinq et puis on m’a donné trois
et ca fait huit. La succession des opérations dans le temps (comme le temps de la parole) est
pour lui marquée de la méme manicre, de gauche a droite et il a compris que 1’annonce du

D’autant que la soustraction n’avait pas encore été étudiée dans la classe.
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résultat se marquait par un signe spécifique. Hamdi produit une écriture dans la logique
fondamentale de la linéarisation, ou ce qui est a gauche est antérieur dans le temps a ce qui est
a droite. S’il contrevient a la logique de 1’écriture mathématique, c’est parce que celle-Ci obéit
a des impératifs tout a fait différents de ceux de I’écrit linguistique. L’égalité n’annonce pas
un résultat mais la possibilité de substitution dans toutes circonstances d’un nombre par
rapport & un autre qui lui est égal.

Notre analyse permet de rendre compte d’une logique dans la production des écrits de la part
des éleves, logique qui s’appuie sur leurs connaissances de 1’écrit et qui contrevient parfois au
fonctionnement de [’écriture mathématique, dont la spécificité par rapport a 1’écrit
linguistique n’a sans doute pas été enseignée (Margolinas, 2016).

Résolution d’un probleme de géométrie

Lors d’une autre résolution de probléme au CP (Laparra & Margolinas, 2017), en géométrie,
le professeur propose la situation suivante : les éléves disposent d’un gabarit de carré en
carton. Ils doivent reproduire ce carré sur un papier de couleur, puis le professeur trace les
deux diagonales et les éléves doivent découper le carré de papier suivant ces traits. Le
professeur demande alors de reconstituer le gabarit en carton avec les piéces de papier de
couleur. Malgré le fait qu’ils viennent eux-mémes de découper le carré en quatre triangles, il
s’agit d’une activité difficile pour la grande majorité des €leves.

Les éleves investissent cette situation avec des connaissances qui proviennent des objets du
monde qui ressemblent a cette activité : les puzzles. lls vont considérer une régle centrale du
puzzle : une piéce ne peut occuper qu’une place et une seule, dans un puzzle « normal »
comme ceux qu’ils ont rencontrés a I’école maternelle et peut-&tre aussi dans leur famille,
toutes les pieces sont différentes par leur forme et/ou par leur décor. Le « puzzle » du carré
contrevient a cette régle car toutes les pieces sont identiques. Les éléves ont aussi des
connaissances sur les stratégies de reconstitution des puzzles : il faut commencer par les
« coins ». Tous sans exception commencent par poser leur premiére piece comme dans la
Figure 8, puis ils cherchent a compléter le puzzle en posant trois autres pieces dans les
« coins », mais les piéces se chevauchent. lls vont alors chercher & déplacer leur premiére
piéce dans un autre « coin » du carreé, ils continuent alors de poser les autres piéces sans y
arriver. Cela peut durer assez longtemps sans que les éléves ne s’épuisent, sans doute parce
qu’ils ont I’habitude de résoudre des problemes de puzzle qui sont parfois difficiles.

Dans une perspective anthropologique, nous ne considérons pas 1’angle rectangle du carré
mais, comme les éleves, le « coin », ce n’est pas seulement une question terminologique. On
ne fait pas n’importe quoi avec un puzzle qui s’inscrit dans un cadre et ses éléments sont
désignés en référence a une organisation horizontale et verticale comme celle de 1’écrit sur
une feuille.

Margolinas & Laparra - Actes du séminaire national de ’ARDM — 2017 201



Figure 8. Une position erronée essayée par tous les éleves au début du travail (reconstitution)

Nous mettons ici en évidence I’importance de la matérialité : les piéces du puzzle apportent
avec elles des modalités d’action et des connaissances qui interférent et contredisent les
connaissances mathématiques que le professeur souhaite faire rencontrer aux éleves.

Dans ces trois exemples, nous avons montré ce qu’un regard outillé par 1’anthropologie de
I’écrit permet de comprendre dans des situations dans lesquelles il n’y a pas nécessairement
d’écrit (au sens de représentation du langage sur un support) et qui n’appartiennent pas a la
discipline emblématique de I’écrit : le « frangais ». Nous voulons insister sur le fait que les
¢léves ont des connaissances et qu’ils investissent toutes leurs connaissances dans les
situations qui leur sont proposées. Ces connaissances ne sont pas celles d’une « discipline »,
ce sont celles qui leur apparaissent comme appropriées d’aprés les indices de la situation. A
I’opposé des discours sur les difficultés du transfert de connaissances d’une situation a une
autre, nous constatons que les ¢€léves transférent en permanence des connaissances d’une
situation a I’autre, mais pas nécessairement celles que le professeur voudrait...

Analyse d’une tache scolaire « de francais »

Comme nous I’avons annoncé précédemment, nous allons maintenant procéder de la méme
maniere, en inversant les réles, puisque ce sont maintenant des concepts issus de la théorie
des situations et donc de la didactique des mathématiques qui vont nous servir pour analyser
une tache scolaire de «frangais ». Le regard d’une didacticienne des mathématiques va
permettre de mettre en évidence les particularités des situations qui sont d’ordinaire
considérées comme sans importance par les didacticiens du francais.

La richesse — et la longueur — de I’analyse de cet exemple nous a conduites a ne choisir
qu’une seule tache scolaire de « frangais » (pour d’autres exemples d’analyse, voir Laparra &
Margolinas, 2016 et la derniére partie de ce texte).

Reconstitution de prénoms

Partons d’une activité extrémement banale en maternelle dont voici une variante observée
dans deux classes de premiere année de maternelle (Petite Section : PS) : la reconstitution par
I’éléve de son prénom avec des étiquettes-lettres (Gros & Heyries, 2015). Un éléve regoit une
étiquette sur laquelle est écrit son prénom et une boite dans laquelle se trouve une collection
d’étiquettes-lettres plus ou moins nombreuses.
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Etiquettes-lettres

AMELIE

Létiquette-
prénom

Figure 9. Matériel utilisé pour la reconstitution du préenom

Les étiquettes-lettres dans la boite forme une collection a trier, puisqu’il va falloir traiter les
étiquettes-lettres de maniere a en extraire les lettres permettant de reconstituer le prénom.
Pour réaliser ce tri, il faut énumerer la collection des étiquettes-lettres dans la boite, au sens de
I’énumération faible introduite par Riviere (2017) : il n’est pas obligatoire pour réussir que
chaque lettre-etiquette soit traitée une fois et une seule. Certaines étiquettes peuvent étre
manipulées plusieurs fois (ce qui ralentit le processus de tri) alors que d’autres peuvent ne
jamais €tre manipulées (particulierement si le prénom est déja reconstitué et qu’il n’est plus
nécessaire de le faire). Que veut dire ici « traiter » une étiquette-lettre de la boite ?
Pour traiter une étiquette-lettre, il faut :

e Déterminer un critére de sélection ;

e Saisir une étiquette-lettre ;

e Examiner ce qui est écrit sur cette étiquette-lettre par rapport au critére de sélection :

détermination du statut de I’étiquette-lettre ;

o Décider d’un espace ou déposer cette étiquette-lettre.
Les passages en italiques sont caractéristiques de 1’énumération de la collection des lettres-
étiquettes alors que le passage sans italiques correspond a une autre connaissance qui reléve
ici de la lecture (cf. Briand, 1999, p. 52).
Cependant, pour déterminer un critere de sélection et donc décider du statut d’une étiquette il
faut énumérer une autre collection, qui est la collection des lettres de 1’étiquette-prénom,
sachant qu’en PS les éleves ne savent pas encore épeler de mémoire les lettres de leur prénom,
ils doivent donc se référer aux lettres écrites de 1’étiquette-prénom. Contrairement aux
étiquettes-lettres de la boite, dans la réalisation finale, les lettres de 1’étiquette-prénom doivent
étre énumerées au sens fort (Riviére, 2017), c’est-a-dire que pour réussir, chaque lettre doit
étre représentée une fois et une seule a 1’aide d’une étiquette-lettre. Au cours du travail, les
lettres de 1’étiquette-prénom peuvent étre énumérées plusieurs fois pour décider du statut
d’une étiquette-lettre. La suite des lettres de 1’étiquette-prénom joue donc un double réle et
peut étre considérée de deux facons différentes.
En effet, puisqu’il faut énumérer de fagon coordonnée deux collections, deux types de
stratégies sont possibles, qui correspondent a une priorit¢ donnée a 1’'une ou a I’autre de ces
collections. Intéressons-nous d’abord a ce qui se passe au tout début du travail.
L’organisation spatiale de la collection des lettres de 1’étiquette-prénom permet de la
considérer comme une liste (collection ordonnée). Méme les éléves qui ne savent pas lire,
parce qu’ils vivent dans une société fortement littératiée et tout particulierement a 1’école,
peuvent savoir déja qu’une suite de lettres ne se parcoure pas dans n’importe quel ordre,
qu’elle constitue une ligne qui a un début (a gauche, méme si ce mot n’est pas toujours
disponible) et une fin (de ’autre c6té — a droite). Cette organisation peut étre renforcée par
des marques disposées par le professeur : dans la Figure 10 une gommette est déposée sous la
premiére lettre de MELISENDE, habitude d’une des deux classes observées (classe A) alors
que ce n’est pas le cas pour GWENAELLE dans la classe B. Les enseignantes qui ont réalisé
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cette expérimentation (les auteures de Gros & Heyries, 2015) n’avaient pas discuté de ce
point, qui faisait partie des usages non interrogés de la classe, alors qu’elles ont
minutieusement prévu de faire la méme expérimentation dans leurs deux classes de PS et
qu’elles ont considéré de nombreuses variables.

Dans le cas d’une priorité a la liste ordonnée des lettres du prénom, une éléve qui se
prénomme Mélisende va d’abord chercher le M dans la boite des étiquettes-lettres, puis le E,
etc. (Figure 10). Le processus s’arréte quand la derniére lettre de la liste des lettres de
I’étiquette-prénom est atteinte.

Figure 10. Les conditions mateérielles de reconstitution du prénom dans la classe A (a
gauche) et de la classe B (a droite) (Gros & Heyries, 2015)

Si la priorité est donnée a la collection des étiquettes-lettres dans la boite, alors cette premiére
collection n’est pas ordonnée et ses éléments peuvent se déplacer. L’éléve saisit une étiquette-
lettre au hasard dans la boite, et doit alors décider ce qu’il doit en faire. Il lui faut comparer
cette étiquette-lettre avec la collection des lettres de 1’étiquette-prénom pour décider du statut
de cette étiquette-lettre. Pour cela, il doit comparer 1’étiquette-lettre avec les lettres de
I’étiquette-prénom, ce qui fait que cette collection de lettres est énumérée aussi. Le processus
s’arréte quand la reconstitution et le modele sont identiques, exactement comme dans un
puzzle.

Dans les deux cas, la nature du traitement des lettres-étiquettes n’est pas le méme et cela va
jouer fortement sur le codt et la fiabilité de la stratégie.

Dans le cas de la priorité donnée a la liste des lettres du prénom, il faut énumérer plusieurs
fois (énumération faible) la collection des lettres-étiquettes. En théorie, la stratégie la moins
codteuse consiste & :

e énumérer visuellement la collection des lettres-étiquettes pour déterminer si la lettre
cible s’y trouve: dans cet examen, les connaissances de 1’écriture des lettres
interviennent, en particulier, les connaissances des formes des lettres quelle que soit
leur orientation ;

e enlever toutes les lettres qui ne conviennent pas pour les déposer dans un espace
« poubelle temporaire », par exemple sur la table, a cété de la boite et continuer le
processus jusqu’a la découverte de la bonne lettre.

En théorie, 1’éléve se retrouve alors avec des lettres déposeées sous 1’étiquette-prénom, a leur
place définitive (comme sur la Figure 10 le M et le E de MELISENDE), des étiquettes-lettres
déposées dans un espace « poubelle temporaire » et des étiquettes-lettres qui sont restées dans
la boite. Pour continuer et chercher une autre lettre, 1’éléve doit alors savoir que toutes les
étiquettes-lettres qui n’ont pas été choisies deviennent alors des candidates potentielles pour la
recherche suivante (par exemple, recherche du L), ce qui pourrait logiquement conduire a les
réunir & nouveau, soit dans la boite, soit sur la table. L’¢léve pourrait alors s’apercevoir qu’il
est plus simple de réaliser la recherche visuelle de la bonne étiquette-lettre en disposant toutes
les lettres sur la table (possibilité de les étaler face visible, voire méme de les étaler face
visible dans le sens de lecture). Autrement dit, le geste qui consiste a renverser la boite sur la
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table et a étaler les lettres-étiquettes, loin de relever d’une décision purement matérielle, se
révéle décisif dans la stratégie de recherche de la bonne étiquette-lettre.

Dans le cas de la priorité donnée aux étiquettes-lettres, il faut énumerer plusieurs fois la liste
des lettres du prénom de 1’étiquette-prénom, ce qui est facilité par la disposition en ligne et
par d’éventuelles connaissances de 1’écriture des lettres. Une fois une étiquette-lettre piochée,
il faut comparer la lettre avec celles du prénom, ce qui dépend de plusieurs connaissances
dans le champ de la lecture : orientation littératiée de la lettre (parfois facilitée par des
marques graphiques sur les étiquettes, en particulier soulignement), désignation orale de la
lettre (qui facilite la mémorisation durant la recherche), éventuelle mémorisation de certaines
lettres du prénom de ’enfant (je m’appelle Gwenaélle et je sais que j’ai un N dans mon
préenom, Figure 10). Si I’étiquette-lettre ne correspond a aucune lettre du prénom, alors elle
peut étre définitivement rejetée dans un espace « poubelle ». Si I’étiquette-lettre correspond a
une des lettres du prénom, alors elle est conservée et, quand c’est possible, déposée dans un
espace immédiatement sous le modéle de 1’étiquette-prénom. Il faut ensuite recommencer a
piocher dans la boite des étiquettes-lettres.

La stratégie de priorité aux étiquettes-lettres est plus économique, ce qui est d’ailleurs vrai
pour tous les puzzles : méme quand on cherche une piéce particuliére, quand on rencontre une
autre piéce qui peut étre posée dans un endroit connu, on a intérét a le faire au lieu de la
rejeter, avant de continuer a chercher la piéce initiale.

Dans la réalité de I’activité, 1’¢léve passe souvent d’une stratégie a 1’autre, en particulier
quand, dans la stratégie de priorité a la liste, I’¢léve rencontre une étiquette-lettre dont il sait
qu’elle fait partie de son prénom, ce qui peut le conduire soit a la déposer dans un espace
« étiquette-lettre en attente », soit a la déposer dans le puzzle des étiquettes-lettres du prénom.
Cette description minutieuse montre:

e que I’énumération des deux collections représente une part trés importante des
connaissances en jeu dans la situation, associée a des connaissances de reconnaissance
des lettres ;

e que la stratégie donnant la priorité a la liste ordonnée des lettres dans le prénom n’est
pas la plus économique ni la plus fiable.

Elle montre aussi qu’il y a des décisions trés importantes pour la réussite de la tache, qui
reposent toujours sur des connaissances mélées de « lecture » et d’énumération :

e [’utilisation de I’espace de la table ;

e le renversement de la boite et ’organisation des lettres-€étiquettes de la boite.

Elle montre enfin qu’il y a des variables de la situation qui n’apparaissent souvent pas aux
professeurs :

o lataille de la boite par rapport aux lettres-étiquettes ;

o lataille des étiquettes-lettres du modele par rapport a celles qui sont dans la boite ;

e les indices de priorité de la liste des lettres par rapport a la collection des lettres-
étiquettes.

La Figure 10 montre que les deux professeures, qui réalisent ensemble un (excellent) mémoire
de Master concernant I’énumération dans la reconstitution du prénom n’ont pas pris ces
variables en considération :

e dans la classe A, le début de la liste des lettres du prénom est marquée ce qui donne
implicitement la priorité a la stratégie privilégiant la liste des lettres ;

e dans la classe B, la taille des étiquettes-lettres est plus grande que celle du modéle
(voir infra) ;

e dans la classe A, la taille de la boite est trop petite pour permettre aux éléves d’étaler
toutes les lettres a examiner.

Nous sommes donc en mesure de mieux prévoir les variables d’une tache de « frangais » mais
aussi de mieux comprendre ’activité effective de 1’éléve mais aussi du professeur, en
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situation. Sandrine Vignon (2014) a ainsi décrit, dans une situation similaire, comment une
professeure qui a aprés avoir observé une éléve renverser la boite des étiquettes-lettres et en
¢taler le contenu, a ensuite suggéré cette procédure a d’autres ¢éléves (mais pas a tous). La
professeure reconnait I’efficacité de la procédure, par contre elle ne fait aucun commentaire
sur les raisons de cette efficacité, ce qui limite la portée de la reconnaissance de 1’utilité des
connaissances en jeu.

Dans une autre observation ou les éleves doivent reconstituer une recette avec des étiquettes-
phrases, la « meilleure » éleve de la classe est la seule a renverser la boite des étiquettes-
phrases et elle termine son travail en un temps record (Margolinas & Laparra, 2010).

De plus, il se produit tres souvent, dans I’activité réelle des éléves, une sorte de catastrophe au
plan de I’énumération, quand une étiquette-lettre rejetée est déposée a nouveau dans la boite
d’ou elle provient, ce qui bien entendu va ralentir trés fortement le travail puisque le nombre
d’étiquettes-lettres a traiter ne diminue jamais, et ceci sans aucune intervention du professeur,
dans la majorité de nos observations.

Nous constatons qu’il y a une forme de contradiction a considérer une telle activité, du point
de vue de I’enseignement du frangais, comme une forme de « pré-écriture ». En effet, il est
plus efficace, en situation, de contrevenir a 1I’engendrement du mot (prénom) dans 1’ordre de
I’écriture et de procéder a la reconstitution d’un puzzle.

D’autres déterminants interviennent qui vont contredire a la fois la logique de I’écriture et
celle du puzzle puisque, dans la Figure 11, Hugues (classe B), confronté a des étiquettes-
lettres plus grandes que le modeéle, décide de les présenter au final avec un chevauchement
compatible avec I’alignement vertical lettre modele / étiquette-lettre qui convient a une
correspondance terme a terme mais ni a un puzzle, ni a la lisibilité de son prénom.

Hugues s’appuie sur ses connaissances de reconnaissance des lettres qui composent son
prénom mais il ne considere pas cet alignement de lettre comme une écriture.

e - 8

HUGUES

LUGIE S|

Figure 11. Trois phases du travail de Hugues (classe B) (Gros & Heyries, 2015).

Les étiquettes comme collection matérielle rentrent en conflit avec la logique de 1’écriture,
raison pour laquelle nous sommes trés attentives a toujours parler d’étiquette-lettre et non pas
de lettre, toutes les fois ou le matériel permet un déplacement, car cette caractéristique,
souvent transparente pour le professeur (il le sait mais ne le voit pas), est trés importante pour
comprendre la situation effective de 1’éléve.

L’analyse de I’activité de 1’¢leve dans ces taches qui sont a la fois trés courantes a I’école
maternelle et emblématiques de la discipline «francais» dans les petites classes
contemporaines, est susceptible de révéler aux professeurs 1’importance de ce qu’ils ont
souvent observé sans y préter attention et permet d’interroger la pertinence didactique de ce
type de taches pour enseigner les premiers €léments de I’écrit. Nous montrons en effet que
certaines connaissances de 1’écrit sont bien impliquées : reconnaissance de chacune des
lettres, indépendamment les unes des autres ; mais d’autres sont des freins a 1’efficacité de
I’action : ordre d’engendrement de 1’écrit.

L’analyse de 1I’énumération impose a I’observateur de s’intéresser de trés pres a la matérialite,
car des variations minimes changent profondément la situation et donc 1’activité effective des
éleves. La perspective de I’énumération permet de montrer qu’il existe des connaissances
specifiques qui permettent de décrire d’une fagon générale des questions d’organisation et que
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ces connaissances interviennent dans de trés nombreuses situations, ce qui va nous conduire a
interroger la pertinence des découpages disciplinaires dans l’institution scolaire, qui sont
repris dans la dénomination des didactiques « disciplinaires » : didactique du francais,
didactique des mathématiques.

METTRE EN PERSPECTIVE LES CONCEPTS ET LES CHAMPS THEORIQUES

Nos références théoriques principales pour cette mise en perspective sont d’une part Guy
Brousseau (1998), ce qui est banal dans la communauté a laquelle nous nous adressons ici
(didactique des mathématiques) mais pas si banal que cela dans la mesure ou notre discours
s’adresse tout aussi bien a d’autres communautés ; d’autre part Jack Goody, anthropologique
britannique (1919-2015) dont 1’ceuvre a été consacrée a 1’écrit en tant que phénomeéne
anthropologique (Goody, 1979, 1986).

La théorie des situations

Nous considérons la théorie des situations comme un outil d’analyse extrémement puissant,
alors que cette théorie est souvent considérée a tort exclusivement comme un outil de
construction de situations adéquates. Il s’agit d’une théorie qui permet (notamment) : de
modéliser I’action (au sens large) d’un actant en situation; de mettre en évidence
I’importance de la matérialité au travers du concept de milieu; de distinguer savoir et
connaissance (Margolinas, 2014). Si nous avons besoin de la théorie des situations, c’est que
nous observons les éléves d’une fagon suffisamment précise pour que la matérialité soit
déterminante dans ce que les éléves vivent ici et maintenant. Pour le professeur, une situation
peut étre extrémement semblable a une autre, parce que ces situations relévent de la méme
intention et parce qu’elles s’appuient sur les mémes idées voire le méme matériel, mais pour
I’¢leve, la situation qu’il investit dépend trés souvent d’un milieu qui n’a pas été pensé en
amont comme important et qui pourtant détermine les connaissances qu’il rencontre et qu’il
investit, soit comme des connaissances nouvelles, soit comme des connaissances qui seront
renforcées.

La théorie des situations n’est pas connue dans la communauté de didactique du francais ou si
elle I’est, c’est pour la repousser aussitot comme non pertinente en frangais. C’est pourtant en
didacticienne du frangais que Marceline Laparra considere au contraire que la théorie des
situations lui permet maintenant de comprendre 1’importance des situations et 1’extraordinaire
diversité de celles qui sont présentes dans une méme classe : deux éleves peuvent étre assis
I’'un a coté de 'autre et ne pas étre confrontés au méme milieu (voir ’interview filmée de
Marceline Laparra®, 2009). Cela pose la question des concepts et de leur domaine de validité.
Guy Brousseau, en particulier, considére que la didactique des mathématiques se définit par
les mathématiques et méme au sein des mathématiques en tant que domaine universitaire.
Cependant, cela n’empéche pas aux concepts de migrer d’un champ a l’autre, sans
« garantie », peut-étre, mais peut-étre avec efficacité... ce que d’autres chercheurs ont
entrepris, tout particuliérement dans le champ de la « didactique comparée » (voir notamment
le numéro de la revue Education et Didactique dirigé par Ligozat, Coquidé, & Sensevy,
2014).

® Profession Chercheur 8. (2009).
Consulté a I’adresse https://videos.univ-lorraine.fr/index.php?act=view&id=368
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La théorie des situations nous a notamment permis de considérer 1’énumération comme une
connaissance investie dans de trés nombreuses situations scolaires alors que le savoir qui
formalise ces connaissances n’est pas enseigné. L’énumération devient alors I’exemple
paradigmatique d’un savoir qui n’est pas enseigné’ mais qui peut étre reconnu par
I’observateur dans les connaissances nécessaires pour réussir dans les taches scolaires de
disciplines variées, ce qui permet d’interroger la responsabilité de I’institution scolaire dans
les difficultés des éléves, voire dans la construction des inégalités.

La théorie des situations est donc devenue partie prenante dans notre regard sur les situations
et non pas seulement dans le regard de I’une d’entre nous.

L’oralité et la littératie
Ce que nous apprennent les travaux de Jack Goody

Les concepts que nous convoquons maintenant sont issus de 1’anthropologie et non pas de la
didactique du francais car cette communauté, quand elle convoque les travaux de Goody, le
fait plutdt pour les concepts de raison graphique® et de littératie (Goody, 1979). Quand cette
communauté s’intéresse a la raison graphique, elle ne le fait que pour ses enjeux cognitifs et
quand elle s’intéresse a la littératie, elle ne s’intéresse qu’a la littératie linguistique.

Goody a joué un role essentiel dans la démonstration du roéle de 1’écriture dans 1’évolution de
la pensée rationnelle. Il considére que 1’étre humain communique a 1’aide de son corps dans
toutes les dimensions corporelles et qu’il est alors dans 1’univers de ’oralité. Celle-ci ne doit
pas étre confondue avec I’oral : il peut y avoir oralité sans parole, quand le corps est impliqué
en relation avec les objets et les autres corps avec lesquels il cohabite. C’est la coprésence
plus que loral qui définit Poralité®; elle va permettre de construire des procédures
spécifiques : désignation gestuelle ; déictiques ; recherche d’accord entre les présents, etc.
Goody a aussi montré que 1’évolution des sociétés dépendait de 1’évolution des moyens
matériels de 1’écriture et que 1’écrit permet de structurer 1’espace et le temps dans toutes les
activités humaines. Il considére différentes fonctions de 1’écrit, en particulier dans leurs
dimensions historiques et il décrit la fonction bureaucratique : fonction qui organise et permet
de rationaliser les activités humaines. L’une des raisons de la naissance de 1’écriture est le
besoin qu’ont les étres humains de gérer les objets du monde. La fonctionnalité premiére de
I’écriture n’est en effet pas de transcrire la langue, ce qui n’est arrivé que progressivement. La
fonction bureaucratique est la premiére fonction que vont rencontrer les enfants, quand ils
entreprennent de gérer des objets du monde. Les autres fonctions liées a la langue sont pour
eux plus abstraites, plus sophistiquées et plus tardives.

Goody nous a enfin appris que toutes les sociétés contemporaines fonctionnent dans les
univers mélés de I’oralité et de la littératie, les sociétés d’oralité « primaire » (Ong, 2002)
n’existant pratiquement plus. Les enfants petits ne vivent pas dans un univers d’oralité pure,
ils vivent dans ’univers social qui est littératié¢, y compris dans des milieux ou personne ne
sait ni lire ni écrire. Les objets du quotidien sont organisés comme des « tableaux » en lignes
horizontales, verticales et cases, par exemple un réfrigérateur, une armoire, etc. On ne peut

* Dans le programme scolaire de 2015-2016, le mot « énumération » apparait une seule fois, dans le programme
de I’école maternelle (cycle 1), associé & des « connaissances pré-numérique » et c’est sa premiére apparition
dans le texte d’un programme scolaire.

® Expression qui a été forgée par le traducteur de Jack Goody en frangais : Alain Bensa, I’ouvrage portant, en
anglais le nom de The domestication of the savage mind (Goody, 1977)

® «Ily a oralité quand un groupe humain pratique en coprésence des échanges verbaux ou non, a I’aide d’objets
du monde et sur ceux-ci, en mettant en jeu les ressources verbales et corporelles dont il dispose de fagon
fortement routinisée. » (Laparra & Margolinas, 2016, p. 169, glossaire)
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pas vivre dans un univers de ce type sans acquérir des connaissances de la littératie, ce que
manifestent les sujets et les éleves observés dans les situations ci-dessus.

Ce que nous observons a la lumiére des travaux de Jack Goody dans les situations scolaires

Brousseau nous oblige a ne jamais oublier que les éeléves investissent les situations en
fonction de tous les éléments qui les composent et que notamment ils réagissent a la
mateérialité des objets qui y sont présents. Goody nous permet alors de comprendre comment
les éléves convoquent en situation des connaissances appartenant aussi bien a ’univers de
oralité qu’a celui de la littératie’. Dés lors, les objets liés au monde de 1’écrit doivent
toujours étre considéres dans leur matérialité et pas seulement dans leurs usages linguistiques
pour I’observateur qui veut comprendre le point de vue des éléves. A leur tour, les objets du
monde qui ne servent pas a 1’écrit doivent étre considérés comme pouvant étre traités par les
¢léves avec des connaissances de la littératie aussi bien qu’avec des connaissances de
I’ oralité.

Par exemple, il ne faut jamais oublier que quand on présente une « lettre » a un enfant, pour
I’adulte c’est une lettre, pour 1’enfant c’est un carton sur lequel il y a quelque chose d’écrit, et
qu’il est impossible de comprendre sa situation si I’on oublie qu’il manipule des cartons.
L’existence d’un écrit sur un carton ne fait en rien basculer 1’univers de I’enfant vers la
littératie. Quand une lettre est écrite sur une carte, le professeur ne voit que la lettre et certains
¢léves ne voient que la carte et ce qu’on fait habituellement avec des cartes (les distribuer, les
battre, les comparer pour savoir qui a gagné, etc.).

Nous devons donc analyser comment les connaissances de 1’oralité et de la littératie se
génent, s’épaulent, et plus généralement interagissent dans toutes les situations et notamment
en ce qui concerne les éleves, dans toutes les situations scolaires. Il faut noter qu’en
didactique du francais, c’est un discours inaudible, car tant qu’il n’y a pas de langue, de texte,
de phrase, il n’y aurait rien a étudier.

Certaines conséquences de ce que nous retenons de 1’ceuvre de Goody concernent directement
la didactique des mathématiques, parce que les mathématiques jouent un réle trés important
dans la fonction bureaucratique, c’est-a-dire dans ’entrée dans 1’écrit. Gérer les objets par
I’écrit ¢’est notamment pouvoir se souvenir d’une quantité en faisant usage des ressources de
I’écrit. Mais aussi, la fagon dont 1’¢éleve organise les objets qu’il essaye de traiter (par exemple
de dénombrer, de trier), en les organisant en lignes, en colonne, en tableau, etc. tout cela
releve de la littératie méme quand aucun écrit n’est impliqué : il y a donc littératie sans
écriture (Privat, 2010).

Au contraire, quand 1’¢léve dépose des tas autour de son corps en référant a celui-ci : un tas
pres de sa main droite, un tas prés de sa main gauche, un tas prées de son corps et un tas loin de
son corps, il est alors dans des procédures qui sont typiques de 1’oralité. Nous pouvons
maintenant comprendre que les procédures de Pauline et de Lisa sont différentes du point de
vue de I’énumération (tri systématique chez Pauline, extraction chez Lisa), mais aussi du
point de vue du continuum oralité-littératie (proche de 1’oralité en organisation autour du
corps chez Pauline, bascule de Lisa dans I’univers de la littératie : organisation de la ligne qui
s’oppose au tas).

Nous pouvons notamment retenir que dés qu’il y a une organisation en ligne, « il se passe
quelque chose », ce n’est jamais par hasard et c’est le signe d’une progression dans le
continuum oralité - littératie.

" «1l'y a littératie quand un groupe humain utilise les ressources de 1’écrit non seulement pour noter la langue
mais aussi pour organiser les corps et les objets du monde et qu’il en a un usage raisonné. » (Laparra &
Margolinas, 2016, p. 168, glossaire)
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QUESTIONNER LES DISCIPLINES ET LES DIDACTIQUES DES DISCIPLINES

Ou sont donc les disciplines scolaires ? Nous venons de voir que les problémes posés aux
¢éléves ne relevent d’une « discipline » que pour le professeur et pour I’institution scolaire. Les
éleves investissent toutes les situations avec toutes leurs connaissances, notamment de
Ioralité et de la littératie, qui interviennent en particulier dans les relations qu’ils
entretiennent avec la matérialité des situations et donc avec la partie matérielle du milieu.
Rappelons que, dans la théorie des situations, le concept de situation adidactique ne désigne
pas une situation d’enseignement particuliére mais, dans toute situation didactique, une partie
de la situation dans laquelle 1’éléve poursuit un enjeu en interaction avec un milieu percu
comme dénué d’intention didactique. En observant de fagon minutieuse les vidéos de notre
corpus, nous témoignons de I’investissement par les éléves de telles situations adidactiques,
non pas parce que le professeur aurait agi pour faire la dévolution de telles situations, mais
parce que les éléves rencontrent des enjeux qui les poussent a agir sur des milieux, quoi que
puissent étre les intentions de I’enseignant.

Ces situations adidactiques n’ont souvent pas été délibérément construites et sont de ce fait
tres souvent inadequates, car elles ne conduisent pas a la rencontre de connaissances
formalisables par les savoirs visés. Le contrat didactique, quand il est reconnu par 1’éléve, est
supposeé indiquer a celui-ci les limites de son action et les attendus du professeur (Brousseau,
1990). Cependant, les objets du monde convoqués par le milieu entrainent avec eux les usages
routinisés construits dans leur univers quotidien et pas seulement les usages scolaires et
encore moins les usages spécifiés par les contrats disciplinaires. Il est peu efficace de dire aux
¢léves que parce qu’on est en mathématiques, pour dessiner six pommes, il ne faut
s’intéresser qu’a la quantité et pas a la forme de la pomme. On joue sur un contrat qui
s’oppose a celui qui prévalait la veille quand, avec les mémes €léves, on a fait représenter les
pommes avec de la peinture en arts plastiques.

Retour a la construction des inégalités scolaires

En adoptant le point de vue que nous venons de développer, nous allons montrer que de tres
petites différences dans les connaissances de 1’énumération et de la littératie considérée dans
sa dimension spatiale et temporelle (que nous avons appelé la littératie chronotopique
(Laparra & Margolinas, 2016) produisent de tres grands écarts dans la réussite de taches tres
banales.

Nous allons nous appuyer sur un dernier exemple (développé dans le chapitre 5 de Laparra &
Margolinas, 2016). Dans la Figure 12, nous avons reproduit une fiche dont nous avons
observé utilisation en GS, au mois de juin, dans le cadre d’un atelier « autonome »®,

8 Modalité courante a I’école maternelle : le professeur est prioritairement avec un autre groupe dans un atelier
« dirigé ». Dans la séance observée, il n’interviendra auprés des éléves que nous observons qu’a la fin, au
bout d’une vingtaine de minutes.
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Figure 12. Une fiche proposée a [’école maternelle en fin de Grande Section issue de la revue
« La classe maternelle n°70 »

En fin de GS, les éléves ont rencontré les jours de la semaine, a ’oral et a 1’écrit, de tres
nombreuses fois. De plus, une frise écrite des jours de la semaine respectant les couleurs
d’une comptine connue des éléves® se trouve affichée dans la classe (derriére les éléves).
Cependant, dans cette classe, les éleves n’ont pas appris a écrire les jours de la semaine et ils
n’ont jamais eu a les reconnaitre a I’écrit sans 1’aide de la couleur correspondant a la
comptine. Ils doivent donc partir de leur connaissance des jours de la semaine a 1’oral pour
résoudre le probleme qui leur est pose.

Nous allons montrer comment ces éléves peuvent interagir avec les différents éléments du
milieu (la fiche, la frise, la liste orale des jours, la chanson des jours de la semaine) et surtout
comment des connaissances minimes vont, parce qu’elles se cumulent entre elles, induire de
tres grandes différences entre une éléve (Carla, « meilleure éléve » de la classe) et les autres.
Carla termine avec succes son travail au bout de 4 minutes 30 puis s’applique a colorier sa
fiche alors que la moitié des éléves n’aura pas fini la tdche donnée au bout de 50 minutes.

Une connaissance de la littératie chronotopique partagée par tous les €léves de ce niveau les
conduit a commencer par I’arbre en haut a gauche et, dans cet arbre, plutdt par DI. Vous,
adultes qui savez lire, lisez automatiquement [di] car vous opérez sans vous en rendre compte
la transcription graphophonique. Un éléve qui sait que DI représente le son [di] et qui connait
la suite des jours de la semaine peut malheureusement vérifier que cette information ne
permet pas de savoir de quel jour il s’agit puisque le son [di] se trouve dans tous les jours, le
plus souvent a la fin du mot, sauf pour dimanche. Comme les segments ont été melangés,
I’indication début-fin n’est pas un indice. Un éléve qui connait seulement la comptine orale
des jours de la semaine ne peut pas utiliser cette information. S’il se léve pour aller voir les

% Le lundi est tout gris. Jaune clair est le mardi. Mais voici mercredi rose, on se repose. Jeudi bleu vient & son
tour.Vendredi vert le suit toujours. Samedi rouge. Dimanche blanc. C’est la joie des enfants !
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jours de la semaine et qu’il cherche le segment DI (mémorisé D-1) il va le trouver des le
premier mot rencontré dans 1’ordre littératien (LUNDI).
Comment savoir alors si ce mot écrit a pu étre découpé et se trouver dans le premier arbre de
la fiche ? L’¢leéve pourrait veérifier que L n’est pas dans le premier arbre. Cependant, cela
suppose des connaissances d’énumération permettant une énumération systématique tres
rigoureuse de plusieurs collections :
e la collection des arbres de la fiche, la collection des segments de chaque arbre et, dans
chaque segments, la collection des lettres ;
e la collection des mots de la frise, la collection des lettres de chaque mot,
éventuellement groupées par deux ou par trois.
Si I’¢léve a pu éliminer le mot LUNDI d’aprés sa premicre lettre, il n’en va pas de méme pour
le second (MARDI) puisque MA se trouve dans DI-MA-NCHE.
Si vous analysez chaque arbre de cette maniére, vous comprendrez que certains sont plus
difficiles que d’autres, certains segments sont plus facile a oraliser que d’autres (par exemple
MAN et CHE sont plus difficile que SA pour la plupart des éléves).
Cependant, les prénoms, qui sont les écrits les plus présents a 1’école depuis le début de la
scolarité, peuvent par hasard jouer pour ou contre 1'un ou I’autre des éleves dans cette
situation :

AE™ : ca commence par quelle lettre sam(e)di
Cyril : ¢ [pointe C dans CRE de l'arbre mercredi]
AE : t'es srr qu(e) c'estunc

Samuel : non

On comprend bien pourquoi Samuel sait que SA se prononce [sa] (début de son prénom) alors
que Cyril pense que c’est C qui, comme dans son prénom, se prononce [s] ce qui fait que s’il
cherche comme s’écrit [samdi] il va chercher la lettre C.

Vous vous étes maintenant familiarisés avec la complexité de cette situation apparemment
banale. Nous allons maintenant montrer pourquoi, dans cette situation, une petite
connaissance littératienne et une bonne connaissance de 1’énumération vont produire des
différences considérables dans la rapidité d’exécution.

Une des premiéres connaissances de 1’énumération a intervenir peut s’énoncer ainsi: la
complexité diminue s’il y a moins d’éléments a traiter. |l faut chercher quel arbre peut étre
traité sans erreur au lieu de traiter un des arbres au hasard ou de suivre un ordre littératien.

En examinant attentivement la fiche, une éléve qui énumeére d’abord la suite des segments
peut repérer un segment qui est déterminant si elle sait oraliser une lettre de I’alphabet : V
(qui s’appelle [ve] et ne se prononce que [v]). Ce n’est donc nullement par hasard que Carla
commence par VENDREDI, et qu’elle écrit rapidement dans le cadre placé sous I’arbre le mot
vendredi. Cela lui permet ensuite de n’avoir plus a chercher que parmi 6 jours au lieu de 7 et
d’avoir a traiter 3 arbres parmi 4. Les toutes petites connaissances qui sont disponibles pour
Carla trompent les observateurs et 1’enseignant, qui peuvent penser qu’elle sait presque lire,
alors qu’un examen attentif permet de comprendre que ce n’est pas le cas, mais que les
quelques connaissances qu’elle a de la correspondance graphophonique, et une trés bonne
stratégie de réduction de la complexité de I’énumération lui permettent de diminuer trés vite
la difficulté.

D’autres éléves errent littéralement dans la classe en se déplagant de trés nombreuses fois a
leur place, puis sous la frise des jours de la semaine, puis a leur place, ils emportent ou non
leur feuille sous la frise, etc.

Nous pouvons transcrire ces déplacements™, qui nous permettent de voir notamment que
Carla est la premiére a se déplacer pour obtenir une information (déplacement vers 1’assistante

1 : . . , P . e,
% Assistante d’éducation, présente dans la classe, qui régule les ateliers non dirigés.
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d’éducation), et que Cyril est lui aussi actif (en termes de déplacement) au méme moment, et
qu’a la fin de Iatelier, Cyril est toujours actif au bout de 44 minutes. Le professeur, qui a été
occupé avec d’autres éleves pendant la majeure partie du temps, ne peut se douter ni de
I’ampleur de la difficulté ni de I’investissement acharné des éleves, que seul le chercheur peut

observer.
CodeTime N°déplacement Eléve Direction du déplacement Objectif déplacement Déplacement objet
De A
0:07:10.4 D1 Carla Sa place AE Montrer sa feuille feuille
00:07:13 D2 Carla AE Sa place revenir
00:07:23 D1 Cyril Sa place Jde lasemaine consultation étiguettes
00:07:35 D2 Cyril Jde la semaine Saplace revenir
00:08:09 D3 Cyril 5a place Jde la semaine consultation étiguettes
0:08:24.3 D4 Cyril J de la semaine Sa place revenir

0:08:43.9 D5 Cyril Sa place Jde la semaine consultation étiquettes crayon

0:08:44.5 D3 Carla Sa place Ingrid? [a sa place] bavarder [?]

0:08:52.6 D4 Carla Place Ingrid Sa place revenir

008558 D2 Husseyin  AE  saplace  ReveniravecAE  feule

0:08:55.8 D6 Cyril Jde la semaine Sa place revenir crayon

0:09:13.6 D7 Cyril 5a place Jde la semaine consultation étiguettes crayon

0:09:27.1 D8 Cyril Jde la semaine Sa place revenir crayon

00:10:58 D5 Carla Sa place AE Montrer sa feuille feuille

00:10:52 D6 Carla AE Sa place revenir feuille

- PN - -
Figure 13 Premieres minutes du travail

0:46:35.7 D19 Cyril Sa place Jde la semaine consultation étiguettes feuille
0:46:51.2 D25 Samuel Jde la semaine Sa place revenir feuille et crayon
0:46:53.9 D20 Cyril Jde la semaine Sa place revenir feuille
0:47:44.4 D26 Samuel Sa place Jdelasemaine consultation étiguettes feuille et crayon
0:48:10.6 Cyril Sa place Jde la semaine consultation étiguettes AE l'accompagne et prend ses affaires

0:49:17.5 D27 Samuel Jde la semaine Sa place revenir feuille et crayon

0:50:05.4 D22 Cyril J de la semaine J de la semaine prendre sa feuille feuille au retour
0:51:35.2 D28 Samuel Sa place AE donner sa feuille feuille et pot a crayon
0:51:36.7 D23 Cyril J de la semaine AE donner sa feuille? feuille

Figure 14 Au bout de 40 minutes, des éléves n’ont pas fini et n’ont pas abandonné

Ainsi, dans cette situation comme dans beaucoup d’autres, des difficultés d’énumération et
des difficultés spécifiques de la situation (ici la transcription graphophonique, notamment) se
renforcent I’une 1’autre jusqu’a provoquer soit un blocage, soit un allongement déraisonnable
du temps de travail.

Une telle combinaison de difficultés n’est pas propre aux taches de « frangais », nous avons
observé sensiblement le méme phénoméne dans des activités « mathématiques », comme par
exemple, dans la méme classe et dans la méme période de 1’année au cours d’un travail sur
fiche (Figure 15).

1 Nous tenons a remercier Judith Margolinas, qui a congu ces tableaux, pour son remarquable travail de
transcription.
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Le muguet

Dessine le nombre de clochettes indiqué dans les cases

12345678910 111213 14 15 16

Figure 15. Fiche du muguet. Production finale d’Angélique

Dans cette classe de GS, les éléves ne savent pas lire les deux premiers nombres écrits en
chiffre : quatorze et douze. lls doivent donc se servir de la bande numérique en repérant le
nombre visé (par exemple en entourant le 12, comme sur la fiche reproduite) puis en comptant
oralement a partir de 1 de maniere a identifier le nom de 12. 1l faut alors mémoriser le nombre
a atteindre.

Cependant, cette mémorisation est difficile car il faut dessiner des clochettes de muguets tout
en gardant ce nombre en mémoire, les dénombrer pour vérifier, etc. Plus I’énumération pour
dénombrer est complexe, plus la mémorisation du nombre a atteindre est difficile.

Nous observons des éléves qui, comme dans le cas de la référence a la frise des jours de la
semaine, font des allers-et-retours frénétiques (a leur table, cette fois) entre leur dessin des
clochettes en cours d’élaboration et la bande numérique de leur fiche.

Dans la fiche d’Angélique, nous pouvons constater qu’elle diminue fortement la difficulté de
dénombrement pour le deuxiéeme muguet en disposant les douze clochettes en ligne, ce qu’elle
reproduira pour le brin suivant. Cette éleéve qui d’ordinaire est plutdt en grande difficulté,
démontre des connaissances littératiennes qui, malheureusement, ne seront pas identifiées et
pas valorisées.

C’est vraisemblablement la présence systématique de quelques connaissances non enseignées
a I’école qui permet de comprendre pourquoi ce que nous analysons peut étre associé¢ a des
déterminations sociales. L’énumération fait partie de ces connaissances non enseignées mais
en jeu dans de trés nombreuses situations et pas seulement dans des activités bien spécifiques,
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par exemple de tri (comme les jetons marqués évoqués ci-dessus), ou de dénombrement
(Brousseau, 1984).

A notre connaissance, il n’y a pas de travaux systématiques qui permettent de montrer ce qui,
dans les pratiques familiales, permet a certains enfants de faire preuve a 1’école d’une
meilleure capacité a énumérer, mais nous pouvons formuler quelques hypothéses. Les jouets
sont en effet différenciés socialement (Vincent, 2000) et I’on peut supposer que certains jeux
conduisent a développer des connaissances d’énumération (gestion de beaucoup de petits
objets identiques nombreux, comme certains jeux de construction) alors que d’autres ne le
permettent pas (objets déja entierement construits). De plus 1I’énumération est tres liée aux
connaissances de la littératie chronotopique, qui se développent a la fois en relation avec
I’environnement mais aussi en relation avec des objets comme les livres, dont le parcours ne
peut s’interpréter qu’avec de telles connaissances (méme sans savoir « lire »), comme par
exemple tourner les pages d’un livre les unes aprées les autres.

Conclusion

En décrivant les connaissances d’énumération, de ’oralité et de la littératie, nous contribuons
a la production de savoirs... dans un champ disciplinaire qui n’existe pas !

Le professeur ne peut pas relier les difficultés qu’il pergoit plus ou moins précisément a un
savoir a enseigner (identifié dans les programmes, notamment) et ne peut donc pas agir sur
ces difficultés. Les savoirs qui permettraient de reconnaitre 1’utilité de certaines connaissances
et qui pourraient conduire a une institutionnalisation manquent dans [P’institution
d’enseignement. De ce fait, les éléves restent inégalement exposés a la reconnaissance de
I’utilité de certaines connaissances, qui ne sont pas identifiées a 1’école.

Finalement, si certaines connaissances ne sont disponibles que pour une minorité¢ d’éleves,
c’est tout simplement que les savoirs correspondants ne sont pas enseignes. Cette remarque
est & la fois triviale et importante : ce n’est pas la « méthode » d’enseignement qui est en
cause selon nous mais tout simplement la présence de I’enseignement de certains savoirs que
nous identifions.

Les didactiques des disciplines se sont constituées historiqguement, en référence aux
disciplines de I’enseignement secondaire. Les didacticiens des mathématiques n’en ont pas
toujours conscience car les mathématiques correspondent a la seule discipline qui existe sous
le méme nom pratiquement de 1’école primaire a I’université... En contraste, le « francais »
n’existe pas a l’universit¢ en tant que discipline. Plusieurs disciplines: «sciences du
langage » et «lettres » correspondent, a 1’université, a I'unique discipline « frangais » de
I’enseignement primaire et secondaire. Nous considérons que la constitution des didactiques
par disciplines, qui a été tres utile historiquement, freine maintenant leur développement. Il
faudrait pouvoir refonder les frontiéres des didactiques en partant d’une organisation des
savoirs justifiée par des considérations didactiques. L’énumération est 1’exemple
paradigmatique d’un savoir qui a été institué en didactique des mathématiques, alors que sa
portée s’étend bien au-dela de I’enseignement et 1’apprentissage des mathématiques.
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