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Abstract

This article presents analysis and modeling of routing problems encountered in GMPLS communi-
cation networks. We explain how MPLS-like protocols and optical networks change the classical
routing issues. Moreover, we consider QoS (Quality of Service) constraints, the multilayer struc-
ture of the network and securing aspects, which allows to anticipate and react to failures. Several
non-linear models to represent these various aspects, and leads on methods to solve them, are
proposed.

Keywords: MPLS, optical networks, network securing, non-linear models

Résumé

Cet article présente une analyse et une modélisation des problèmes de routage rencontrés dans les
réseaux de communications GMPLS. Nous expliquons en quoi les protocoles de type MPLS et les
réseaux optiques modifient les problématiques de routage classiques. De plus, nous considérons
des contraintes de qualité de service (QoS), la structure multicouche du réseau et des aspects de
sécurisation, permettant de prévenir et de réagir aux pannes. Plusieurs modèles non linéaires pour
représenter ces différents aspects, ainsi que des pistes pour les résoudre, sont proposés.

Mots clés :MPLS, réseaux optiques, sécurisation des réseaux, modèlesnon linéaires
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Introduction

L’objectif de l’ACI CNRS Sécurité Informatique est de répondre aux problèmes liés à la sé-
curisation (tolérance aux pannes) des nouveaux réseaux de télécommunications. Notre étude se
place aussi bien au niveau technologique qu’au niveau des protocoles et des services. En effet,
tout opérateur se doit maintenant d’offrir une certaine qualité de service comprenant la fiabilité.
Celle-ci peut être variable en fonction du type de demande, allant d’une protection avec garantie
absolue de connexion (exemple : chirurgie à distance) jusqu’à l’absence de protection.

Au niveau des infrastructures, l’évolution des capacités et les nouvelles fonctionnalités des
équipements optiques apportent de nouvelles problématiques au niveau du dimensionnement, du
routage et de la protection en cas de panne d’une liaison ou d’un équipement actif. Par exemple,
il faut tenir compte de la continuité du spectre optique et dugroupage du trafic (passage de la
périphérie électronique au réseau dorsal tout optique).

Au niveau des protocoles, l’évolution de la commande des couches de transport et des couches
clientes rend possible une plus grande synergie. Actuellement, nous observons un surdimension-
nement du réseau dû à un empilement couche par couche des sécurisations. Pour permettre de
gérer la sécurisation sur plusieurs couches, limitant ainsi les redondances et mutualisant la réser-
vation des capacités, nous utiliserons des protocoles de commande unifiés, communs à plusieurs
couches du réseau, comme, par exemple, l’architecture G-MPLS (Generalized Multi-Protocol La-
bel Switching). Il est nécessaire de noter que d’importants travaux de normalisation sont en cours
dans ce domaine, notamment à l’IETF pour l’architecture G-MPLS et à l’UIT pour une archi-
tecture générique appelée ASON (Automatic Switched Optical Networks). Ces travaux sont loin
d’être finalisés et il nous faudra créer les outils quantitatifs requis pour réaliser une ingénierie de
réseau efficace basée sur ces architectures. Nous chercherons alors à résoudre les nouveaux pro-
blèmes de routage et de sécurisation posés par l’évolution de la commande de ces réseaux vers
une commande unique, multicouche. De plus, ces architectures permettent d’offrir des degrés de
sécurisation variables suivant la qualité de service qu’onveut rendre aux utilisateurs. Néanmoins,
le dimensionnement de réseaux offrant cette facilité resteun problème ouvert.

Enfin, suite à la démocratisation des réseaux haut débit, lesvolumes de trafic varient rapide-
ment et la demande de services devient de plus en plus incertaine. Il est donc nécessaire de faire
évoluer les mécanismes de routage habituels afin de prendre en considération les fluctuations de
la demande.

Cette étude, menée dans le cadre du projet PRESTO1, réunie trois équipes aux cultures dif-
férentes mais complémentaires et maîtrisant des outils divers (réseaux et protocoles, graphes et
algorithmique, optimisation). Plus particulièrement notre équipe d’Optimisation dans les Réseaux
du LIMOS s’intéressera aux problèmes de routage et de dimensionnement qui prennent en compte
les coûts non linéaires associés à la QoS de bout en bout. Ces problématiques ont déjà été étudiées
dans le cadre des réseaux haut débit. Nous les considéreronsici avec des difficultés supplémen-
taires telles que l’aspect multicouche lié au routage supporté par un protocole de type G-MPLS,
la présence de certains scénarii de sécurisation et de reconfiguration du réseau comme dans le cas
d’un coeur tout optique, et l’aspect limitation du nombre dechemins, relatif aux protocoles de
type MPLS et aux technologies optiques, qui crée une certaine discontinuité dans le problème.
Nous nous sommes attachés à fournir un travail de modélisation en profondeur du problème de
multiflot. La section 1 présente une étude des différentes problématiques liées au routage en s’in-
téressant aux aspects QoS, sécurisation et variation de traffic. Nous proposons ensuite des modèles
non linéaires mixtes qui tentent de prendre en compte ces différents aspects. La section 3 discute
des premières approches algorithmiques envisagées pour résoudre ces problèmes.

1http ://www-sop.inria.fr/mascotte/David.Coudert/PRESTO
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1 Etude des différentes problématiques

L’objectif de l’étude est de répondre à la problématique générale de la sécurité dans les ré-
seaux. Cela signifie proposer des stratégies afin que le réseau reste opérationnel même après des
pannes (qui peuvent prendre des formes diverses). Mais cette problématique ne peut pas être consi-
dérée seule. En effet, il faut également prendre en compte des critères de qualité, très importants
pour les clients, et des critères économiques.

Il existe de nombreuses architectures réseaux. Nous nous intéressons ici à des technologies
récentes qui fonctionnent sur un réseaux à deux couches où leprotocole IP repose sur un support
réseau optique. Concernant la sécurité sur ce genre de réseau, la plupart des études prennent en
compte séparément les critères économiques et de qualité que nous souhaitons aborder. Nous
proposons ici une présentation synthétique des différentes problématiques que nous avons retenues
pour la suite de notre étude.

1.1 Le routage

Le premier problème, bien connu en conception de réseaux de communications, consiste à éta-
blir un routage des informations. Supposons que l’on connaisse la demande point-à-point (i.e. une
connexion d’un client à un autre avec le débit souhaité), nous cherchons à établir des chemins de
connexion dans le réseau pour satisfaire ces besoins. Bien entendu, dans un souci d’économie, ce
routage doit assurer un fonctionnement à moindre frais. Différents travaux traitent de ce problème
dans ses divers aspects :

– Les protocoles : par exemple, IP sur WDM (Wavelength Division Multiplexing) contrôlés
par GMPLS ([11], [32], ...).

– La modélisation du problème : elle se fait généralement pardes modèles arcs-chemins ([6],
[8], [16], ...).

– Les algorithmes de réservation (Traffic Engineering) : elle se fait généralement par calcul
de plus courts chemins -single path routing- mais certains travaux traitent de la réservation
multi-chemins -multipath routing- ([9], [23], [28], ...).

– Les algorithmes d’optimisation du routage : plusieurs travaux font référence à l’algorithme
de déviation de flot ([8], [21], ...).

– La limitation du nombre de LSP (Label Switched Path) : dans les protocoles de type MPLS,
un chemin de routage d’une demande est appelé LSP. Etablir untel chemin demande la re-
configuration du réseau, ce qui se traduit par une circulation supplémentaire d’informations
dans le réseau (dans le cas d’une reconfiguration automatique), et/ou des interventions ma-
nuelles sur l’équipement. Un critère économique classiqueconsiste à minimiser le nombre
de LSP à établir lors d’un routage de demandes. Cette problématique a donc fait l’objet de
différents travaux ([8], [21], [23], ...).

1.2 La qualité de service

Actuellement, les opérateurs de télécommunications se doivent d’assurer différents critères de
qualité de service à leurs clients. Par exemple, on peut chercher à minimiser la congestion des
liaisons dans le réseau. C’est-à-dire que l’on cherche à éviter que le débit sur un câble soit trop
important, sachant que plus l’arc s’approche de sa capacitémaximale, plus le transfert devient
mauvais.

Le délai est également un critère de qualité de service. Il correspond au temps mis par un
paquet (quantité unitaire d’information) à parcourir le chemin qui le mène de la source à la des-
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tination de la demande. Nous considérons ici les délais de bout en bout, i.e. calculés sur chaque
chemin, par opposition au délai global du réseau, calculé sur l’ensemble des arcs du réseau. Ce
délai est, suivant les cas, un objectif à minimiser ou une contrainte à respecter.

Il n’est pas possible économiquement de satisfaire tous lesclients avec la meilleure qualité de
service. Ainsi, les fournisseurs proposent aux clients différentes tarifications qui correspondent à
la variété des classes de service. Il faut être capable, dansnos modèles, de distinguer et de satisfaire
les demandes à la hauteur de leur classe de service.

1.3 Nombre de hops

Le nombre dehopsest fortement lié aux réseaux optiques. En effet, les informations sont
transportées par des fibres optiques. Contrairement à des cables classiques qui n’ont qu’un seul
flux de données, les fibres peuvent avoir autant de flux que de longueurs d’onde supportées, ce qui
accroît de manière considérable le volume d’informations pouvant être transportées. Cependant,
d’un point de vue pratique, une fibre ne peut actuellement supporter qu’un nombre limité de lon-
gueurs d’onde. Ainsi, des convertisseurs doivent être placés dans tout le réseau afin de permettre
une certaine continuité dans la circulation des informations en autorisant à "sauter" d’une longueur
d’onde à une autre. Cependant, ces équipements sont à la foiscoûteux et difficiles à reconfigurer,
et ils peuvent ralentir le trafic. En d’autres termes, pour leroutage de chaque demande, on cherche
à minimiser le nombre de conversions, appeléeshops([21], ...).

1.4 Affectation des longueurs d’onde

Un autre problème important peut survenir dans le routage des demandes : il s’agit de trouver
une manière économique d’affecter les longueurs d’onde auxroutes. En effet, nous avons expli-
qué qu’il était nécessaire, à cause de la limitation du nombre de longueurs d’onde, de convertir
en certains points les longueurs d’onde afin de garantir la continuité d’un chemin. Cependant, les
équipements étant difficiles à configurer et coûteux, il peutêtre intéressant de considérer des stra-
tégies économiques concernant l’affectation des longueurs d’onde. Différents travaux traitent de
ce problème ([18], [22], [25]...).

1.5 Protection et restauration

Nous abordons maintenant un problème de sécurité. Lorsqu’une liaison est coupée, par la
panne d’une fibre ou d’un composant actif du réseau, il faut être capable de rediriger les demandes
par d’autres chemins que ceux prévus initialement. On parlede "protection" lorsque l’on propose
des stratégies préventives (réserver de la bande passante ou des liaisons complètes libres en cas
de panne), ou de "restauration" lorsque l’on s’intéresse à des stratégies curatives qui agissent une
fois que la panne est survenue. Naturellement, les stratégies mixtes sont les plus intéressantes,
mais il faut savoir que le préventif est coûteux en termes économiques alors que le curatif est
plutôt coûteux en termes de qualité de service. Après l’étude de différents travaux ([3], [10], [13],
[15], [20], [24], [26], [27], [30], [31], ...), nous pouvonsconclure que pour les réseaux optiques,
la stratégie qui consiste à établir un chemin de secours pourchaque routage de demande selon la
technique delocal loop-backsemble la mieux adaptée par le compromis qu’elle propose.
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1.6 Multicouche

Un réseau de communications n’est pas constitué de la seule couche physique. Généralement,
une entreprise fournit le support physique et une seconde, via un protocole de communications,
exploite le support physique pour véhiculer des informations. En se plaçant dans le cas où les deux
couches appartiennent à la même société, il peut être intéressant de considérer tous les problèmes
énumérés précédemment dans les deux couches en même temps. La stratégie de routage et de
protection est notamment changée, puisqu’il peut y avoir partage de la bande passante réservée à la
sécurisation entre les deux couches, ce qui se traduit par des économies financières significatives.
Ensuite, concernant la restauration, il peut être intéressant de considérer des stratégies qui agissent
au niveau des deux couches pour rétablir une communication,là aussi en partageant les moyens.
Dans certains cas, on s’aperçoit qu’intervenir dans telle ou telle couche est plus économique et
plus rapide. Cet aspect multicouche se traduit généralement par un problème de dimensionnement
couplé à un problème de routage. Différents travaux sont là aussi disponibles : [13], [15], [14],
[19], [27], [31], ...

1.7 Reconfiguration

Enfin, un dernier problème apparaît en plus de tous les autres. Dans un réseau opérationnel,
on ne peut pas se permettre, quand la demande change, de refaire complètement le routage. La
reconfiguration serait trop coûteuse. Il est donc intéressant d’établir un routage, avec toutes les
contraintes de qualité de service et de sécurisation, qui nécessite le moins de changements afin
d’être le plus économique possible. A notre connaissance, une seule référence est disponible sur
ce problème : [6].

2 Proposition de modèles

2.1 Modèle arcs-chemins

Dans un premier temps, nous avons cherché à modéliser les problèmes de routage simple
munis de différentes contraintes de qualité de service. Lesnouvelles générations de réseaux de
télécommunication, tout optique, donnent une importance toute particulière à la notion de chemin.
Les coûts liés aux LSP et les délais calculés de bout en bout, par exemple, font que les modèles
arcs-chemins semblent bien adaptés à notre problème. C’estpourquoi nous nous sommes forte-
ment inspirés des modèles de [6]. Ces modèles considèrent l’ensemble des chemins pour chaque
commodité et utilisent une variable zéro-un indiquant si unchemin est utilisé ou non.

Nous nous intéressons ici au problème du routage de demandes, sous contraintes de délai
de bout en bout, minimisant le coût lié à l’utilisation des chemins. Nous noteronswkp le coût
d’utilisation du cheminp pour la commoditék. Dans [6], ce coût est égal au nombre d’arcs du
chemin. Nous noterons égalementdk la demande liée à la commoditék, Ce la capacité de l’arce
et Tk le délai maximal pour la commoditék. De plus, nous utiliserons deux types de variables :
xkp représente la quantité de flot circulant sur le cheminp pour la commoditék, et ykp est une
variable de choix du cheminp pour la commoditék. Dans la contrainte (a) d’agrégation des flots,
δp
e vaut1 si le cheminp passe par l’arce et0 sinon. Dans l’expression du délai (e),λ représente la

taille moyenne des paquets. Enfin, nous noteronsE l’ensemble des arcs du graphe,K l’ensemble
des commodités etP k l’ensemble des chemins pour la commoditék.
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s.c.

xe =
∑

k∈K

∑

p∈P k

δp
exkp ∀e ∈ E (a)

xe ≤ Ce ∀e ∈ E (b)
∑

p∈P k

xkp = dk ∀k ∈ K (c)

xkp − dkykp ≤ 0 ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (d)
∑

e∈p

λykp

Ce − xe

≤ Tk ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (e)

xkp ≥ 0 ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (f)
ykp ∈ {0, 1} ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (g)

(1)

Les variablesxe dans le modèle (PL1) sont utilisées pour simplifier l’expression du délai.
Elles représentent le flot circulant sur les arcs. La contrainte (a) exprime l’agglomération des flots
routés par les chemins sur les arcs. La contrainte (b) est unecontrainte de capacité sur les arcs. La
contrainte (c) est la contrainte des demandes. La contrainte (d) est une contrainte d’utilisation des
chemins. Si un chemin n’est pas utilisé (ykp = 0), alors le flot qu’il route est nul. Réciproquement,
si un chemin route une quantité non nulle de flot, sa variable d’utilisation ykp doit être mise à un.
La contrainte (e) est la contrainte de délai de bout en bout sur les chemins utilisés, i.e. ceux qui
routent du flot.

Ce modèle correspond bien au problème que nous étudions. De plus, les différentes contraintes
de qualité de service s’adaptent bien à celui-ci. La difficulté de ce modèle réside d’une part dans
les variables de choix (ykp) qui rendent le problème combinatoire, et d’autre part, dans le nombre
de variables à gérer puisque le nombre total de chemins entredeux sommets d’un graphe est une
donnée exponentielle en fonction de la taille du graphe (nombre d’arcs et nombre de nœuds).

Une approche arcs-sommets est également possible pour modéliser ce problème. Cependant,
il apparaît dans plusieurs articles récents que le modèle arcs-chemins est le plus utilisé : [6], [2],
[16], [23], ...

2.2 Modèle arcs-sommets

La modélisation arcs-chemins précédente revient à choisirun ensemble de chemins optimisant
une certaine fonction. Cette fonction est ici complexe puisqu’il s’agit d’un problème d’optimisa-
tion dont les variables correspondent à une quantité de flot sur les chemins. De plus, l’ensemble
des chemins est un ensemble de taille exponentielle en fonction du nombre de nœuds et d’arcs
du réseau. C’est pourquoi ce problème de choix de chemins esttrès complexe. Pour essayer de
simplifier ce choix, nous avons cherché à modéliser la notionde chemin à partir de variables sur
les arcs afin de calculer les chemins optimaux.

Le modèle arcs-sommets que nous présentons ici se base sur lamodélisation d’un chemin par
un flot de variables zéro-un. En effet, considérons une commodité k quelconque, nous cherchons
à modéliser le support d’un chemin pour cette commodité. Plus précisément, nous cherchons un
ensemble de variables et de contraintes sur ces variables tel que toute affectation de valeurs aux
variables, satisfaisant les contraintes, correspond à un et un seul chemin.

Pour cela, définissons les variablesykp
e valant un si l’arce est utilisé par lepième chemin de
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la commoditék, et zéro sinon. Définissons, de plus, un arc de retourek reliant la destination à la
source, avec une capacité infinie. Du fait du caractère binaire de ces variables et à l’instar de [4],
nous pourrions penser que les contraintes de conservation de flot sur celles-ci suffisent à assurer la
définition d’un chemin, c’est-à-dire que pour toute commoditék et pour toutp, il existe un unique
cheminP kp reliant la source à la destination tel que :

ykp
e = 1 ⇔ e ∈ P kp ∀e ∈ E (2)

Cependant, cela n’est pas suffisant. En effet, tout ensemblede cycle respecte cette modéli-
sation (contraintes de conservation de flot et d’intégrité). Dans le cas du problème de flot entier
(Unsplittable Flow Problem, [4]), cette modélisation est suffisante car le flot circulant sur le che-
min est fixé. Ainsi, toute circulation supplémentaire à celle passant par l’arc de retour n’améliore
en rien la solution. Dans notre cas, le flot circulant sur le chemin n’est pas fixé. Ainsi, comme
présenté sur la figure 2.2, des circulations, au niveau des variables de décisionykp

e , peuvent être
ajoutées pour contourner la limitation à un chemin du flotxkp.

0,1

1,1S T

1,1

1,1

1,1

0,1 0,1

1,1

1,1

2,1

FIG. 1 – Exemple de cycle additionnel : le couple de valeurs sur les arcs correspondent respecti-
vement àxkp

e et àykp
e . Les circulations du flotxkp ne correspondent pas aux circulations du flot

ykp.

Pour résoudre ce problème, nous ajoutons une contrainte pour limiter la quantité de flotykp

entrant ou sortant d’un sommet à un. Nous modélisons ainsi tout ensemble de cycles disjoints et
assurons l’unicité du chemin reliant la source à la destination de la commodité.

D’autre part, l’arc de retourek a été ajouté dans l’optique qu’il soit utilisé pour ramener le flot
de la destination à la source, simplifiant ainsi les notations. Or, dans notre modélisation précédente,
rien n’oblige le flot à passer par cet arc. Suivant la fonctionà optimiser, cette liberté peut fausser le
modèle. Pour forcer le passage du flot par l’arc de retour, sans forcer l’existence du chemin, nous
pouvons ajouter la contrainte (3).

ykp

ek ≥ ykp
e ∀k ∈ K ∀p ∀e ∈ E (3)

Cependant, cette contrainte n’est pas obligatoire. Dans notre cas, nous cherchons à minimiser
la taille totale des chemins utilisés, c’est-à-dire la somme du nombre d’arcs du graphe utilisés par
chaque chemin. La fonction objectif s’exprime donc sous la formemin

∑

k∈K

∑

p

∑

e∈E

ykp
e . Ainsi,

par souci de minimisation, pour chaque commodité et pour chaque chemin, le flot délivré à la
destination sera obligatoirement routé jusqu’à la source via l’arc de retour, puisqu’il n’intervient
pas dans la fonction de coût.
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Ainsi, si nous nous autorisons à limiter le nombre de cheminspour chaque commodité à une
valeur P fixée, ce qui semble acceptable dans notre cas puisque notre objectif est de minimiser
le coût d’utilisation des chemins, alors nous pouvons modéliser le problème par le programme
linéaire (PL2). Nous noterons dans ce modèlexkp

e la quantité de flot sur l’arce routée par lepième

chemin pour la commoditék. Par souci de simplification, nous noteronsxe le flot agrégé sur l’arce,
xkp le vecteur de flot correspondant aupièmechemin pour la commoditék, ykp le vecteur de support
de chemin correspondant aupième chemin pour la commoditék etAk la matrice d’incidence arcs-
sommets intégrant l’arc de retourek. Enfin nous noteronsV l’ensemble des nœuds du graphe et
ω−(u) le cocycle d’arcs entrants du nœudu.

(PL2)



























































































































































min
∑

e∈E

∑

k∈K

P
∑

p=1

ykp
e

s.c.

xe =
∑

k∈K

P
∑

p=1

xkp
e ∀e ∈ E (a)

xe ≤ Ce ∀e ∈ E (b)
P

∑

p=1

xkp

ek
= dk ∀k ∈ K (c)

xkp
e − Cey

kp
e ≤ 0 ∀e ∈ E ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P (d)

∑

e∈E

λykp
e

Ce − xe

≤ Tk ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P (e)

Akx
kp = 0 ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P (f)

Aky
kp = 0 ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P (g)

∑

e∈ω−(u)

ykp
e ≤ 1 ∀u ∈ V ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P (h)

xkp
e ≥ 0 ∀e ∈ E ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (i)

ykp
e ∈ {0, 1} ∀e ∈ E ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (j)

(4)

Dans un premier temps, l’utilisation des variablesxkp
e et de la contrainte de flot (f) semble

inutile. En effet, la quantité de flot routé par le chemin est la même sur tous les arcs de ce chemin.
Nous pourrions donc imaginer qu’une simple variablexkp pourrait suffire. Cependant, cela modi-

fierait notamment la contrainte (a) qui deviendrait :xe =
∑

k∈K

P
∑

p=1

ykp
e xkp. Or cette multiplication

de variables complique le modèle bien plus que l’utilisation d’un flot.

Dans le cas où l’objectif est la minimisation du nombre de chemins utilisés, le modèle doit être
légèrement modifié. D’une part, la fonction objectif est la minimisation de la somme desykp

e sur
les arcs de retour. D’autre part, pour forcer l’utilisationde ces arcs comme chemins de retour de la
destination d’une commodité à la source, il faut ajouter la contrainte (3). Le programme linéaire
(PL3) modélise ce problème.

Research Report LIMOS/RR04-24
LIMOS, UMR 6158-CNRS, Université Blaise-Pascal, Clermont-Ferrand, France, 2004.



9

(PL3)































































































































































min
∑

k∈K

ykp

ek

s.c.

xe =
∑

k∈K

P
∑

p=1

xkp
e ∀e ∈ E (a)

xe ≤ Ce ∀e ∈ E (b)
P

∑

p=1

xkp

ek = dk ∀k ∈ K (c)

xkp
e − Cey

kp
e ≤ 0 ∀e ∈ E ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P (d)

∑

e∈E

λykp
e

Ce − xe

≤ Tk ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (e)

Akx
kp = 0 ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P (f)

Aky
kp = 0 ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P (g)

∑

e∈ω−(u)

ykp
e ≤ 1 ∀u ∈ V ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P (h)

ykp

ek
≥ ykp

e ∀k ∈ K ∀p = 1 . . . P ∀e ∈ E (i)

xkp
e ≥ 0 ∀e ∈ E ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (j)

ykp
e ∈ {0, 1} ∀e ∈ E ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (k)

(5)

Un dernier point est à noter. Cette modélisation du support de chemin laisse encore la possibi-
lité d’avoir, en plus d’un chemin source-destination et d’un chemin destination-source (ici l’arc de
retour), un cycle quelconque dans le graphe (cf. figure 2.2).Celui-ci ne peut pas être utilisé pour
améliorer la situation, mais s’il ne gène pas d’autres chemins, la solution ainsi formée est encore
optimale. Ce problème n’est pas gênant car il est très simpleet rapide de supprimer ces cycles de
la solution.

S T

FIG. 2 – Exemple de cycle supplémentaire : les arcs en trait pleincorrespondent àykp
e = 1, les

arcs en pointillé àykp
e = 0. On a bien ici un s-t chemin et un cycle.

Par rapport au modèle arcs-chemins, ces modèles arcs-sommets ont l’avantage de diminuer
nettement le nombre de variables zéro-un puisque leur nombre est polynômial en fonction de la
taille du graphe. Cependant la résolution de ces modèles reste très complexe étant donné le nombre
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encore important de variables zéro-un, l’expression du délai et la corrélation entre les variables de
flots et celles définissant les chemins.

2.3 Modèle arcs-chemins par décomposition de Dantzig-Wolfe

Dans [1], les auteurs proposent des modèles pour le problèmede multiflot entier (Unsplittable
Multicommodity Flow Problem). En particulier, ils proposent un modèle arcs-chemins obtenu par
décomposition de Dantzig-Wolfe ([12]) d’un modèle arcs-sommets. De la même manière, nous
pouvons procéder à une décomposition de Dantzig-Wolfe de nos modèles arcs-sommets (PL2) et
(PL3). Nous considérons pour cela le sous-problème muni descontraintes (f) et (g) de conservation
de flot, de la contrainte (h) sur les cocycles (pour l’unicitédu chemin) et des contraintes d’intégrité.
De cette façon, ce sous-problème est un ensemble dePK problèmes de plus court chemin, un
pour chaqueiième chemin de chaque commoditék (i = 1 . . . P , k ∈ K). Ainsi, pour chaque
sous-problème(i, k), l’ensemble convexe des solutions réalisables n’admet aucun rayon extrême
et chacun de ses points extrêmes est associé à un chemin reliant la source à la destination de la
commoditék.

Ainsi, la décomposition de Dantzig-Wolfe nous permet de modéliser le problème sous la forme
du programme linéaire (PL4) :

(PL4)











































































































































min

P
∑

i=1

∑

(k,p)∈K×P k

wkpy
i
kp

s.c.

xe =
P

∑

i=1

∑

k∈K

∑

p∈P k

δp
ex

i
kp ∀e ∈ E (a)

xe ≤ Ce ∀e ∈ E (b)
P

∑

i=1

∑

p∈P k

xi
kp = dk ∀k ∈ K (c)

xi
kp − dky

i
kp ≤ 0 ∀k ∈ K ∀p ∈ P k i = 1 . . . P (d)

∑

e∈p

λyi
kp

Ce − xe

≤ Tk ∀k ∈ K ∀p ∈ P k i = 1 . . . P (e)

∑

p∈P k

yi
kp ≤ 1 ∀k ∈ K i = 1 . . . P (f)

xi
kp ≥ 0 ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (g)

yi
kp ∈ {0, 1} ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (h)

(6)

Dans ce modèle,yi
kp vaut 1 si le cheminp est leiième chemin de la commoditék, et vaut 0

sinon. On notexi
kp la quantité de flot routée par leiième chemin de la commoditék sur le chemin

p. Pour chaque couple(k, p) ∈ K × P k, le coûtwkp dépend de l’objectif à minimiser : il vaut le
nombre d’arcs du cheminp si l’objectif est de minimiser le nombre d’arcs utilisés (PL2), et il vaut
1 si l’objectif est de minimiser le nombre de chemins utilisés (PL3).

Cette modélisation est plus lourde encore que notre premiermodèle arcs-chemins (PL1) puis-
qu’on dupliqueP fois les variables relatives aux couples(k, p). Mais le cadre théorique apporté
par la décomposition de Dantzig-Wolfe devrait nous permettre d’effectuer de la génération de
colones (cf. 3.3).
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2.4 Modèle arcs-chemins pour le problème de reconfiguration

Dans [6], les auteurs proposent un modèle pour le problème dereconfiguration basé sur le
modèle arcs-chemins présenté à la section 2.1. Les variables précédemment définies dépendent ici
de la période de temps. Nous nous posons le problème de reconfiguration pour un nombre finiL
de périodes de temps. Nous définissons de plus une variablest

kp qui vaut un si le cheminp pour la

commoditék était désactivé à la périodet−1 (yt−1
kp = 0) et activé à la périodet (yt

kp = 1), et zéro
sinon. Nous ajoutons alors, par rapport au modèle (PL1), unecontrainte de reconfiguration (f) et

un coût lié à la reconfiguration :
L

∑

t=1

∑

(k,p)∈K×P k

wkps
t
kp.

(PL5)



































































































































min
L

∑

t=1

∑

(k,p)∈K×P k

wkpy
t
kp +

L
∑

t=1

∑

(k,p)∈K×P k

wkps
t
kp

s.c.

xt
e =

∑

(k,p)∈K×P k

xt
kp ∀e ∈ E ∀t = 1..L (a)

xt
e ≤ Ce ∀e ∈ E ∀t = 1..L (b)
∑

p∈P k

xt
kp = dt

k ∀k ∈ K ∀t = 1..L (c)

xt
kp − dky

t
kp ≤ 0 ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (d)

∑

e∈p

λyt
kp

Ce − xt
e

≤ Tk ∀k ∈ K ∀p ∈ P k ∀t = 1..L (e)

yt+1
kp − yt

kp ≤ st+1
kp ∀k ∈ K ∀p ∈ P k ∀t = 1..L − 1 (f)

xt
kp ≥ 0 ∀k ∈ K ∀p ∈ P k ∀t = 1..L (g)

yt
kp ∈ {0, 1} ∀k ∈ K ∀p ∈ P k ∀t = 1..L (h)

st
kp ∈ {0, 1} ∀k ∈ K ∀p ∈ P k ∀t = 2..L (i)

(7)

3 Premières approches algorithmiques

3.1 Décomposition de Benders

Dans un premier temps, nous avons cherché à appliquer le principe de la décomposition de
Benders ([7]) à notre modèle arcs-chemins (PL1) auquel nousavons retiré la contrainte de délai
par souci de simplification. D’autre part, pour s’adapter pleinement à la formulation de la décom-
position de Benders, nous avons légèrement modifié le modèlepour qu’il se présente sous la forme
du programme linéaire (PL6).
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(PL6)











































































min
∑

(k,p)∈K×P k

wkpykp +
∑

(k,p)∈K×P k

xkp

s.c.
∑

(k,p)∈K×P k

xkp ≤ Ce ∀e ∈ E (a)

∑

p∈P k

xkp ≥ dk ∀k ∈ K (b)

xkp − dkykp ≤ 0 ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (c)

xkp ≥ 0 ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (d)
ykp ∈ {0, 1} ∀k ∈ K ∀p ∈ P k (e)

(8)

Puis, en simplifiant les notations, nous obtenons le programme linéaire équivalent (PL7) où :

- W est le vecteur composé deswkp etW ′ est le vecteur transposé,

- Y est le vecteur composé desykp,

- 1 est le vecteur composé uniquement de un,

- X est le vecteur composé desxkp,

- B est la matrice définie par :

B =







































0
0

−d1

. . .
−d1

. . .
−dK

. . .
−dK







































(9)

- D est la matrice définie par :

D =



























A
−1 · · · − 1

. . .
−1 · · · − 1

1
. . .

1



























(10)

oùA est la matrice d’incidence arcs-chemins,

- d est le vecteur défini par :

d′ = (Ce1
, · · · , Cem

,−d1, · · · ,−dK , 0, · · · , 0) (11)
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(PL7)































min W ′Y + 1′X
s.c.

BY + DX ≤ d (a)

X ≥ 0 (b)
Y ∈ {0, 1}kp (c)

(12)

Ainsi, àY fixé, le sous-problème s’écrit sous la forme du programme linéaire (PL8) :

(PL8)























min 1′X
s.c.

DX ≤ d − BY (a)

X ≥ 0 (b)

(13)

Puis, le problème dual s’écrit sous la forme du programme linéaire (PL9) :

(PL9)























max p′(d − BY )
s.c.

p′D ≤ 1 (a)

p ≤ 0 (b)

(14)

Nous pouvons alors réécrire le programme maître sous la forme du programme linéaire (PL10),
où pi et wj sont les points extrêmes et les rayons extrêmes de l’ensemble convexeP = {p ≤
0/p′D ≤ 1} :

(PL10)































min W ′Y + z
s.c.

(pi)′(d − BY ) ≤ z (a)
(wj)′(d − BY ) ≤ 0 (b)

Y ∈ {0, 1}kp (c)

(15)

En notantp′ = (ue1
, · · · , uem

, v1, · · · , vK , · · · , λkp, · · · ) (variables duales correspondant aux
contraintes du primal), nous pouvons écrire le convexeP sous la forme :

P = {(ue1
, · · · , uem

, v1, · · · , vK , · · · , λkp, · · · ) ≤ 0/
∑

e∈p

ue − vk + λkp ≤ 1 ∀(k, p)} (16)

De même, en notantI et J le nombre de points extrêmes et de rayons extrêmes deP , nous
pouvons reformuler le problème maître sous la forme du programme linéaire (PL11) :
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(PL11)



































































min
∑

k∈K

ykp + z

s.c.
∑

e∈E

Ceu
i
e −

∑

k∈K

dkv
i
k +

∑

(k,p)∈K×P k

λi
kpdkykp ≤ z ∀i = 1..I (a)

∑

e∈E

Ceu
j
e −

∑

k∈K

dkv
j
k +

∑

(k,p)∈K×P k

λj
kpdkykp ≤ 0 ∀j = 1..J (b)

ykp ∈ {0, 1} ∀k ∈ K (c)
∀p ∈ P k

(17)

Il n’est pas simple ici d’exprimer les points et les rayons extrêmes du convexe. De plus, les
coupes ainsi générées sont des coupes de réalisabilité qui sont généralement moins efficaces en
terme de convergence que des coupes d’amélioration. L’application de la décomposition de Ben-
ders sur ce problème ne semble donc pas être idéale car les coupes que cette méthode génère ne
permettent pas une convergence rapide.

3.2 Méthode de déviation de flots

L’expression du délai à partir de la fonction de Kleinrock nous a fait penser à une méthode gé-
néralement utilisée pour la minimisation de fonction convexe. Il s’agit de la méthode de déviation
de flots ([17]). L’utilisation classique de cette méthode concerne le problème de multiflot de coût
minimal où le coût est la somme des délais sur chaque arc, exprimée sous la forme xe

Ce−xe
où Ce

est la capacité de l’arce etxe le flot circulant sur cet arc.

Dans le cadre de notre problème, nous cherchons à minimiser le nombre de chemins avec une
contrainte de délai de bout en bout. Le délai est donc ici une contrainte et non la fonction objectif.
De plus, il s’agit de limiter le délai de bout en bout pour chaque chemin et non le délai global du
flot. C’est pourquoi nous ne pouvons pas appliquer la méthodede déviation de flot directement.
De plus, en pratique, cette méthode a tendance à générer un grand nombre de chemins, ce qui va à
l’encontre de l’objectif de notre problème.

Cependant, en minimisant le délai global du flot, nous allonsdans le sens de la limitation du
délai de bout en bout. C’est-à-dire qu’une solution optimale du problème de flot de coût minimal,
où le coût serait le délai, a de grande chance de satisfaire lacontrainte de délai de bout en bout. De
plus, les travaux de Burns ([8]), Leblanc ([21]) et Mirrokni([23]), entre autres, nous confortent
dans l’idée qu’il est possible d’appliquer la méthode de déviation de flots tout en limitant le nombre
de chemins générés. Ainsi, cette idée d’algorithme pourrait nous fournir une solution approchée
de bonne qualité.

C’est pourquoi nous travaillons actuellement sur la méthode de déviation de flots appliquée au
problème de minimisation de congestion avec un nombre limité de chemins. D’une part, nous cher-
chons des stratégies pour supprimer le nombre de chemins utilisés, sans compromettre pour autant
la qualité de la solution. D’autre part, en s’appuyant sur [8], nous travaillons sur l’élaboration de
directions de descente alternatives pour améliorer la vitesse de convergence de l’algorithme.
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3.3 Branch & Price

Dans [5], Barnhart et al. présentent l’utilisation de la génération de colonnes pour résoudre
de très grands programmes linéaires en nombres entiers. Dans [4], Barnhart et al. appliquent la
méthode deBranch & Price au problème du multiflot entier de coût minimal. Enfin, dans [1],
Alvelos et de Carvalho présentent pour le même problème un autre branchement possible. De la
même manière, nous souhaitons étudier la possibilité d’appliquer cette méthode à notre problème.

Le principe duBranch & Boundest de créer un arbre de décision suivant un branchement
respectant l’intégrité du problème, c’est-à-dire que l’ensemble des solutions réalisables reste in-
changé après chaque branchement. Ainsi, à chaque nœud de l’arbre correspond un ensemble de
contraintes. Si la relaxation linéaire du problème, muni deces contraintes supplémentaires, ne
donne pas une solution entière, l’exploration de l’arbre est poursuivi par un nouveau branche-
ment. De plus, à chaque nœud on calcule une borne inférieure permettant d’estimer si une solution
optimale peut se trouver ou non dans le sous-arbre ayant ce nœud pour racine.

La méthode duBranch & Price reprend le même principe. La différence se situe dans la
résolution de la relaxation linéaire puisqu’elle se fait ici par génération de colonnes. La difficulté
du Branch & Price se situe principalement dans l’utilisation d’un branchement permettant de
conserver une génération de colonnes suffisamment simple etrapide pour donner à cette méthode
un réel intérêt en terme de temps de calcul.

Dans [4], Barnhart et al. utilisent un modèle arcs-chemins,pour résoudre la relaxation linéaire
par génération de colonnes (dans notre cas, nous utiliserons le modèle (PL4), cf. 2.3), et le mo-
dèle arcs-sommets associés pour déterminer les branchements (dans notre cas le modèle (PL2) ou
(PL3), cf. 2.2). Le passage de l’un à l’autre se fait simplement grâce aux équations 18 et 19 :

yki
e =

∑

p∈P k

δp
eyi

kp ∀e ∈ E ∀k ∈ K ∀i = 1 . . . P (18)

yi
kp =

∏

e∈p

yki
e ∀k ∈ K ∀p ∈ P k ∀i = 1 . . . P (19)

Ils expliquent également comment un branchement basique tel queyki
e = 0 et yki

e = 1 rend
plus complexe la génération de colonnes (calcul d’un plus court chemin). C’est pourquoi ils ont
développé un branchement particulier pour les problèmes demultiflot, permettant de conserver le
calcul d’un plus court chemin comme génération de colonne. Pour cela, ils recherchent le premier
nœud de divergence d’un chemin, c’est-à-dire dans notre cas, un chemin(k, i) et un nœudu dont
deux arcsa et b du cocycle sortant correspondent à des variablesyki

a et yki
b fractionnaires. Le

branchement s’effectue alors sur une partitionω+(u, a)/ω+(u, b) du cocycle sortant deu :

∑

e∈ω+(u,a)

yki
e ≤ 0 et

∑

e∈ω+(u,b)

yki
e ≤ 0 (20)

Ainsi, les branchements reviennent à interdire certains arcs aux commodités, ce qui permet
d’effectuer la génération de colonnes par calcul d’un plus court chemin. D’autre part, ce branche-
ment à tendance à équilibrer l’arbre de décision à la manièred’un branchement de type Ryan et
Foster ([29]), ce qui accélère généralement la résolution.

Dans [1], Alvelos et de Carvalho proposent un autre branchement : à partir d’une variable
fractionnaireyki

e , ils branchent en ajoutant l’une des deux contraintes suivantes :
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∑

p∈P k

δp
ey

i
kp ≤ 0 et

∑

p∈P k

δp
eyi

kp ≥ 1 (21)

Chaque contrainte de ce type s’associe à une variable duale qui modifie le coût de l’arce. La
génération de colonnes peut donc toujours s’effectuer par calcul d’un plus court chemin.

D’autre part, nous pourrons étudier la possibilité d’ajouter certaines coupes afin d’accélérer la
résolution du problème (Brand-and-Price-and-Cut).

Conclusion

Nous avons proposé plusieurs modèles pour minimiser le nombre de LSP. Le premier consi-
dère tous les chemins du graphe, ce qui conduit nécessairement à un nombre exponentiel de va-
riables, alors que le second limite le nombre de chemins par commodité et modélise chaque che-
min comme un flot. Cependant, la résolution du second modèle ne garantit pas l’optimalité du
problème initial, mais le nombre de variables qu’il implique est plus raisonnable. A partir du se-
cond modèle et par décomposition de Dantzig-Wolfe, nous avons défini un troisième modèle qui
pourrait nous permettre de mettre en place une technique deBranch & Price.

La méthode de résolution qui nous semble actuellement la mieux adaptée s’inspire de la mé-
thode de déviation de flots, qui permet de résoudre un multiflot à coûts non-linéaires. Au lieu de
minimiser directement le nombre de LSP, cette méthode permettrait de minimiser le délai de bout
en bout tout en essayant de maintenir un nombre de LSP le plus faible possible. L’étude de travaux
récents nous conforte dans la possibilité d’appliquer cette méthode à notre problème.

Enfin, l’étude des techniques deBranch & Priceappliquées au problème du multiflot entier
nous laisse espérer de pouvoir généraliser cette méthode à notre problème.
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