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Intervention collective aux Journées Mathématiques de I’INRP, juin 2006

Développements curriculaires dans I'enseignement
obligatoire

Claire Margolinas, INRP, UMR ADEF
Alain Mercier, INRP, UMR ADEF

Sophie René de Cotret, Université de Montréal, professeure invitée a I' INRP, UMR
ADEF

Notre exposé vise a introduire les questions de développement curriculaires, dans 1’enseignement
obligatoire, qui sont sous-jacentes aux démarches de recherche de développement de plusieurs
groupes de travail soutenus par I'INRP (DéMathE' et CIIREM Didactique?).

Dans un premier temps, nous situerons la problématique du développement curriculaire en nous
interrogeant sur les liens, dans nos travaux, entre recherche et développement. Notre exposé
s’appuiera ensuite sur la reprise et la redéfinition de certaines questions (en italique dans le texte)
mises en ligne pour 1’organisation des journées.

Dans un deuxiéme temps, nous pointerons certains résultats de recherche en didactique des
mathématiques, relatifs aux savoirs mathématiques, ce qui nous permettra d’aborder deux
questions : celle des raisons d'étre des objets d'enseignement, organisations mathématiques et
organisations sociales a mathématiques et celle de la part de [’expérience dans le cours de
mathématique.

Dans un troisiéme temps, nous nous intéresserons au travail du professeur dans les classes
ordinaires. Les travaux de développement, s’ils se destinent aux professeurs, doivent en effet
prendre en compte les contraintes du travail du professeur. Les travaux de recherche sur ce travail
nous renseignent sur les points d'appui d'une évolution possible des pratiques et sur les points de
stabilité. Dans ce cadre, nous aborderons la question suivante : Quelles situations mathématiques
concevoir, quels dispositifs construire dans la classe, quelles ressources pédagogiques construire
par et pour les enseignants et quelle mutualisation ?

Dans un quatrieme temps, nous envisagerons le travail mathématique de régulation curriculaire.
L’usage possible des résultats didactiques sera montré sur deux exemples, la notion d'énumération
et le probléme de l'organisation des collections, la notion de fonction et le dénombrement des
classes d'objets variables.

La question abordée par l'exposé sera : quelle analyse des usages de ces résultats dans la classe
et quelle analyse des apprentissages construits ? En conclusion, nous nous interrogerons enfin sur
les nouveaux équilibres a constituer entre la recherche et [’étude. Nous nous appuierons sur un
méme type d'exemple mathématique : la transparence des questions de combinatoire dans le
curriculum officiel et sur une difficulté de diffusion des travaux didactiques qui tient a la différence
entre probleme et situation.

Recherches et développements

Les recherches conduites a I’INRP et qui sont I’objet de la rencontre sont des recherches de
développement. Elles associent des chercheurs universitaires et des professeurs qui consacrent une
part de leur temps a ce travail. Leurs résultats sont orientés vers la production de ressources pour
les professeurs et/ou les formateurs. Nous allons donc, dans un premier temps, nous interroger sur

' Développement des Mathématiques a I’ Ecole

* Commission Inter IREM Didactique



Intervention collective aux Journées Mathématiques de I’INRP, juin 2006

ce qui peut caractériser voire fonder cette association, qui interroge les relations entre recherche
fondamentale, ingénierie, développement et enseignement.

Dans une vision que nous qualifierons ici de « classique » on imagine — idéalement - une sorte de
chaine descendante de la recherche fondamentale a 1’ingénierie, au développement et a
I’enseignement qui, pour sa part, fournit en retour une partie des questions pour la recherche
fondamentale. Sans que ce schéma se trouve jamais écrit tel quel, il semble sous-jacent a certaines
conceptions des relations entre recherche et enseignement, il n’y a qu’a penser aux discours sur la
« théorie » la « pratique » et « I’articulation théorie-pratique » pour s’en convaincre.

Recherche fondamentale

Développement

Un schéma classique

Nous ne partageons pas cette vision, qui refléte une conception plutét simpliste a la fois de
I’enseignement et de la recherche. En effet, la recherche fondamentale entretient avec 1’ingénierie
des relations réciproques : I’ingénierie n’y joue pas le role d’une pratique idéale mais permet de
comprendre certaines conditions de possibilité ou d’existence de situations didactiques. C’est dans
ce contexte que Brousseau (1998) insiste sur le fait que les ingénieries qu’il a développées ne sont
ni transposables ni destinées a étre transposées dans les classes ordinaires, c'est pour cela que
Chevallard n'a jamais rien publi¢ de ses travaux d'ingénierie

Par ailleurs, enseigner nécessite une composante de développement : ni le systéme éducatif ni les
professeurs ne peuvent concevoir le travail d’enseignement autrement que dans cette perspective,
d’autant que les conditions du travail scolaire ne cessent de se transformer, de I’intérieur comme de
I’extérieur. La question qui se pose est donc celle des relations entre ces deux poles : recherche
fondamentale/ingénierie d’une part, enseignement/développement, de Dautre. C’est la
problématique de notre exposé.
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Recherche fondamentale

Développement

Un schéma des fonctions

Questionnons un instant les différentes relations représentées sur ce schéma. Nous avons déja
évoqué celles de la recherche fondamentale et de 1’ingénierie et celle de 1’enseignement et du
développement. Dans le schéma « classique », I’ingénierie et le développement sont parfois vues
comme ayant des relations naturelles, sans doute parce que I’ingénierie conduit a construire des
situations de classe et a les réaliser dans des classes effectives, laissant ainsi penser que ce travail
pourrait contribuer trés directement au développement. Par ailleurs, le développement, ou
I’innovation, se considére souvent comme une sorte de « poste avancé » du systéme éducatif, qui
pourrait se rapprocher d’une pratique plus contrdlée, une des caractéristiques de I’ingénierie. La
relation entre ingénierie et enseignement a donc parfois été¢ vue, dans une perspective descendante,
comme une relation directe.

Ce que nous voulons questionner ici correspondrait aux deux derniéres relations, entre recherche
fondamentale et développement, d’une part, entre recherche fondamentale et enseignement, d’autre
part. Nous allons nous référer une nouvelle fois aux travaux des chercheurs et aux professeurs qui
ont travaillé en collaboration avec Guy Brousseau, parce qu’ils fournissent un cas paradigmatique.
Les recherches menées dans ce cadre ont conduit d’une part au développement de la théorie des
situations didactiques, un développement conceptuel qui détermine, dans le cadre des processus
complémentaire de dévolution et d’institutionnalisation, les situations correspondant aux fonctions
du savoir mathématique : action, formulation, preuve. Elles ont conduit également, pour chaque
recherche singuliere, au travail épistémologique, dans ’optique — souvent mal comprise — des
situations fondamentales, qui permet de déterminer a la fois les relations nécessaires entre les
concepts et les situations caractéristiques ou fondamentales qui y sont associées. Ce sont ces
travaux qui ont nécessité la construction de ce que I'on appelle les ingénieries, toujours trés longues
et jamais ponctuelles, qui ont concerné la majeure partie de 1’enseignement obligatoire. Cette
«raison d’étre » des constructions d’ingénierie a trés peu diffusé, méme dans le monde des
chercheurs, pour ne pas parler de I’enseignement, ni méme du développement. Or, si les ingénieries
sont des organisations singuliéres, adaptées a la fois aux intéréts de la recherche a un moment
donné, mais aussi aux conditions effectives de réalisation dans le cadre scolaire, ces travaux, dont le
caractere est a la fois épistémologique et curriculaire ne sont pas a priori limités par les conditions
spécifiques qui leur ont donné naissance.

Il y a pour nous un enjeu fort a comprendre pourquoi et comment cet aspect des recherches
fondamentales — issu de différentes recherches — pourrait connaitre une diffusion et dans quelles
conditions.
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Recherche fondamentale

Ingénierie

Développement

Questionnement des relations

Raisons d’étre des objets mathématiques

Pour aller plus loin, il nous faut introduire cette idée: les savoirs ne sont pas tous de méme nature
et on peut les distinguer selon le travail de leur production. Ce qui fait qu'on ne peut pas imaginer
enseigner de la méme maniere deux savoirs de natures différentes et qu'il devient nécessaire
d'inventer des maniéres d'enseigner pouvant garantir certaines propriétés des savoirs dont on vise la
transmission. A la suite des travaux de Brousseau (1998), nous pouvons dire que les savoirs
s'organisent en plusieurs types, et qu'ils sont constitués :

de théories ou discours sur le monde de l'expérience,

d' algorithmes ou régles d'action dans le monde de I'expérience,
de routines ou manieres d'agir dans le monde de l'expérience,
d' expérience ou connaissances dans le monde de l'expérience.

Chaque type est produit a partir d'un type précédent : la problématisation des faits d'expérience
produit, par mathématisation, des résultats qui se décrivent dans des organisations théoriques, les
résultats sont démontrés en théorie (sous la condition de vérité des axiomes et des théorémes
précédemment connus); l'usage systématique des résultats théoriques produit, par
démathématisation, des outils qui se décrivent comme algorithmes, les outils sont vérifiés par ce
qu'ils réalisent en pratique (sous les conditions données par la théorie) ; 1'emploi usuel des outils
algorithmiques produit, par désinstitutionnalisation, des dispositifs qui appellent des routines ou
pratiques, les dispositifs sont validés par ce qu'ils permettent de faire (dans des conditions pratiques
diverses, sous le controle de la contingence); la mise en oeuvre des dispositifs produit, par
réinstitutionnalisation, des faits qui sont issus de l'expérience, et des connaissances, les faits sont
prouvés expérimentalement (dans le domaine de réalité dont une institution donnée traite).

Tout enseignement réalise un équilibre dans cet espace, qui permet donc de décrire les choix de
transposition. Mais enseigner des problémes, des théories, des algorithmes, ou des routines ne se
fait pas de la méme manicre. C'est sans doute cette nécessaire variabilité de l'enseignement attendu
qui fait le principal probleme professionnel des professeurs de mathématiques. On peut bien slr
essayer d'enseigner des théories sans les problémes qui les motivent, des algorithmes qui ne sont
pas les résultats de I'usage de théories, etc., mais...

* ce n'est pas trés motivant, pour le professeur comme pour les éléves, puisque le savoir
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enseigné n'a pas de motif ;

» c'est coliteux en efforts parce que la composition des gestes élémentaires (dont 1'exécution
n'est pas sous le controle d'une évaluation (théorique, démonstration des résultats,
algorithmique, vérification des outils, routini¢re, validation des dispositifs, ou d'expérience,
preuve des faits) appartenant a I'agent, augmente rapidement la complexité de l'action ;

» c'est donc long et pénible pour les éléves, qui ne peuvent pas contrdler leur action et corriger
leurs erreurs (Brousseau 1'avait déja dit en, 1973, a propos de la multiplication).

Il faudrait donc enseigner des savoirs qui tiennent solidairement a ces quatre dimensions
routines, expérience, théories, algorithmes ; et on peut montrer en effet que tout enseignement
stable propose un parcours organis¢ d'une telle organisation mathématique, l'enjeu de
'enseignement et la culture des éléves déterminant les points de départ et d'arrivée du parcours.
Mais nous savons que la difficulté d'un enseignement organisant I'ensemble du parcours n'est pas
seulement épistémologique, elle tient aussi a la nécessité de changer d'activité de référence chaque
fois que 1'on change de niveau dans le parcours. C'est ce que déclare par exemple la Théorie des
Situations Didactiques (TSD), qui propose trois étapes, pour passer du niveau de l'action dans un
milieu a la production de représentations puis, a la validation des résultats obtenus, pour produire
des ¢éléments de théorie relatifs a l'action. Mais bien d'autres mouvements sont nécessaires, qui
nécessitent peut-&tre des étapes que la TSD ne nomme pas. Le travail épistémologique a l'usage de
l'enseignement n'est pas terminé.

Le mathématicien Henri Lebesgue (1975), qui disait aux futurs professeurs que « un nombre est
le compte-rendu complet de l'action qui le produit [...] le reste est métaphysique » déclarait en
conclusion de son cours sur « La mesure des grandeurs» que l'étude des mathématiques
¢lémentaires ¢tait essentielle, pour leur enseignement : cette étude permettait par exemple de
comprendre qu'un nombre est le résultat d'une expérience particuliére sur une grandeur. Il travaillait
pour que peut-Etre, les professeurs au fait de ce qu'est la mesure des grandeurs envisagent leur
enseignement sur les systemes de nombres comme portant sur les manieres de produire des mesures
par un algorithme vérifi¢ ou des dispositifs validés, selon les cas, et d'en rendre compte par un
nombre, que 'on considérerait alors comme le compte-rendu d'une expérience de mesure.

Le groupe DéMathE, a pris ce probléme comme point de départ du travail de développement de
son groupe, dans le cas du geste mathématique le plus élémentaire, I'énumération des objets d'une
collection, comme geste préalable a (et comme technique de) dénombrement de cette collection. Le
travail de développement, dans ce cas, doit répondre aux besoins des professeurs en leur fournissant
des savoirs et des ressources, sachant que les professeurs n'auront pas de demandes tant que ceux-ci
ne seront pas disponibles...

Dans le cas des travaux conduits dans le cadre de la CIIREM Didactique, qui mobilise dans un
travail commun des enseignants-chercheurs des formateurs d'IUFM et des professeurs, dans une
dizaine d'IREM, le travail est conduit par les didacticiens a la fois avec les professeurs et les
formateurs. Le probléme est donc pris par un autre bout, supposant en quelque sorte que le travail
mathématique permettra aux professeurs de transformer les organisations pédagogiques (Fluckiger
& Mercier, 2002; Matheron & Salin, 2002) parce que nous faisons cette hypothése : les professeurs
ont plus de liberté de decision d'organisation du travail de leur classe, sont plus disponibles a
l'observation de leurs éleves, sont plus ouverts a leurs idées, s'ils sont assurés des savoirs qu'ils
cherchent a transmettre. Notre question commune pourrait donc étre formulée ainsi: Dans le format
d'enseignement devenu classique aujourd'hui :

[activité/syntheése/exercices/évaluation]
quel est l'avenir d'une activité proposée aux éléves en introduction d'une lecon ? Fera-t-elle
expérience, produira-t-elle des faits ? Quels résultats sont attendus de la synthése qui rend compte
de son étude, dans quel cadre théorique seront-ils inscrits ? Comment le professeur peut-il gérer cet
avenir ? Pour commencer de répondre, une premiere question est utile : Sur quoi l'activité proposée
ouvre-t-elle ? Sur quoi devrait-elle ouvrir ? Un Probléme ? Ou... une Situation ? Les débats entre
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nous n'ont pas décidé ; cependant, nous avons quelques éléments permettant d'avancer, ils tiennent a
l'analyse des thémes et des valeurs portés par un projet de lecon.

Quel est I'enjeu actuel de l'activite, est- elle robuste?

Quels sont ses avenirs possibles ?

Ouvre-t-elle sur une question cruciale?

Ouvre-t-elle sur un théme d'étude dont elle est genératrice?
Ouvre-t-elle sur une théorie dont elle est fondamentale?

Permet-elle un ou plusieurs parcours dans une organisation de savoirs?

Situation n'est pas probléeme

Nous avons, dans les équipes de la CIIREM Didactique, des travaux qui vont dans ce sens et
permettent de répondre positivement a ces questions, comme par exemple ceux de I'équipe de
Bordeaux, qui prend 1'idée de Lebesgue au sérieux et développe le calcul de l'aire du rectangle
comme situation fondamentale des calculs de produits, de nombres entiers dans l'enseignement
¢lémentaire, de fractions et de décimaux ensuite. Ce travail conduit chaque fois a des éléments
théoriques puis, a la construction d'un algorithme enfin a la mise en place d'un dispositif permettant
d'asseoir des routines de calcul sur un répertoire connu. Mais pour étre plus explicite sur les
difficultés de notre entreprise, qui n'en est qu'a ses débuts, on a préféré ici montrer un cas qui fait
probléme plutot qu'une réponse assurée en partant donc d'une proposition d'activité telle qu'on en
trouve régulierement dans les ouvrages d'enseignement du College. « Déterminer le nombre de
carrés bleus nécessaires pour border, comme sur le dessin ci-dessous, avec des carreaux carrés
entiers de coté 1, un miroir central carré de coté: un (le cas représenté), quatre, sept, douze...
n'importe quelle taille. »

La figure représente le cas d'un miroir central de coté 1.

Cette activité, définit-elle un probleme, permet-elle de mettre en place une situation ? Qu'y a-t-il
a en apprendre, du point de vue d'un éléve ? Un éléve se pose toujours cette question, elle est de sa
responsabilité, et parfois il la pose au professeur : « A quoi ¢a sert 7 » ou : « On l'aura a l'interro ? »,
demande-t-il, lorsque l'activit¢é ne permet pas de saisir un enjeu d'enseignement possible. Le
professeur qui se prépare a l'introduire dans sa classe se demande : « Quel est 1'enjeu actuel de cette
activité, est- elle robuste (produit-elle facilement les effets attendus, ces effets sont-ils connus, peut-
on les anticiper ?) » Cette « activité » permet sans aucun doute que les éléves s'engagent dans un
comptage et trouvent 8 de contour pour 1 de centre, 12 de contour pour 4 de centre, 16 de contour
pour 9 de centre, etc. Des professeurs la proposeront donc. Mais ensuite ? Nous devons pour le
savoir conduire ce que Assude et al. (soumis) nomment une analyse a priori ascendante de la
transposition, c'est-a-dire remonter aux mathématiques que cette activité, considérée comme
¢vocatrice d'un probléme, rend possibles en principe. Mais pour que ces mathématiques soient
produites, par les éléves, il faudra que le professeur organise l'étude de ces faits (on constate que le
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cadre est constitué de 8, 12, 16 carreaux pour un centre carré¢ de 1, 2, 3 de co6té). Et pour cela, il
faudra que le professeur conduise les éléves a changer d'objet de travail. Par exemple, en disposant
en tableau de valeurs les tailles des miroirs carrés et celles des contours, et en associant les
procédures de calcul venues de la décomposition du contour en éléments rectilignes. Le professeur
doit anticiper cela, et étre persuadé de cette nécessité, pour prendre rapidement cette décision et
arréter le travail de comptage sur des exemples « a 'infini ».

Coté  Miroir Contour Calcul 1 Calcul 2 Calcul 3 C+M
1 1 8 4x1+4 4x(1+1) 2x3+2x1 9
2 4 12 4x2+4 4x(2+1) 2x4+2x2 16
3 9 16 4x3+4 4x(3+1) 2x(3+2)+2x3 25
4 16[=47] 20 4x4+4 4x(4+1) 2x(4+2)+2x4 36
? ? ? ? ? ? ?

Selon le point atteint par les éleves, les procédures seront plus ou moins diverses et pourront étre
enrichies. Ainsi, la poursuite de la colonne M qui représente « l'aire des miroirs carrés de coté
entier » permet de remarquer que « ce sont des nombres au carré¢ » et qu'on aurait di y penser,
puisque les miroirs bordés sont... des carrés. On peut remarquer alors que « la somme (miroir M
plus contour C) est aussi un carré » et qu'a cela aussi on aurait dii penser, notre connaissance
théorique des carrés nous l'aurait dit si nous y avions fait appel au lieu d'entrer dans le calcul. Un
travail systématique du tableau a l'aide d'un tableur engage plus slirement un tel travail de mise a
distance, les calculs exploratoires étant peu colteux. C'est important de savoir que le professeur y
gagne en robustesse, car I'appui sur les remarques des éleéves rend la situation moins robuste. On
peut obtenir d'autres remarques encore : « Le contour est un multiple de 4 » est un constat possible.

Il faudra que le professeur organise 1'é¢tude de certains de ces faits, qui cette fois sont relatifs au
tableau de nombres. Pour cela, il faut un dispositif d'enregistrement et de mise a l'étude des faits
constatés: le tableau. La recherche d'une méthode de calcul pour un terme général donne alors des
« formules », dans les colonnes associées : 4x1+4 puis 4x2+4 et 4x3+4 qui correspondent a
I'énoncé, « Quatre fois le coté plus quatre pour les sommets » sont des formules non algébriques,
mais elles ont la méme fonction descriptive de méme que, dans un premier rapport a l'algébrique, ce
que Serfati (2005) nomme forme rhétorique parce qu'elle peut se dire : « 4 fois ¢ plus 4s », ou ¢ est
la longueur d'un co6té tandis que s est un sommet, etc. Mais ces formules ne sont pas « calculables ».
Plusieurs formules générales peuvent alors étre imaginées par des éléves de 4° ou de fin de 5°, selon
leur méthode de calcul, qui rend compte du découpage du contour dont elle est de fait, comme le dit
Lebesgue une description : 4n+4 (les cotés du carré et les coins) ou 2(n+2)+2n (deux longueurs
paralleles et deux cotés) ou 4(n+1) (quatre longueurs égales imbriquées) ou 4(n+2)- 4, (quatre
longueurs complétes moins les recouvrements) ou encore (n+2)*-n” (par différence des aires, une
formule moins probable).

On peut alors chercher a montrer I'équivalence des procédés de description et de calcul, et pour
cela entrer dans un travail algébrique c'est-a-dire, chercher a transformer une formule en une autre
par une manipulation formelle réglée. Mais cela montre que l'activité n'était qu'un prétexte et que
l'enjeu n'était pas la recherche d'une réponse au probleme posé ! 11 faut alors l'annoncer et montrer
que le probléme rencontré correspond a un phénomene général, qui va nécessiter un travail sur les
transformations algébriques 1égitimes, les formules devenant donc objets d'étude dans ce second
niveau de changement d'objet.

Le travail des tableaux de nombres est donc 1'un des avenirs de cette activité. Il ouvre sur les
relations fonctionnelles. Le travail algébrique des formules désignant des programmes de calcul est
donc un des avenirs de l'activité, il ouvre sur l'équivalence des formules, envisagées comme
programmes de calcul. Mais avant tout, quel est l'avenir du probleme lui- méme ? Comment un
mathématicien le traiterait-il ? Sans doute, en cherchant quel est le probléme général dont le
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probléme d'encadrement du miroir reléve. Imaginons que sa généralité soit obtenue en passant en
dimension supérieure. Le travail se poursuivrait donc en direction de I'encadrement... des cubes.

1l faudrait par exemple 6n° +12n+8 cubes, pour border les six faces par n> cubes, les 12 arétes
par n cubes et les 8§ sommets par un cube, pour un cube d'aréte n. Mais la généralisation de cette
formule a d'autres dimensions suppose une description de I'hypercube qui donne le nombre de ses
¢léments fronticre. Or, ces éléments sont des hypercubes de dimension 4 bordant respectivement les
¢léments de dimension 3 par n’ hypercubes chacun, ceux de dimension 2 par n® hypercubes chacun,
ceux de dimension 1 par n hypercubes chacun et les sommets par un hypercube chacun... et ainsi de
suite pour les dimensions suivantes. Nous n'en disposons pas ! Pourtant, puisque nous cherchons ici
a faire le tour du probléme pour en tester la généralité, nous pouvons voir qu'une des formules
imaginées donne des résultats : considérons que le cadre a carreler est la différence des aires du
carré complet et de son intérieur:

ainsi, 4n+4=(n+2)* -n°
de méme, 6n°+12n+8=(n+2)’ -n’
et bien sir, par une généralisation

(aisée a démontrer mais cette fois le calcul est en sens inverse),

(n+2)* -n* =8n’ +24n’ +32n+16

Par retour du rapport de systtme a modele, la formule permet de savoir que I'hypercube de
dimension 4 est bord¢ de 8 faces cubiques, 24 faces carrées, 32 arétes, 16 sommets, car nous avons
découvert une fonction génératrice des éléments constitutifs de I'hypercube, un polyndme qui le
décrit si l'on considére maintenant que n’ désigne les bords de dimension 3 d'un hypercube, n” les
bords de dimension 2, etc. Cette formule donne méme le résultat en dimension 1 : (n+2)-n=2 et en
effet, une ligne de cubes a deux bouts! L'avenir de notre probléme se trouve maintenant en
combinatoire, plus du c6té de la méthode (ou théorie) combinatoire de Polya que du coté des
programmes du Collége. Mais 1'analyse faite nous donne une idée du type théorique dont il releve.
Elle nous montre aussi, et cela nous confirme dans notre hypothése précédente, que ce que 1'on peut
apprendre de la résolution d'un probléme tient aux outils mathématiques que cette résolution
mobilise. Ici, on apprend ce qu'est une fonction génératrice dans un probléme de dénombrement,
c'est un savoir de combinatoire.

Ce qui s'est passé n'est pas un fait isolé. L'analyse du Puzzle de Carroll est proposé en 3° dans de
nombreux ouvrages pour l'enseignement, or Nin (1992) montre que 1'on débouche sur une équation
de Pell-Fermat et elle a donné lieu en son temps a un joli probléme de préparation a l'agrégation
interne... Mais notre intérét de professeurs n'est pas dans le travail mathématique de résolution des
problémes dans leur généralité et de construction des théories nécessaires : faire des mathématiques
c'est « résoudre des problemes dans toute leur généralité et pour cela produire les théories les plus
larges possible », ce n'est pas notre objet car le niveau théorique est, dans le cas de l'enseignement,
donné par avance.

L'acculturation aux mathématiques dans 1'enseignement obligatoire est donc limitée aux premiers
¢léments de théorie qu'il est possible de produire pour attaquer quelques classes de problémes bien
particuliers. Pourtant, comme nous l'avons €prouvé dans le cas de la résolution du probléme général
correspondant a l'activité initiale, cette activité n'est mathématiquement motivée que si elle a un
avenir et si son étude peut se poursuivre par des ¢léments théoriques, si elle produit des résultats qui
donneront des outils mathématiques efficaces, utilisables dans de nombreuses occasions pour
devenir routiniers, etc. Le niveau théorique auquel nous nous arréterons, au Collége, est relatif aux
tableaux de nombres (comme premieres mises en forme de relations numériques) et aux formules
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(comme descriptions de procédures de calcul). La reconnaissance de la dimension mathématique de
ces objets appartient a /'épistémologie

e Savante :Serfati (2005) montre que les formules sont des descriptions de procédures ;

e Scolaire :Erdogan (2006, these dirigée par Pierre Duchet) montre que les tableaux sont un
premier contact avec les fonctions, en combinatoire).

Les outils d'attaque de la question initiale font son intérét : elle définit une des taches qui se
résolvent a 1'aide de ces outils et peut conduire a des routines d'attaque numérique (outillées par des
moyens de calcul) de certains problémes. Soit, par une technique de mise en tableau des nombres
en relation (dés la 6° en continuité avec le travail sur les tableaux de proportionnalité mais aussi en
rupture avec le raisonnement proportionnel). Soit, par une technique de mise en formule des
nombres en relation (dés la 5°, en continuité avec le travail sur les tableaux et au dela avec les
représentations graphiques de tableaux puis de relations données par des formules a une variable
comme moyen de classification des types de relations numériques par le degré de la formule).
Tableaux, puis fonctions et formules sont bien les outils premiers de la combinatoire.

Le programme de travail qui peut étre ouvert par l'activité étudiée appartient donc a ce domaine
mathématique, qui peut fonder la production de deux outils mathématiques qui sont l'enjeu des
programmes du College. Mais ce domaine n'est pas cité dans les programmes, les outils ainsi
produits devront donc appartenir implicitement seulement a la combinatoire et bientot ils devront
étre transférés explicitement dans un autre domaine mathématique, le cadre de 1'analyse au sens de
Douady, 1986). Ce n'est pas pour le Collége. La capacité de ces outils & modéliser des problémes
géométriques devra suffire a en motiver le développement, dans le curriculum réel, en 4° et 3°. C'est
ce qu'explore le travail du groupe de I'REM d'Aix-Marseille. Mais les autres groupes de la CIIREM
ne font pas moins, méme si on ne peut ici rendre compte de ce que chacun a entrepris.

L'activité « encadrement du miroir » doit donc étre pensée non pas comme ouvrant sur un
probléme, mais comme permettant de définir une situation didactique initiale, génératrice d'une
etude a long terme, relative aux usages puis aux propriétés d'un outil mathématique (le travail des
relations numériques par tableaux puis par formules), la dimension théorique nécessaire a la
résolution du probléme générique n'étant pas l'enjeu de 1'é¢tude. Une situation et non pas un
probleme : c'est-a-dire, un moyen d'enseignement, mais surtout pas l'origine d'une théorie ou
l'essence d'une pratique, questions qui seront, pour nous et par principe, métaphysiques.

Notre travail de didacticiens consiste a identifier, avec les professeurs et a
leur intention, des outils techniques, qui ne sont pas toujours décrits dans les
travaux mathématiques théoriques mais qui permettent de gérer le curriculum
réel que les professeurs mettent en place au quotidien et de méme, a leur
fournir des résultats, des dispositifs, des faits, pouvant donner des objets
d'enseignement conformes aux programmes. C'est ainsi que nous proposons de
réaliser le travail de développement que demande I'INRP.

Les outils sont peut-étre les ¢léments les moins visibles. Ils sont identifiés par des systémes
sémiotiques, des notations « calculables » et les notions associées (tableau de nombres, colonne des
différences ; programmes de calcul écrits comme formules d'un tableur ; etc.) dont la vie appartient
parfois seulement a la culture d'un niveau d'études. Les résultats sont énoncés et lorsqu'ils sont de
quelque ampleur on les nomme théorémes, les dispositifs s'appuient sur leur usage et certains
comme l'algorithme de multiplication sont suffisamment connus pour figurer au programme des
¢tudes. Ces systemes de notations et de notions a usage didactique sont indispensables au
professeur comme aux éleéves parce qu'ils correspondent a leur niveau de travail théorique. Mais si
ces systemes langagiers et symboliques, étroitement associés, ne sont pas stables et identifiés
comme les enjeux officiels du travail de la classe, les activités des éléves et du professeur ne
produisent pas de savoir mathématique visible et bientot, ces activités ne sont plus légitimes.
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C'est en ce sens que notre travail de développement participe a la production d'un curriculum
effectif : nous nous sommes donné pour enjeu de produire, systématiquement et en coopération, les
supports de situations d'enseignement robustes. Dans un premier temps, nous le faisons en
soumettant notre travail (tel qu'en chaque lieu il réalise une partie du projet global) a la critique des
autres équipes, dans le deuxi¢éme temps nous le ferons en le rendant public (sous le nom de ses
auteurs, avec les critiques associées) et dans un troisiéme temps en participant (dans un forum dédié
a ouvrir, par exemple, sur le site EducMath) aux débats éventuels auxquels ses usages donneront
lieu.

Les documents dans le travail ordinaire du professeur

Dans cette partie, nous allons donner quelques éléments sur les relations possibles entre le travail
ordinaire du professeur et la prise en compte, dans ce travail ordinaire, de documents ou travaux
issus de la recherche de développement. Insistons tout d’abord sur le fait que la situation du
professeur n’est pas identique a celle du « professeur d’essai » qui travaille dans le cadre d’une
ingénierie, et pas seulement parce qu’elle en serait une sorte de version « imparfaite ». La démarche
de I’ingénierie est en quelque sorte une démarche « descendante »°, qui part d’une conception de
I’enseignement des mathématiques en général, qui réfléchit a la place de la notion mathématique a
enseigner dans un ensemble mathématiquement organisé¢ et cohérent, pour ensuite produire une
suite de lecons dont chacune joue un role spécifique dans cette organisation d’ensemble.

La démarche du professeur est sans doute rarement celle-ci, notamment parce que la relation au
savoir n’est pas le seul déterminant dans la situation du professeur. Par exemple, le professeur peut
partir du projet d’un exercice, pris dans un manuel scolaire, par exemple, et chercher a insérer ce
probléme dans sa construction du théme mathématique et dans ses pratiques didactiques. Ou bien il
peut partir de ce qu’il a observé de D’activité des ¢€léves dans des situations antérieures, qu’il
s’agisse des mémes ¢€léves ou d’une autre classe pour chercher a modifier son projet de lecon voire
a le construire, parfois en perdant de vue la construction du théme mathématique, et donc le savoir.
Il peut aussi se reposer entiérement sur un manuel pour penser les projets didactiques et imaginer
son role seulement a partir de la forme de la relation pédagogique de I’institution scolaire.

Reprenons maintenant ’une des questions posées aux intervenants et participants de ces
journées :
*  Quelles situations mathématiques concevoir, quels dispositifs construire dans la classe,

quelles ressources pédagogiques construire par et pour les enseignants et quelle
mutualisation ?

La question qui est posée oriente la réponse vers « la classe », ce qui risquerait d’étre compris
comme « ’ici et maintenant de la classe ». Or cet ici et maintenant est conditionné par la situation
du professeur dans son ensemble, méme si on ne s’intéresse qu’au professeur dans sa dimension
didactique, ce qui est déja une restriction. En effet, le professeur agit au contact avec ses éleves,

3 En utilisant ce vocabulaire, nous nous référons a des modeles théoriques qui visent a décrire le travail du
professeur d’une fagon organisée et hiérarchisée. Plusieurs solutions (compatibles) de cette question existent. Le modéle
développé par Claire Margolinas est une conséquence du développement de I’analyse de la structuration du milieu
(Brousseau, 1990; Margolinas, 1995) . Il vise a décrire des composantes de la situation du professeur et a interroger
leurs relations. Les composantes principales qu’elle considére sont les suivantes : +3 Valeurs et conceptions sur
I’enseignement/apprentissage : projet éducatif ( valeurs éducatives, conceptions de 1’apprentissage et de
I’enseignement) ; +2 Construction du théme : construction didactique globale dans lequel s’inscrit la legon (notions a
étudier et apprentissages a réaliser) ; +1 Projet de legon : projet didactique spécifique pour la lecon observée (objectifs,
planification du travail) ; 0 Situation didactique : réalisation de la legon (interactions avec les éléves, prises de décision
dans I’action) ; -1 Observation de I’activité des éléves : perception de I’activité des éléves (régulation du travail délégué
aux éleves). Dans le modéle de la Théorie Anthropologique du Didactique, TAD (Chevallard, 2002, 2002) , I’échelle
des niveaux de co-détermination didactiques (sujet ; théme ; secteur ; domaine ; discipline ; pédagogie ; école ; société ;
civilisation) fonctionne comme une base de décomposition des assujettissements du professeur regardé comme sujet de
différentes institutions — pour un exemple d’utilisation de cet outil (Wozniak & Chevallard, 2005).
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mais cette action est trés largement conditionnée par les choix qu’il a fait en amont de la situation
de classe : préparation de la legon, choix de la succession des objets mathématiques introduits dans
la classe, etc.

Le probleme se déplace donc, la question deviendrait plutot :

*  Quelles mathématiques, pour quels dispositifs? Les professeurs ont-ils des demandes de
ressources, lesquelles?

Nous allons maintenant nous appuyer sur les résultats d’une enquéte’ réalisée dans le cadre du
groupe de recherche de développement DéMathE en 2003-2004, sous forme d’entretien semi-
directif d’une heure aupres de 11 professeurs des écoles non débutants. Ces entretiens portaient sur
les ressources utilisées, en mathématiques, par ces professeurs, dans tous les aspects de leur
enseignement (conception de leur enseignement des mathématiques, planification de 1’année,
détermination des dominantes de 1’année, programmation et progression selon des thémes
mathématiques et des chapitres, projet de lecon particuliére, conduite des situations, observation des
difficultés des éleves).

Disons tout de suite que nous pensons a priori que les réponses a cette enquéte sont sans doute
spécifique des professeurs du premier degré, ou du moins pourraient 1’étre, a notre connaissance
une ¢étude similaire n’existe pas pour le second degré. Nous allons décrire ce qui ressort de
I’enquéte du point de vue d’une ouverture des professeurs a une transformation de leur pratique, en
mathématiques.

Les professeurs considérent que les valeurs et les conceptions de I’enseignement sont en quelque
sorte personnelles, il ne s’agit pas de les discuter, il s’agit d’un déja-la, trés fortement déterminé par
le genre professionnel et les doxas les plus audible depuis la place du professeur — ce qui peut étre
parfois assez local, différent selon les académies ou les circonscription, par exemple. Implicitement,
les manuels scolaires et les formes d’enseignement sont choisis en partie en fonction de ces valeurs.

De méme, contrairement a ce qui sous-tend parfois la relation entre I’innovation et les professeurs,
les professeurs interrogés ne sont pas vraiment demandeurs de nouveaux projets de lecon. Il faut
développer un peu cette affirmation. Chaque professeur semble rencontrer, assez tot dans la
pratique, un ¢lément — souvent un manuel et/ou un livre du maitre — sur lequel il investit beaucoup
de travail pour en adopter les fagons et qui fagonne sa pratique. Méme quand il change de manuel,
les « lunettes » adoptées restent en place, ce qui justifie d’ailleurs de changer le moins possible de
support, et de ne pas apprécier de changements trop brusque dans 1’édition d’un manuel d’une
année sur I’autre. Le document « générateur » (Margolinas & Wozniak, soumis) joue un role treés
important dans la facon dont le maitre se percoit par rapport aux autres. Dans ces conditions, le
lancement d’un nouveau manuel, ou d’un nouveau type de manuel, passe nécessairement par un
travail intense de diffusion via la formation, et ne va pas de soit — les éditeurs le savent bien! Les
maitres peuvent étre demandeurs de nouveaux projets de legon, parce que leur pratique a sans doute
besoin de se renouveler, mais toujours dans un cadre suffisamment stable. Dans les marges de leur
enseignement principal (introduction de nouvelles notions, travail de la technique), les professeurs
organisent toutes sortes de dispositifs qui permettent, notamment, une certaine différenciation. Au
dela du document générateur (manuel de la classe ou non) tous les documents sont bons pour
permettre aux ¢léves de s’entrainer, voire tout simplement de s’occuper tout en faisant des
mathématiques.

En fait, les besoins mathématiques s’expriment peu dans les entretiens, sauf a deux niveaux : la
construction de la progression ou de la planification en mathématiques, 1’observation de I’activité
des ¢leves. Commengons par cet aspect d’observation. Tout se passe comme si les professeurs nous
disaient : « je sais enseigner, pas de probléme... sauf pour 20% des ¢€léves (pourcentage qui peut
varier selon les discours) ». « Pour ceux-la, les éleéves en difficulté, je suis demandeur d’aide, de
suggestion, voire je réclame qu’on me fournisse des aides ». L’observation des difficultés des

* Voir (Margolinas et al., 2004; Margolinas & Wozniak, soumis)
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¢éleves, souvent a la fin d’un processus d’enseignement supposé provoquer I’apprentissage, est une
réalité¢ douloureuse, qui pousse les maitres a une demande. Dans le projet DéMathE, nous avons
pris trés au sérieux cette demande et cette possibilité d’ouverture, en nous centrant toujours sur des
difficultés qui persistent, méme si c’est seulement pour certains ¢léves — du moins en apparence.
Les professeurs, qui décrivent souvent difficilement les objectifs mathématiques de leurs legons, par
exemple, font souvent preuve d’une grande finesse dans 1’observation des difficultés qui résistent.
Mais la possibilité de description raisonnée manque, parce que le cadre d’analyse n’est pas connu.

En ce qui concerne la construction d’une progression, la question est toute différente, et ne
s’exprime pas de la méme manic¢re. Beaucoup de professeurs vivent leur enseignement - des
mathématiques, mais sans doute pas seulement - sur un mode de « surlignage des compétences
successives ». Ce mode d’organisation — ou plutdt de désorganisation — est sans doute d’autant plus
fort que la problématique des « compétences » est forte et légitimée (Schneider, 2006). Les
professeurs qui s’expriment sur cette difficulté sont ceux qui ont le sentiment d’avoir a faire des
choix, sans bien savoir sur quelle base les faire. Ils nous disent parfois que c’est « le plus difficile ».
Cette difficulté ne les empéche pas d’enseigner au quotidien, mais certains d’entre eux ressentent ce
que l’observation des classes ordinaires nous révéle, c’est-a-dire un manque d’organisation
mathématique, qui conduit a I’impossibilité de choix cohérents, y compris bien dans les projets de
lecon et les situations de classe. Le probléme qui se pose est de comprendre sous quelle forme il
serait possible de mettre a la disposition des professeurs certains savoirs concernant I’organisation
curriculaire mathématique.

En guise de conclusion

Les contraintes sont multiples et 1'enseignement est déterminé a plusieurs niveaux relatifs aux
mathématiques d'un coté, aux professeurs et aux éléves de l'autre, ce qui interdit une intervention
directe ; des points d'appui d'une évolution possible peuvent pourtant &tre identifiés,autour de
'observation des erreurs persistantes des éleves ordinaires et des éleves en difficulté, comme des
besoins exprimés des professeurs : enquéte DéMathE, groupes IREM (ateliers, boutiques, forums).

Quelles situations mathématiques concevoir, quels dispositifs construire dans la classe, quelles
ressources pédagogiques construire par et pour les enseignants et quelle mutualisation ?

C'était la question qui nous était posée. Nous savons d'expérience qu'il n'y a pas de mutualisation
sans théorie commune, pas de ressources produites par les professeurs eux-mémes en position de
professeur, sinon pour eux-mémes. Produire des ressources pédagogiques est un travail de la
noosphere, ce qu'a fait a sa manicre le groupe ERMEL. Faute de quoi, les manuels éléves servent au
professeur.

Les dispositifs dans la classe sont donc a « mettre en place » par le professeur, pour les éléves.

Les ressources sont a « mettre a disposition » par I'INRP par exemple, pour les professeurs, ce
qui suppose un suivi des usages (sur site ou/et a distance : forum d'usagers et usagers /
concepteurs et formations).

Ce qu'il y a a concevoir ce sont donc des sifuations au sens plein de Brousseau, c'est-a-dire a la
fois des contenus d'enseignement et les conditions de leur enseignement. Mais le travail des
professeurs pour conduire les enseignements décrits ainsi n'est pas simple et ne va pas de soi.
L'étude des difficultés que les professeurs rencontrent est aussi I'une de nos questions de travail et
c'est sur cette question, un peu en aval de ce qui fait le coeur de notre ligne d'attaque, que s'est
centrée I'équipe de I'REM Paris VII et que travaillent les didacticiens des mathématiques de 'UMR
ADEF, a Marseille. On remarquera enfin que I'é¢tude des situations permettant d'enseigner les gestes
mathématiques spécifiques des mathématiques que sont : le travail des définitions, l'implication ou
les démonstrations, est une question qui ne nous est pas étrangere puisque, un peu en amont de
notre problématique centrale cette fois, une équipe de 1'REM de Grenoble travaille autour de
« Maths a modeler » et des situations de recherche, tandis que les autres équipes sont sur des
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problémes d'enseignement semblables a celui que nous avons exposé, ce que l'on peut vérifier en
suivant les publications de ces équipes dans la revue Petit x.
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