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condition au bord mixte

Djamel AIT AKLI a, Abdelkader Merakeb b

aL2CSP, UMMTO Tizi Ouzou, Algérie
bL2CSP, UMMTO Tizi Ouzou, Algérie
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Résumé

On considère dans cet article le système d’équations de Lamé posé sur un domaine polygonal avec conditions au
bord mixtes de type Dirichlet-Neumann. On établit une estimation en norme L2 explicite pour le gradient de la
solution de ce problème. Ce qui permet de majorer explicitement la norme H1 de cette solution. Noter que les
majorations obtenues ne sont pas optimales.

Abstract
In this paper we consider Lamé’s system of equations on a polygonal domain with mixed boundary conditions

of Dirichlet-Neumann type. An explicit L2 norm estimate for the gradient of the solution of this problem is
established. This leads to an explicit bound of the H1 norm of this solution. Note that the obtained bounds are
not optimal.

1. Introduction

L’équilibre statique d’une structure déformable occupant un domaine Ω du plan R2 est régi par les
équations de l’élasto-statique linéaire de Lamé, voir ([7], [9]). Dans cette étude, on se restreint à un
domaine Ω ayant une forme polygonale et possédant m+1 arêtes avec m ≥ 2. On désigne par Γ = ∪Γi :=
∂Ω son bord et par d(Ω) son diamètre. On considère sur Ω le problème de Lamé gouverné par le système
d’équations suivant :
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
Lu = f p.p dans Ω,

σ · −→ni = gi sur (Γ− Γ0) ∩ Γi,

u = 0 sur Γ0.

1 ≤ i ≤ m (1)

Une fonction vectorielle u = (u1, u2) vérifiant ce système d’équations modélise un déplacement dans le
plan. Dans ce modèle, on impose un déplacement nul sur la partie Γ0 du bord, ce qui se traduit par une
condition de Dirichlet homogène. La composante normale du tenseur des contraintes sur le reste du bord
est en chaque point égale à la force extérieure appliquée en ce point, ce qui traduit l’équilibre sur cette
partie du bord de la structure. L’égalité sur le bord est comprise au sens de la trace. L désigne l’opérateur
de Lamé défini par :

Lu := −div σ(u) = −div[2µε(u) + λTr ε(u)Id] (2)

Les seconds membres f et g vérifient f ∈ [L2(Ω)]2 et g ∈ [H
1
2 (Γ)]2. Le vecteur −→ni représente la normale

extérieure à l’arête Γi. On désigne par µ et λ les coefficients de Lamé. En se plaçant dans le cadre
isotropique, la loi de Hook :

σ(u) = Cijklε(u)

reliant le tenseur d’ordre deux des contraintes σ et le tenseur des déformations ε définie par :

ε(u) =
1

2
(∇u+∇tu), (3)

décrit le comportement élastique de la structure où le tenseur d’ordre deux Cijkl est propre à la nature
élastique du matériau. Le cadre isotropique permet également d’exprimer l’opérateur de Lamé sous la
forme (??). Le problème faible équivalent au problème (1) s’écrit (voir [2], [7]) :
trouver u ∈ V ; ∀v ∈ V

a(u, v) :=

∫
Ω

2µε(u)ε(v) + λ div u div v dx =

∫
Ω

fv dx+

∫
Γ−Γ0

gv dσ(x) =: l(v) (4)

avec

V = {v ∈ [H1(Ω)]2 : v = 0 sur Γ0}

et

ε(u)ε(v) :=
1

4

2∑
i,j=1

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
)(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi
).

Le problème d’existence et d’unicité dans V de la solution de (4) est classique, (voir [2]). En effet, on
utilise l’inégalité de Korn pour établir la coercitivité de la forme bilinéaire a, ensuite on invoque le lemme
de Lax-Milgram.

On pourrait obtenir une meilleure régularité de la solution du problème faible (4) si le polygone Ω
satisfait aux conditions (H2) du Théorème 2.3 énoncé dans l’article de S. Nicaise [16]. Dans ce cas, u ∈
[H

3
2 +ε(Ω)]2, ce qui implique en particulier, en utilisant les injections de Sobolev, que u ∈ [C0, 12 +ε(Ω)]2.

Le domaine polygonal Ω satisfait bien ces conditions.
On note dans ce qui suit :
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||ε(u)||0,Ω :=||ε(u)||L2(Ω)2 = (

∫
Ω

|ε(u)|22 dx)
1
2 = (

∫
Ω

ε(u)ε(u) dx)
1
2

||∇u||0,Ω :=||∇u||L2(Ω)2 = (

∫
Ω

|∇u|22 dx)
1
2 = (

∫
Ω

|∇u1|2 + |∇u2|2 dx)
1
2 .

En utilisant la seconde inégalité de Korn, l’inégalité de trace et celle de Poincaré, on obtient aisément
à partir de (4) l’estimation suivante :

||∇u||0,Ω ≤
1

ck

1

2µ
(cp||f ||0,Ω + cp,t||g||0,Γ) (5)

où cp,t est une constante qui dépend de la constante de Poincaré et de la constante de l’inégalité de
trace. ck est la constante de l’inégalité de Korn, cette inégalité s’énonce de manière générale pour une
fonction u ∈ [H1(Ω)]2 et s’annulant sur une partie de mesure non nulle du bord (voir [10], lemme 1.2.7) :

ck||∇u||0,Ω ≤ ||ε(u)||0,Ω. (6)

Notons que pour un domaine Ω quelconque (et polygonal en particulier), la valeur de la constante ck
apparaissant dans la seconde inégalité de Korn est inconnue et ne peut être explicitement minorée dans
le cas général. Par conséquent, il est impossible d’obtenir directement des estimations explicites pour
||∇u||0,Ω. Par contre, la constante ck vaut 1

2 lorsque la condition au bord est de type Dirichlet homogène
ou bien lorsque Ω est par exemple le demi espace. Si on note par R2+ le demi plan ouvert défini par :

R2+ = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 > 0},

alors la seconde inégalité de Korn (6) s’écrit (voir [10], Corollaire 1.2.2) :

1

2
||∇u||0,R2+ ≤ ||ε(u)||0,R2+ . (7)

Pour plus de détails sur les cas particuliers de domaines pour lesquels la constante de l’inégalité de
Korn est déterminée de manière explicite, voir l’article de C. O. Horgan [13]. Il en est de même pour la
constante de l’inégalité de trace, qui n’est explicitement connue ou majorée que dans des cas particuliers.
On utilisera dans cet article l’inégalité de trace d’une fonction u ∈ H1(ω) dans le cas où ω est un
parallélogramme pour lequel on note Γi ses arêtes respectives. Alors l’inégalité de trace s’écrit (voir[6]) :
pour tout i tel que Γi est une arête,

||u||20,Γi ≤ 2[
|Γi|
|ω|
||u||20,ω +

|ω|
|Γi|
||∇u||20,ω]. (8)

Déterminer explicitement ces constantes est intéressant d’un point de vue numérique. En effet, les
estimations d’erreurs d’approximation par éléments finis du type

||u− uh||0,Ω ≤ Ch||∇u||0,Ω (9)

font intervenir la quantité ||∇u||0,Ω. En supposant que C puisse être connue, alors majorer explicitement
||∇u||0,Ω revient à mieux encadrer ||u||0,Ω.

Le résultat principal de ce travail réside dans le théorème suivant

3



Théorème 1.1 La solution u de (4) vérifie :

||∇u||0,Ω ≤
1

µ
(1 + cp||f ||+ ctr||g||Γ) + 1 (10)

et d(Ω) désigne le diamètre de Ω, cp := d(Ω), ctr := 2
√
d(Ω).

L’estimation (10) de ce théorème est différente de (5), néanmoins les constantes qui y sont présentes sont
les mêmes. Pour aboutir à l’estimation (10), on décompose la solution du problème (1) en des fonctions
à support dans des des domaines particuliers. Ainsi, on démontre des estimations explicites pour les
solutions de ces problèmes partiels, c’est à dire que toutes les constantes apparaissant dans (5) sont
déterminées et ce, moyennant des résultats disponibles pour ce type de domaines. Avant de démontrer ce
théorème, il est utile de passer par des remarques et des résultats intérmédiaires.

Remark 1 Si on note :

Vi = {v ∈ V : v = 0 sur Γ− Γi}, 1 ≤ i ≤ m (11)

On note ud la trace de la solution u de (4)sur le bord ∂Ω. Pour réaliser la décomposition à laquelle
on faisait allusion ci-dessus, on est tenté d’écrire u =

∑
i ui dans D′(Ω), où les distributions ui sont les

solutions des problèmes suivants

(P1)


Lu1 = f dans Ω

u1 = ud sur Γ1

u1 = 0 sur Γ− Γ1

(Pi)


Lui = 0 dans Ω

ui = ud sur Γi

ui = 0 sur Γ− Γi

2 ≤ i ≤ m

et d’appliquer (2.6) et (2.7) aux fonctions ui puis de dégager les estimations recherchées . Mais le
problème est que les fonctions solutions ui ne peuvent appartenir à Vi. En effet, dans le cas contraire
l’image des solutions ui par l’opérateur de trace sur le bord ∂Ω serait une fonction de H

1
2 (∂Ω) ⊂ C0(∂Ω),

ce qui n’est pas le cas ici ( les ui ne sont pas continues au sommet xi−1,i = (x1
i−1,i, x

2
i−1,i) reliant Γi−1 à

Γi et au sommet xi,i+1 = (x1
i,i+1, x

2
i,i+1) reliant Γi à Γi+1). En effet :

Les éléments de l’espace de Sobolev fractionnaire Hs(Ω) se caractérisent par, (voir [17]) :

W s,2(Ω) := {u ∈ Lp(Ω);
|u(x)− u(y)|
|x− y|n2 +s

∈ L2(Ω× Ω)}.

Cet espace est muni de la norme

||u||W s,p(Ω) := (

∫
Ω

|u|pdx+

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dxdy)

1
p

D’après le théorème (Th. 8.2, page 55, [17]) : il existe une constante C > 0 ne dépendnt pas de u telle
que :

||u||C0,α ≤ ||u||W s,p(Ω) (12)

C’est à dire que, pour sp > n, l’injection

W s,p(Ω)→ Cs−
n
p (Ω)

est continue.
On montre que les fonction d l’espace H

1
2 (∂Ω) sont aussi continues. La preuve de cette assertion fera

l’objet du lemme suivant :
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Lemme 1.2 L’injection
W

1
2 ,2(Ω)→ C0(∂Ω)

est continue.
Comme conséquence de la remarque (1), on ne peut appliquer l’inégalité de Poincaré ou celle de la trace

qui sont indispensables pour la suite ; ceci car les distributions en question doivent jouir de la régularité
H1. Pour remédier à ce problème, on considère une fonction auxiliaire uε ∈ V de u au voisinage des
sommets xi−1,i et xi,i+1. Pour ce faire, quitte à considérer l’image de u par un opérateur de prolongement
à H1(R2), ce qui est toujours possible pour notre domaine lipschitzien Ω. On définit :

uε(x) = φε(x)u(x)

avec : 
φε(x) = 0, ||x− xi|| ≤

√
ε

2

φε(x) = 1− exp[
(||x− xi||2 − ε

22 )2

||x− xi||2 − ε
],

√
ε

2
< ||x− xi|| <

√
ε

φε(x) = 1,
√
ε ≤ ||x− xi||

La fonctions φε est identiquement nulle sur un voisinage des sommets. La fonction uε ∈ V est l’unique
solution du problème suivant

Luε = fε dans Ω

uε = udε sur Γ

On notera par la suite uε pour désigner la fonction vectorielle uε = (u1
ε , u

2
ε).

Formulation faible vérifiée par uε et un lemme d’approximation

Dans cette section, on écrit le problème faible vérifié par uε. Si on note pour uε ∈ V

σε := 2µε(uε) + λTr ε(uε)I,

clairement, Luε = div σε = f ε, donc σε ∈ [H(div)(Ω)]2. Par densité, il existe σnε ∈ [C∞(Ω)]2×2 tel que :
σnε → σε dans H(div)(Ω), c’est à dire

||σnε − σε||div,Ω := ||div σnε − div σε||0,Ω + ||σnε − σε||0,Ω → 0

quand n → ∞. En posant div σnε = fn on obtient en utilisant l’intégration par partie contre une
fonction test v ∈ C∞(Ω) l’expression :∫

Ω

σnε∇v =

∫
Ω

fnε v +

∫
Γ

σnε · −→n vdΓ.

En passant à la limite en n, on trouve ∀v ∈ C∞(Ω)∫
Ω

σε∇v =

∫
Ω

fεv + < σε · −→n , v >
[H

1
2 ]′(Γ)×[H

1
2 ](Γ)

où σε · −→n =: gε ∈ [H
1
2 (Ω)]′ est l’image de σε par l’application trace sur le bord. Comme C∞(Ω) est

dense dans V ⊂ H1(Ω) alors en utilisant les définitions (3) pour v et l’expression de σε, uε vérifie : ∀v ∈ V
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∫
Ω

2µε(uε)ε(v) +

∫
Ω

λ div uε div v =

∫
Ω

fεv + < gε, v >
[H

1
2 ]′(Γ)×[H

1
2 ](Γ)

. (13)

En utilisant la définition de φε, on a le lemme d’approximation suivant

Lemme 1.3

•||∇uε −∇u||0,Ω → 0 • ||fε − f ||0,Ω → 0

∀v ∈ V • | < gε, v > −
∫

Γ

gvdσ| → 0

Preuve du lemme On établit sans problème que φε ∈ C1(B(xi,R2)). On montre en utilisant le
théorème de convergence dominée de Lebesgue que : ||φε − 1||p,Ω → 0 pour tout p > 1, ce qui implique
que ||φε − 1||∞,Ω → 0. D’autre part on a

||∇uε −∇u||0,Ω = ||∇φεu+ φε∇u−∇u||0,Ω||0,Ω
≤ ||∇φε||0,Ω + ||(φε − 1)∇u||0,Ω
≤ ||∇φε||0,Ω + ||(φε − 1)||∞,Ω||∇u||0,Ω,

on vérifie facilement grâce au théorème de convergence dominée que ||∇φε||0,Ω → 0. Ce qui implique :

||∇uε −∇u||0,Ω → 0. (14)

• On démontre les deux points restant du lemme simultanément. En choisissant v = u comme fonction
test dans (4) et en utilisant le théorème de trace on a :

c(||∇u||0,Ω + ||u|| 1
2 ,Γ

) ≤ c2(||f ||0,Ω + ||g||
[H

1
2 (Γ)]′

) (15)

Soit K l’opérateur qui associe à chaque couple de données (f, g) ∈ L2(Ω) × [H
1
2 (Γ)]′ la solution u du

problème (4) correspondant.

K : L2(Ω)×H 1
2 (Γ)]′ → H1(Ω)×H 1

2 (Γ)

(f, g)→ K(f, g) = (u, ud)

D’après l’existence et l’unicité de la solution de (13), K est bien défini. L’inégalité (15) s’écrit : ∀(f, g) ∈
H1 ×H 1

2 (Γ) il existe une unique u ∈ V telle que :

||K(f, g)||
H1×H

1
2
≤ c||(f, g)||

L2×H
1
2

= c(||f ||Ω + ||g||Γ)

C’est à dire K est continu, en plus, il est linéaire et bijectif. Donc toujours d’après la théorème d’isomor-
phisme de Banach, on déduit que ∃cst > 0 tel que :

||f ||0,Ω + ||g||
[H

1
2 (Γ)]′

≤ cst(||ud|| 1
2 ,Γ

+ ||∇u||0,Ω) (16)

en réecrivant (4) avec g ∈ H 1
2 (Γ) ≡ D ⊂ [H

1
2 (Γ)]′ et en soustrayant membre à membre (4) et (13), on

trouve que la fonction u− uε vérifie : ∀v ∈ V∫
Ω

2µ(ε(uε)− ε(u))ε(v) + λ div(uε − u) div v dx =< gε − g, v >
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

(17)

En utilisant (17) avec uε − u, on a :

||fε − f ||0,Ω + ||gε − g||
[H

1
2 (Γ)]′

≤ cst||∇uε −∇u||0,Ω
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en utilisant (14), il découle que gε − g ⇀ 0 faiblement dans [H
1
2 (Γ)]′ et comme g ∈ L2(Γ), ceci implique

que

< gε, v >→< g, v >=

∫
Γ

gvdσ

pour tout v ∈ V. Et
||fε − f ||0,Ω → 0.

�
On reprend maintenant l’idée de décomposition de la manière qui suit : Pour ε fixén on construit

(Ωεi)i=1,m un recouvrement de Ω tel qu’il existe (ϕε)i une partition C1 de l’unité subordonnée à ce recou-
vrement vérifiant les conditions :

c1 : ∀i = 1,m, Γ ∩ ∂Ωi ∈ Dε de telle sorte que : supp uε,i ∩ Γ ⊂ Γi

c2 : i 6= j (2µ+ λ) maxk=i,j ||∇(ϕεkuε)||Ωi∩Ωj ≤ 1
m

On pose
uε,i := uεϕ

ε
i .

Pour démontrer les estimations du théorème (1.1), il suffit de choisir comme fonction test dans (13) la
fonction uε,i à estimer et d’utiliser l’inégalité de Korn ainsi que les inégalités de trace et de Poincaré pour
majorer explicitement ||∇uε,i||0,Ω. Ce qui revient, en utilisant l’inégalité triangulaire et le lemme (1.3), à
majorer explicitement ||∇u||0,Ω.

Mais comme nous recherchons des estimations explicites, nous devons utiliser ces inégalités relative-
ment à une configuration géométrique sur laquelle elles sont explicitement énoncées. La configuration qui
correspond le mieux à notre domaine Ω polygonal est le demi-plan R2+ contenant Ω pour l’inégalité de
Korn, le carré de coté d(Ω) pour les deux autres inégalités.

Tout ceci suggère de prolonger par zéro la fonction uε,i en dehors de Ω. La définition des fonctions uε,i
est adaptée pour faire un tel prolongement.

Prolongement des fonctions uε,i

On considère pour chaque i, 1 ≤ i ≤ m, le prolongement par zéro ũε,i de uε,i du domaine Ω au
demi-plan R2+ le contenant tel que Γi ⊂ ∂R2+. Ce prolongement est défini par : ũε,i = uε,i, p.p. dans Ωi ∩ Ω,

ũε,i = 0, dans R2+/Ωi ∩ Ω.
(18)

Remark 2 Il est aisé de voir que la fonction ũε,i définie dans (18) vérifie :

1) ũε,i ∈ [H1(R2+)]2.

2) ∂xi ũε,i = ∂xiuε,i p.p. dans Ω, donc :

||∂xi ũε,i||0,R2+ = ||∂xi ũε,i||0,Ωi∩Ω = ||∂xiuε,i||0,Ωi∩Ω. (19)

Il suffit de remarquer que supp uε,i ⊂ Ωi et que uε,i est nulle dans un voisinage des sommets xi du
domaine polygonal Ω.
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2. Détermination explicite des constantes des inégalités de Poincaré et de trace

Dans cette section on note SR l’intérieur du carré d’arêtes de longueur R contenant Ω et on note
∂SR := ∪jSj , 1 ≤ j ≤ 4 tel que Γi ⊂ Si. Les inégalités seront établies pour la prolongée ũε,i de uε,i définie
sur le carré SR qui est, d’après la remarque précédente, une fonction dans H1(SR) ; on se ramène à la
fonction initiale en utilisant (19).

On montre dans le lemme suivant que la fonction uε,i ∈ Vi vérifie l’inégalité de Poincaré avec une
constante qu’on déterminera de manière explicite. Il est bien connu que pour énoncer l’inégalité de Poin-
caré, la fonction à estimer doit, entre autres, s’annuler sur une partie de mesure non nulle du bord, les
fonctions ui vérifient bien cette condition.

Lemme 2.1 La fonction uε,i satisfait :

||ui,ε||0,Ω ≤ d(Ω)||∇ui,ε||0,Ω, (20)

la constante d(Ω) désigne le diamètre de Ω

Il est classique d’utiliser le théorème fondamental de l’analyse pour la preuve de l’inégalité de Poincaré.

Preuve du lemme On établit l’inégalité de Poincaré pour une des deux composantes ũlε,i, l = 1, 2 de
la fonction ũε,i, la même inégalité est vraie pour l’autre.

Soit Sd l’intérieur du carré SR avec R = d(Ω). On note abcd ce carré tel que : a = (a1, a2), b =
(b1, b2), c = (c1, c2) et d = (d1, d2) et tel que Γi ⊂ Si := [c, d]. Donc ũε,i = 0 sur ∂Sd − Γi.

Comme ũlε,i est absolument continue sur les lignes parallèles aux axes de coordonnes alors, d’après

le théorème fondamental de l’analyse appliqué à ũlε,i dans Sd pour l = 1, 2 , on a pour tout (x1, x2) ∈
[a1, d1]× [a2, b2]

ũlε,i(x1, x2) =

∫ x1

a1

∂x1
ũlε,i(s, x2)ds+ ũlε,i(a1, x2).

Comme (a1, x2) ∈ S − Γi, alors ∀(x1, x2) ∈ [a1, d1]× [a2, b2]

ũlε,i(x1, x2) =

∫ x1

a1

∂x1
ũlε,i(s, x2)ds.

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz on a : ∀(x1, x2) ∈ [a1, d1]× [a2, b2]

|ũlε,i(x1, x2)| ≤ |x1 − a|
1
2 (

∫ x1

a1

|∂x1
ũlε,i(s, x2)|2ds) 1

2 .

En élevant au carré et en utilisant la majoration |x1 − a| ≤ d(Ω) : ∀(x1, x2) ∈ [a1, d1]× [a2, b2]

|ũlε,i(x1, x2)|2 ≤ |x1 − a|
∫ x1

a1

|∂x1
ũlε,i(s, x2)|2ds ≤ d(Ω)

∫ d1

a1

|∂x1
ũlε,i(s, x2)|2ds.

On intègre sur Sd par rapport aux variables x1 et x2 :

||ũlε,i||20,Sd =

∫ b2

a2

∫ d1

a1

|ũlε,i(x1, x2)|2dx1dx2 ≤ d(Ω)

∫ b2

a2

∫ d1

a1

∫ d1

a1

|∂xũlε,i(s, x2)|2dsdx2dx1

≤ d2(Ω)

∫ ∫
Sd

|∂xũlε,i(s, x2)|2dsdx2

= d2(Ω)||∇ũlε,i||20,Sd .
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Donc par définition de ũε,i et (19) on a :

||ulε,i||20,Ω ≤ d2(Ω)||∇ulε,i||20,Ω.
On déduit que :

||uε,i||20,Ω = ||u1
ε,i||20,Ω + ||u2

ε,i||20,Ω ≤ d2(Ω)(||∇u1
ε,i||20,Ω + ||∇u2

ε,i||20,Ω) = d2(Ω)||∇uε,i||20,Ω.

�
En utilisant principalement l’inégalité de Poincaré énoncée dans le lemme (2.1), on établit dans le

lemme suivant une inégalité de trace sur le bord Γ pour la fonction uε,i avec une constante explicite. La
démonstration qui sera donnée utilise l’inégalité de trace (8) et donc n’est valable de manière générale
que dans le cas polygonal.

Lemme 2.2 La fonction uε,i vérifie pour tout i :

||uε,i||0,Γi ≤ ctr||∇uε,i||0,Ω (21)

avec ctr := 2
√
d(Ω).

Preuve du lemme 2.2 Soit ũε,i définies sur Sd. On établit l’inégalité de trace pour une des deux
composantes ulε, l = 1, 2, la même estimation est vraie pour l’autre. L’inégalité (8) appliquée à ũlε,i sur
Si, donne :

||ũlε,i||20,Γi ≤ ||ũ
l
ε,i||20,Si ≤ 2

|S|
|Sd|
||ũlε,i||20,Sd + 2

|Sd|
|S|
||∇ũlε,i||20,Sd .

En utilisant le lemme (2.1) on trouve

||ũlε,i||20,Γi ≤ 2
|S|
|Sd|

d2(Ω)||∇ũlε,i||20,Sd + 2
|Sd|
|S|
||∇ũlε,i||20,Sd

≤ 4d(Ω)||∇ũlε,i||20,Sd .

en utilisant la définition de ũlε,i et (19), on a :

||ulε,i||20,Γi ≤ 4d(Ω)||∇ulε,i||20,Sd
En sommant sur l = 1, 2 on a :

||uε,i||20,Γi ≤ 4d(Ω)||∇uε,i||20,Ω.
d’où le lemme. �

Comme nous recherchons des estimations faisant intervenir le gradient de uε,i, il sera utile pour la suite
de majorer ||ε(uε,i)||0,Ω et ||div uε,i||0,Ω par ||∇uε,i||0,Ω. Ces majorations font l’objet du lemme suivant

Lemme 2.3 Toute fonction u ∈ [H1(Ω)]2 vérifie :

||ε(u)||0,Ω ≤ ||∇u||0,Ω , ||div u||0,Ω ≤
√

2||∇u||0,Ω (22)

Preuve du lemme D’une part :
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∫
Ω

|ε(u)|22 dx =
1

4

2∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
)2dx =

1

2

2∑
i,j=1

∫
Ω

| ∂u
i

∂xj
|2 + (

∂ui

∂xj

∂uj

∂xi
)dx

≤ 1

2

∫
Ω

(|∇u|22 +
1

2

2∑
i,j=1

(| ∂u
i

∂xj
|2 + |∂u

j

∂xi
|2))dx

≤ 1

2

∫
Ω

(|∇u|22 +
1

2
(|∇u|22 + |∇u|22))dx

≤
∫

Ω

|∇u|22dx = ||∇u||2L2(Ω)2 .

Donc : (
∫

Ω
|ε(u)|22 dx)

1
2 ≤ ||∇u||0,Ω. D’autre part :∫

Ω

div2 u dx =

∫
Ω

|∂x1u
1 + ∂x2u

2|2dx ≤
∫

Ω

(|∂x1u
1|+ |∂x2u

2|)2dx

≤ 2

∫
Ω

|∂x1
u1|2 + |∂x2

u2|2dx

≤ 2

∫
Ω

|∇u1|22 + |∇u2|22dx = 2||∇u||2L2(Ω)2 .

Donc : (
∫

Ω
div2 dxu)

1
2 ≤
√

2||∇u||0,Ω. �

Démonstration du résultat principal

On établit d’abord des estimations pour chacune des fonctions uε,i en utilisant le problème (13). On
prolonge les solutions uε,i par zéro à des demi-plans en utilisant la définition (18), ce qui permet d’ap-
pliquer les lemmes (2.1), (2.2) et l’inégalité (7). Par conséquent toutes les constantes sont explicitement
déterminées.

Soit ε0 tel que défini par le lemme (1.3) et fixons ε < ε0.

Preuve du théorème 1.1.

Etape 1 :

Dans un premier temps on majore ||ε(uε,i)||0,Ω. La solution uε de uε est solution de : ∀v ∈ V∫
Ω

2µε(uε)ε(v) + λ div uε div v dx =

∫
Ω

fεv dx+ < gε, v >
H−

1
2 (Γ),H

1
2 (Γ)

cette fonction s’exprime uε =
∑
i uε,i =

∑
i uεϕi. On choisit v = uε,i ce qui donne∫

Ωi

2µε2(uε,i) + λ div2(uε,i) dx =
∑
j,j 6=i

∫
Ωi∩Ωj

2µε(uε,j)ε(uε,i) + λ div uε,j div uε,i dx+

∫
Ωi

fεuε,i dx

+ < gε, uε,i >

En utilisant la dérnière approximation du lemme (1.3) on a : ∃ε0 > 0, ∀ε, 0 < ε < ε0.

| < gε, uε,i > | ≤ |
∫

Γi

guε,i|+
1

m

10



L’inégaité de Cauchy-Schwartz donne∫
Ωi

2µε2(uε,i) + λ div2 uε,i dx ≤
∑
j,j 6=i

[|2µ||ε(uε,j)||0,Ωi∩Ωj ||ε(uε,i)||0,Ωi∩Ωj + λ||div uε,j ||0,Ωi∩Ωj div uε,i||0,Ωi∩Ωj + |
∫

Ω

fεuε,i|

+ |
∫

Γi

guε,i|+
1

m2

le lemme (2.3)) permet d’écrire la majoration suivante∫
Ωi

2µε2(uε,i) + λ div2 uε,i dx ≤
∑
j,j 6=i

[|2µ||∇uε,j ||0,Ωi∩Ωj ||∇uε,i||0,Ωi∩Ωj + λ||∇uε,j ||0,Ωi∩Ωj ||∇uε,i||0,Ωi∩Ωj

+ |
∫

Ω

fεuε,i|+ |
∫

Γi

guε,i|+
1

m
.

En utilisant (2.20) et (21) on a∫
Ωi

2µε2(uε,i) + λ div2 uε,i dx ≤
∑
j,j 6=i

[(2µ+ λ)||∇uε,j ||0,Ωi∩Ωj ||∇uε,i||0,Ωi∩Ωj

+ cp||f ||0,Ωi ||∇uε,i||0,Ωi + ctr||g||0,Γi ||∇uε,i||0,Ωi +
1

m

la condition c2 de la définition de la partition d’unité∫
Ωi

2µε2(uε,i) + λ div2 uε,i dx ≤
1

m2
+ |

∫
Ωi

fuε,i|+ |
∫

Γi

guε,i|+
1

m
. (23)

L’estimation (23) devient :

2µ||ε(uε,i)||20,Ωi ≤ ||∇uε,i||(
1

m
+ d(Ω)||f ||0,Ωi + ctr||g||0,Γi) +

1

m
. (24)

Etape 2 :

Dans un second temps, on minore ||ε(uε,i)||0,Ωi par une expression en ||∇uε,i||0,Ωi pour tout i, 1 ≤ i ≤ m.
Comme la déformation est une application linéaire par rapport aux dérivées premières de uε,i, alors avec
les mêmes notations de (18), nous avons en utilisant les points 1) et 2) de la remarque (2) :

2µ||ε(ũε,i)||20,R2+ = 2µ||ε(ũε,i)||20,Ω = 2µ||ε(uε,i)||20,Ωi . (25)

Par suite en utilisant l’estimation (7) appliquée à ũε,i on a :

1

2
× 2µ||∇ũε,i||20,R2+ ≤ 2µ||ε(ũε,i)||20,R2+ .

Par conséquent en utilisant (25), ∀i, 1 ≤ i ≤ m+ 1, on a :

µ||∇uε,i||20,Ω = µ||∇ũε,i||20,R2+ ≤ 2µ||ε(ũε,i)||20,R2+ = 2µ||ε(uε,i)||20,Ω. (26)

Pour tout i on a en utilisant (24) et (26)

2µ||∇uε,i||0,Ωi ≤
∫

Ω

2µε2(uε,i) + λ div2 uε,i dx ≤
1

m
+ ||f ||0,Ωi + ctr||g||0,Γi , (27)

En élevant au carré et en utilisant l’inégalité de Young on a
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2µ2||∇uε,i||20,Ωi ≤ 2(
1

m
+ ||f ||2Ωi + ctr||g||29Γi), (28)

En sommant sur i = 1,m

µ2
∑
i∈I+

||∇uε,i||20,Ω ≤
∑ 1

m
+ cp

∑
||f ||20,Ωi + ctr

∑
i

||gi||20,Γi

D’après l’identité remarquable

µ2||∇
∑
i

uε,i||20,Ω ≤ 2µ2
∑
i 6=j

∫
Ωi∩Ωj

∇uε,i∇uε,jdx+
∑ 1

m
+ cp

∑
||f ||20,Ωi + ctr

∑
i

||gi||20,Γi (29)

L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne en utilisant la condition c2

2µ2

∫
Ωi∩Ωj

∇uε,i∇uε,jdx ≤ 2µ2||∇uε,i||Ωi∩Ωj ||∇uε,j ||Ωi∩Ωj ≤
1

m2

L’inégalité (29) devient

µ2||∇
∑
i

uε,i||20,Ω ≤
1

m
+

∑ 1

m
+ cp

∑
||f ||20,Ωi + ctr

∑
i

||gi||20,Γi

donc

||∇uε||0,Ω ≤
1

µ
(1 + d(Ω)||f ||0,Ω + ctr||g||0,Γ) (30)

.
Le théorème (1.1) se déduit de la première approximation du lemme (1.3). �

Remark 3 Le résultat de ce lemme est toujours valable si la structure occupe un domaine non convexe.
En effet, le caractère convexe du domaine Ω n’influe pas étant donné l’outil essentiel du raisonnement, à
savoir, la partition de l’unité.

Enfin, pour conclure la majoration de la norme H1 de uε, et donc celle de u, il suffit d’utiliser d’un coté,
l’inégalité de Poincaré (20) pour majorer ||uε||0,Ω et d’un autre coté, d’utiliser le résultat du Théorème
(1.1).

Conclusion

Un fait intéressant dans l’estimation obtenue et qui la rend efficace est qu’elle ne dépend pas des
paramètres caractéristiques du domaine polygonal Ω à savoir, la longueur des arêtes, leurs nombres ainsi
que les mesures d’angles qu’elles forment. Par conséquent l’estimation est applicable indifférement à
n’importe quel polygone. Noter également la possiblité de généraliser ce résultat à un domaine de classe
C1 vu cette remarque.
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