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Résumé

On considere dans cet article le systeme d’équations de Lamé posé sur un domaine polygonal avec conditions au
bord mixtes de type Dirichlet-Neumann. On établit une estimation en norme L? explicite pour le gradient de la
solution de ce probleme. Ce qui permet de majorer explicitement la norme H' de cette solution. Noter que les
majorations obtenues ne sont pas optimales.

Abstract

In this paper we consider Lamé’s system of equations on a polygonal domain with mixed boundary conditions
of Dirichlet-Neumann type. An explicit L? norm estimate for the gradient of the solution of this problem is
established. This leads to an explicit bound of the H' norm of this solution. Note that the obtained bounds are
not optimal.

1. Introduction

L’équilibre statique d’une structure déformable occupant un domaine © du plan R? est régi par les
équations de 1’élasto-statique linéaire de Lamé, voir ([7], [9]). Dans cette étude, on se restreint & un
domaine ) ayant une forme polygonale et possédant m + 1 arétes avec m > 2. On désigne par I' = UIl; :=
09 son bord et par d(2) son diametre. On considere sur 2 le probléme de Lamé gouverné par le systéme
d’équations suivant :
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Lu=f pp dans 9,
o, =g; sur (T-Ty)NT;, 1<i<m (1)

u=0 sur I}.

Une fonction vectorielle u = (u', u?) vérifiant ce systéme d’équations modélise un déplacement dans le

plan. Dans ce modele, on impose un déplacement nul sur la partie I'g du bord, ce qui se traduit par une
condition de Dirichlet homogene. La composante normale du tenseur des contraintes sur le reste du bord
est en chaque point égale a la force extérieure appliquée en ce point, ce qui traduit I’équilibre sur cette
partie du bord de la structure. L’égalité sur le bord est comprise au sens de la trace. L désigne 'opérateur
de Lamé défini par :

Lu:= —divo(u) = — div[2ue(u) + A Tre(u)Id] (2)

Les seconds membres f et g vérifient f € [L2(Q)]2 et g € [H2 (I')]2. Le vecteur 7, représente la normale
extérieure a l'aréte I';. On désigne par p et A\ les coefficients de Lamé. En se placant dans le cadre
isotropique, la loi de Hook :

o(u) = Cijrie(u)

reliant le tenseur d’ordre deux des contraintes o et le tenseur des déformations ¢ définie par :

e(u) = %(Vu + Vu), (3)

décrit le comportement élastique de la structure ot le tenseur d’ordre deux Cjjx; est propre a la nature
élastique du matériau. Le cadre isotropique permet également d’exprimer ’opérateur de Lamé sous la
forme (?7?). Le probleme faible équivalent au probléme (1) s’écrit (voir [2], [7]) :
trouver ueV; YveV

a(u,v) = / 2ue(u)e(v) + Adivu dive dx = / fv dzx +/ gv do(z) =: l(v) (4)
Q Q I'—To
avec
V={velH®Q)?: v=0 sur To}
et )
1 out  Oul  Ovt Ol
E(U)E(’U) B Z”zz:l(axj + 83:1)(83:] + 83:1)

Le probleme d’existence et d’unicité dans V' de la solution de (4) est classique, (voir [2]). En effet, on
utilise 'inégalité de Korn pour établir la coercitivité de la forme bilinéaire a, ensuite on invoque le lemme
de Lax-Milgram.

On pourrait obtenir une meilleure régularité de la solution du probléme faible (4) si le polygone
satisfait aux conditions (Hz) du Théoréme 2.3 énoncé dans l’article de S. Nicaise [16]. Dans ce cas, u €
[H3+€(Q)]2, ce qui implique en particulier, en utilisant les injections de Sobolev, que u € [C%27¢(Q)]2.
Le domaine polygonal € satisfait bien ces conditions.

On note dans ce qui suit :



el =/l |z = ( / le(w)2 do)t = ( / e(u)e(u) dz)¥
IVallog =Vl 2@y = ( /Q Vul? )t = ( /Q Va2 4 |Vu2]? da)t.

En utilisant la seconde inégalité de Korn, I'inégalité de trace et celle de Poincaré, on obtient aisément
a partir de (4) Pestimation suivante :

11
00 < 5 (@l flloq + cpilglior) (5)

ol ¢, est une constante qui dépend de la constante de Poincaré et de la constante de I'inégalité de
trace. ¢ est la constante de I'inégalité de Korn, cette inégalité s’énonce de maniere générale pour une
fonction u € [H(Q)]? et s’annulant sur une partie de mesure non nulle du bord (voir [10], lemme 1.2.7) :

[Vl

ekl [Vullo,a < |le(w)llo.0- (6)

Notons que pour un domaine € quelconque (et polygonal en particulier), la valeur de la constante ¢
apparaissant dans la seconde inégalité de Korn est inconnue et ne peut étre explicitement minorée dans
le cas général. Par conséquent, il est impossible d’obtenir directement des estimations explicites pour
||Vul|o,q. Par contre, la constante ¢; vaut § lorsque la condition au bord est de type Dirichlet homogene
ou bien lorsque € est par exemple le demi espace. Si on note par R?>* le demi plan ouvert défini par :

R%t = {(.’1?17.%‘2) cR?: To > 0},

alors la seconde inégalité de Korn (6) s’écrit (voir [10], Corollaire 1.2.2) :
1
S IIVullores < [le(u)llope+- (7)

Pour plus de détails sur les cas particuliers de domaines pour lesquels la constante de 'inégalité de
Korn est déterminée de maniere explicite, voir Particle de C. O. Horgan [13]. Il en est de méme pour la
constante de 'inégalité de trace, qui n’est explicitement connue ou majorée que dans des cas particuliers.
On utilisera dans cet article I'inégalité de trace d’une fonction u € H!'(w) dans le cas ou w est un
parallélogramme pour lequel on note I'; ses arétes respectives. Alors I'inégalité de trace s’écrit (voir[6]) :
pour tout i tel que I'; est une aréte,

T
|w]

Déterminer explicitement ces constantes est intéressant d’un point de vue numérique. En effet, les
estimations d’erreurs d’approximation par éléments finis du type

jwl
lull§. + mllwllﬁ,w]- (8)

llullgr, <2

llw — wpllo. < ChI|Vulloq ©)

font intervenir la quantité ||Vu||o.q. En supposant que C puisse étre connue, alors majorer explicitement
[|Vul|o, revient & mieux encadrer ||ullo q-

Le résultat principal de ce travail réside dans le théoreme suivant



Théoréme 1.1 La solution u de (4) vérifie :

IVullo.0 < (1+Cp|\f||+0tr\|g|\r) (10)

et d(Q) désigne le diamétre de Q, ¢, 1= d(R2), ¢y := 24/d(

L’estimation (10) de ce théoreme est différente de (5), néanmoins les constantes qui y sont présentes sont
les mémes. Pour aboutir & I’estimation (10), on décompose la solution du probleme (1) en des fonctions
a support dans des des domaines particuliers Ainsi, on démontre des estimations explicites pour les
solutions de ces problémes partiels, c’est a dire que toutes les constantes apparaissant dans (5) sont
déterminées et ce, moyennant des résultats disponibles pour ce type de domaines. Avant de démontrer ce
théoreme, il est utile de passer par des remarques et des résultats intérmédiaires.

Remark 1 Si on note :

Vi={veV: v=0 sur T-T,}, 1<i<m (11)

On note uq la trace de la solution u de (4)sur le bord 0. Pour réaliser la décomposition a laquelle
on faisait allusion ci-dessus, on est tenté d’écrire u =), u; dans D'(Q), ou les distributions u; sont les
solutions des problémes suivants

Lu; = f dans Lu; =0 dans
(Pr) w =u? sur Ty (P)R w; =u? sur T 2<i<m
ur =0 sur I'=14 u;, =0 sur I'=T}

et d’appliquer (2.6) et (2.7) aux fonctions u; puis de dégager les estimations recherchées . Mais le
probléme est que les fonctions solutions u; ne peuvent appartenir o V;. En effet, dans le cas contraire
ltmage des solutions u; par l'opérateur de trace sur le bord 02 serait une fonction de H%(ﬁQ) C C%>09Q),
ce qui nest pas le cas ici (les u; ne sont pas continues au sommet x;_1,; = (3%1—1,1"3312—1,1') reliant T';_1 a
I'; et au sommet x; j+1 = (x}7i+17mf,i+1) reliant T'; a T';41). En effet :

Les éléments de l’espace de Sobolev fractionnaire H®*(Q) se caractérisent par, (voir [17]) :

s |lu(z) — u(y)|
W*2(Q) == {u € LP(Q); Te—yEt € L* (2 x Q)}.
Cet espace est muni de la norme

lullwerioy = ([ fupa+ [ [ B =08 goay

oyl
D’apreés le théoréme (Th. 8.2, page 55, [17]) : il existe une constante C' > 0 ne dépendnt pas de u telle
que :

ullgo < [fullwes (12)
C’est a dire que, pour sp > n, l'injection

WeP(Q) — O % (Q)

est continue.

. 1 . . .
On montre que les fonction d Pespace Hz(0Q) sont aussi continues. La preuve de cette assertion fera
I'objet du lemme suivant :



Lemme 1.2 L% njection .
wWz2(Q) = C°09)
est continue.

Comme conséquence de la remarque (1), on ne peut appliquer I'inégalité de Poincaré ou celle de la trace
qui sont indispensables pour la suite; ceci car les distributions en question doivent jouir de la régularité
H'. Pour remédier & ce probleme, on considere une fonction auxiliaire u. € V de w au voisinage des
sommets z;_1 ; et z; ;1. Pour ce faire, quitte a considérer I'image de u par un opérateur de prolongement
a H'(R?), ce qui est toujours possible pour notre domaine lipschitzien 2. On définit :

ue(z) = de(x)u(z)

Je

¢e() =0,z -l < -

2
r—zi|]* - 5)?
el Z 80y Ve e < ve

d)e(x):l_exp[ Hﬂ?—xiHQ—G
e(x) =1, Ve<|lz -z

La fonctions ¢, est identiquement nulle sur un voisinage des sommets. La fonction u. € V' est I'unique
solution du probléme suivant

Lu. = fe dans
ue =ul sur T

On notera par la suite u. pour désigner la fonction vectorielle u. = (ul, u?).

Formulation faible vérifiée par u. et un lemme d’approximation

Dans cette section, on écrit le probleme faible vérifié par u.. Si on note pour u. € V

0c :=2pe(ue) + ATre(ue)l,
clairement, Lu¢ = dive, = f¢, donc o, € [H(div)(Q)]?. Par densité, il existe o7 € [C*°(Q)]?*? tel que :
ol — o, dans H(div)(Q), c’est & dire

o = ocllaiv.o = [[divel —divoelloa + [|of — oello,o = 0

quand n — oo. En posant divo} = f" on obtient en utilisant 'intégration par partie contre une

fonction test v € C°°(Q) I'expression :

/U?Vv:/ffv—i—/a?-ﬁvdl“.
Q Q r

En passant & la limite en n, on trouve Yv € C>(Q)

_ =4
/Qaew B /fov TS0 T 2 iy ey

ot o - T =: g € [H2()]’ est I'image de o, par application trace sur le bord. Comme C*(€) est
dense dans V' C H'(Q) alors en utilisant les définitions (3) pour v et 'expression de o, u, vérifie : Vo € V

5



/QQ,ue(ue)e(v)Jr/Q)\divuedivv:/Qfev + < ge,v > Ay A (13)

En utilisant la définition de ¢., on a le lemme d’approximation suivant

Lemme 1.3
o||Vu, — Vulloo — 0 e]|fc — f|

07Q—>0
YvoeV 0\<g€,v>—/gvda|—>0
r

Preuve du lemme On établit sans probleme que ¢. € C'(B(x;,R?)). On montre en utilisant le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue que : ||¢p. — 1||p.0 — 0 pour tout p > 1, ce qui implique
que ||¢e — 1||oo,0 — 0. D’autre part on a

[IVue — Vullo,o = [[Voeu + ¢.Vu — Vul|o ol
< IVoelloo + (0 — 1)Vullo,0
<|IVoello.o + [I(de — D0l Vullo,a,

on vérifie facilement grace au théoréme de convergence dominée que ||[Voe|loo — 0. Ce qui implique :

[|Vue — Vullpo — 0. (14)

0,Q

e On démontre les deux points restant du lemme simultanément. En choisissant v = u comme fonction
test dans (4) et en utilisant le théoréme de trace on a :

c([[Vullog +lully r) = e2(llfllo.2 + [lgll, (15)

)

Soit K lopérateur qui associe & chaque couple de données (f,g) € L2(Q) x [Hz ()] la solution u du
probléme (4) correspondant.

K :L*(Q) x H*(T)] — H'(Q) x H? (I
(f,9) = K(f,9) = (u,u?)
D’apres lexistence et I'unicité de la solution de (13), K est bien défini. I.’inégalité (15) s’écrit : V(f, g) €

H' x Hz@ {] existe une unique u € V telle que :

K, o <ellhall, s =cllifllo+]lglo)

C’est a dire K est continu, en plus, il est linéaire et bijectif. Donc toujours d’apres la théoreme d’isomor-
phisme de Banach, on déduit que Jest > 0 tel que :

[1£llo.0+ gl g3 (g, < estlullyr + [[Vullo.0) (16)

]/
en réecrivant (4) avec g € H2(I') = D < [H2(I')] et en soustrayant membre & membre (4) et (13), on
trouve que la fonction u — u, vérifie : Yo € V

/QQM(E(UE) —e(u)e(v) + Adiv(ue —u) dive doe =< g — g,v > (17)

1 1
(), ()
En utilisant (17) avec ue — u, on a :

||f€ - fHO,Q + ng - g||[H%(F)]/ S CSt”VUE - Vu||079

6



en utilisant (14), il découle que g, — g — 0 faiblement dans [H2(I")]’ et comme g € L%(I), ceci implique
que

< Ge, v >—< g, 0 >= /gvda
r

pour tout v € V. Et
|[fe = fllo,e — 0.
|
On reprend maintenant 1'idée de décomposition de la maniére qui suit : Pour e fixén on construit
(92£);=1.m un recouvrement de € tel qu’il existe (¢); une partition C! de I'unité subordonnée a ce recou-
vrement vérifiant les conditions :

cl: Vi=1m, I'NndQ; € Dc de telle sorte que : supp u.; NI C I';
c2: i F ] (2 4 A) maxp—; ; ||V (@§ue)lla.ne, < &
On pose

Ue,i 7= Uef
Pour démontrer les estimations du théoréme (1.1), il suffit de choisir comme fonction test dans (13) la
fonction u.; & estimer et d’utiliser I'inégalité de Korn ainsi que les inégalités de trace et de Poincaré pour
majorer explicitement ||Vu, ;|loo. Ce qui revient, en utilisant I'inégalité triangulaire et le lemme (1.3), &
majorer explicitement ||Vul|o q-

Mais comme nous recherchons des estimations explicites, nous devons utiliser ces inégalités relative-
ment a une configuration géométrique sur laquelle elles sont explicitement énoncées. La configuration qui
correspond le mieux & notre domaine € polygonal est le demi-plan R** contenant 2 pour l'inégalité de
Korn, le carré de coté d(€2) pour les deux autres inégalités.

Tout ceci suggere de prolonger par zéro la fonction u.; en dehors de 2. La définition des fonctions uc ;
est adaptée pour faire un tel prolongement.
Prolongement des fonctions u. ;

On considere pour chaque ¢, 1 < ¢ < m, le prolongement par zéro u.; de u.; du domaine € au
demi-plan R%* le contenant tel que I'; C OR?*. Ce prolongement est défini par :

ﬂ/e i = Ueiy p-p. dans Qi M Q,

’ N (18)
Ue; =0, dans R2+/Qi N Q.
Remark 2 II est aisé de voir que la fonction t.; définie dans (18) vérifie :
1) de,; € [HYR?)]2.
2) Op,Ue; = Op,Ue; p.p. dans Q, donc :
|02, Te,illo,r2+ = |10z, Uc.ill0,.0:n0 = ||Or; Ue,i]0,0:n0- (19)

Il suffit de remarquer que supp u.; C §; et que uc; est nulle dans un voisinage des sommets x; du
domaine polygonal 2.



2. Détermination explicite des constantes des inégalités de Poincaré et de trace

Dans cette section on note Sp lintérieur du carré d’arétes de longueur R contenant €2 et on note
O0SRr :=U;5;,1 < j <4tel que I'; C S;. Les inégalités seront établies pour la prolongée . ; de u ; définie
sur le carré S r qui est, d’apres la remarque précédente, une fonction dans H'(Sg); on se rameéne A la
fonction initiale en utilisant (19).

On montre dans le lemme suivant que la fonction u.; € V; vérifie I'inégalité de Poincaré avec une
constante qu’on déterminera de maniere explicite. Il est bien connu que pour énoncer I'inégalité de Poin-
caré, la fonction a estimer doit, entre autres, s’annuler sur une partie de mesure non nulle du bord, les
fonctions u; vérifient bien cette condition.

Lemme 2.1 La fonction uc; satisfait :

[uiello.o < d(Q)][Vui o, (20)
la constante d(Q)) désigne le diamétre de

Il est classique d’utiliser le théoreme fondamental de I’analyse pour la preuve de I'inégalité de Poincaré.
Preuve du lemme On établit I'inégalité de Poincaré pour une des deux composantes @l ;.1 = 1,2 de
la fonction . ;, la méme inégalité est vraie pour I'autre.

Soit Sy lintérieur du carré Si avec R = d(€2). On note abed ce carré tel que : a = (a1,a2),b =
(b1,b2), ¢ = (c1,¢2) et d = (d1,d2) et tel que I'; C S; := [¢,d]. Donc @ ; = 0 sur 9S4 —T;

€’L7

Comme u ;, est absolument continue sur les hgnes paralleles aux axes de coordonnes alors, d’apres
le théoreme fondamental de I'analyse appliqué a u ; dans Sy pour [ = 1,2 , on a pour tout (z1,22) €
[ahdl] [Cl2,b2]

Xy
i) j(x1,22) = O, L 4 (5, w2)ds + 1l ; (a1, 22).
ay

Comme (ay,22) € S — T, alors V(x1,x2) € [a1,d1] X [ag, bs]

umxl,xg / O, stg) s.

En utilisant l'inégalité de Cauchy Schwartz on a : V(z1,z2) € [a1,d1] X [az, ba]

- 1 ’ 1
(o) < o1 = ol ([ 0n (os) ).

a1
En élevant au carré et en utilisant la majoration |z1 —a] <d(2) : V(z1,22) € [a1,d1] X [az, ba]

o)< ol [ 0o s <) [ 1ot (0,00

aq ay

On integre sur Sy par rapport aux variables x; et xo :

b2 d1 b2 dl dl
lills, = [ ke dnde, <) [ [ o0 o a2 Psdaadr,
as al
< d*(Q // |0 u”sxg)\ dsdzo
Sa

= HVU




Donc par définition de . ; et (19) on a :

(Ve

e ;

On déduit que :

< A Q)(IIVueillg 0 +11Vug 1. 0) = d*( Q)| Vuesl[§ o

llee,il[6,00 = llueillg 0 + 1

|

En utilisant principalement l'inégalité de Poincaré énoncée dans le lemme (2.1), on établit dans le

lemme suivant une inégalité de trace sur le bord I' pour la fonction u ; avec une constante explicite. La

démonstration qui sera donnée utilise I'inégalité de trace (8) et donc n’est valable de maniére générale
que dans le cas polygonal.

Lemme 2.2 La fonction uc; vérifie pour tout i :

| (21)

avec ¢y = 24/d(82).

Preuve du lemme 2.2 Soit @.; définies sur S4. On établit 'inégalité de trace pour une des deux

composantes ul,l = 1,2, la méme estimation est vraie pour lautre. L’inégalité (8) appliquée & ﬂle)i sur

S;, donne :

- |S] 1Sa] 1o ~
||ule,i”g,l‘i é H ezHOS < 2|S ‘H 57.||OSd +2—- ‘S| Hvule,ng,Sd'

En utilisant le lemme (2.1) on trouve

1 12 |S| |Sd|
U illor, < 2—%5— Vi L, t2—[IVu 4
|| s ||O,FL |S | ( )|| ||OS ‘S| H ||OS

< 4d(Q)[| Vg3 s, -

en utilisant la définition de @l ; et (19), on a :

l l
e ill.r, < 4d(Q)|Vug;lI3 s,

En sommant sur / =1,2 on a :

[ue,ill,r, < 4d(Q)]|Vuell§q-
d’ou le lemme. 0

Comme nous recherchons des estimations faisant intervenir le gradient de uc ;, il sera utile pour la suite
de majorer ||e(ue:)|lo.q et || div ueillo.o par ||Vue||o.o. Ces majorations font objet du lemme suivant

Lemme 2.3 Toute fonction u € [H*(Q)]? vérifie :

le(@)llo.e < [[Vulloe »  [ldivulloe < V2(|Vaulloo (22)

Preuve du lemme D’une part :



ot o, Gui ou?
/|6 |2 dv =7 Z_ /(8;16] 8% dm Z /l aa:j &Ui)dx
1 ou’ 2, ol
. / (1Vul} + Z:< 5o+ |5 s

1
1 / (Va2 + (T2 + |Vul2)de
2 /o 2

< / Vul2dz = || Va2 gy

| /\

IN

Donc : (J,, le(u)[3 dz)? < ||Vullo,0. D’autre part :
/ diviu dx = / |0z, ut 4 O, u?|?dx < /(\8x1u1| + 0p,u?]) 2 da
Q Q Q
2/ 100, 02 + |0, 2da
Q
2/ |V'LL1 % + ‘VUZ gd:ﬂ = QHV'LLH%z(Q)z
Q

Donc : (J,, div? dzu)z < V2|

Démonstration du résultat principal

On établit d’abord des estimations pour chacune des fonctions u. ; en utilisant le probleéme (13). On
prolonge les solutions u,; par zéro a des demi-plans en utilisant la définition (18), ce qui permet d’ap-
pliquer les lemmes (2.1), (2.2) et I'inégalité (7). Par conséquent toutes les constantes sont explicitement
déterminées.

Soit €g tel que défini par le lemme (1.3) et fixons € < €.

Preuve du théoréme 1.1.
Etape 1:

Dans un premier temps on majore ||e(ue;)||o,q. La solution u. de ue est solution de : Vv € V
/02/,L5(u5)6(11) + Adivuedive de = /Q fev dz+ < ge,v > a3 my.ad o)

cette fonction s’exprime ue =Y, uc; = Y, uew;. On choisit v = u,; ce qui donne

/ 2ue? (uc ;) + A div2(u ;) dx—Z/

2pe(ue j)e (um)Jr/\dlqu]dlvu”d:ch/ fete,; dx
g Hnsh

+ < e, Ue,i >

En utilisant la dérniere approximation du lemme (1.3) on a : Jeg > 0, Ve, 0 < € < €g.

|<ge,u€,i>|g|/
I;

10
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L’inégaité de Cauchy-Schwartz donne

/ 2ue?(ue ;) + ANdivZu,; do < Z [120] € (e, j)[|0,2:n0; || (e, i) [0,.0:n0; + All divue jlo,.0.n; divuello,0.n; + \/ fete.
o G N

1
+1 Jueq| + 3
r; m

le lemme (2.3)) permet d’écrire la majoration suivante

/ 2 (ue;) + Adivue,; do < > (12| Ve jllo.cune, [ Viteillo.aing, + M Ve jllo.gine, [[Vuellog.ne,
= G
1
+‘ feue,i|+‘ gue,i|+7'
Q r; m
En utilisant (2.20) et (21) on a
/ 20 (ue) + Adiviuc; do < > [(2p 4 N[ Vue jllo.cune, Ve o oo,
& ji
1
+epllfllo:lIVuellog: + cerllgllor: [[Vuellog: + -
la condition ¢2 de la définition de la partition d’unité
1 1
/ 2u62(u5,i) + A\ div? Uei dv < — + |/ fueq| + |/ Ue i + —. (23)
Q m Q r; m
L’estimation (23) devient :
2 1 1
2ulle(uea)llo.o, < [IVuell(— +d@)llfllo.; + cerllgllor.) + —. (24)

Etape 2 :

Dans un second temps, on minore ||e(ue ;)||0,0, par une expression en ||Vu, ;||o.q, pour tout i, 1 < i < m.
Comme la déformation est une application linéaire par rapport aux dérivées premieres de u. ;, alors avec
les mémes notations de (18), nous avons en utilisant les points 1) et 2) de la remarque (2) :

20lle () |[5 pa+ = 20lle(le)][5 .0 = 2ulle(ue)|lf .- (25)
Par suite en utilisant I'estimation (7) appliquée & @, ; on a :
1 N -
5 % 2|Vt il [ go+ < 200l (i) |[f o -
Par conséquent en utilisant (25), Vi, 1 <i<m+1,on a:
UlIVueills o = pllVael 5 per < 2plle(@ei)ll§ par = 2ulle(ue)ll3 o- (26)
Pour tout 7 on a en utilisant (24) et (26)
. 1
20[[Vue,illo,0, < / 2ue® (e ) + AdivZ ue, de < — Mo + ewrllgllor:, (27)
Q

En élevant au carré et en utilisant I'inégalité de Young on a
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1
2% Vue,|l§ o, < 20+ 111, + cerllglI3T2), (28)

En sommant sur ¢« =1, m

1
B2 IVuilia < 30—+ 6 D IR o, + e Y llgi
7

i€l

2
0,0;

D’apres I'identité remarquable

WV Y ueillfa < 2u° ; /Q  VueVueda £} ey IR, + e S llallBe,  (29)
i ity 7 Ny i
L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne en utilisant la condition ¢2
2u2/ Ve, Vue jdx < 2u2||Vum-| a,n9,; [ Ve jllane, < %
QN0 m
L’inégalité (29) devient
IV wilBo < o+ Y 46 S IR, + e Y llalir,
donc
Vel < (1 +d@]lfllo -+ rlsllor) (30)
Le théoréme (1.1) se déduit de la premiére approximation du lemme (1.3). O

Remark 3 Le résultat de ce lemme est toujours valable st la structure occupe un domaine non conveze.
En effet, le caractére convexe du domaine Q n’influe pas étant donné l'outil essentiel du raisonnement, a
savoir, la partition de [’unité.

Enfin, pour conclure la majoration de la norme H! de u,, et donc celle de u, il suffit d’utiliser d’un coté,
I'inégalité de Poincaré (20) pour majorer ||ue|lo,o et d'un autre coté, d’utiliser le résultat du Théoreme
(1.1).

Conclusion

Un fait intéressant dans l’estimation obtenue et qui la rend efficace est qu’elle ne dépend pas des
parametres caractéristiques du domaine polygonal {2 a savoir, la longueur des arétes, leurs nombres ainsi
que les mesures d’angles qu’elles forment. Par conséquent ’estimation est applicable indifférement a
n’importe quel polygone. Noter également la possiblité de généraliser ce résultat a un domaine de classe
C' vu cette remarque.
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