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Géométrie algébrique/Algebraic Geometry

Complexes inattendus de droites de saut

Jean VALLES

Résumé — Un plan H est instable pour le fibié vectoriel F si le fibré restreint Eyy est instable.
Nous montrens que si un fibré stable de rang 2 sur P3 a une courbe de plans instables, cette courbe
est une droite. Nous caractérisons ensuite les fibrés ayant une droile de plans instables.

Unexpected complex of jumping lines

Abstract - A plane H is unstable for the vector bundle E if the restricted bundle Eypr is unstable.
We show that, If @ rank 2 stable vector bundle on P has a curve of wunstable planes, rhis curve is a
line. Next we characterize vector bundles with a line of unstable planes.

1. InTRODUCTION. — Soit E un fibré stable de rang 2 sur P; de premiére classe de
Chern ¢; £ —3. Les droites L telles que HY(EL) # 0 forment un sous-schéma de la
grassmannienne des droites de P53 dont la codimension attendue est au moins 2 (¢f [S]).
Pourtant on connait de nombreux exemples de fibrés pour lesquels ce sous-schéma est de
dimension 3, ie. est un « complexe » (voir [2]).

Dans [4] Gruson et Peskine annoncent le résultat suivant :

LEMME B.5. — Soit £ un fibré de rang 2 sur Pj tel que ¢y (E)Y< -3 et H°(E) = 0.
Si K est un complexe réduit irréductible de droites tel que H (Er) # 0 powr L € K, il
existe une courbe réduite irréductible T de P telle que les droites de K soient les droites
rencontrant 1'. De plus il existe un entier | 21 ef une section s de E (1) dont la variété
des zéros contient le (I — 1)-iéme voisinage infinitésimal de T.

Remargue. — Ce résultat est évident si le fibré F n’est pas stable.

Les auteurs me signalent que la preuve est incompléte. Plus précisément, la démonstration
de TIirréductibilit¢ géométrique de K au-dessus de Py sur laquelle cette preuve repose,
COmporle une erreur.

Nous donnons ici une démonstration de cet énoncé dans le cas ol le complexe K est
formé des droites d’une famille de dimension 1 de plans. Cela peut paraitre surprenant
car une telle famille est géométriquement réductible (en effet les droites de KX passant par
un point général de Py définissent une courbe non irréductible dans la grassmannienne)
excepté dans le cas ol elle est formée des plans contenant une droite. Nous montrons
que c’est le seul cas possible :

TutcorimE 1. — Soit E un fibré stable de rang 2 sur P3. Si C est une courbe réduite
irréductible de PY telle que Ey soit instable pour tout H € C, alors C est une droite.

Remargne. — On déduit immédiatement de ce théorgme que I'ensemble W (E) des
hyperplans H tels que Eg soit instable (c’est-d-dire non semi-stable) est de dimension au
plus 1 dans PY (résultat déja prouvé par Coanda {3]).

De plus, on a I'énoncé suivant, directement inspiré du lemme B.5 :

THEOREME 2. — Soient E un fibré stable de rang 2 sur Py de premiére classe de Chern
c1 = ey (E), L une droite et n un entier 2 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) LY C W (E) et H*(Ex{—n+ [—c1/2])) # 0 pour H un point général de LY.
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(ii) /I existe m > 0 et une section non nulle ¢t € H (FE (m + [—¢;/2])) dont la variété
des zéros contient le (m -+ n ~ 1)-iéme voisinage infinitésimal de L.

1.1. Remarques préliminaires. — Rappelons qu’un fibré I de rang 2 sur P est stable si
et seulement si H° (£ ([~¢1/2])) = 0, ou [.] désigne la partie entiére et ¢, la premitre
classe de Chem de E.

Pour ¢; pair (resp. impair) on a ¢; (F ([—¢1/2])) = 0 (resp. c1 (E ([—e1/2])) = —1).
On peut donc supposer dans Ia démonstration des théorémes 1 et 2 que ¢; est 0 ou —1.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. — La démonstration est divisée en deux étapes.
On vérifie tout d'abord que C est plane. On démontre ensuite que c’est une droite en
interprétant la singularité apparaissant au point correspondant au plan de Py contenant la
courbe. On identifiera souvent un plan de P et le point de PY cormrespondant.

D’aprés le théoréme de semi-continuité, la fonction A% (Ey (—£)) est minimale sur un
ouvert non vide I/ de C. Soit n =0 tel que h® (Eg (—n)) = 1 pour un point H € U
[remarquons que » 21 lorsque ¢; (E) = 0]

La démonstration repose sur la remarque suivante que nous ne redémontrons pas :

Remarque 1. — Soient H un plan général de C et L une droite de H. Si sy est une
section non nulle de A° (Ey (—n)) et Z (sy) le schéma des zéros de sy, on a:

deg{(Opnzny) 217 € HY (BEr(-mn—7)) #0.

Etape 1. ~ On suppose d’abord que C n’est pas plane, ie. que la famille de plans
correspondant aux points de ¢ ne posséde pas de point fixe.

Soient Hy et Hy deux points généraux de U, sg, et sy, des sections non nulles de
HO (Eg, (-n)) et H°(Ey, (—n)). Comme le plan H; ne rencontre pas le schéma des
zéros de sg,, on a h? (Eg,~m. (—n)) = 1, d’aprés la remarque 1. Par conséquent il existe
A e C* tel que

(0 su, (x) = Asg, () pour x € H;NH;

Soit F C P3 x PY la variété d’incidence points-plans de P3. Posons X := F N (P3 x C}
et considérons les projections : X % Pyet X & C. Ona:

B (0 B (=n) -1 (ny) = B° (Egr (~-n)) = 1 pour tout H € U.

Le faisceau q, p* E (—n) est inversible sur /. Le morphisme canonique ¢” ¢, p* £ (~n) —
p* B (—n) s’annule le long d’un sous-schéma fermé Z tel que Z N ¢~' (U) soit de
codimension = 2. I induit un morphisine ¢ rendant commutatif le diagramme suivant :

- - a>

¢HUNZngT (U)) = P(E)
PN
Py

ol ’'on a noté P (E) le fibré projectif sur Py associé¢ & E. L'image de ¢ est un ouvert
dans un diviseur réduit irréductible D de P (E). Soit (H, x) un point de ¢~* (). D aprés
(1), ¢ (H, z) ne dépend que de z. Le diviseur D est donc birationnel & 3. Il correspond
alors 2 une section t € H* (E (m)), avec m > 0 car E est stable. Cette section s’annule
le long d’une courbe ' de Ps.

Soit H un point général de . Comme la famille des plans de U n’a pas de point fixe,
H coupe proprement T". Les sections sy € H (Eg (—n)} et ty € H®(Ey (m)) sont
proportionnelles. La section sz s’annule en codimension 22 car H® (Eg (—n -~ 1)) = 0.
Il existe fg € H°(On (m + n)) tel que tyg = fy sx. Cest une contradiction.
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Etape 2. — Soit X le plan de PY contenant la courbe C, et soit ¢ € Pj le point
correspondant & X. On considére I'éclatement Py = Projp, (@ Mi) de Py en z et les
B
morphismes naturels p: Py — Pget ¢g: Py — P2, On note A le diviseur exceptionnel;
le morphisme gja : A — Py est un isomorphisme. De plus si L est un point de P’», donc
une droite de Py passant par z, on a:

(2" E)jg— 1y  Er.

Le morphisme g étant plat, le théoréme de semi-continuité et la remarque I impliquent
I'existence d'un entier a 2 (n + 1) tel que B? ((p* E)jg~1 (1) (—a)) = hY (B (—a)) =1
pour L général dans P,. Le faisceau g, p* E{—a) est inversible sur P,. Soit & tel que
7. p* E(—a) = Op, (k). On considere le morphisme canonique :

§: ¢ Op,(-k)=q¢g.p" E(-a) = p" EF(-a).

La section correspondante £ de p* E (—a) @ ¢* Op, {k) s’annule le long d'une courbe de
P3. On remarque que H® (B (—a)) = 0 implique & > 0.

Comme p. ¢* Op, (k) =~ M~ (k), 'image directe sur P3 de la section # est une section
non nulle ¢ € H°(E (—a) ® ME (%)), ce qui démontre & > a. Le lieu des zéros de Ia
section ¢ est une courbe ' telle que Ir C ME.

Soient H un point général de C, {5 la restriction de ¢ au plan H et sy une section non
nulle de Ey (—n). On considére 'homomorphisme de fibrés sur H suivant :

(ap7,tH)

Qg (n) ® Og (CL— ]\7) —— Epy.

Son déterminant est une section de M5 5 (¢; + %k —a—n). Comme (¢; +k—a—n) <k,
ona HY(ME y(er+k—a—n))=0donc sy Aty =0.

ie lieu des zéros de la section sy étant de codimension 2, il existe fyg €
HY(Og (k—a+mn)) tel que ty = fgsu.

Ceci montre que la courbe du plan H d’équation fgi = 0 est contenue dans I'. En
conséquence tout plan de C' contient une composante irréductible de I'. 11 existe donc une
droite L passant par z telle que C' = LY.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2. — (i) = (i) : soit I le schéma des zéros de £. On note
tg € H°(Ey (m)) la restriction de t 2 un plan général H contenant L. Par hypothése
Ir.Op € I ~ Oy (—=m — n). Soit fx une section non nulle de Igf;") (m + n).
Alors tH/fH est une section non nulle de HO (Ey (— n))

(1) = (ii) : on considere I'éclatement P = Projp, (@ T¢)de Psen L et les morphismes

naturels p: P — Py et g: P — Py, Par hypothése, on a g, p* E (—n) = Op, (—m — n)
avec m > 0 car E est stable. Ceci prouve que

70 (mr-+n)
HY (E (m) @ IT ) 2 0.
Je remercic Iustin Coanda pour ses conseils et les nombreuses et utiles discussions que nous avons eues,

Note remise le 6 janvier 1995, acceptée aprés révision e 24 avril §995.
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