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Résuḿe

L’objet de ce travail est de développer une application de la la méthode LATIN [1]
pour l’étude paraḿetrique d’assemblages incluant de multiples zones de contact. Chaque
configuration d’un assemblage correspondá un choix de valeurs des paramètres (coef-
ficent de frottement, précontrainte). Plut̂ot que de ŕealiser un calcul complet pour chaque
jeu de param̀etres, nous utilisons la capacité de la ḿethode LATINà ŕeutiliser la solution
d’un probl̀eme donńe (assocíe à un jeu de param̀etres) pour en résoudre d’autres.

1 Introduction

La pris en compte des incertitudes lors de la conception d’une structure représente un
véritable challenge. Les incertitudes peuvent affecter les propriét́es ḿecaniques et ǵeoḿe-
triques, les conditions aux limites (incluant le contact avec frottement), le chargement (am-
plitude et distribution), etc. Pour explorer l’espace de conception de la structure, on peut
alors échantillonner les intervalles de variations des paramètres et effectuer un calcul pour
chaque jeu de param̀etres de conception. Ici, les paramètres de conception sont typique-
ment les valeurs des coefficients de frottement entre les composants d’un assemblage et les
précontrainteśeventuelles.

L’exploration de l’espace de conception en prenant en compte ces incertitudes sur les
param̀etres est un problème complexe líe au fait que l’on doit prendre en compte les non-
linéarit́es de comportement (ici le contact avec frottement). La méthode de perturbation [2,
3] est une des approches que l’on peut utiliser pour déterminer de telles réponses. Depuis
quelques anńees, de nombreusesétudes utilisent leśeléments finis stochastiques qui sont
capables de prendre en compte les incertitudes [4].



L’objectif du travail pŕesent́e ici est de d́evelopper une stratégie performante adaptée
à la multiŕesolution de problèmes incluant des incertitudes. Des stratégies mutiŕesolutions
ont d́ejà ét́e propośee en optimisation [5]. La ḿethode LATIN [1] est une ḿethode non
incrémentale, en rupture avec les techniques incrémentales classiques, qui résoud le probl̀eme
de structure sur tout l’intervalle de chargement en un seul incrément, qui n’esta priori pas
limit é et semblèa ce titre prometteuse. La stratégie propośee ici s’appuie sur une spécificité
de la ḿethode qui permet de réutiliser la solution obtenue pour un jeu de paramètres pour
résoudre d’autres problèmes similaires (associés à d’autres jeu de param̀etres). Cette ap-
proche a d́ejàét́e utilisée avec succ̀es dans le cadre de la résolution paraḿetriques de problèmes
en viscoplasticit́e et en grandes transformations [6, 7] ainsi que dans des problèmes d’identifi-
cation [8]. Dans ce papier, nous considérons le cas d’assemblages de structures, reliées par des
zones de contact avec frottement et nous nous limiteronsà des chargement quasi-statiques.
On trouvera dans [9] une présentation d́etaillée de la stratégie multiŕesolution utiliśee dont
nous rappelons les grands principes ici.

2 La méthode LATIN

Nous pŕesentons ici un rappel des points principaux de la méthode LATIN. Une pŕesentation
détaillée de la ḿethode peûetre trouv́ee dans [1] et son application au cas particulier des
probl̀emes de contact avec frottement dans [10].

2.1 Décomposition d’un assemblage

Un assemblage est composé d’un ensemble de sous-structures qui communiquent au tra-
vers d’interfaces (voir figure 1). Chaque interface est une entité mécaniquèa part entìere qui
poss̀ede ses propres inconnues et relations de comportement. Ici nous ne considérerons que
des interfaces de contact avec frottement de type Coulomb. Deux sous-structures reliées par
une interfaceΓEE′

sont not́eesΩE et ΩE′ . Les variables d’interface sont deux champs de
forcesfE et fE′

et deux champs de vitesses duauxẇE et ẇE′
(figure 1).
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Figure 1 – D́ecomposition d’un assemblage et variables d’interface

2.2 Problème pour les sous-structures

Le champ de d́eplacement en tout pointM de ΩE et à tout instantt de [0, T ] est not́e
uE(M, t) ; l’espace associé estU [0,T ]. ε est le champ de d́eformation et l’́etat de la structure



est caract́eriśe par le champ de contrainteσE . Le probl̀eme ḿecaniquèa ŕesoudre sur chaque
sous-structure est :

Trouver les champ de déplacementuE(M, t) et champ de contrainteσE(M, t)
tels que :

– Admissibilit́e cińematique :

ε = ε(uE); uE(M, t)|∂ΩE
= wE(M, t); uE ∈ U [0,T ] (1)

– Équilibre :∀u̇? ∈ U [0,T ]
0∫

ΩE

Tr(σE ε(u̇?))dΩE −
∫

ΩE

fd.u̇?dΩ−
∫

∂ΩE

fE .u̇?dS = 0 (2)

où U [0,T ]
0 est un champ de vitessesà énergie finie surΩE qui s’annule sur

∂ΩE et u̇? un champ de vitesses virtuelles.
– Comportement́elastique :∀M ∈ ΩE et∀t ∈ [0, T ],

σE(M, t) = Dε(uE(M, t)) (3)

où D est l’oṕerateur de Hooke.

2.3 Problème sur les interfaces

Le probl̀eme ḿecaniquèa ŕesoudre sur chaque interface est :

Trouver les forces (fE(M, t) etfE′
(M, t)) et les vitesses (̇wE(M, t) etẇE′

(M, t))
telles que :

– Équilibre :∀M ∈ ΓEE′
et∀t ∈ [0, T ],

fE(M, t) + fE′
(M, t) = 0 (4)

– Comportement :∀M ∈ ΓEE′
et∀t ∈ [0, T ],

fE(M, t) = R(ẇEE′
(M, τ), τ ∈ [0, t]) (5)

où le comportement est́ecrit sous la forme d’une loi d’évolution non-lińeaireR entre les
forces et le saut de vitessėwEE′

au travers de l’interface défini par :

ẇEE′
= ẇE′

− ẇE (6)

Par exemple, si l’interface est une interface de type contact parfait entre deux sous-structures,
le comportement s’écrira :ẇEE′

(M, t) = 0. On ne d́ecrira pas ici dans le détail les diff́erents
comportement possibles tels que par exemple le contact avec frottement dont on trouvera une
présentation complète dans [9].



2.4 L’algorithme LATIN

L’approche LATIN est utiliśee pour ŕesoudre le problème. la solutions du probl̀eme est
décrite par un ensemble de champs dépendants du temps sur les sous-structures et les inter-
faces :

s =
∑
E

sE ; sE =
{
uE(M, t), σE(M, t), ẇE(M, t), fE(M, t)

}
t ∈ [0, T ]

L’approche LATIN se base sur une séparation des difficultés pour ne pas résoudre simul-
tańement un probl̀eme globaletnon-linéaire. Leśequations sont donc sépaŕes en deux groupes
qui suivent le sch́ema suivant :

– L’ensembleAd desélémentssE assocíes auxéquations lińeairesrelatives aux sous-
structures (Eq. 1̀a 3)

– L’ensembleΓ desélémentssE assocíes auxéquations locales(éventuellement non-
linéaires) relatives aux interfaces (Eq. 4 et 5)

La recherche de la solution (i.e.à l’intersection des deux ensemblesAd et Γ) se fait it́erati-
vement en construisant des approximations successives de la solutions qui vérifient alter-
nativement chacun des deux groupes d’équations. Ainsi chaque itération de la ḿethode est
compośee de deux́etapes :

Étape locale: connaissantsn ∈ Ad, trouverŝ tel que :

ŝ ∈ Γ (interfaces) (7)

ŝ− sn ∈ E+ (direction de recherche) (8)

Étape globale: connaissant̂s ∈ Γ, trouversn+1 tel que :

sn+1 ∈ Ad (sous− structures) (9)

sn+1 − ŝ ∈ E− (direction de recherche) (10)

Les directions de recherche sont choisies pour que la convergence de l’algorithme soit assurée
[1]. Les deux directions de recherches sont conjuguées et ne d́ependent que d’un paramètre
scalairek0 :

ŝ− sn ∈ E+ ≡ (f̂E − fE
n ) = k0( ̂̇wE − ẇE

n ) (11)

sn+1 − ŝ ∈ E− ≡ (fE
n+1 − f̂E) = −k0(ẇE

n+1 − ̂̇wE) (12)

La solution du probl̀eme ne d́epend pas de la valeur du paramètre scalaire et n’affecte que la
vitesse de convergence de l’algorithme. Pour les cas quasi-statiques présent́es ici, on prend
k0 = E/(TLc) où E est le module d’Young,[0, T ] est l’intervalle d’́etude etLc la plus
grande dimension de la structure. La convergence de l’algorithme est contrôlé par un indica-
teur d’erreur qui est une mesure d’erreur enénergie de la distance entre deuxélémentssn et
ŝ.



2.5 Discŕetisation

Pour l’implémentation nuḿerique, une discrétisation standard paŕEléments Finis est uti-
lisée dans les sous-structures :

u = [N ]{u} et ε(u) = [B]{u} (13)

Sur les interfaces, une discrétisation compatible des champs de vitesse est utilisée :

̂̇wE = [N ] { ̂̇wE
} et ẇE

n = [N ] {ẇE
n } (14)

Les directions de recherche utilisées conduisent (Eq. 11 et 12)à choisir la m̂eme discŕetisation
pour les forces et les vitesses :

f̂E = [N ] {f̂E} et fE
n = [N ] {fE

n } (15)

À l’ étape locale, leśequations de contact et de frottement sont résolues directement en terme
de forces nodales et de vitesses. De plus la représentation des efforts (Eq. 15) assure une
certaine ŕegularisation du problème de Coulomb : la loi de frottement devenant non locale
[11].

Après discŕetisation, l’́etape globale conduità ŕesoudre le problème suivant :

k0

[
hE

]
{u̇(t)}+ [KE ]{u(t)} = [hE ]

(
{{f̂E}(t)}+ k0{ ̂̇wE

}(t)
)

(16)

où

[hE ] =
∫

∂ΩE

[N ]t[N ]ds et [KE ] =
∫

ΩE

[B]t D [B]dΩ

[KE ] est la matrice de rigidité usuelle de la sous-structureΩE et [hE ] repŕesente les termes
relatifs aux interfaces. Pour la résolution de cettéequation diff́erentielle (Eq. 16), on utilise
un sch́ema d’int́egration implicite en temps.

3 Stratégie multirésolution

À chaque it́eration, la ḿethode LATIN fournit une approximation de la solution sur toute
la structure et sur tout l’intervalle d’étude. Ainsi, l’id́ee de la stratégie multiŕesolution est de
réutiliser cette approximation pour déterminer la solution d’un problème similairèa celui qui
a permis de d́eterminer cette approximation. On exploite ici le fait que l’algorithme peutêtre
initialisé par une solution quelconque appartenantà l’ensembleAd (usuellement une solution
élastique). L’id́ee est donc d’initialiser le processus associé à la structure modifíee (structure
assocíeeà un jeu de param̀etres) par le ŕesultat du calcul sur la structure dite de ”référence”
(assocíe à un jeu initial de param̀etres). On dispose ainsi dès la premìere it́eration du calcul
sur la structure modifíee d’une solutioǹa fort contenu ḿecanique.

Dans le cas particulier du contact, les interfaces jouent un rôle vital : elles permettent
d’initialiser l’algorithme sur la structure modifiée sans ńecessiter de sauvegarder les données
sur les sous-structures mais aussi de rechercher la solution du problème modifíe avec une



premìere approximation de qualité. Ainsi, à partir de la solution du problème de ŕeférence,
on obtiendra les solutions des problèmes modifíesà moindre côut.

Pour lesétudes paraḿetriques trait́ees, nous avons juste changé les param̀etres entre les
itérations. Ainsi, le nouveau calcul est initialisé avec la solution du problème pŕećedent. On
peut ŕesumer l’algorithme par le tableau 1. Peu d’itérations sont ńecessaires pour obtenir la
solution de chaque problème modifíe.

Initialisation

Boucle sur les sous-structures (E)
Calcul et factorisation de[KE ] et [hE ]

Boucle sur les interfaces

{ẇE
0 } = {ẇE′

0 } = { ḃwE
} = { ḃwE′

} = {0}
{fE

0 } = {fE′
0 } = { bfE} = { bfE′

} = {0}

Définition des bornes de variation des paramètres

Bouclerk = 1, 2, ... sur le nombre de jeux de paramètres

Récuṕerer les quantit́es sur les interfaces

Itérer jusqu’̀a convergence

Étape globale
Étape locale
Test de convergence

Sauvergarde de la solution associée aukeme jeu de param̀etres

Tableau 1 – Algorithme d’études paraḿetriques avec la ḿethode LATIN

4 Exemple

Dans l’́etude paraḿetrique propośee, onétudie l’influence de la précharge de chacun des
boulons et du coefficient de frottement sur la transmission des efforts dans l’assemblage. Il y
a donc trois param̀etres diff́erents : un coefficient de frottement et un paramètre de pŕecharge
dans chaque boulon. Le coefficient de frottementµ peut prendre 9 valeurs différentes (de
0.1 à 0.5 par pas de 0.05). Les paramètres de pŕecharge (g1 et g2) peuvent chacun prendre
12 valeurs diff́erentes (de 0.05mm̀a 0.3mm, par pas de 0.025mm). Ainsi, pour l’étude pa-
ramétrique compl̀ete, 1296 calculs distincts doiventêtre effectúes. Le m̂eme maillage áet́e
utilisé pour tous les calculs. Il est représent́e sur la figure 2. Il est composé de 10 705́eléments
finis linéaires (pyramides ou briques) et 8 090 noeuds. Le nombre total de degrés de libert́e
est donc de 24 270.

Le calcul est meńe en deux́etapes :
– pŕecharge des boulons : (durée 1s - 1 pas de temps demandé).
– application de la charge (durée 1s - 10 pas de temps demandés).
Pour montrer l’efficacit́e de la ḿethode LATIN pour ce type de problème, une compa-

raison avec le code de calcul ABAQUS aét́e meńee sur une des configurations de l’étude
paraḿetrique (g1= 0.05mm,g2= 0.025mm etµ= 0.3). Les ŕesultats ABAQUS et LATIN sont



très proches. Les résultats de la comparaison sont donnés dans le tableau 2, partie gauche.
Les calculs ont́et́e effectúes sur une station de travail HP-J5000 (3.5Go RAM - Processeur
PA8500).

ABAQUS LATIN

Pas de temps 72 11
Temps CPU (mn) 374 38.1

Temps Horloge (mn) 407 40

Temps horloge heures jours

ABAQUS direct 8791 366
LATIN direct 864 36
LATIN multi 168 7

Tableau 2 – Comparaison des coûts de calcul : 1 calcul (gauche) et 1296 calculs (droite)
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Figure 2 – Maillage de l’assemblage et quelques résultats du calcul

On peut remarquer que sur un seul calcul la méthode LATIN est 10 fois plus efficace qu’un
code de calcul classique. Cette capacité a d́ejà ét́e montŕee en statique dans [12]. Le figure
2 (partie droite) ŕesume quelques résultats de l’́etude paraḿetrique. L’́evolution de l’effort
maximal transmissible avant un glissement relatif global des deux plaques est tracée pour
quelques valeurs du coefficient de frottement en fonction des deux paramètres de pŕecharge.
On peut remarquer que l’effort maximal transmissible dépend peu des précharges mais forte-
ment du coefficient de frottement.

En terme de performances, la stratégie propośee (LATIN multi, tableau 2 partie droite)
permet de ŕeduire d’un facteur de l’ordre de 50 le coût de l’étude paraḿetrique par rapport̀a
un code calcul classique (temps estimé, ABAQUS direct). Le gain est d’environ 5 avec une
approche direct avec la ḿethode LATIN (LATIN direct).

5 Conclusion

La strat́egie multiŕesolution s’appuie sur deux points essentiels :
– une approche ǵeńeraliste qui traite les problèmes de manière efficace en s’appuyant sur

une d́ecomposition de l’assemblage et sur une technique de résolution it́erative (la ḿethode
LATIN) tr ès efficace pour ce type de problème,



– une technique de résolution efficace pour déterminer la ŕeponse d’un assemblage lorsque
les param̀etres d’interface varient. Cette technique utilise la solution d’un problème voisin
pour initialiser le calcul pour un nouveau jeu de paramètres.

Cette strat́egie montre des performances remarquables qui peuvent encoreêtre accentúees
en utilisant le paralĺelisme intrins̀eque de la ḿethode. De plus, en utilisant la version multi-
échelles la ḿethode LATIN, on esp̀ere aḿeliorer encore les performances. Enfin, en utilisant
les concepts de la ḿethode LATIN, des premiers développements montrent aussi des perfor-
mances int́eressantes dans le cas de problèmes ou les interfaces ont des paramètres aĺeatoires,
la recherche de la solution s’effectuant alors dans une base de type chaos polynomial.
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[1] L ADEVÈZE, P.,Nonlinear Computational Structural Mechanics - New Approaches and
Non-Incremental Methods of Calculation. Springer Verlag, (1999).

[2] BENAROYA H. AND REHAK M., Finite element methods in probabilistic structural
analysis : A selective review.Applied Mechanics Reviews, 41(5), 201–213, 1998.

[3] M ACIAS O.F.AND LEMAIRE M., Stochastic Finite Elements and fiability. Application
to fracture mechanis (in french).Revue francaise de génie civil, 1(2), 1997

[4] K LEIBER M. AND HIEN T.D. Basic perturbation technique and computer implemen-
tationJohn Willey & Sons, 1992.

[5] K IM Y.Y. AND YOON G.H., Multi-resolution multi-scale topology optimization : a
new paradigmInt. J. Solids Structures, 37(39), 5529–5559, 2000.

[6] BOUCARD P.-A. AND LADEVEZE P., An application of the LATIN method to multiple
calculation of nonlinear structural problems (in french).Revue euroṕeenne deśEléments
Finis, 8(8), 903–920, 1999.

[7] BOUCARD P.-A. AND LADEVEZE P., A multiple solution method for non-linear struc-
tural mechanics.Mechanical Engineering, 50(5), 317–328, 1999.

[8] A LLIX O. AND V IDAL P. A new multi-solution approach suitable for structural iden-
tification problems.Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 191,
2727-2758, 2002.

[9] BOUCARD P.A. ET CHAMPANEY L., A suitable computational strategy for the para-
metric analysis of problems with multiple contact,International Journal for Numerical
Methods in Engineering, 2003. A parâıtre.
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