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Meécanique des solides/Mechanics of Solids

Flambage par bifurcation des systémes élastiques avec
contact unilatéral parfait

Xavier CHATEAU et Quoc SoN NGUYEN

Résumé — Le flambage par bifurcation des systémes élastiques avec contact unilatéral sans frotte-
ment est étudié 4 'aide de la méthode de développement asymptotique. L’analyse de bifurcation et
de post bifurcation est discutée.

Buckling by bifurcation of elastic systems under unilateral constraints without
friction

Abstract — Buckling by bifurcation of elastic systems under unilateral constraints without friction is
studied by the method of asymptotic development. Bifurcation and post-bifurcation analysis are
discussed.

Abridged English Version — It is well known that most elastic structures under perfect
unilateral constraints do not buckle by bifurcation ([1], [2]). However the possibility of
bucking by bifurcation must not be excluded and in this case the buckling analysis of such a
structure may present some intermediate feature between elastic buckling and plastic buckling
([3], [4D). In order to understand the intervention of unilateral constraints on the modifica-
tion of bifurcation diagrams, the asymptotic method is presented here by the formulation of
the first order and the second order problems.

— Equation (3) expresses the mechanical equilibrium of an elastic system, which, in the
reference configuration, has volume Q, with boundary Q. AT denotes conservative loadings
on Q, 0Q, a part of 0Q where the displacements are given equal to zero, 0Q, the complemen-
tary boundary where material may be in unilateral contact with a rigid support with equation
g(®)=0, u(a) the displacement of a point « in Lagrangian description.

— When displacement » and reaction modulus p are known, after solving equation (3),
we obtain the first order problem —equation (7) —and the second order problem —equation
(9) —by the method of asymptotic development.

— The first order problem provides, by Hill’s method, the two criteria of non-bifurcation
and stability. If I is the quadratic form (8), we have the criteria of stability —The actual
equilibrium is stable if the quadratic form 1(8#) is strictly positive definite upon the admissi-
ble velocities set —and no-bifurcation —An equilibrium curve does not bifurcate on a point
(#, p) where the quadratic form I(8#) is strictly definite positive upon Uy,—. The critical
load and the bifurcation mode can be thus obtained.

— The second order problem gives us, for regular cases, further information to perform
post-bifurcation analysis. Equations (9), (11) show that the second order problem can be
expressed by the stationary of a quadratic functional under “constraints” where the quadratic
form I(8u) always plays a fundamental role.

— In beam, plate and shell systems, the reaction modulus field p has two contributions
as it is written in equation (12) where 7, is the distributed reaction and T, the shear force
on a curve I" of the contact surface. The first order problem and the second order problem
can again be derived with some minor modifications.

Note présentée par Paul GERMAIN.
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— The behaviour of a continuous Shanley-Klarbring model [Fig. ()] is discussed by
asymptotic development in order to obtain the bifurcation diagram. Figure (b) shows that
this diagram is of the elastic type. Here, there is no distinction between the critical load
of bifurcation and the critical load of instability as in elastic buckling (aithough. the point of
bifurcation may be a stable equilibrium), as opposed to the principal results of plastic
buckling, Bifurcation and stability criteria coincide almost everywhere, except at some isolated
point of the fundamental path.

1. 1l est bien connu que la plupart des structures élastiques soumises 4 des conditions
de contact unilatéral avec ou sans frottement ne flambent pas par bifurcation. La présence
des obstacles conduit souvent a des phénoménes de flambage dus a des sauts d’un chemin
d’équilibres stables 4 un autre chemin d’équilibres voisin. Les études particuliéres dues a
Do [1], Courbon [2] par exemple illustrent bien ce phénomene.

Cependant, le flambage par bifurcation de telles structures existe et présente des
particularités intermédiaires entre le flambage élastique et le flambage plastique, 4 cause
de la présence d’inégalités. Dans ce cas, la méthode de développement asymptotique,
bien connue en flambage élastique ou en flambage plastique, peut étre appliquée d’une
maniére similaire.

Soit une structure élastique, définie par une configuration de référence Q, de frontiére
9Q. Pour simplifier, cette structure est soumise a des forces conservatives AT sur Q et
astreinte 4 un déplacement nul sur une partie dQ, de la fronti¢re. Sur la frontiere
complémentaire 0Q, la  matiére est susceptible d’étre en contact unilatéral avec une
surface rigide d’équation g (x)=0. Si u(a) désigne le déplacement d’un point matériel a,
ona:

(H) gla+u(a, 1)) =0, YaedQ..

La loi de contact sans frottement s’écrit :
(2 p=0, pg=0, VaedQ,

ol —pVg désigne la réaction nominale en un point de 0Q..
La détermination du champ de déplacement & I'équilibre u et des modules de réactions p
s’obtient par la résolution du probléme d’équilibre statique suivant :

Trouver u, p tels que :
ueUy={u|u=0suroQ, }

3 GV(Su)dQ—Kf

Q

T5udQ+j uVgdudS=0

20,

VSueUOJ

Q

VaeoQu(@)z0, gla+ul)<0, pg=0

ot 0=0W/dVu(Vu) désigne la contrainte de Boussinesq, W(Vu) la densité volumique
d’énergie élastique.

Il est bien connu que les équations (3) traduisent la stationnarité de I’énergie potentielle
totale sous la « contrainte » (1). Les modules de réaction p représentent les multiplicateurs
de Lagrange associés.

2. Dans le cas discret ou discrétisé, les fonctions (u, p) sont dérivables par rapport au

temps par morceaux. On obtient donc¢ un développement asymptotique :
. ..‘l:2 . . ‘Cz
4 u=u+ur+u5+..., u=u+ur+u5+...
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Ao = dk&ug — e point A

» X > 0
@ ®)
Poutre de Shanley continue avec contact unilatéral. (38 \/i—— 51 B2 121<uy<h?/31 - —-—.
A continuous Shanley model under unilateral constraints. m2j6l<uy<(38 \/2' ~51)h212] — — —

Le calcul des dérivées premiéres u, |1 associées a une vitesse de données A lorsque I'état
actuel u, p est supposé connu, s’effectue de la maniére suivante :

(5) VdueU,: féS(Vu)dQ+f ngauds+f uVngSudS—XJ ToudQ=0
Q S S Q

avee

2

§= WV -
3 (V u)?
Rg+gp=0

(6) VaedQ, gu+2g+gu=0

Soit U, 'ensemble des vitesses admissibles :
U, ={u|u=0sur 0Qy, g=Vgu=0si g=0, p>0, g=Vgus0sig=0, p=0}
Le probléme d ordre 1 s écrit donc :
Trouver u, |\ tels que :
ueU, et (5) vérifiée VdueU,
(M . .
n=0 si g<0
p=0etpg=0 si g=0,pu=0

On voit que les équations (7) traduisent la stationnarité d’une fonctionnelle quadratique
sous les « contraintes » g<0sig=0, p=0et g=0si g=0, u>0. Les vitesses | représentent
les multiplicateurs de Lagrange associés. ’
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La formulation du probléme en vitesse permet de construire les critéres de stabilité et
de non-bifurcation par la méthode de Hill ([3], [4]). Si I désigne la forme quadratique :

W
(8) 1(8u)= Lv&la(vu)z

VSudQ+J udu V2 g dudS
20,

On obtient, comme en plasticité, les critéres de stabilité — L’équilibre actuel est stable
si la forme quadratique 1(8u) est strictement définie positive sur I'ensemble des vitesses
admissibles — et de Non-Bifurcation — Un chemin d’équilibres ne bifurque pas en un
point (u, W) ou la forme quadratique 1(3u) est strictement définie positive sur U,, espace
vectoriel engendré par U;.

La détermination des dérivées secondes 1 et g associbes & une accélération de charge X
lorsque les problémes d’ordre zéro (équilibre) et d’ordre un (vitesse) ont été résolus (i. e.
u, W, U u sont des quantités supposées connues) s’obtient en dérivant les équations
précédentes. On obtient :

VoueU,:

3
“; VoudQ— jXTSudQ
Q

. W .
9) Lvuﬁ(Vu) V5ud§2+f (Au)

+f (ing+2gvzga+uv2gda)6uds+f nV2gududS=0
0Q, a0,

et les conditions déduites de (6).
Soit U, I'ensemble des accélérations admissibles :
(10) U,={i|u=0 sur dQq, &=0si p>0 ou si g=0, g=0, 1>0
et §<0sig=0, p=0,g=0, p=0}.
Le probléme d’ordre 2 s’écrit donc :
Trouver u et | tels que :
ueU, et (9) vérifieeV due U,
p=0 si g<0 ousi g=0, g<0
( 120, jg=0 si g=0, p=0, g=0, p=0

De nouveau, il s’agit d’'un probléme de stationnarité d’une fonctionnelle quadratique
sous les « contraintes » $<0'si g=0, p=0, p=0 et g=0si p>0 ou si g=0, g=0, p>0.

Les dérivées p sont les multiplicateurs de Lagrange associés. La forme quadratique
1(8u) joue toujours un rodle fondamental [3].

3. Le cas ou I'obstacle est mobile g=g (x, A) se traite suivant la méme démarche.

Dans le cas continu tridimensionnel la formulation du probléme en vitesses est toujours
valable, mais la formulation du probléme en accélération présente des difficultées lices 4
la régularité des fonctions u, | et 4 la propagation des discontinuités.

Les systémes de poutres, plaques et coques élastiques constituent un cas particulier
important. Le champ des efforts p se compose alors d’une réaction répartie r, et des
efforts tranchants T, ayant pour support une courbe I' de la surface de contact.

(12) ‘ n=(ro, To)

La résolution du probléme (3) fournit (p, u) avec les conditions de régularité imposées
et naturelles :

(13) £.=0, [g.]=0

(1n
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n désigne le vecteur normal 4 I'" dans le plan tangent a la surface de contact. Ces
conditions de régularité expriment que le contact est tangiel et 4 courbure normale
continue a la traversée de I'.

D’autre part, on obtient par ‘dérivation par rapport au temps que le terme en p de (5)
s’écrit explicitement sous la forme :

(14 (pVg, dud :j r Vg8udS+f TlVgSudF+f TocVg,8udl
S r

r

+| M Vgdu,dl'+) T,Vgduc,

r Ig
avee

i =To, T1=[r0]clT0—lcinN+To, M,=T,c

ou TI'; désigne I'ensemble des points ou I' présente une discontinuité d’ordre O ou 1, ¢ la
vitesse de propagation normale de la courbe dans la direction n, ¢, la vitesse de propaga-
tion tangentielle d’un point de '), N le second vecteur du triéde de Fenet défini sur la
courbe I, R le rayon de courbure de I'. Le calcul de p fournit donc les vitesses 7, T, et
les vitesses de propagation ¢ et c,.

D’autre part, la continuité de g, 4 la traversée de I' s’exprime par une relation de
compatibilit¢ d’Hadamard :

(15) [gd+clg,]=0, Vael

et impose une condition cinématique supplémentaire concernant la vitesse u sur I :
(16) £.,=0, Vael.

La quantité M, représente alors le multiplicateur de Lagrange associé a (16).

4. A titre d’exemple, on étudie la bifurcation et le comportement post bifurcation d’'une
poutre de Shanley continue avec contact unilatéral [fig. (a)] [4]. On étudie la bifurcation
de la branche d’équilibre triviale pour une précharge 2u, :

0=0, u=f()

La branche bifurquée est développée en fonction de 0, pour 0> 0, sous la forme :

92 92 92
x=x6+xle+x2~2~+..., u=uc+u19+u2?+..., b=b+b16+b25+...

ou la zone de contac‘ft effectif pour 8=0" est définie par I'intervalle [— A, b].

La résolution du probléme en vitesses permet de déterminer les quantités A, u,, b, u,,
Ay
De méme le probléme en accélération fournit les valeurs de b,, u,, A,. Les résultats
obtenus ici rappellent plus le cas élastique que le cas plastique, les critéres de stabilité et
de bifurcation coincidant constament, excepté au point de bifurcation A dans le cas d’une
branche bifurquée stable [cf. fig. (b)].

On peut ainsi donner le diagramme de bifurcation [fig. (b)] suivant les valeurs du
parameétre u,,.

Note remise le 21 octobre 1988, acceptée le 19 janvier 1989.
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