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L’ANNEAU DE COHOMOLOGIE DES VARIETES DE SEIFERT
NON-ORIENTABLES

A. BAUVAL, C. HAYAT

ABSTRACT. If p is a prime number, the cohomology ring with coefficients in
Z/pZ of an orientable or non-orientable Seifert manifold M is obtained using a
A-simplicial decomposition of M. Several choices must be made before applying
the Alexander- Whitney formula. The answers are given in terms of the classical
cellular generators.

RESUME Si p est un nombre premier, ’anneau de cohomologie a coefficients
dans Z/pZ d’une variété de Seifert M, orientable ou non-orientable est obtenu
a partir d’une décomposition A-simpliciale de M. Plusieurs choiz sont a faire
avant d’appliquer la formule d’Alexander-Whitney. Les réponses sont données
en fonction des générateurs cellulaires classiques.

1. INTRODUCTION, NOTATIONS

1.1. Introduction. Dans cet article on détermine l’anneau de cohomologie a
valeurs dans Z/pZ, ou p est un entier premier, pour toutes les variétés de Seifert
orientables ou non. Les résultats ont été annoncés dans [2]. Le cas ou il s’agit
de variétés de Seifert orientables dont la base est une sphere, et les coefficients
a valeurs dans Z/27Z, a été étudié dans [3]. L’article [1] a généralisé ce résultat
en supprimant I'hypothese sur la base et 'article [5] a obtenu cet anneau de co-
homologie des variétés de Seifert orientables a valeurs dans Z/pZ. Dans Darticle
[15], sont déterminés les anneaux de cohomologie a coefficients entiers (et cycliques
finis) des variétés S3/T" ot T est un sous-groupe fini de SO(4) agissant librement
sur S3.

Notre attention pour le calcul des cup-produits a été attirée par les études por-
tant sur une extension du Théoreme de Borsuk-Ulam pour les variétés de dimension
3 [6]. En effet si 7 est une involution sur une telle variété M, alors toute applica-
tion continue f de M dans R® admet un point z € M tel que f(7(z)) = x si et
seulement si la puissance trois pour le cup-produit de la classe de cohomologie, a
coefficients dans Z /27, associée a T est non nulle.

Les preuves détaillées des résultats annoncés dans [2] sont obtenues en utilisant
un point de vue A-simplicial. Utiliser cette méthode d’abord pour les variétés
orientables rend plus courte et plus facile son extension au cas non-orientable. Les
choix les plus délicats sont ceux de relevés du complexe cellulaire dans le com-
plexe A-simplicial auxquels on impose d’étre des cocyles A-simpliciaux, Section 6.
Décrivons les étapes de la méthode que nous avons choisie.
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Nous commencons par construire une décomposition cellulaire de la variété M,
Section 4, en précisant dans la Sous-section 4.1 les mots qui permettent de paver
les 2-cellules, bords du voisinage tubulaire des fibres singulieres et de la derniere
3-sphere. Le complexe cellulaire (C, ).y ainsi obtenu est subdivisé en un complexe
A-simplicial (Cy)gimp-

Notons T: (Cy)eer — (Cy)simp le morphisme associé a cette subdivision, et
T": C%p — Cigy le morphisme transposé défini dans la Sous-section 5. Nous
choisissons, pour chaque générateur £ des cochaines cellulaires, un relevé R(§) de
T (&) dans les cochaines A-simpliciales. Ce choix est fait de telle facon que R(&)
soit un cocycle et pas seulement une cochaine, Section 6.

Le cup-produit de deux cochaines A-simpliciales est calculé par la formule
d’Alexander-Whitney. Pour les cup-produits sur H*(M, Z/pZ)QH'(M,Z/pZ), on
décrit un calcul qui permet d’éviter 1’évaluation sur les (nombreux !) 2-simplexes,
Sous-sections 7.1, 7.2, 8.1. Pour les cup-produits sur H' (M, Z/pZ)Q H*(M,Z/pZ),
on applique la formule d’Alexander-Whitney de facon plus classique puis le quasi-
isomorphisme T, Sous-sections 7.3 et 8.2.

Le plan de cet article est comme suit. Apres cette section d’introduction, de
notations sur les variétés de Seifert et de quelques invariants associés, la Section 2
décrit une décomposition cellulaire d’une variété de Seifert quelconque M et donne
une présentation des groupes de cohomologie H*(M,Z/pZ). Dans la Section 3, les
théoremes principaux présentent tous les cup-produits. La preuve de ces résultats
constitue le reste de 'article. Dans les Sections et Sous-sections 4, 5, 6 sont décrits
les choix faits pour une décomposition A-simpliciale, le quasi-isomorphisme 7', et
les relevés des cocycles cellulaires en cocycles A-simpliciaux.

Dans la Section 7, on applique, via la formule d’Alexander-Whitney, tous ces
choix pour le calcul des cup-produits lorsque les coefficients de la cohomologie sont
égaux a Z/27, et dans la Section 8 lorsque les coefficients de la cohomologie sont
égaux a Z/pZ ou p > 2 est un entier premier.

La Section 9 est faite de figures symbolisant les décompositions cellulaires et
simpliciales.

1.2. Notations. Dans la suite, le groupe Z/pZ sera noté Z,.
En suivant essentiellement les notations de Orlik [11], mais aussi celles de [13],
[14], M est une variété de Seifert décrite par une liste d’invariants de Seifert

{e; (Y, 9); (a1, 01),. .., (am,bm)}-

Ici e est un entier, le TYPE T sera décrit plus bas, g est le genre de la surface
de base (I'espace des orbites obtenues en identifiant chaque fibre S' de M & un
point), et pour chaque k, les entiers ay, by sont premiers entre eux avec ay # 0 (si
b = 0 alors a = +1).

Comme dans [11], p.74 (et aussi pour d’autres auteurs), nous introduisons une
fibre supplémentaire, non-exceptionnelle ag = 1, by = e et utilisons la présentation
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suivante du groupe fondamental de M :

Qos - Gm |[ar: h] and R, 0 <k <m
(1) 7T1<M):<t1,...,tg/ tjh,t;lh_aj, 1§j§gl>7

ou les générateurs et ¢', V' sont décrits ci-dessous.

e Le TYPE T de M est égal a:

01 si la surface de base et I'espace total sont orientables (alors tous les ¢;
sont égaux a 1) ;

09 si la surface de base est orientable et I'espace total non-orientable,
alors g > 1 (forcément tous les €; sont égaux a —1) ;

ny si la surface de base et I'espace total sont non-orientables alors g > 1
et de plus tous les €; sont égaux a 1 ;

ns si la surface de base est non-orientable (alors g > 1) et 'espace total
est orientable (forcément tous les €; sont égaux a —1) ;

ng si la surface de base et ’espace total sont non-orientables avec de plus,
tous les €; égaux a —1 saufe; =1, et g > 2

ny si la surface de base et ’espace total sont non-orientables avec de plus,
tous les €; égaux a —1 sauf ey = ey =1, et g > 3.

e L’orientabilité de la surface de base et le genre g déterminent le nombre ¢’
de générateurs t; et le mot V' dans la longue relation de (M) de la fagon
suivante:

— quand la surface de base est orientable, i.e. T = 0;, ¢ =2g et V =

[t1,ta] ... [tag—1. tag) ;
— quand la surface de base est non-orientable, i.e. T = n;, ¢ = g et
V=1 1
g

e Le générateur h correspond a la fibre générique réguliere.
e Les générateurs ¢ pour 0 < k < m correspondent aux (possibles) fibres
exceptionnelles.

Dans ce papier nous utiliserons les notations suivantes.
Notations 1. Soit M une variété de Seifert décrite par une liste d’invariants de
Seifert
{6; (T7g)7 <a17 b1)7 ) (a’mu bWL)}a
et soit p un entier premaier.

e Notons a le plus petit commum multiple des ay, avec de plus ag = 1 et
by = e, alors

c= Zbk(a/ak).

e Le nombre de a; divisibles par p sera noté n.
— Quand n = 0, on suppose que by est divisible par p si et seulement si
0<k<r;
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— quand n > 0, on suppose que ay, est divisible par p si et seulement si
0 < k <n, les indices k sont réordonnés par p-valuation décroissante
vp(a).
e On distingue trois cas :
— Cas 1, n =0 etc est divisible par p ;
— Cas 2, n =0 etc nest pas divisible par p ;
— Cas 3, n>0.

2. LES GROUPES DE COHOMOLOGIE

2.1. Le complexe cellulaire. La variété de Seifert M admet une décomposition
cellulaire en cellules de dimension de 0 a 3 qui est décrite ci-dessous. Voir Figures
1, 2, 3, 4, Section 9.
e une O-cellule o ;
e des 1-cellules (d’origine et d’extrémité l'unique O-cellule) t;, gx, h ;
e des 2-cellules :
- 0 de bord :
[1[t2i-1,t2i] IT ax pour les TYPES o; ; [¢7 [] g pour les TYPES n; ;
- pr de bords [h, g qui correspondent & des tores ;
- v; de bords htjh_af'tj’1 qui correspondent a des tores si €; = 1 et a des
bouteilles de Klein si ¢; = —1, ;
- pu disques de bords wg, b, (qk, h), qui est un mot en gg, h comportant ag
fois la lettre g, et by fois la lettre h, mais dans un ordre tres particulier qui
sera précisé plus loin (Sous-section 4.1) ;

e des 3-cellules :

- € dont le bord est pavé par deux exemplaires de § et de chaque v; et un
exemplaire de chaque py ;

- (x dont le bord est pavé par deux exemplaires de py; et un exemplaire de
pr- Ce pavage, assez délicat, est lié a une propriété essentielle du mot
Way b, Gk, 1), sera expliqué plus loin.

2.2. Groupes et générateurs de H*(M,Z,). On note Z le dual de x. Sauf
précision, les indices j sont des entiers vérifiant 1 < j < ¢’ et sont absents si g = 0.

Théoreme 2. Pour p = 2.
Les groupes de cohomologie a coefficients dans Zsy sont :

o HO(M,Zy) = Zy et H (M, Zs) = Zo{7)}.
HY(M,Z,) et H*(M,Zs) dépendent des Cas 1,2,3 et non des TYPES :
- Cas 1
o HY(M,Zy) = 751" = Zo{0;,1 < j < gia} ot 0; = [tj] et @ = [h —
> brag i)
o HY(M,Zs) = 75" = Zo{p;,1 < j < gs B} ot p; = [05] et B =[0].
- Cas 2
o HY(M,Zy) =78 = Zs{0;} ot 0; = [t,] ;
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o H2(M, Zz) = Zg = ZQ{QOJ} 01\// QOj = [ﬁj]

—Cas 3
o H'(M,Zy) = 7™ = Zo{0i;0,0 < k <n—1} ou 0; = [1;] et oy, =
[Gx — Qo]
o HX(M,Zy) =78+ = Zo{pj; B} ot w; = 5] et B = [fu] pour 0 < k.
Pour p > 2.

Les groupes de cohomologie a coefficients dans Z, sont :
o H'(M,Z,) =7, et H}*(M, Z,) = Z,{~} pour o etny tandis que H*(M,Z,) =
0 pour 0z, Ny, N3, Ng4.
HY(M,Z,) et H*(M,Z,) dépendent des Cas 1,2,3 et du TYPE :
TYPE o1 Les résultats sont les mémes que lorsque p = 2 avec ¢’ = 2g éventuellement
nul.
TYPE 09
- Cas 1,2
o H'(M,Z,) =2} = Z,{0;} ou 0; =[{}] ;
o H*(M,Z,) = 797" = Zp{pj; B} ot p; = [0 + (=1)/0n] pour j > 2 et

B =1].
- Cas 3
o H'(M,Z,) = Zf)g*”*l = Z,{0;; ax} ou 0; = [fj] et ax = [Gx — o] pour
0<k;
o H*(M,Z,) = 7297 = Zp{w;: B} ot @; = [0 + (=1)1n] pour j > 2 et
Br = [fix]-
TYPE ny
- Cas 1,2

o H'(M,Z,) = 78 = Z,{6;;0} ou b; = [t; — i3] pour j > 1 et o = [£iy +
h— Zbka; k], la constante ¢ étant égale a 0 dans le Cas 1 ;
o H> =751 = TLpy{p;} ol ;= [ — 1] pour j > 1.
—Cas 3
o H'(M,Z,) = 23" = Z,{0;; a1} ou 0; = [t; — 1] pour j > 1 et a =
[(jk - %Eg] ’
o H*(M,Z,) = 757" % = Lp{pj; Bi} ot p; = [0 — 1] pour j > 1 et B = [ju]
pour 0 < k.
TYPE ng
~ Cas 1,2,3
o H'(M,Z,) = 757" = Z,{0;,5 > Liay} ou 0; = [t; — &1] pour j > 1 et
Qg = [(jk - 1/27?9] y
o H*(M,Z,) = Znt97" = Zp{ 0y Br} ot @; =[] pour j > 1 et B = [ju].
TYPE ng
- Cas 1,2,3

o H'(M,Z,) ales mémes générateurs que pour le TYPE ny ;
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o H*(M,Z,) = 257" = Zp{j; Bi} ot @; = [15] pour j > 2 et B = [ju].
TYPE ny
- Cas 1,2,3
o H'(M,Z,) a les mémes générateurs que pour le TYPE ny ;
o H*(M,Z,) = Zg*”” = Zp{ps: 0,7 > 3; Bk} ot o3 = [D2 — 1], p; = 1]
pour j >3 et By = |jig).
Les quatre lemmes suivants constituent la preuve de ce théoreme. Ils détaillent

les bords des chaines, les bords des cochaines et les expressions de H'(M,Z,) et
H?(M,Z,) pour un p premier quelconque.

De la décomposition cellulaire, on déduit la description suivante des bords des
chaines :

Lemme 3. Bord des chaines cellulaires

0o =0, 0t; =0q, = 0h =0, Op, =0,

06 =Y qr pour o;, 06 =23 t;+ > q pour n;,

Ov; =0 lorsque e; = 1, Ov; = 2h lorsque ¢; = —1,

Ope = arqr + byh, .

Je = px pour o1, 9e = 3 pp+23 (=1)v; pour oz, Oe =3 pp+23 - _, v; pour
ng,

I, = —pr.-

Par dualité, on obtient les bords des cochailnes :

Lemme 4. Bord des cochaines cellulaires
06 =0, 96 = O, =0, 9¢ = 0y = 0,

61% = 0 pour o;, 61% =26 pour n;,

OQi = 0 + akfu,

Oh =3 bufu, +23, 4 1j,

ov; =0 pour o1,ng, et pour ny,ng,ny lorsque €; = —1,
0v; = 2(—1)7€ pour 0q, OU; = 2€ pour ny,n3,ny lorsque e; =1,
Opr = € — (.

Quel que soit anneau de coefficients A, H°(M, A) = A est engendré par 1 := [5].
Le groupe H*(M,Z,) est égal & A pour oy et na, et & A/2A pour o, ny, nz, ng. 1l
est engendré par v := [€] = [(i].

Lemme 5. Présentation du groupe H'(M,Z,)
1) Quelque soit l'anneau de coefficients A, on a
HY (M, A) = {zh + S yit; + 3 2k | 2,y 2 € A, (x)} ot la condition (x) de
cocycle est
VEk,apzi + bpr = 0,
avec en plus, pour n;, Yz, = 0 ; pour 0;, Y 2z = —2) y; ; et pour o9, Ny, ng,
ng, 2x = 0.
2) Si Uanneau A = Z, ou Z, avec p > 2 premier, ceci se simplifie en



L’ANNEAU DE COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS ZLp 7

pour 0z, H1<M7 A) = AQQ X {E quAk ‘ 2K € A7Vk7akzk = 07 Ezk = O} ;
pour ng, N3, N4, HI(M7 A) = {Zyjt] JFZZijk | Yj, 2k S A,\V/kf,(l]ng - Oazzyj +

3) Si l'anneau A = Zs, ceci se simplifie pour tous les TYPES en

HY (M, A) = {zh + X yit; + 3 2l | 2, y5, 2 € A,k apz + bz = 0,3 2z, = 0}.
Lemme 6. Présentation du groupe H*(M,Z,)

H? = {26 + S y;05 + 2 2ufie | 2,55, 21 € A, (%)}/Im(d) o la condition (x) est
vide pour o1, ny ; pour oa, 2> (=1)7y; =0 ; pour nq, n3, ny, ZZEjzlyj = 0.

De plus Im() est engendré par les & + apfie, . befix + 2

24 pour n;.

c—1 V5, avec de plus

3. LES THEOREMES PRINCIPAUX

Théoréme 7. Pour p = 2, les seuls cup-produits U : H (M, Zo)QH (M, Zy) —
H?(M,Zs) sont :
— Dans le Cas 1 :
- Pour les TYPES o;, les cup-produits 0; U0; sont nuls sauf 0o, U1 = 3 ;
- Pour les TYPES n;, les cup-produits 0; U 8; sont nuls sauf 6; U 0; = 3.
[ ] Oj U«
- Pour tous les TYPES, on a 0; Ua = ;.
e U«
- Pour les TYPES 01 et ny, on a aUa =c¢/20 ;
- Pour les TYPES 09 et ng, on a aUa = ¢/206 + E1gj ©0j
- Pour le TYPE n3, on a aUa = c¢/20 + Zj>1 ©Yj;
- Pour le TYPE ny, on aaUa =c/2B+ 3, , 0.2
— Dans le Cas 2 :
- Pour tous les TYPES, 6; Uf; = 0.
— Dans le Cas 3 :

- Pour tous les TYPES, on a 6; U6; = 0.
° Oj U oy

- Pour tous les TYPES, on a 0; Uy = 0.
o o U

- Pour tous les TYPES, on a cy, Uy = 2 0y 1o+ Ok 0% By

Théoréme 8. Pour p = 2, les seuls cup-produits U : H (M, Zo)QH?*(M, Zsy) —
H3(M,Zs) sont :
— Dans les trois Cas :

2Dans [5], Theorem 1.3 (i), le coefficient de 3 devrait étre remplacé par ¢/2.
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- Pour les TYPES o;, les 0; U ¢; non nuls sont :
st j est impair 0,41 U p; =, si J est pair 0;_1 U p; =7 ;
- Pour les TYPES n;, on a 0; Up; = et 0 sinon.

— Dans le Cas 1 :

e U Pj
- Pour les TYPES 01 et ny, aUp; =0 ;
- Pour les TYPES 0y et ng, aUp; =7 ;
- Pour le TYPE ng, aUp,; =7 si j # 1 et 0 sinon ;
- Pour le TYPE ny, a U@, =7 sij # 1,2 et 0 sinon.
L 0.,, ) B
- Pour tous les TYPES, 6; U3 = 0.
e U
- Pour tous les TYPES, aU [ = 1.

— Dans le Cas 3 :

o o, U Pj
- Pour tous les TYPES, o U p; = 0.
o (Y U 6k:
- Pour tous les TYPES, ag U B =~ et 0 sinon.

- Pour tous les TYPES, 6; U B, = 0.

Théoreme 9. Pour p > 2,
~ Dans le Cas 1, les seuls cup-produits U : H' (M, Z,)@H"(M,Z,) — H*(M,Z,)
sont :
L 0.,, ) 0_7'
- Pour les TYPES o;, les cup-produits 6; U0; sont nuls sauf Og;_1 U0y = 3 ;
- Pour les TYPES n;, les cup-produits 0; U 0; sont nuls.
[ Oj U«
- Pour le TYPE o1, on a 0; Ua = ¢, ;
- Pour le TYPE ny, on a ; Ua = pj,5 > 1.

o U«
- Pour les TYPES 01 et ny, les cup-produits o U o sont nuls.
~ Dans le Cas 2, les seuls cup-produits U : H' (M, Z,)@H"(M,Z,) — H*(M,Z,)
sont :
L 0.,, ) 0_7'
- Pour le TYPE o0y, les cup-produits 0; U 0; sont nuls sauf 0y Uy = ;
- Pour tous les autres TYPES, 6; U0; = 0.
[ Oj U«
- Pour le TYPE ny, on a ; Ua = pj,5 > 1.
~ Dans le Cas 3, les seuls cup-produits U : H'(M,Z,)@H*(M,Z,) — H*(M,Z,)
sont :
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- Pour tous les TYPES, on a 6; Uf; = 0.
[ Hj U (893

- Pour tous les TYPES, on a 0; Uy = 0.
o o U

- Pour tous les TYPES, on a oy U a; = 0 sont nuls.

Théoréme 10. Pour p > 2, les seuls cup-produits U : H' (M, Z,)2H*(M, Z,) —
H3(M,Z,) sont :
— Dans les trois Cas :

o Oz ) Pj
- Pour le TYPE 01, on a pour j impair 0;41 U @; = —y et pour j pair
Oi1Up; =7,

- Pour le TYPE ng, on a 6; U p; =, et 0 sinon.
— Dans le Cas 1, pour tous les TYPES :

e ;UB=0
e aUfB=xv
eaUp; =0

— Dans le Cas 3 :
o a; UL

- Pour les TYPES 07 et ny, on a a; U B, = 0 sauf si i = k et dans cette
situation on a oy U By, = b, .

o o U Pj
- Pour le TYPE o1, on a o Up; = 0.
o o U Pj
- Pour le TYPE ny, pour tout indice k, on a oy, U o, = —%7.

4. DECOMPOSITION A-SIMPLICIALE

Avant de décrire le découpage A-simplicial, nous donnons la définition et les
propriétés du mot wg, p, (gx, h) qui permet de paver la sphere bordant (j comme
décrit dans 2.1.

4.1. Définition et propriétés de w, 3. Le cas ar = 1,b; < 0 sera tres simple,
mais dans le cas général ag, by > 0, pour pouvoir paver comme évoqué dans 2.1 la
sphere bordant (, le bord w,, 4, (qx, h) de py, doit étre un mot tel qu’en effectuant
sur ce mot une certaine permutation circulaire et en remplagant un certain hq; par
qrh, on retombe sur le mot de départ. C’est cette propriété qui permet le pavage
de la sphere par deux exemplaires de py; et un exemplaire de p; pour former le

bord de la 3-cellule (.

Définition 11. Le mot wy 5 (pour cv, B premiers entre euz) est défini récursivement
par :

w1,o(a, t) = a, wo,l(% t) =1, wl,l(a, t) = at,

$i0 < o < B, Wq01p(a,t) =wapglat, t),
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si0 < B < a,waippla,t) = wagla,at), si bien que le mot wy p(a,t) contient o
fois la lettre a et B fois la lettre t.

Par une preuve similaire & celle des articles [12], [10], [7], [9], on montre que ces
mots w, g vérifient les relations suivantes :

Proposition 12. Soient o, B, u,v entiers tels que
au — fv =1, 0<u<p, 0<v<a,
alors

wa,ﬁ(av t) = wa—v,ﬁ—u(aa t)wv,u(a'a t) -
(wyu(a, )t at(a  wa—y s-u(a,t)).

Notations 13. Dans la suite, nous appliquerons ce théoreme a o = ag, 3 = by
et noterons ug, vy les entiers u,v correspondants. En notant we, p, (g, h) sous
la forme xy ...k, avec les xy,; égaur a g, (pour a d’entre eux dont le pre-
mier) ou h (pour by d’entre euz dont le dernier) (donc z, = ay + by ), le théoreme
exprime que pour wy = zp — Ug — U + 1, le mot we, p, (qr, h) est aussi égal a
Thwg - - Thyzp—1Q6NTh2 . Thw,—1, €t que de plus, le morceau Ty, ... Ty, de ce
mot contient vy fois qr et ug fois h.

Dans le cas by < 0 (donc ar, = 1), nous poserons uy = 1,vp = 0,wy, = 2z =
1+ |bel, et Tx1 = qr, Tpo = h pour 2 < £ < z.

4.2. Découpage A-simplicial. Transformons ce complexe cellulaire en complexe
A-simplicial en rajoutant :
e un centre et des rayons aux 2-cellules § et py, pour remplacer chacune par une
juxtaposition de triangles ;
e une “diagonale” aux v;, pi, pour remplacer chacun par deux triangles ;
e pour chacune des 3-cellules ¢, (;, dont le bord est une sphere pavée par les
2-simplexes déja construits : un centre, des rayons joignant ce centre aux som-
mets marqués sur la sphere ; des triangles joignant ce centre aux arétes marquées
sur la sphere, de maniere a remplacer chaque 3-cellule par une juxtaposition de
tétraedres.

Plus précisément, on remplace la décomposition cellulaire ci-dessus par la décompo-
sition A-simpliciale suivante.

1) Le O-simplexe o et les 1-simplexes t;, g, h,.
2) Découpage des py, Figure 5 :

e des 1-simplexes g (d’origine et d’extrémité o) et des 2-simplexes py 1, pr.o, (de
faces respectives (h, gk, qk), (G, gr: h)).

3) Découpage des v;, Figures 6, 7, 8 :

e des 1-simplexes f; (d’origine et d’extrémité o) et des 2-simplexes v;5 (de faces

(tj,fj,h)) et I/j71 (de faces (h, fjatj) si €j = ]_, (h, tjafj) si €j = —1)
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4) Découpage de J, Figures 9, 10 :
Dans le découpage de 9, €, il faudra distinguer les TYPES 01, 09, n1 & ny :

e Un O-simplexe a, des 1-simplexes ey, ..., ey (dorigine a et d’extrémité o).
On rappelle que le symbole ¢" est égal a 2g pour le To;, et & g pour le T = n,.

e des 2-simplexes 4y, . . ., O247+m, plus précisément :
— pour les TYPES 01, 09 : 0;, de faces, respectivement

(t17 €1, 60), (t2a €2, 61)7 (tla €9, 63)7 (tZa €3, 64)a sy (q07 €4g+1, 649)5 sy (qma €o, 64g—|—m);
— pour les TYPES ny a ny :

<t17 €1, 60)7 (tla €2, 61)7 E) (QO7 e2g+17 e2g)7 vy (me €0, 629+m)-

5) Découpage de chaque py, Figure 11, 12 :
Dans le découpage de jui, (i il faudra distinguer le cas particulier by < 0 (et a = 1)
du cas général :

e Un 0O-simplexe ¢y, des 1-simplexes py 1, ..., Pk, (d'origine ¢; et d’extrémité o) ;
o des 2-simplexes fi;1, ..., [k, de faces :
- sibp >0 (Th1, P2y Pra)s - - s (Thozgs Pho1s Pz )

- sl bk; <0: (Qkapk,Zapk,l)a (hapk,Zapk,?))a ceey (hapk,zkapk,l)
- 81 by =0 (qr, Pr1s Pr1)-

6) Découpage de ¢, Figures 13 a 17 :

e un O-simplexe b ;

e des 1-simplexes A", A~ (d’origine b, d’extrémité a) ;

o des 1-simplexes Sy, ..., S5, .Sy, -, S5y, (dorigine b et d’extrémité o),

et des 2-simplexes Ej ..., E2+g/+m> Ey,.... By, avec E5 de faces (eg, Si, A*) ;
e des 2-simplexes Ty, . .., T;;, v L0 s Doy g plus précisément :

- pour les TYPES o1, 0y : Ty, ... 7T4j;+m de faces

(tla Sita S(:]t)’ (t2a Séta Sit)a (tla Séta Sét)7 (t27 S§t7 Sit)’ SRR (qma 53:7 nger) ;

- pour les TYPES ny anyg : Ty, ..., T2i9+m de faces

(tl,Sit,S(:]t), (tl,Sét,Sit), ceey (qm,s(:]t,S;;er).

Notations 14. Ici la notation Ty de faces (t1, Sit, ST) signifie que les faces de Ty
sont (t1, S, SF) et celles de Ty sont (t1,Sy,Sy) ete.

e des 2-simplexes Hy, ..., Hogym :
les faces de Hy étant en général (h, S, S, ), mais étant (h,S,, S, )sil=2j—1<
2¢’ avec €; = —1, i.e. dans les TYPES suivants : TYPE o0y, { impair < 4g ; TYPE

ng, £ impair < 2¢g ; TYPE ng, £ impair, 3 < ¢ < 2g ; TYPE ny, £ impair, 5 < { < 2g

I
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e des 2-simplexes Fy, ..., F29/+m, de faces :

- pour le TYPE oy : (f1,51 S5, (f2,957,57), (f1,54,55),
<f27 Sg—v 54_)7 (gmv SO 7S4g+m) )

- pour le TYPE 0y : (f1,51 S0 ), (f2,95,57), (f1,55,55),
(f27 S?—;’—v S4_) (gm’ SO 7S4g+m) )

- pour le TYPE ny: (f1,57,50), (f1.55,57), - (gms S§ s Sagym)

- pour le TYPE ny : (f1, S ,S ), (f1,S5,57), ...y (gm, Sg 2g+m) ;

- pour le TYPE n3 : (f1,57,5), (f1,95,57), (f2,5F,55),

<f27 SZ? Sgr)v (gmv SO ) 2g+m) )

- pour le TYPE Ny - (flasl ’S )’ (fl,S;,Sf)a (anS;_’SZ_)a (anSI’S?,_%
(f375;—’54_)’ (f3556_’S;_)7 R (gm,SJ, 2_g+m) ;

e des 3-simplexes Dy, .. D;g rims Do Dagrioms plus précisément :
- pour les TYPES o1, 05 : Df)t, .. Dfﬁm de faces

(507T0:|:’Eitaﬂii) (51’iT1i>E§:’Ei) (527T2i7E5t>E§:)’ (53,T§:,E§t,EZ:),
© (54g+m> T4g+m7 EO 7E4g+m) )

- pour les TYPES ny any : DT, .. D2i +m de faces

(507 Toiv Efca Eoi)v S (529+mv TQ:;-i-m? Eoiv E2ig+m) )

e des 3-simplexes Nj1, N],, Nja, N;, de faces,
- pour le TYPE oy :

Si j impair, (l/j71, H2j—17 ng_g, TQ; 2), (I/j71, ng, ng, TQ;)’
V2, Ty 9y Faj2, Haja), (2, Tsy, Faj, Haji)

si j pair, (l/j71,H2j_2,F2j_3,T2],3) (Vj,l,HQj—laF2j—1aT2;—1)7
(2, To g, Fojs, Hajs), (Vj2, Tos 1, Faj1, Haj) ;

- pour le TYPE o0, :

si j impair, (vj1, Hoj—1, To; 5, Foj-2), (UJ-J,HQ],T%,FQ]'),
(V3,2 Toj_gs Fojoa, Haj2), (Vj2, Tojs Foj, Hojia),

si j pair, (vj1, Hajoo, Ty, Foj3), (i1, Hajor, Toj 1, Faja),
(2, Toy 3, Foj3, Haj3), (V2. To; 1, Faj1, Hyj) ;

- pour les TYPES nq a ny :

siej =1, (W1, Hayjo1, Fojoo, Ty;5), (vj1, Hay, Foj1, T5; ),
(V3,20 Toj—9s Foja, Haj2), (V, Ty, Foj1, Haj1) 5

siej = —1, (1, Hajo1, Ty, Foja), (v, Haj, Toj_y, Faja),
(V3,20 Toj—3s Foja, Haj2), (V2, To;_y, Foj1, Haj1) 5

e des 3-simplexes Ry 1, Ry 2,

- +
de faces (pr,1, Hogvhit, Fogsns Togin)s (Pr2s Togrirs Fogis Hagt)
(avec par convention Hoyypmy1 = Hp).

7) Découpage de chaque (., Figures 18, 19, 20 :

e un O-simplexe dy, ;
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e des 1-simplexes C;", C; (d’origine dj, et d’extrémité ci) et Sk, .. ., Sk, (d’origine
dy, et d’extrémité o) ;

e des 2-simplexes P, ..., P de faces (pr,1, %1, CL ) -+ s (Phzys Skozs O ) 5

e des 2-simplexes P, ..., P ., de faces

- st bp >0, (Pt Skogs Cr )y -+ s (Proyzp—wit15 Sk Cr ),

(pk,zkfwk+27 Sk,O; C];L)a (pk,zkfwquBa Sk,27 C];L)a ceey (pk,zka Sk,wkfla C]j)
- sibr <0, (Pr1, S0, CF ), (Pr2s Sk, CF ), oy (Pryzes Sk, CF)
- si by =0, (Pra, S0, CF)

o des 2-simplexes Xy 1,..., Xj ., , de faces
-siby >0, (Tr1, k2, k1), - s (Thozgs Sk1s Sz )
- sl bk; < 07 (Qka Sk,Qa Sk;,l)) (h7 Sk,Qa Sk;,3)7 ceey (ha Sk,zka Sk,l)a
- sl bk; - 07 (Qka Sk,la Sk,l) ;

e des 2-simplexes Qy, H;, G, de faces
- sibr >0, (qr, Sk,05 Sk, ), (N Sk2, Sk0)s (Gk, Sk2, Sk 2 )
- si by <0, (qr, Sk,355%,0)s (P, Sk1, Sk,0), (Gks Sk,25 Sk0)
- si by =0, (qr, Sk,055%,0)s (R, Sk1, Sk,0), (Gks Sk15 Sk0) 5

e des 3-simplexes M, |,..., M, de faces

- st 0p > 0, (s Xiws By P (ko Xz Py Py

- sl b <0, (ponens Xia, P1;2> Pl;,l)? (11,2, Xk 2, PI;2’ Pl;f%)’ o
(Kt 20 Xioyos Py Pt )

- siby =0, (k1 Xi, Py Pry) s

e des 3-simplexes M,,,..., M, de faces
- + pt + +
- Sl bk > 0, (,uk,la Xk,wka Pk727 P].;;J)a R (Mk,zk—wk—l—la Qka Pk,zkfwk+2’ Pk,fzk*warl)’
/ + + + +
(Mk72k—wk+2’ Hkv Pk,zkfwk+3> Pk,zkfwk+2)> sy (”k,Zm kawk—h Pk,l? Pk,zk)a

. + pt +, P
® S1 bk < 07 (/’Lk717 Qk, Pk,27 Pk71)7 (/’Lk,27 Xk,?)? Pk727 Pk,?))’ T
+ 4 + +
(//Lk,zk*17 kazk’ P]C7Zk—17 Pk?7zkr)7 (,U/k,zk7 H]i" P]C,Zk;’ P]g71)7
L + pty .
- st by =0, (i1, Qr, Pk,17pk,1> )

e des 3-simplexes R} ;, R}, , de faces

- siby >0, (pra, Hy, Gi, Qk), (Pr,2s X1, G, Xkzy)s
- sl bk < 07 (pk,l;Xk,%Gkan)u (pk,27Xk,17Gk7H],g)7
- sl bk = 07 (pk,luH]/kava)7(pk,27Xk,17Gk7H]/§>'

5. MORPHISME DES CELLULES VERS LES A-SIMPLEXES

Définition 15. On note T l’application définie sur les générateurs du complexe des
chaines cellulaires vers ceux des chaines A-simpliciales par :

o T envoie les 0- et 1-cellules o et tj, qi, h sur les 0- et 1-A-simplexes du méme
nom,
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o T(pk) = Pk,1 — Pk,2;
[ J T(l/j) = Vj,l — Ejyj,27
o T'(1x), 1 < €<z (voir Sous-section 4.1),
- sibe >0 T(pk) = e,
- 51 by <0 2 T(pr) = fer — D paq Mot
e T(0)
- pour les TYPES o; : T(§) = >"7_ ((54Z + 0401 — Ogive — Ogin3) + Z?gz;n Oy,
- pour les TYPES n; : T(0) = Z5g,
e T'(¢), en notant D} := D} — D, ,
- pour le TYPE o1 : T(e) = > L o(Re1 — Ry2) + Z;}g’;;” D, + 377" 1(D’
Diiv1 — Diipo — Diir3) + 2 (Nj1 — Njo — Niy + Njy),
- pour le TYPE oy : T(€) = > 1 (Rk1 — Ryz2) + Z;}QZ;” D, + 377" 1(D’
Dfuﬂ - Dﬁu’+2 - Dﬁu’+3) + Z(_l)](NjJ + N2 + N/ + N/ )
- pour les TYPES n; - T'(€) = > ;" o(Rk1 — Ri2) + 229+m D’ S DL+
>t (Njr = Njo+ Njy = Nig)+ 3. (=Nja — Njs+ Nii+ Njs),
T(Ck), en notant My , == M;f, — My,
- 51 bk Z 0: T(Ck) = _R;c,l + R;,Q + Z M]Ig,z,
- siby <0 T(G) = —Ryy + Rip+ Miy — >y My

Proposition 16. L’application T' définie ci-dessus est un quasi-isomorphisme du
complexe des chaines cellulaires vers celui des chaines A-simpliciales.
On en déduit un quasi-isomorphisme T*, du compleze des cochaines A-simpliciales

vers celui des cochaines cellulaires : (T'(f))(s) := f(T(s)).

6. RELEVE DES COCYCLES CELLULAIRES EN COCYCLES A-SIMPLICIAUX

6.1. Bord du complexe des cochaines A-simpliciales. Pour chaque générateur
¢ = [€], le but des deux sections suivantes est de choisir un relevé de T*, noté R(€),

ie. tel que T tR(g ) = f avec la propriété supplémentaire d’étre un cocycle (et pas

seulement une cochaine).

Pour alléger la présentation, on n’écrira (en commengant a regrouper) que les
bords qui seront utiles dans la partie suivante pour expliciter des représentants des
générateurs.

Le bord est nul sur toutes les 3-cochaines, et le bord de la 0-cochaine ¢ + a +

b+ > ¢, + > d est nul.

Posons U, = Fg + & +T f. Ici et dans la suite cette notation est a comprendre
de la fagon suivante : Uy = Fy + 0, + T, + T} .

Bords des 1-cochaines A-simpliciales :

Lemme 17. Pour les TYPES 01, 09
—8t —EJV]1—|—V]2+T2J 2+T2j]:+5gj 2+52] si j impair, ete]ujl+u]2+T2] 3+
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TQJ 1 +52J 3+52] 1 8t J pair
— 8fj = —g;Uj1 — Vjat+ ng 9 +F2] St § 1mpair, FQJ 3 +F23 1 8t J pair
— Ot + f;) = Up + Up_y avec € = 2] si j impair et £ =25 — 1 si j pair

Pour les TYPES ny @ ng
— Ot _a]u]1+u]2+T§ 2+T§ L+ 099 + 0951
*8]?] EJV],l—V],2+F2g 2+F2g 1

Pour les TYPES 01, 05 et ny a ny

— 0+ fi+ @) = X (He+ ) + Xu(Hy+ G+ 3, (i + X))
— Ok = Pry + P2 +529/+k+Tg+k+sz o Ut + Xi) + @
78gk:_ﬁk1_ﬁk2+F2g+k+Gk

—8pkg—PH+,uH—,uH 1800 >1 et sib, >0

—8pk7g—P — [l + flo—1 st € >2 et sib, <0

— 8]%2 = p];tg - /Lk,z - Mk,l
— O(SE +é0) = (15 + Hy + Fy) — (Tzig rom T Hagym + Fogim). Le symbole g’ est
défini dans Notation 1

Pour les 'TYPES o; lorsque 1 < { < 4g et { = 2 ou 3 mod /
— O(SF+SF  +ér+é)=-U—Upy

Pour les TYPES n; lorsque 1 < £ < 2¢', et pour o; et n; lorsque 2¢g' < £ < 2¢'+m,
— O(SF +¢é)=U — U,

Pour les TYPES oy et ny (et pour tous les TYPES sip =2)
AT+ D8 = - S+ By
— o0 =3P,
— Bord des 5’,@_
-si b, >0
- 8*§k,0 = _Qk + ]:II Plj_zk w42
- 8Sk,1 — X 2 T Xk 1— Pk_l
~ OS2 =—H|,—Gv— Xp1+ Xi2— Py — BL, L s
~ 08 =—Xnpo1+ Xue — Py — B, 1 S12 << wy
- 8*§k,€ = —XH 1+XM fA’k_g P,jg w1 stwg <0<z
- 8Skzk Qk+Gk Xka 1+Xka P —P;;fzk_wkﬂ

k,zp

~ 0Sy0=Qx+ H, + Gy —

- aSk,lz—H'+Xk1+szk—Pkl B/,
—_Gk_Xkl_Xk2_P];2

— 8Sk,3=—Qk+Xk2—Xk3—Pk_3 Pl:rz

!
SH
> O
[\
|
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- 6Sk,z = Xk,z_1 - XM Pk_g P,:gfl st l >3

~ 080 = H},+ G, — P,
~ 08 =—H|,— Gv— Py,

Le bord de la 1-cellule Z; est donné dans le lemme suivant.

Lemme 18. Définissons Yy, Zy, Vi par :

-sib, >0
- Y= Hy+ G+ Xig + et — ocpes —wpso Do
- Zi = G + G — O+ Sio — Z(ZQ(Sk,K + Pre)card{i > £ | vp; = qi}
-V = ukC'+ + Sko + Ze>2(§ké + pre)card{i > { | x; = h}

-sib, <0 (doncak—uk—l etv,=0)
- Y= Qp + G+ Xt + i
- Zy = Qe+ gk R
- Vi =Cf + Sio — > 050 (ke + Pre) (2 — €+ 1).

Alors 8Zk = Ug+k + akYk et Zxk i:h(Xk‘vi + ﬂk,z) = kak — I:I]; — ék + 8Vk
Preuve. Le cas b, < 0 est facile.

Dans le cas by > 0, détaillons la preuve.
Ok + ) = Ugsr + G + Q1 + sz’i:qk (fii + Xi,i), or
X, it ki — Xk 1— [ — H Gy — 022§£§i(§k,g + Dre) + Z2§£§z‘ f’,jz est égal :
-s12 <1 <wyg, a Z2<z<z Pk 2 —wg 041 )
- st wp <4< 2, 8 Y gy, Plizk—wﬁéﬂ + 2wzt Detmwsrs A0
> e i (K ) = ar(Xier + fir) — (a — 1)(Hj + Gy)
-0 2322(5%,3 + pre)card{i > £ | zx; = qi}

- ZEZQ P,:anr(%{z’ >0 ok =qr} + Zk%_wﬁz Pl:gcard{i >0+ w,— 1|z = qr}
D w2 P,:zcard{i >O+wp—1— 2z | Ti = qi}

Dans cette expression, le coefficient de P,j , vaut (compte tenu des propriétés de
We,p détaillées dans 4.1)
sil=1,card{i > wy | Tp; = @} = v

sil =z, —wi+2,—card{i > 2z, —wr +2 | xp; = qu} = 1 —card{i < wy, | x4, =
Q) =1— (ap — )

s12 <l < zp—wp+2,card{i > (+w,—1 | xp; = qp}—card{i > 0 | 2, = @} =
card{i | { < i <z, —wip+1et xp; = q} —card{i > 0 | zy;, = ¢} = —card{i >
2 —wp+ 1| gy = qp} = —card{i < wy, | vp; = @} = —(ax — vy),
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sil >z —w,+2,card{i > {+wp, — 1 — 2 | Xy = @} —card{i > (| xy,; =
gy = card{i > wy | xp; = @} +card{i | L +wr — 1 — 2z < @i < wy et Tp; =
qry —card{i > 0 | xx; = qr} = vg.

On en déduit que »°, _, (Xpi + fini) = arYe — Qp — G + 0[vpCf — Spo +
> 52 (Ske + Dro)card{i > €| xp; = qr}], si bien que 07 est égal au résultat
annonce.

On a déja caleulé 3 —ar (Xpi + fri). On va en déduire Z%i:h(f(k,i + ki)
par différence, en calculant > (Xk i ) Rappelons que pour 1 < i <z,

X it i — Xk 1— fg1 — H —Gp—0 22<£<z(5k ¢+ Pre) + 22<z<z oy ', Ctait égal :
-s1 2 < < wg, a ZZ<€<@ Pk 2k — Wi+

-stwg <0<z, A E2<Z<wk Pk e—wptl+1 Ewk<é<l P/M w41
De plus, pour i = z, on a presque la méme formule que pour wy < 7 < 2, mais

en remplacant —Gy par +Qy.
D’ou
S (X + fin) — 21(Xea + finn) — (2 — VH} — (2 — 2)Gr + Qp — 32522(5%,3 +
Pre)card{i > (} = — ZEZQ pl:_é(zk —(+1)+ Z£<zk—wk+2 pljz(zk =+ 2 —wy) +
Eé>zk7wk+2 Pl:,ré(sz —0+2— wy) = (ur, + U/Lc)aé'/r;L — (ax + bi) E2§Z§zk7wk+2 p/:za
si bien que par différence, Emk’i:h(Xk,i + i) est égal au résultat annoncé.
]

Bord des 2-cochaines A-simpliciales

Lemme 19. Pour tous les TYPES, on a d’abord

— 0o+ Ty + Fp) =0 )

— Oy + Xpp + G — ngzk—wkﬂ PI::Z) =0.

Pour les TYPES o; (avec € =1 pour oy et = —1 pour o)

- 81 J impair

*8@]14‘[:[2] 1+p2g 1) = N/ N+11
8(V] 1+ 5H2] 1+ €F2J 1+ HQJ) (1-— 5)]\7] 1 et

— O(Fyjoo + Hajo + Fyjg) = e(Njy + N}y ,)

- 81 J pair

— ODj1 + Hyjoy + Fojo) = Njy + NI et

— O+ ety + eFyyg + Hyjo) = (1 - )N},

— O(fi,1 + Xk,l + Gy — > o<t<n—wt PI::Z) =0.

Pour les ‘TYPES n; R

— O(fie,1 + Xiq + Gr — Z2<Z<zk w1 PIL) =0

— 001 + Ff2z 1+ ﬁzg 1) = (1+¢,)Nj,

— 8(VJ2 + H2J 1+ 5JF2J 2) = (1+ gj)NJQ

— 8H2j 9 = N’ 11 Nj72
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6.2. Relevé des 0 et 1-cocycles cellulaires. Ayant décrit les cobords, on est
prét a choisir des relevés qui soient des cocycles relevant mod p un représentant
des divers générateurs.

Le 0-cocycle cellulaire 6 se releve en 1 =6 +a+b+ 3. dy.
Grace au lemme 18, les 1-cocycles sont relevés comme suit :

Définition 20. Relevés des 1—cocycles
1) Pour le générateur 6;
pour les TYPES o; et pour tout D 0; = [t j]. On peut relever fj par

Rij =1+ fi+ e+ SE+¢é,+ S5,

pour les TYPES n;, il faut dzstmguer selon p

— sz p= 2, alors on a 0 = [ ;. On peut relever t; par
— sip > 2 alors on a 0 = [t —t1] qui se reléve par

R(t; —t) =&+ f; — (L + fi) =23 726w + SF) — (61 + ST) — (é2j1 + 55 _4).
Dans les deux situations, on a pris £ = 25 si j est impair et £ = 25 — 1 si j est
pair.
2) Pour le générateur oy :

pour tous les TYPES et pour tout p, si 0 < k <n—1, on commence par relever
G — G par A o
R(Gk — Qy—1) = Zy, — Zj—1 — Sgig/+k — éag 4k, avee Zy, = G + gx — Oy + Sko —
> 5o (Ske + Dre)card{i > £ | xx; = qi} ;

pour les TYPES o0;,n;, quand p = 2 et pour les TYPES o; quand p > 2, le
générateur oy est ay = [Gx — Go]. En additionnant, on trouve le relevé
R(Gk — Go) = Zi — Zo — S0 (5219 ryi + Cagyi), 0U Zy est défini dans Lemme 18 ;

pour tous les TYPES n;, quand p > 2, ay = [Gp — 1/2t,]. Il faut rajouter a la
somme précédente le relevé de oy = [Go — 1/2t,] qui est choisi égal a
R(go — 1/259) =7y — 1/2(59 + fy) — (€29 + S;Eg) —1/2(é99-1 + SQig_l). On obtient :
~ P > r k A ~
R(qlc - %tg) = Zy — %(tg + fg) - Zi:—l(SQj;/Jri + 629’4—2‘)-
3) Pour le générateur o = [c/2at, + h — 3 bpai 'G]. Avec la notation ¢, =
bra/ay, on a :
pour les TYPES 01 et ny, dans le Cas 1 (on ac=0), lorsque p > 2 et pour tous
les TYPES, dans le Cas 1, lorsque p = 2, on peut relever h — Zbkalzlcjk par
R(h = 3 bwai @) = h+ 3 fi + gk + AT + 380 — Ybea 2 = Vi —
1/alco(Eag41 + Sy i) + (co+ 1) (Eagra+ Sy yn) + -4 (cot - .+ 1) (Eagram +

SQ:Z +m)] ;
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pour le TYPE ny, dans le Cas 2, on peut relever c/2afl +h— > bka,;l(jk par
R(c/Qafl—i-fAL—Zbka,;l(jk) = B+ij+z(jk+ﬁ++zS’Z—Zbkangk—ZVk—
Lfaleo(€agr1 + S31) + (ot 1) (Caga+ Sy ) - (cot -+ ) (Bagrm +
Sl ¢/20[(b + fr) = (ST 4 1) — 2(S5 + &)]

avec
e si b, >0, . . .
~Zk = Ge + g — Gy + Sko — > 50Ok + Pro)card{i > € | zx; = qr},
- Vk = ukC',j + Sk,o + EEZQ(S/@K +ﬁk,g)card{i Z 12 | Tki = h} N
® i bk < O,

~ Zk = Q. + Gr, .
-Vi = C]j + Sk7(] - 2522<Sk7g +]3k7g)<2k — {4+ 1).

Pour justifier (lorsque cela n’est pas évident) ces choix de relevés, on fait les
remarques suivantes :

On rappelle la notation U, = Fg + 5g + TAf.

1) Pour le générateur 0; :
pour o;, pour tout p, d(t; + f;) = Uy + Us_g avec :
— sl j impair : £ =27 et
e+ SF)=-Ur— Uiy, 01+ SF) =Uis — Ups,
—sijpair: £=27—1¢et
ey +5F) = —Up+ Uiy, 01+ 5F,) = Uiy — Up_y,
— donc quelle que soit la parité de 7,

Ot + f;) = —0(ée + SE +é01 + SiE ).

Pour tout P, le relevé du cocycle 0; = t est :
Rij =1+ fi +ér+SF+¢é1+5E,.

pour n;, pour tout p, a(tj + fl) = Usj_1 + Uzj_o et O(é; + ggt) =U,— Uy,
—si p =2, on peut relever ¢; = t; par
RE; =1+ fj +é1 + SE,
—sip > 2, on peut (pour relever §; = t; —t;) relever £; —; | par (%; +fj) —(tj1+
fim1) = (B2j1+ 83;_1) — (é2j-2 + S5;_5)-
2) Pour les générateurs «; : On va se servir des Z; du lemme, puisqu’ils

contiennent g, plus des cochaines A-simpliciales dont I'image cellulaire (par T°)
est nulle. D’apres le lemme, pour tout k& € [0,n] on a, modulo p : 0Z; = Uszy iy,

or pour 2¢' < £ <2¢'+mona: 8(ég+gi) Uy—U;_q. Ceci permet (Vp, Yo;, n;)
de relever g, — gr—1 (pour 0 < k < n) par Zy, — Zy_1 — (é2g+k + 529 k)
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Pour les TYPES n; et p > 2, il faut relever en plus oy = Go — 1/ 2£g. On se sert,
de

a[ZO_l/Q(Eg"'_fg)] = Uzg—1/2(Uzg-1+Usg—2) = (Uzg—=Uszg—1) +1/2(Uzg-1—Usy-2),

ce qui, puisqu’ici U, — Up_1 = (€ + Sgt), permet de relever g par :
Zoy —1/2(tg + fg) — (629 + S5;,) — 1/2(E0g—1 + S5,_4)-

3) Pour le générateur « pour ¢/2at; + h — 3 bpay 'y -

Onadh+Y fi+3a+A"+387) =S (Hp+ G+ > son (i + X))

or d’apres le lemme, pour k fixé,

Hy+ G+ 3, (i + Xii) = bpYs + Vi = bay, (025 — Usgryx) + Vi

Donc on a d(h+> fi+ 3 Gt AT+ SF =S bpa  Zi—S Vi) = — S brag Usgr g, =
—1/a)" cpUsy iy avec Y cp = c et Usy i, — Usyr i1 = O(Eag i + Sgcgurk), d’olt

— 3" cklUsgrir, = Olco(Eag1 + Sayiy) + (co+c1)(Eagyn + S5 n) + o+ (co+ ...+
Cm—1)(E2g/4m + Szig/+m)] — clUag 4m- )

Dans les Cas 1 (de oy et n1), ¢ = 0 mod p, on peut relever h — 3" ba; gy, par
ht S i+ L+ AT+ S8 = Sbwap Ze = S Vi = aleo(eagr + S54) +
(co+c1)(Eagia+ Sayn) + oo+ (cot oo+ Cm1) Eagram + Sar )]

Dans le Cas 2 de ny, comme 8(5}? +éo) = Up—Usy i et 8(5”1i +é1)=U;—Ujet
o(t, —|—f1) = Uy+Uy, on peut relever ¢/2at; +h— > bka,;l(jk par la méme expression
que dans les Cas 1, & laquelle on ajoute ¢/2a[(f; + f1) — (SF + é1) — 2(S5F + é)].

6.3. Relevé des 2-cocycles cellulaires.

Définition 21. Relevés des 2-cocycles

4) Pour le générateur 3 = [5], dans tous les Cas et pour tous les TYPES. On
reléve 0 par :

RS =Uy=by+ T + Fp.

5) Relevé de By = [jix], valable dans tous les Cas, que p divise aj ou pas et que
by, soit positif ou pas. On reléve fu, par :

Rjye = fueg + Xiy + G = Yocpcny w1 Pie-

6) Pour le générateur ¢; pour p > 2.
pour o;, si € =1, on releve U; par :
Ru; = ;1 + I%ng_l + ]?gj_l + I%ng st ] impair,
RU; = Ui+ Hyj1 + Foj_o + Haj_o 80 J pair.
pour n;, st e; = —1, on releve U; par
Rv; =05, + 1—:[2]'71 + ﬁ’2j71-
Il n’est pas nécessaire de définir le relevé de ¢; pour les autres TYPES car pour
p > 2, les cup-produits H*(M,Z,)@H?*(M,Z,) — H?*(M,Z,) ne seront a calculer
que pour les TYPES 0 et ns.
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7. CALCUL DES CUP-PRODUITS POUR p = 2

7.1. Formules d’Alexander-Whitney. Méthode des coefficients. D’apres la
formule d’Alexander-Whitney [8], le cup-produit de deux cochaines A-simpliciales
f de degré p et g de degré ¢ est défini sur tout p + g-simplexe par

(fUG (0,3 Vprq) = f(V0, -+, 0p)g(Vp, - -+, Vpig).

On en déduit immédiatement que le générateur 1 du H°(M, Z,) est I’élément neutre
pour le U-produit.

Sip = fUg avec f,g deux l-cochaines A-simpliciales, on obtient, pour tout
2-A-simplexe s = (s, $1,2), de sommets (vg,v1,v) et de faces s = (v1,v2),
s1 = (v, v2), s2 = (vo, v1), () = f(s2)g(s0).

Heureusement, si f, g sont des 1-cocycles, pour connaitre la classe du 2-cocycle
¢, il ne sera pas nécessaire de 1'évaluer sur les (nombreux !) 2-simplexes. En effet,
soit ¢' = T*(p) son image dans le complexe cellulaire (voir 5),

g’ m
¢ =z + Z Y + Z Zkpr + Z'r’kﬂk.
j=1 k=0

Comme 0 = 0¢', les z; sont nuls. De plus, la classe de cohomologie de ¢’ (donc
de @) est

e dans le Cas 1: (x4 ZZLZO Te) 3 + Z?; Yi¥s>
e dans le Cas 2 : Z?lzl Yi¥j

e dans le Cas 3 : 3070 By + Z?lzl y;©;, en posant By = — S.i—1 br.

Remarque 22. Pour calculer la classe de cohomologie [p], il suffira d’évaluer (mod
2) x = @(> ) (dans le Cas 1), les ri, = @(>_ purr) (dans les Cas 1 et 3), et les
y; = @(v;1 —€;vj2) (dans les trois Cas).

Les preuves ne sont données que pour les cup-produits qui ne sont pas nuls pour
des raisons classiques de topologie, voir par exemple Aaslepp [1].

7.2. Les cup-produits, pour p = 2, U: HY(M,Zy)QH (M, Zy) — H?*(M,Zs).
Cette sous-section prouve le théoreme 7.

Preuve. Calcul de 6; U 6;
Quand ils apparaissent, les 7, et les y; sont nuls.
TYPES o;

o Il suffit de calculer x pour le Cas 1. On a, voir la Sous-section 4.2, Découpage
A-simplicial :

r = Rf;l(eo)Rfj (tl) + Rfl(el)RtAj <t2) + R£Z<€3)R£]<t1) + R£2(64)R£]<t2) + ...

vaut 1 si et seulement si ¢ impair et j =i+ 1 ou ¢ pair et j =i — 1. Et x vaut 0
sinon.
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CONCLUSION : Pour les TYPES o;, les cup-produits 0; U ; sont nuls sauf dans
le Cas 1, o1 on a 6y U by = f.

TYPES n;, 0; = [t;] et le relevé de 0, est Ri; = &; + f; + €1 + SiE .
e Calcul de x : o = Ri;(eg) Rt;(t)) + Rit;(e1)Rt;(t;) + ... vaut 1 si et seulement si
t = j et vaut 0 sinon.

CONCLUSION : Pour les TYPES n;, les cup-produits 0; U 8; sont nuls sauf dans
le Cas 1 et sit=j, alors on a 6; U6; = [.

Calcul de 0, U o X
Pour tous les TYPES, o = [h + > b;g;] n'est générateur que dans le Cas 1.
Le relevé de « est R R R
R(h+32bi¢5) = h+ 3 fi+ X aet AT+ 358 = Yo beay ' Zi = 32 Vi — gleo(éagrin +
S;; +1) (Co + C1>(é29/+2 + S;;/Jr2) + ...+ (CO + ...+ Cm,1)<é2g/+m + S;; +m)]

e Calcul du coefficient x.

Dans le découpage A-simplicial de §, I'indice des A-simplexes 6, varie de 0 a 4g+m.
Pour u < 4g—1, le A-simplexe 8, est &, = (t.,e.,e.) et R(h— 3" bray *Gx) (le relevé
de «) appliqué a (0,)o = ¢, est nul.

Pour u > 4g, le A-simplexe §, est 6, = (¢, e, e.) et R(t;) le relevé de 6, appliqué
a (0,)2 = e, est nul. Le coefficient  est nul.

e Il ne reste plus qu’a calculer y;. Or

yi = Ri;(nin)oR(h+ 30 bid;) (via)o — &5 RE;(vi2)a R(A + 32 bid;) (vi2)o
Rt;j(vi1)2,

et R(iL+Z bj(jj)(yi,l)o = R(il+z b]q])(h) =1let Rfj(l/@g)g = Rfj(h) = 0. Comme

de plus, (v;1)2 =t; ou f;, on obtient y; = 1 si et seulement si i = j et y; = 0 sinon.

CONCLUSION : 0; U a n’intervient que dans le Cas 1. Pour tous les TYPES, on
ab;Ua = p;.

Calcul de a; U o
Pour tous les TYPES, les générateurs oy, = [§r — o] n’interviennent que dans le
Cas 3. Nous devons calculer les coefficients 7,0 < ¢ < n —1 et y;.

e Calcul des coefficients 1y = >, R(Gx — o) (ftew)2R(q — do) (few)o, avec (few)o =
Lo w et (,uf,w)Q = Ptow

1) Dans R(g; — ¢o) interviennent Z; et Z,. Dans chaque Z,, on voit

Gu — 2821 Puscard{t > s | zyr = qu}

-Siu = j, R(G; — do)(pew)o = R(G; — do)(zew) = 0 sauf si £ = j et ceci pour tous
les a; indices w tels que z;,, = ¢;. Dans ces situations R(q; — Go)(1j,w)o = 1.

- Si w = 0, pour n'importe quel indice 7 # 0, R(¢ — Go)(few)o = 0 sauf si
¢ = 0 et ceci pour tous les ag indices w tels que xp,, = ¢o. Dans ces situations
R(Gj — Go)(How)o = 1.
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2) R(Gx — Go)(teaw)2 = R(qr — o) (pew) = 0 sauf si
i) ¢ = j = k et pour tous les w tels que zy,, = gr. Dans ces situations on a
R(Gr — Qo) (Prw) = card{t > w | vpy = qi} ;
ii) £ = 0 et pour tous les w tels que ., = go. Dans ces situations, pour n’importe
quel indice k£ # 0, on a R(Gr — Go)(po.w) = card{t > w | zo+ = qo}.
Sik=70<k<n-—1, nous avons obtenu
vt aplar —1) a
. S . ooy aklag — 1) ag
re= Y, R —d) (w2 = Y (ax—w)= — 5 =3
w>1 w=1
Tkw = 4k

Le dernier calcul est fait modulo 2.

e Calcul des coefficients

Yi = R(@k — Go)(Wi1)2R(q5 — Go) (Wi )o — €iR(Gk — Go)(Vi2)2R(q; — Go) (Vi 2)o-

Nous avons (v;1) = t; sie; = 1let (1) = fisie, = =1 (V1) = (Vi2)2 =

h; (Vi2)o = ti.

Aucun de ces éléments n’intervient dans R(G, — go). On a que pour tout i,y; = 0.
Il reste a remarquer que les calculs précédents sont valables pour tous les TYPES.

CONCLUSION : Les cup-produits o;Uay n ‘interviennent que dans le Cas 3. Pour
tous les TYPES, a;Uay; = % By+0; ;5 35, ol By = Zl<k<n 1 Bi et 0; ; est le symbole
de Kronecker.

Calcul de U «
Pour tous les TYPES, le générateur o n’intervient que dans le Cas 1. On rappelle
que r est le nombre de by pairs et on les a rangés entre 0 et r — 1.

e Calcul du coeflicient z.
Le calcul se fait par la formule :

(R(h+> bjg)) URA+ > b;4))(0) = (R(h+ Y _b;d;) UR(h+ Y b;3;))(T(5)).

Si ES 2g,— 1, on a R(iL—Fijqu)((sg)o =0.
Maissi{ =2¢' + k,0<k<m—1,0ona

(B(h+>2biG;) U R(h +220;05))(ar, €2g+k+1, €2g+1)

= R<h +220;4;) () R (h + 22 0i45)(eag+r)-
On a d’abord R(h + ijqj)( k) = 1 si et seulement si k > r — 1.
Ensuite on calcule R(h+ 5" bjq;)(e2g+k) = (co+c1+---+ck1) ol e, = bc’;—ua qui est
non nul seulement si u < r. On obtient (¢o + ¢; + -+ cx_1) = 1 si et seulement
si k — r est impair.
- Si r impair, k doit étre pair et comme on est dans le Cas ol ¢ = 0, on doit avoir
m — r pair donc m impair. Le nombre de k pairs entre r + 1 pair et m — 1 pair,
r+1<k<m-—1,est z ="
- Si r est pair, alors k est impair et m est pair. Le nombre de k impairs entre

r+ 1 impair et m — 1 impair, r + 1 <k <m — 1, est © = =5.
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On en déduit que
(R(h + S b;3;) UR(h + 3 b;3;))(0¢) = 1 si et seulement si £ = 2¢’ + 7 + 2i pour
un i > 0 et donc que x = 255 = 2 3" "1

Le calcul de x a été fait pour les TYPES 0;. Pour les TYPES n;, T(0) = Y d.
Par conséquent ce calcul est valable aussi pour les TYPES n;.

e Calcul des coefficients 7, R R
On rappelle que (u, )o = g, et (g, )2 = pr,. et ry = Z:Ol R(h+>_biq;)(pr.e) R(h+
> bid;)(wn.e)-
Si bk >0
esi 0 < k <r—1,les by sont pairs. Le terme intervenant dans chaque
R(h + Y b;d;) est Y2, Vi, plus précisement

ZZptucard{z >u | a,; = h}.

u>1

Calculons R(h + 3 b;4;)(zr.0)-
- Si £ est tel que xp = h, ce qui arrive pour b, d’entre eux, alors R(ﬁ +
ij@)(xkf)_let Tk = bk ! (h+zbj%)(pk€) On a
e =Y Lp oh Card{i = ¢ | xh =h} = Zb’“ Yo —0) = b,
La derniere égalité est calculée modulo 2.
- Si £ est tel zpp = qi, alors R(h + 3. b;q;)(zx) = 0.
On conclut que, sibk>OetO§k5§r—1,onark:%’“.

esi k > r, les b, sont impairs les 7z, = a; + by, sont pairs. La somme
intervenant dans chaque R(h+ 3 b;g;) est h+3""1 7,43 Vi. Que ¢ soit
tel que z ¢ = h ou x5 = qi, on a R(h +> quj)(ffk’g) =1 dou

TE= Dy (}AL"‘ZZ)J‘L)(PM)
Zz 1,z 0= chard{2>£\37u—%}+zg L= peard{i > (| x,; = h}

Zk11<zk — /() = Ek

La derniere égalité est calculée modulo 2.

Si b < 0 on trouve les mémes résultats que pour by > 0, puisque 7y devient (mod
2)
o si k <r, alors z; = 1+ by est impair. Ce qui change est I'expression de V;
et ce qui nous intéresse est maintenant
>t 2wzt Pru(zr —u+1). On a encore
R(h + Y b;d;) (k) est égal & 1 si a0 = h et & 0 sinon, d’ot

b—1
2 5 b apb
Tk = Z R(h+zbj%)(pk,e) = Z(zk —(+1) = Ek — %
Z:l,xkl:h —1

Les égalités sont calculées modulo 2.
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e si k > r,alors z est pair. On aen plus Z, = ¢,+¢,. Comme précédemment,
que ¢ soit tel que = h ou .y = qx, on a R(h + > b;d;)(zxe) =1 d’out

2k

Zk—2 —bk—l bk+1 ak+bk 1+akbk
D S T R

=1
Les égalités sont calculées modulo 2.

Maintenant, on rappelle que dans le Cas 1, on a 8 = [8] = [i] = B Le
1
2

: b
coefficient de S est (> ry)—z = Zogkgrq %jLZTSkSmA w =1 apb, = <.
Remarquons que ces calculs sont valables pour tous les TYPES.

e Calcul des coefficients y;
On rappelle que

yj = R(h+ 2 b)) (v50)2R(h + 300,05 (vja)o
—eiR(h+ 32 b;G;)(Wi2)2R(h + 22 0;45)(v).2)0-
Pour tous les TYPES, on a R(h + 3. b;4;)(v;2)0 = 0.
Comme R(h+32b;d;)((vi1)0) = R(h+3b;4;)(h) = 1, on ay; = R(h+3 b;d;) (v11)2-
Alors si ¢; = 1, y; = R(h + >_b;q;)(t;) = 0, tandis que si g, = —1, y; =
R(h+ Y b;g;)(f;) = 1.

CONCLUSION : aU « n’existe que dans le Cas 1. Pour les TYPES o1 et nq, on a
aUa = §8. Pour les TYPES 0 et ng, onaaUa =58+ ., p;. Pourle TYPE
ng, onaaUa= 358+ Zj>1 ¢;. Pour le TYPE ng, onaaUa = 583+ Zj>2 ;5.

Remarque 23. Pour les TYPES 01 et ny ceci correspond bien au résultat de [3], [4],

[5], puisque pour a pair < ; ) est congru mod 2 a a/2.

7.3. Les cup-produits, pour p = 2, U: H' (M, Zy)QH*(M,Zy) — H*(M,Zs).
Dans cette sous-section, nous utiliserons le procédé suivant.

1) Pour [&] un générateur du H'(M, Zy) et [&5] un générateur du H?(M, Zs,), on
choisit un représentant &; et &. Soient R(&;) et R(&2) les cocycles A-simpliciaux
qui sont des sections de 7" données dans la Section 6.

2) D’apres la formule d’Alexander-Whitney, si f est un 1-cocycle A-simplicial,
g un 2-cocycle A-simplicial et s un 3-A-simplexe de faces sg = (vy,v9,v3), 51 =
(vo, V2, v3), S2 = (vo,v1,v3) €t 53 = (vg, v1,v2) alors fUg(s) = f(vy,v1)g(s0), et on
trouve (vg, v1) en prenant la derniere aréte de sy ou s3, i.e. (vg,v1) = (S2)2 = (83)a.

3) Quand la combinaison C' des 3-simplexes telle que R(&;) U R(&;) = C a été
trouvée, on obtient finalement [£;] U [&] = [T*C].

Cette sous-section prouve le théoreme 8.

Preuve. Calcul de 6; U ¢;
Ce cup-produit intervient pour tous les TYPES, dans les trois Cas.
0; = [t:] pour 1 <i<g' et p; =[] pourl <j<yg.
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Le relevé de ¢; contient 7;;. Les seuls 3-simplexes s dont la face sy est 7;;
sont uniquement s = N;; ou s = N J’l Pour les différents TYPES, les découpages
A-simpliciaux de Nj; et N}, sont différents.

Le relevé de Qz est ) )

Rt)=ti+ fi+é+SF+eé1+SF,,

- si 7 est impair , £ = 27 ce qui donne ici £ = 2 modulo 4,

- si 7 est pair £ = 27 — 1 ce qui donne ici £ = 3 modulo 4.

TYPE 01, €; = 1, on trouve, en comparant les valeurs modulo 4 et les parités :

e pour j impair, (N;1)s = Ty o et (N‘;,l)g =T,
- comme 2j — 2 = 0 modulo 4, on a ((N;1)3)2 = (T2;_2)2 = Syi 9
— si ¢ est impair, 2¢ et 20 — 1 ne sont pas égaux modulo 4 a 25 — 2, on a
R(t;)((Nj1)3)2 =0,
— si i est pair, 2i — 1 et 2¢ — 2 ne sont pas égaux modulo 4 a 27 — 2, on
a R(t;)((Nj1)s)2 =0,
- comme 2j = 2 modulo 4, on a ((N})3)2 = (Ty;)2 = S5;41,
— si 4 est impair, comme 27 + 1 et 27 ne sont pas de la méme parité, on

a R(t;)((N];)s)2 =0,
— si 4 est pair et ¢+ = j + 1 alors R(fj+1)((Nj’-71)3)2 =1,
e pour j pair, (N;j1)s = Ty 5 et (N‘;,l)g =Ty 4,
- comme 2j — 3 = 1 modulo 4, on a ((Nj1)3)2 = (Ty;_3)2 = Sy, 3,
— sid est impair et i = j — 1, on a R({;_1)((N;1)3)2 = 1,
— si ¢ est pair, 20 — 1 et 20 — 2 ne sont pas égaux modulo 4 a 2j — 3, on
a R(t;)((Nj1)s)2 = 0,
- comme 2j = 2 modulo 4, on a ((N])3)2 = (Ty;_;)2 = Sy,
— sl ¢ est impair, 27 et 20 — 1 ne sont pas égaux modulo 4 a 2j, on a
R(t:)((Nj1)s)2 = 0,
— si 7 est pair, comme 25 et 2¢ — 1 ne sont pas de la méme parité, on a

R(t;)((Nj1)3)2 = 0.
De plus on a T*[Nj 1] = T*[N;,] = ¢, d’ott la conclusion :

CONCLUSION : Dans tous les Cas, pour le TYPE oy, les seuls 0; U ¢; non nuls
sont :

- si j est impair 0,11 U ¢; =7,

- si j est pair 0;_1 U @; = 7.

TYPE 09, €; = —1, on trouve

e pour j impair, (N;1)2 = Ty o et (N]'~71)2 = T;;,
- comme 2j — 2 est égal & 0 modulo 4, on a ((Nj1)3)2 = (Ty;_o)2 = Sy, o,
- comme 2j est égal a 2 modulo 4, on a ((N})3)2 = (T;;)Q = S2+j+1,

e pour j pair, (N;1)2 = T;;f?) et (Njy)2 =Ty 4,
- comme 2j — 3 est égal & 1 modulo 4, on a ((Nj1)3)2 = (T5;_3)2 = S3;_s,

2
- comme 2j — 1 est égal & 3 modulo 4, on a ((N},)3)2 = (Ty;_1)2 = Sy
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Peu importe qu’on applique R(#;) & un S* ou & un S—, on obtient les mémes
conditions sur les indices que pour le TYPE 0;. On a encore T*[N;,] = T'[N},] = ¢,
d’ou1 la méme conclusion que pour le Type o7 :

CONCLUSION : Dans tous les Cas, pour le TYPE og, les seuls 0; U ¢; non nuls
sont :

- si j est impair 0,41 U ¢; =7,

- si j est pair 0,1 U p; = 1.

TYPE ny, €5 = 1, pour tous j, on a (Nj1)3 = Ty; 5 et (N],)3 = Ty, ;. Comme

plus haut, en comparant les valeurs modulo 4 et les parités, on trouve :
e pour j impair,
- ((Njn)s)2 = (Tyj-0)2 = 95,
— pour ¢ impair, on a R(t;)((Nj1)s3)2 =0,
— pour i pair, on a R(#;)((N;1)3)2 = 0,
- ((Nj1)s)2 = (Tyj_1)2 = Sg;_1, A
— pour 7 impair et 7 = j, on a R(t;)((N},)3)2 = 1,
— pour ¢ pair, on a R(tAi)<<NJ{71)3)2 =0,
e pour j pair,
- ((Nj 1)3)2 = (T2;—2)2 = 2_];—17
— pour ¢ impair, on a R(t;)((Nj1)s3)2 =0,
— pour i pair, on a R(#;)((N;1)3)2 = 0,
- (Nj1)s)2 = (T55_1)2 = S, )
— pour i impair et i = j, on a R(t;)((N])3)2 = 0,
— pour 7 pair, on a R(tAi)<<NJ,~71)3>2 = 1.

CONCLUSION : Dans les trois Cas, pour les TYPES ny, on a 6; Up; = v et 0
sinon.

TYPE ny, €; = —1 pour tous j, on a ((Nj1)2)2 = (Ty;_5)2 = Sy; 5 et ((Nj1)2) =
(T;;_l)g = S;j_l. Comme pour le TYPE ny, en comparant les valeurs modulo 4
et les parités, on trouve la méme conclusion puisque le signe & de 'aréte S* ne
change rien au calcul.

CONCLUSION : Dans les trois Cas, pour les TYPES ng, 0; U ¢; =« et 0 sinon.

TYPES ns, ng en utilisant les résultats précédents pour e; =1 et €, = —1, on a la
conclusion :

CONCLUSION : Dans les trois Cas, pour les TYPES ng et ny, on a t; Up; =y et
0 sinon.

Calcul de a U ¢;
Ce cup-produit intervient pour tous les TYPES seulement dans le Cas 1.
a = [h+ > bedy] et o; = [7].
D’apres I’étude précédente, on sait déja que le relevé de ¢; contient 7. Les seuls
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3-simplexes s dont la face sy est 7, sont uniquement s = N;; ou s = Nj;. On
sait aussi que les arétes (s3)2 ou (s9)z sont ST avec 1 <u < g

Dans le relevé de o n’interviennent que les S;. L’étude précédente mene a la
conclusion :

CONCLUSION : Losque ; = 1, a Ug; = 0 et lorsque ¢; = —1, a U ¢; = 7.
Calcul de U 3

Ce cup-produit intervient pour tous les TYPES seulement dans le Cas 1.
Maintenant, pour tous les TYPES, dans le relevé de a, il y a aréte AT™. Comme
TY(Dg) =€, on a la conclusion :

CONCLUSION : Dans le Cas 1, pour tous les TYPES, on a toujours a U 8 = 7.

Calcul de o; U G,
Ce cup-produit intervient pour tous les TYPES mais seulement dans le Cas 3.

Le relevé de By est R(fix) = fueq + Xm + Gi — leés%—wkﬂ pk7g. Le seul 3-
simplexe s tel que R(fix)(sp) = 1 est s = M,fl. On a s3 = P,fl et (P,fl)Q = CF.
Dans le relevé de «; apparait seulement (via Z;) C;".

On vérifie que T* (M) = (i et on a y = Gl

CONCLUSION : Dans le Cas 3, pour tous les TYPES, ay U 8, =~ et 0 sinon.

0; U By, et oy U ¢; Pour des raisons topologiques, ces cup-produits sont nuls.

Calcul de 6; U 3

Ce cup-produit intervient pour tous les TYPES mais seulement dans le Cas 1.
On a 0; = [i;] et B =[0].

On cherche un 3-simplexe s tel que R(8)(sq) # 0 sachant que R(8) = do+15 +Fp.
Le seul possible 3-simplexe est s = D3 pour lequel (s3); = (EF); = A*. Comme
I'aréte A* n’intervient pas dans le relevé de 6;, on a :

CONCLUSION : Dans le Cas 1, pour tous les TYPES, on a 6; U3 = 0.

8. CALCUL DES CUP-PRODUITS POUR p > 2

Ce calcul est a la fois plus compliqué (1 et —1 ne sont plus égaux, et les
générateurs different selon les TYPES) et plus simple (la plupart des cup-produits
seront nuls).

8.1. Les cup-produits, pour p > 2, U: H'(M,Z,) @H'(M,Z,) — H*(M,Z,).
Par la méme méthode des coefficients, en calculant maintenant modulo p, cette
sous-section prouve le théoreme 9.

Preuve. Calcul de 8; U 0,
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- Dans le Cas 1

~

TYPE 01, 02, 9j = [t]]

e Il y a seulement a calculer z mais en prenant garde aux signes dans 7'(9) :
T(6) = 32970 (043 + 041 — Oniva — Oaiys) + Z;}iﬁ;n d¢ donne alors = 1 si 7 impair

et j=14+1, maisx = —1si¢pairet j =1— 1.

CONCLUSION : Dans le Cas 1, pour les TYPES 01,02, les cup-produits 6; U ¢,
sont nuls sauf O _1 U 6bg, = B,k > 0.

TYPES n;, 0]‘ = [fj — 1?1]

OnaR(fj—fl) :f;j—F‘]Ej— (fl—i‘fl)—z:(gzt—i‘ég) .

e Les coefficients r; et y, sont encore nuls.

e On ne calcule pas x car  n’est pas un générateur du HQ(M, Zp).

CONCLUSION : Dans le Cas 1, pour les TYPES n;, les cup-produits ¢; U 0; sont
tous nuls.

- Dans le Cas 2

TYPE o1, 0]‘ = [fj]

e Comme les relevés sont les mémes que pour p = 2, les coefficients 7, et y, sont
encore nuls.

e On ne calcule pas = car  n’est pas un générateur du H%(M,Z,).

CONCLUSION : Dans le Cas 2, pour les TYPES oy, les cup-produits 0; U 8; sont
tous nuls.

TYPE 09, 0]‘ = [fj]

e Comme les relevés sont les mémes que pour p = 2, les coefficients 7, et y, sont
encore nuls.

e [l y a seulement a calculer = mais en prenant garde aux signes dans 7'(¢), comme
dans le Cas 1 pour les TYPES o;.

CONCLUSION : Dans le Cas 2, pour les TYPES o0y, les cup-produits 0; U 6; sont
nuls sauf Oy, U by, = 5,k > 0.

TYPES n;. La situation est la méme que dans le Cas 1.

CONCLUSION : Dans le Cas 2, pour les TYPES n;, les cup-produits 0; U 6; sont
tous nuls.

- Dans le Cas 3

TYPES o;, n;.

e Comme les relevés sont les mémes que pour p = 2, les coefficients 7, et y, sont
encore nuls.

e On ne calcule pas z car 8 n’est pas un générateur du H%(M,Z,).

CONCLUSION : Dans le Cas 3, pour les TYPES o;, n;, les cup-produits ¢; U0; sont
tous nuls.
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Calcul de 6; U
Ce cup-produit n’intervient que dans le Cas 1 pour le TYPE 0; et dans les Cas
1 et 2 pour le TYPE n; .

- Dans le Cas 1 X

TYPE oy, 0; = [t;] et @ = [h — 3 bra,, ' Gx].

e Calcul du coefficient x.

Dans T'(9), l'indice des A-simplexes ¢, varie de 0 a 49 +m. Pour u < 4g — 1, le
A-simplexe 6, est 0, = (t.,e.,e.) et R(iz — > bray, 'Gr) le relevé de o appliqué a
(6.)0 = t. est nul. Lorsque u > 4g, le A-simplexe §, est 6, = (¢, e, e) et R(t;) le
relevé de 6; appliqué a (6,)2 = e. est nul. Le coefficient x est nul.

e Calcul du coefficient y;.

Pour le TYPE o0y, on a T(v;) = vj;1 + v, puisque tous les e, = 1 et v;; =
(h, f;,t;),vj2 = (t;, fj, h). On voit que seulement

R(h— 3" bea, ') (v5)0) = 1, R(E) (v30)2) = 1.

CONCLUSION : Les cup-produits 6; U o sont nuls sauf pour le TYPE oy, dans le
Cas 1 et alors 0; U = ;.

TYPE ni, Hj = [fj — 7?1] et a = [iL — Z bkalzlcjk]

Dans le relevé de 0; intervient ¢+ f; mais ce terme ne donne pas de contribution car
il suffit de calculer y; pour j > 1 puisque ¢; n’est pas un générateur de H?*(M,Z,).
Alors la conclusion est la méme que pour le TYPE 0; avec une restriction sur I'indice
J.

CONCLUSION : Dans les Cas 1, pour le TYPE n;, 0; Ua = ¢;,7 > 1.

-Dans le Cas 2 R
TYPE ni, Hj = [tj — tl] et a = [h — Zbkalzlcjk]
La conclusion est la méme que dans le Cas 1.

CONCLUSION : Dans les Cas 2, pour le TYPE ny, 8; Ua = ¢;,7 > 1.

Calcul de a U

Ce cup-produit n’intervient que dans le Cas 1 pour le TYPE 0; et dans les Cas
1 et 2 pour le TYPE n;.
- Dans le Cas 1
TYPE oy, a = [h — 3 bea;, ' Gi].
Le relevé de a est R(h—Y bra, 'Gx) = h+> fi+> e+ AT+305 =5 bra; ' Z)—
Z Vi —%[C()(éggurl+S§q,+1)+<00+61)<é29/+2+52:|;/+2)+. . .—|—(60+. . -+Cm71)<é2g’+m+
S em))-
e Calcul du coefficient x.
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Comme R(h — 3 brag 'Gx)(t;) = 0, on a
v =Y R(h= brag"de)(eagn) RN =Y brag ' di) (q)-

e Calcul des coefficients ry,.
e Sib, > 0,
re =3 R(h = bray @) (o) R(h — 32 beag 4e) (i)
= Z%e:qk(—bk/ak)[(bk/ak)card{i >0 | xpi = qp} —card{i > { | xx; = h}]
+ Zxk’z:h[(bk/ak)card{i >l | wp; =qi} —card{i > (| x,; = h}

_ -1
= @ 2 iz 5i86;

avec s; = by sl xp; = qx et s; = —ay si x,,; = h. Cet entier ) ., s;5; est
‘ N b (a+b
égala: ), S(ise Z)%[Z(S?) — (32 50)%) = L(awb? + bpaf — 0) = elteth),
_ bg(ag+d
donc r, = —%.
e Sib, <0,

T = h— kCy k) (qr) e (Pr,1) — h— kQy, Gk (Pr,3
R(h = 3 bray ' @) (qe)a(pra) — R(h — 32 bray " qu(pra+
. —|—pk,1)R<h — Z bkagl(jk)(h)

2—2)(zp—1
= = e 0(Dre) = =D oz — L4+ 1) = _%’

or 2z =1—b, et a,=1dou

b b
—M, comme dans le cas b, > 0.

Tk = 2ap

e Calcul des coefficients y,.

Ona R R R

g = Rl — Y bar a6 R0 — b a0 (h) — B(h — Y bai a0 (W) R(h —
> by @u)(t;) = 0.

Tl reste oo U v = [0 + 3. mpfi] = N[O, avec

TL e bk bz bk(ak -+ bk) C(& -+ C) _9
Neo-S e N O 2 — .
o Zak Zak(zai)+z 2a2 7

k=0 i<k

Comme c est divisible par p > 2, N est congru mod p a 0.

CONCLUSION : Dans le Cas 1, pour le TYPE 0y, a Ua = 0.

TYPE 1, a = [Sh] +h — 3 bray G-

Le relevé de a est R(h—> bray 'qx) = h+ 32 f+ S e+ AT +3° 5 =S bra; ' Z) —
Z Vk_%[Co(é29l+1+5§q’+1)+(CO+01)(é29’+2+S§;/+2)+. . .+(CQ+. . '+Cm—1)(é29’+m+
S im) + Sa ((El + A1) — (S +é1) —2(SF + é0)>.

Comme p divise ¢, le nouveau dernier facteur n’intervient pas dans le calcul des

~

coefficients. De plus pour ce TYPE, on a [0] = 0.
CONCLUSION : Dans le Cas 1, pour le TYPE ny, a Ua = 0.

- Dans le Cas 2
Pour le TYPE ny, la situation est la méme que dans le Cas 1.
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CONCLUSION : Dans le Cas 2, pour le TYPE ny, a U «a = 0.

Calcul de o, U a;

Ce cup-produit intervient dans le Cas 3 pour tous les TYPES. Le déroulement
de la preuve est la méme que pour p = 2. Il faut maintenant tenir compte des
signes + et de la divisibilité par p.

TYPE o;. Le générateur oy est alors o = [gx — Go] pour 1 < k& < n — 1. Nous
devons calculer les coefficients 7, et ;.

e Calcul des coefficients r;, = Y R(qr — Go) (few)2R(4; — do) (fe,w)o, avec (few)o =
Lo w et (,ué,w)Z = Ptw-

1) Dans R(g; — ¢o) interviennent Z; et —Z; et, dans Z, on voit
Cju - Zszl pu,scard{t > S | LTyt = Qu}
-Siu = j, R(G; — do)(pew)o = R(G; — do)(zew) = 0 sauf si £ = j et ceci pour tous
les a; indices w tels que z;,, = ¢;. Dans ces situations R(q; — Go)(1j,w)o = 1.
- Siu =0, R(¢j — qo)(ptew)o = 0 sauf si £ = 0 et ceci pour tous les ag indices w
tels que xg ., = qo. Dans ces situations R(¢; — go)(fto.w)o = —1.

2) R(Gr — qo)(few)2 = R(Gr — Go)(Pe,w) = 0 sauf si
i) ¢ = j = k et pour tous les w tels que =y, = gr. Dans ces situations on a
R(Gr — Qo) (prw) = —card{t > w | xx; = qr} ;
ii) £ = 0 et pour tous les w tels que xp,, = qo. Dans ces situations on a R({x —

Go)(pow) = —card{t > w | ro; = qo}.
Si k = j, nous avons obtenu

re=— Y Rld— o) (k)2 = — (ax —w) = sl 1)
w > 1 w=1
Tkw = Gk
Comme p | a, tous les r sont nuls. (Remarquons que ceci n’est pas vrai quand
p=2)
e Calcul des coefficients
Yi = R(Gr — Qo) (¥i1)2R(45 — o) (¥i1)o — €iR(Gr — o) (vi2)2R(q5 — do) (Vi2)o-
Nous avons
(Vin)e =tisie;=1et (1) = fisie; = —1;
(Vi1)o = (Vi2)2 = h; (vi2)o = ti.
Aucun de ces éléments n’intervient dans R(G, — Go). On a que pour tout i, y; = 0.
- Il reste a remarquer que les calculs précédents sont valables pour les TYPES 0,
et 0s.

CONCLUSION : Pour les TYPES o;, tous les cup-produits oy, U a; sont nuls.

Pour les TYPES n;. Maintenant le générateur est a = [g, — 1,].
e Calcul des 7. La différence avec le paragraphe précédent est que le terme Z
n’intervient pas. Les calculs des r; restent les mémes et les r; sont nuls puisque

p|ak-
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e Dans les R(g, — 3{,) il y a maintenant 1t;, mais R(§; — 1{,)(vi1)0 = R(§; —
1t)(h) = 0 et R(qx — t,)(vi1)2 = R(Gs — 1t,)(h) = 0. Ici aussi tous les y; sont
nuls.

1
2

CONCLUSION : Pour les TYPES n;, tous les cup-produits oy U a; sont nuls. [

8.2. Les cup-produits, pour p > 2, U: H'(M,Z,) @ H*(M,Z,) — H*(M,Z,).
Il suffit de considérer les TYPES o0y et no, car dans le cas non orientable, H3(M, A)
a coefficients dans un anneau A vaut A/2A . Il est nul si A = Z, avec p > 2.

On rappelle que si f est un 1-cocycle et g un 2-cocycle, et s un 3-simplexe de
faces so = (v1,v2,v3), s1 = (vo,ve,v3), S2 = (v, v1,v3) et s3 = (vg, vy, v9) alors
fUg(s) = f(ve,v1)g(s0), et on trouve (vg,v;) en prenant la derniere aréte de sq
ou 83, i.e. (vg,v1) = (S2)2 = (83)2-

Mais aussi, si g est un 2-cocycle, f un 1l-cocycle et s = (s, $1, S2,S3) un 3-
simplexe de faces sog = (vi,v92,v3), S2 = (vo,ve,v3) €t s3 = (vo, v1,v2), ou les v;
sont les sommets, alors g U f(s) = g(s3)f(v2,v3). On trouve (v, v3) en prenant la
premiere aréte de s; ou de sg, i.e. (v2,v3) = (s1)0 = (So)o-

Dans ces dimensions de cocycles, on a fUg = (=1)*?gU f=gU f.

Cette sous-section prouve le théoreme 10.

Preuve. Calcul de 6; U ¢;

Ces cup-produits interviennent dans les trois Cas.
TYPE oy, 0; = [t;],1 <i < 2g et ;= [15],1 < j < 2g.
Comme pour p = 2, on trouve R(#;) U R(¥;) = 0 sauf
- si j est impair, R(fj41) U R(2;) = N/,

- Sl] est pair R(lgjfl) U R(ﬁ]) = Nj,Q.

Pour p > 2, on a

- pour j impair, T"(Nj,) = —e d’olt 0;,, Up; = —

- pour j pair, T*(N;_,,) = e d'ot1 0;_1 U p; = 1.

CONCLUSION : Dans les trois Cas, pour le TYPE o1, on a

- pour j impair 011 U @; = —v

- pour j pair 0;_1 U p; = 1.

TYPE ns.

Onaf;, =[t; —t1],9 > 1, et p; = [],7 > 1. Pour le TYPE ny, tous les ¢; sont

égaux a —1. Le relevé de 6; n’est plus le méme que pour p = 2, mais on a encore
R(t; —t1)UR(?;) = 0 sauf si i = j. De plus on a T*(Nj,) = ¢, d’ott la conclusion :

CONCLUSION : Dans les trois Cas, pour le TYPE ng, on a 0;Uyp; = v, et 0 sinon.

Calcul de 6; U B, aU B, a U ¢,
Ces cup-produits n’interviennent que pour le TYPE o0; dans le Cas 1.
La preuve est exactement la méeme que pour p = 2, d’ou la conclusion :

CONCLUSION : On a toujours 0, UB =0, aUB =7, aUp; =0.
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Calcul de o; U G,

Ces cup-produits n’interviennent que dans le Cas 3. Les calculs suivants ne
dépendent pas des TYPES.

Comme pour p = 2, le seul 3-simplexe s tel que R(fix)(so) =1 est s = M,;t’l. On
a S3 = Pkffl et (P]i:l)g = C¥. Dans le relevé de a; apparait seulement (via Z;) C,
affecté du coefficient —uvy,, si i = k.

Du fait que apur —bpvr, = 1 et que p divise ag, on —vg, = b,;l dans Z,. On vérifie
que Tt(lel) = (et on ay =[]

CONCLUSION : Dans le Cas 3, pour les TYPES 01 et ng, a; U, = 0 sauf sii = k
et dans cette situation on a oy U By, = b, .

Calcul de aj U ¢; Ces cup-produits n’interviennent que dans le Cas 3.
TYPE o1, s =[Gk — Go), 1 <k <met p; =[1],1 < j < 2g.
La preuve est exactement la meéeme que pour p = 2, d’ou la conclusion :

CONCLUSION : Dans le Cas 3, pour le TYPE oy, tous les cup-produits ay U ¢;
sont nuls.

TYPE na, oy = [Gs — 2,0 <k <met p; = [95],1 <j<g.

Comme pour p = 2, les seuls 3-simplexes s tels que R(7;)so # 0 sont s = N;; et
S = N]I»,l car on a (N]/',l)o = (Nj,l)O = Vj1. On a ((Nj71)3)2 = (ng_z)g = SZ_j—Q et
((Nj1)3)2 = (Faj-1)2 = S5,

- Le relevé de oy est maintenant R R

R(Gx — %tg) = 7 — lezo(é29+g + S;EQH) — %(ézg_l + S;ngl). Par conséquent, on
obtient

R(Gr — 5tg)((Nj1)3)2 = 0, R(Gx — 5tg)((N}1))s)2 = —3 lorsque j = g d’ott R(G —

1) U R(D;) = —3T*(N} ;). Comme T*(N} ;) =€, on a la conclusion :

CONCLUSION : Dans le Cas 3, pour le TYPE no, pour tous indices k, on a

oy U PYg = —%’y
O]

Remarque 24. Les quelques différences de signe avec les résultats obtenus précédem-
ment (voir par exemple [5]) s’expliquent par le fait que les générateurs notés o sont
de signe opposé. De plus les B, qui apparaissent naturellement ici sont des mul-
tiples des générateurs notés by dans [5], ce qui modifie certains produits par ces
facteurs. Pour ny nous avons choisi (pour éviter de distinguer inutilement les cas
n=0etn>0) des générateurs du H (M, Z,) différents, mais ces perturbations
sont tuées dans les produits.
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9. FIGURES
)
qm t1 to t1 to qo
pm hu " hu V9 hA _Vl h\ _VQ A h hA pO
gm 21 22 tl‘ _5 t; 50
F1GURE 1. Décomposition cellulaire, TYPE o0y
S===s=ss=ssssssssssgssssssssss=sss==
qm t1 t1 t1 to qo
pm hA —l1 hA V9 hA —l1 hA V9 A h hA pO
dm 21 22 tl‘ t2‘ aO
—0
FI1GURE 2. Décomposition cellulaire, TYPE 0y
%)
dm q0
> —_—
pm hA Bl hA BQ hA hA pO
Ay ... _
qm qo
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gj=1 gj=—1
tj tj
. g ’tj ’tﬂ
hA V] hA Vj hA hA—VJ hy V] h;
t t tj 2
Bj BJ

" V12 V2,2 ) V1,2 —129
A fl A f2 4 1 A f2
Via 21 —l11 —11

11 to t1 to
F1GURE 6. Décomposition simpliciale de vy, TYPE o
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131 Lo 151 lo
b —112 b _V2,1h —UV12 h —122 b
1+ N Y [ pf Y fo A
—Vi1| —V22 Vi1 —121
131 lo 131 lo
F1GURE 7. Décomposition simpliciale de —vy, TYPE 09
gj=1 gj=—1
tj 12 t; tj
Vj.2 Vj2 Vj.2 Vja
hA 7 hA 2 hA hA 2 hy fi LA
Vil Vil Vi1 —Vj2

FIGURE 8. Décomposition simpliciale de —v; quand ¢; = 1
et quand ¢; = —1
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F1GURE 12. Décomposition simpliciale de py pour by = 0
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Les figures suivantes sont des projections des décompositions simpli-
ciales de chacun des 3-simplexes. Les sommets sont des points carrés.
Ils représentent la projection d'une aréte. Ci-dessous, nous donnons en
exemple le codage des points carrés sur le 3-simplexe Dy .

Dy

A+

g

CHY F . , - .
FI1cURE 13) Codage des points carrés sur le 3-simplexe D,

+
TGJrk

FIGURE 14. Parties communes des décompositions simpli-
ciales de € pour tous les TYPES

Les quatre figures suivantes sont les détails de la partie centrale de la
figure ci-dessus, pour le début de la longue relation.

+ + + +
s¢ Ty sy Iy sy Iy sy I3 st

S, Ao sy Iy sy Iy s T3Sy
FIGURE 15. Partie centrale pour la décomposition simpli-
ciale de € pour le TYPE o,
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FIGURE 16. Partie centrale pour la décomposition simpli-
ciale de € pour le TYPE 09

Ty, Ty

FIGURE 17. Partie centrale pour la décomposition simpli-
ciale de € pour les TYPES n;

/
k2

FiGUurE 18. Décomposition simpliciale de (i pour by > 0
et ax = 5,br = 2, wra(qr, h) = Gihgph = L Tk,7
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Sk,1 Xk Sk,2

bk<0

/
k,2

FiGURE 20. Décomposition simpliciale de (; pour by = 0
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