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Résumé

On considère l’opérateur de Fokker-Planck avec un champ magné-

tique extérieur fort. On montre une estimation de type maximale sur

cet opérateur en utilisant une approche nilpotente pour des opérateurs

polynômes de champs de vecteurs et en incluant la notion de la repré-

sentation sur une algèbre de Lie. Cette estimation permet de donner

une meilleure caractérisation du domaine de la fermeture de l’opérateur

considéré .

1 Introduction

1.1 Rappels sur l’équation de Fokker-Planck

L’équation de Fokker-Planck a été introduite par Fokker [3] et Planck
[12], pour décrire le mouvement brownien des particules. Dans ces dernières
années, les estimations hypoelliptiques globales ont connu une renaissance
en liaison avec des questions provenant de la théorie cinétique des gaz. Dans
cette direction de nombreux auteurs ont démontré des estimations maximales
pour en déduire la compacité de l’opérateur de Fokker-Planck et avoir des
estimations sur la résolvante permettant d’aborder la question du retour à
l’équilibre. F. Hérau et F. Nier dans l’article [9] ont mis en évidence les
liens entre l’opérateur de Fokker-Planck avec un potentiel de confinement et
l’opérateur de Laplacian de Witten associé. Puis, dans le livre de B. Helffer
et F. Nier [4], ces travaux ont été complétés et expliqués de manière générale,
et nous renvoyons plus spécifiquement au chapitre 9 pour une démonstration
pédagogique de l’estimation maximale.
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Dans cet article, on va poursuivre l’étude du cas modèle de l’opérateur
de Fokker-Planck avec un champ magnétique extérieur Be, commencée dans
[10] et établir une estimation de type maximale sur ce modèle, donnant une
caractérisation du domaine de son extension fermée.

1.2 énoncé du résultat

Pour d = 2 ou 3, on se place sur le tore Td := Rd/Zd et on considère
K l’opérateur de Fokker-Planck avec un champ magnétique extérieur Be :
Td → Rd(d−1)/2 tel que

K = v · ∇x − (v ∧Be) · ∇v −∆v + v2/4− d/2,

où v ∈ Rd représente la vitesse, x ∈ Td représente la variable d’espace et
t > 0 est le temps. On souligne que dans la définition précédente de notre
opérateur, on a utilisé la notation (v ∧Be) · ∇v qui s’écrit comme suivant

(v ∧Be) · ∇v =





b(x) (v1∂v2 − v2∂v1) si d = 2

b1(x)(v2∂v3 − v3∂v2) + b2(x)(v3∂v1 − v1∂v3)
+b3(x)(v1∂v2 − v2∂v1) si d = 3.

On peut identifier les distributions T sur Td
x × Rd

v avec les distributions T̃
Γ-périodiques sur Rd

x ×Rd
v où Γ = Zd×{0} ⊂ Rd

x ×Rd
v. Ce qui est noté plus

haut ∂xT est en fait la distribution sur Td telle que

∂̃xT = ∂xT̃ .

Dans cette identification la norme de u dans L2(Td × Rd) est la norme de
ũ sur un domaine fondamental, par exemple (−π, π)d × Rd. De même, dans
cette identification C∞(Td) s’identifie avec l’espace des fonctions C∞ Γ-
périodiques. Quand cela ne prêtera pas à confusion nous omettrons par la
suite les tildes.

L’opérateur K est considéré comme un opérateur non-borné sur l’espace
de Hilbert H = L2(Td × Rd).
On note

• K (ou bienKmin) l’extension minimale deK oùD(K) est la fermeture
de D(K) pour la norme du graphe.

• Kmax l’extension maximale de K dont le domaine D(Kmax) est donné
par

D(Kmax) = {u ∈ L2(Td × Rd) /Ku ∈ L2(Td × Rd)}.

2



à partir de maintenant, on note K l’opérateur K.

D’abord, on a montré dans [10] l’existence d’un semi-groupe fortement
continu associé à l’opérateur K.

Proposition 1.1. Si Be ∈ C∞(Td) , alors K est maximal accrétif.

Ceci implique que le domaine de l’opérateur K a la propriété suivante

D(K) = D(Kmax) = {u ∈ L2(Td × Rd) /Ku ∈ L2(Td × Rd)}. (1)

Il est aussi démontré dans [10] que :

Théorème 1.2. Supposons que Be est dans l’espace W 2,∞(Td), défini par

W 2,∞(Td) := {u ∈ L∞(Td), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ 2, Dαu ∈ L∞(Td)},

et muni de sa norme naturelle d’espace de Banach.
Si f0 ∈ D(K), alors le problème

{
∂tf +Kf = 0

f(0, x, v) = f0(x, v),
(2)

admet une unique solution f ∈ C1([0,+∞[, L2(dxdv) ∩C([0,+∞[,D(K)).

On a enfin montré dans [10] la convergence exponentielle vers l’équilibre
µ1/2 en norme L2(dxdv), avec µ est donnée par

µ(v) :=
1

(2π)3/2
e−v2/2,

Théorème 1.3. Si Be ∈W 2,∞(Td), alors il existe κ > 0 et c > 0 telles que,
pour tout f0 ∈ L2(dxdv) orthogonale à µ1/2 on ait

∀t > 0, ‖etKf0‖L2(dxdv) 6 c e−κt‖f0‖L2(dxdv).

Dans ce travail, on s’intéresse à préciser le domaine de l’opérateur K

introduit en (1). Pour cela on va obtenir des estimations maximales pour K,
en utilisant une approche nilpotente, c’est à dire des techniques développées
initialement pour l’étude de l’hypoellipticité des opérateurs invariants sur des
groupes nilpotents. Avant d’énoncer notre résultat principal, on va rappeler
quelques notions utiles dans la suite.
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Définition 1.4. On dit que ϕ ∈ S(Td × Rd) si ϕ̃ est C∞ sur Rd × Rd, Γ-

périodique et si, pour tous β, γ et δ ∈ Nd, vγ ∂βx ∂δv ϕ̃ est bornée sur Rd×Rd.

L’espace vectoriel S(Td × Rd) est une variante de l’espace de Schwartz.
On note que l’espace S(Td × Rd) est dense dans l’espace Lq(Td × Rd) pour
tout q ∈ [1,∞[.

Définition 1.5. On note B2(Rd) (ou B2
v pour indiquer le nom des variables)

B2(Rd) := {u ∈ L2(Rd), ∀(α, β) ∈ N2d, |α|+ |β| ≤ 2 , vα ∂βv u ∈ L2(Rd)},

l’espace de Hilbert muni de sa norme hilbertienne naturelle

‖u‖B2 :=

√ ∑

|α|+|β|≤2

‖vα ∂βv u‖2L2(Rd)
.

Définition 1.6. Soit u une fonction de Td à valeurs dans K (où K = R

ou C). On dit que u est lipschitzienne s’il existe k ≥ 0 tel que u soit k-
lipschitzienne, i.e si u vérifie

∀(x, y) ∈ T2d, |u(x)− u(y)| ≤ k d(x, y),

où d est la distance sur le tore Td définie par :

d(x, y) = inf
α∈Zd

|x− y + α| .

On note Lipsch(Td), l’espace des fonctions Lipschitzienne de Rd à valeurs
dans K. On munit l’espace Lipsch(Td) de la norme suivante

Lipsch(Td) ∋ u 7→ ‖u‖Lipsch(Td) = ‖u‖L∞(Td) + sup
x,y∈Td,x 6=y

|u(x)− u(y)|
d(x, y)

.

On note B̃2(Td × Rd), le sous espace L2
x⊗̂B2

v (dans L2(Td × Rd) identifié à
L2
x⊗̂L2

v) muni de sa norme hilbertienne naturelle :

B̃2(Td ×Rd) ∋ u −→ ‖u‖B̃2 =

√√√√
∑

|α|+|β|≤2

∥∥∥‖vα ∂βv u‖L2
v

∥∥∥
2

L2
x

.

Notons que l’espace L2
x(T

d) peut s’identifier à l’espace suivant :

L2
per(R

d) = {u ∈ L2(Rd)/u est Zd − périodique}.

Dans cette identification, l’espace B̃2(Rd×Rd) s’identifie à l’espace L2
per(R

d)⊗̂B2
v .

On peut maintenant énoncer le théorème principal de cet article :
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Théorème 1.7. Soit d = 2 ou 3. On suppose que Be ∈ Lipsch(Td). Alors
pour tout C1 > 0, il existe C > 0 tel que ∀Be avec ‖Be‖Lipsch(Td) ≤ C1, et

∀u ∈ S(Td × Rd), l’opérateur K vérifie l’estimation maximale suivante :

‖(v · ∇x − (v ∧Be) · ∇v)u‖+ ‖u‖B̃2 ≤ C( ‖Ku‖+ |u‖ ). (3)

Compte-tenu de la densité de l’espace de Schwartz dans le domaine de
K, nous obtenons la caractérisation du domaine de K :

Corollaire 1.8.

D(K) := {u ∈ B̃2(Td × Rd) / (v · ∇x − (v ∧Be) · ∇v)u ∈ L2(Td × Rd)}.

Organisation de l’article Le plan de cet article est le suivant. Dans la
section suivante, on fera des rappels sur la notion d’hypoellipticité maximale,
et plus spécifiquement, on donnera quelques résultats d’hypoellipticité maxi-
male (plus exactement les inégalités maximales qui l’impliquent) pour des
opérateurs polynômes de champs de vecteurs dans l’approche nilpotente. En-
suite, dans les deux dernières sections, on montrera comment ces techniques
permettent la démonstration du théorème principal 1.7, en distinguant entre
le cas d = 2 et le cas d = 3 respectivement.

Remerciement. L’auteure est reconnaissante à Bernard Helffer pour son
aide importante et ses précieux conseils tout au long de la rédaction de cet
article. L’auteure remercie également le Centre Henri Lebesgue, l’ANR-11-
LABX-0020-01 et la Faculté des sciences (Section I) de l’Université Libanaise
pour leurs soutiens.

2 Rappels sur l’hypoellipticité maximale dans l’ap-

proche nilpotente

Cette partie a pour but de faire quelques rappels sur les algèbres de Lie
nilpotentes graduées et sur les résultats d’hypoellipticité pour des opérateurs
polynômes de champs de vecteurs.

2.1 Hypoellipticité pour des opérateurs polynômes de champs

de vecteurs

On commence par rappeler la définition de base de l’hypoellipticité in-
troduite par L. Schwartz.
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Définition 2.1. Un opérateur différentiel avec des coefficients C∞ dans un
ouvert Ω ⊂ Rd est hypoelliptique dans Ω, si, pour tout ω ⊂ Ω et pour tout
u ∈ D′

(Ω), tel que Pu ∈ C∞(ω), alors u ∈ C∞(ω).

On s’intéresse maintenant aux opérateurs polynômes de champs de vec-
teurs. On considère des champs de vecteurs X1, ...,Xp et Y1, ..., Yq réels, C∞,
sur un ouvert Ω ⊂ Rd.

Soit P (z̃1, ..., z̃p+q) un polynôme non commutatif de degré m à p + q
variables, à coefficients C∞ sur Ω, et soit P l’opérateur différentiel :

P = P (z, Z1, ..., Zp+q) =
∑

|α|≤m

aα(z)Z
α, ∀α ∈ {1, ..., p + q}k , (4)

où les champs de vecteurs Zℓ ∀ℓ ∈ {1, ..., p + q} sont définis par

Zℓ = Xℓ, ∀ℓ = 1, ..., p

Zℓ = Yℓ−p, ∀ℓ = p+ 1, ..., p + q,

avec, pour α = (α1, .., αk) ∈ {1, ..., p + q}k,

|α| =
k∑

j=1

d(αj) avec d(αj) =

{
1 si αj ∈ {1, .., p}
2 si αj ∈ {p+ 1, .., p + q}.

On suppose de plus que les champs Zj avec j ∈ {1, ..., p + q} vérifient la
condition de Hörmander suivante :
(Ho) Il existe un entier r tel que les crochets des champs Zj de longueur
inférieure ou égale à r engendrent, en chaque point z de Ω, TzΩ tout entier.

Autrement dit, si I = (i1, ..., ik) et si on note :

ZI = [Zik , [Zik−1
, ..., [Zi2 , Zi1 ]...], (5)

et si on désigne par ZI(z, ζ) le symbole de ZI en (z, ζ), on peut réécrire la
condition (Ho) sous la forme suivante





Le système des ZI avec |I| ≤ r est elliptique en z0 c’est-à-dire∑
|I|≤r

|ZI(z, ζ)| 6= 0, ∀ζ ∈ Rd \ {0}.

Ceci conduit à une version microlocale de la condition de Hörmander (voir
[2]).

Lorsque q = 0, l’opérateur P est appelé opérateur différentiel de type 1.
Ainsi l’opérateur de Hörmander

∑p
j=1X

2
j (cas q = 0) est de type 1. L’opéra-

teur également étudié par Hörmander
∑p

j=1X
2
j + Y1 (cas q = 1) est appelé

de type 2. On pose la définition suivante.
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Définition 2.2. Soit m ∈ N∗ (avec de plus m pair si on est dans le cas de
type 2). On dit que P est hypoelliptique maximal en un point z de Ω, s’il
existe un voisinage ω de z, et une constante C strictement positive telle que
l’on ait :

‖u‖2Hm(ω) ≤ C[‖Pu‖2L2(ω) + ‖u‖2L2(ω)], ∀u ∈ C∞
0 (ω), (6)

où on désigne par ‖.‖Hm(ω) la norme dont le carré est défini par :

u→ ‖u‖2Hm(ω) =
∑

|α|≤m

‖Zα1 ...Zαk
u‖2L2(ω), ∀α ∈ {1, ..., p}m.

Il a été démontré par Helffer-Nourrigat dans [5], que si la condition de
Hörmander est vérifiée en z, alors l’hypoellipticité maximale en z implique
que P est hypoelliptique dans un voisinage de z, ce qui justifie la terminolo-
gie.
Il a aussi été démontré par Rothschild-Stein dans [15] que si l’opérateur P
avec la structure indiquée dans (4) est hypoelliptique alors l’opérateur P est
hypoelliptique maximal.

2.2 Algèbres de Lie nilpotentes et graduées

Définition 2.3. Une algèbre de Lie réelle est un espace vectoriel G sur R

muni d’une application bilinéaire

G × G → G
(X,Y ) 7→ [X,Y ],

qui vérifie les propriétés suivantes :

1. ∀X,Y ∈ G, [X,Y ] = −[Y,X] (bilinéaire alternée),

2. ∀X,Y,Z ∈ G, [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0, (Identité de
Jacobi).

Définition 2.4. Soit G une algèbre de Lie sur R et considérons la suite
décroissante d’idéaux de G définie par

C1(G) := G et Cn(G) = [G, Cn−1(G)] , ∀n > 1,

telle que

Cn(G) = Vect ([Xn, [Xn−1, ...., [X2,X1]...]] avec X1,X2, ...,Xn ∈ G) .

On dit que G est nilpotente, s’il existe n0 ∈ N tel que Cn0(G) = 0.
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Par récurrence, on peut vérifier que [Cr(G), Cs(G)] ⊂ Cr+s(G), ∀r, s ∈ N.

Définition 2.5. On dit que G est une algèbre de Lie nilpotente graduée de
rang r, si elle admet une décomposition de la forme :

G = G1 ⊕ ...⊕ Gr,
[Gi,Gj ] ⊂ Gi+j si i+ j ≤ r et [Gi,Gj ] = 0 si i+ j > r.

Définition 2.6. Soit G = G1⊕ ...⊕Gr, une algèbre de Lie nilpotente graduée
de rang r,

1. On dit qu’elle est stratifiée de type 1 (ou simplement stratifiée), si elle
est engendrée par G1.

2. On dit qu elle est stratifiée de type 2, si elle est engendrée par G1⊕G2.

2.3 Théorie des représentations

Dans cette partie, on va expliquer très brièvement quelques résultats de
la théorie de Kirillov dans le cas nilpotent (cf [11] pour plus de détails). Tout
d’abord, on va commencer par quelques rappels sur la théorie des représen-
tations d’un groupe nilpotent G.

2.3.1 Représentations sur un groupe G

Soit G un groupe de Lie, et V un espace vectoriel sur C. Une représen-
tation complexe (π, V ) du groupe G est la donnée d’une application

π :G× V −→ V

(g, v) 7→ π(g, v),

telle que :

1. π(e, v) = v , ∀v ∈ V, où e est l’élément neutre de G pour la loi de
multiplication.

2. π(g, π(h, v)) = π(gh, v), ∀h, g ∈ G , ∀v ∈ V.
L’espace V (ou Vπ si on veut rappeler la référence à π) est appelé espace
de représentation de G. Si V est de dimension finie, sa dimension est notée
dπ = dimV . Dans le cas contraire, on pose dπ = +∞.
Si de plus V est un espace de Hilbert pour le produit hermitien 〈., .〉V , la
représentation (π, V ) est dite unitaire si π vérifie la propriété suivante :

〈π(g, v), π(g,w)〉V = 〈v,w〉V , ∀g ∈ G,∀v,w ∈ V.
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On utilisera aussi la notation π(g) où

π(g)v = π(g, v) .

Ensuite, on introduit la notion de sous-représentation qui nous servira à
introduire la notion de représentation irréductible de G.

Définition 2.7. Si (π, V ) une représentation de G, et W est un sous-espace
vectoriel de V , on dit que W est invariant par π, si

∀g ∈ G, ∀w ∈W,π(g,w) ∈W .

Dans ce cas, on note πW l’application ainsi définie par restriction à W ×G
et on dit que (πW ,W ) est une sous–représentation de (π, V ).

Définition 2.8. On dit qu’une représentation π de G est irréductible si :

1. Elle est non nulle.

2. Elle n’admet aucun sous-espace autre que {0} et V invariant par π.

On introduit maintenant la notion d’équivalence entre deux représenta-
tions sur le groupe G.

Définition 2.9. Soient (π, V ) et (τ,W ) deux représentations du groupe G.

1. Un opérateur d’entrelacement est une application T : V −→ W li-
néaire de V dans W vérifiant

T (π(g, v)) = τ(g, T (v)), ∀g ∈ G,∀v ∈ V.

2. Les deux représentations (π, V ) et (τ,W ) sont équivalentes s’il existe
un opérateur d’entrelacement T : V −→W inversible.

Enfin, on donne la définition d’une représentation unitaire.

Définition 2.10. Soit (π, V ) une représentation d’un groupe G. On dit que
(π, V ) est une représentation unitaire si V est un espace de Hilbert (réel ou
plus souvent complexe), et si pour tout élément de g ∈ G, V ∋ v 7→ π(g, v) ∈
V est un opérateur unitaire sur V .
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2.3.2 Représentations unitaires induites sur l’algèbre de Lie G
Parmi les représentations, les représentations unitaires irréductibles jouent

un rôle crucial. La théorie de Kirillov permet d’associer à tout élément du
dual G∗ de G une représentation irréductible.

De plus, cette théorie dit que toute représentation unitaire irréductible
peut être représentée de cette manière.
Pour être plus précis, on donne une définition de la représentation induite.
Le point départ est une sous-algèbre H ⊂ G et une forme linéaire ℓ sur
G telle que ℓ([H,H]) = 0. On va alors associer une représentation πℓ,H du
groupe de G dans Vπ := L2(Rk(π)) qui est défini de façon unique modulo une
conjugaison unitaire, où k(π) est la codimension de H dans G. Pour cette
construction et en utilisant le caractère nilpotent, on peut trouver k = k(π)
vecteurs indépendants e1, .., ek tels que tout g peut être écrit sous la forme

g = h exp(skek) ... exp(s1e1) , (7)

et tels que, si
Aj = H⊕ Re1 ⊕ ..⊕ Rek−j+1 ,

alors Aj−1 est un idéal de codimension 1 dans Aj.
Avec cette construction, on peut obtenir que g 7→ (s, h) est un difféo-

morphisme global de G dans Rk × H. La représentation induite est donnée
par

(πℓ,H(exp a)f) (t) = exp i 〈ℓ, h(t, a)〉 f(σ(t, a)),
où h(t, a) et σ(t, a) sont définis par la formule suivante

exp tkek.... exp t1e1 exp a = exp(h(t, a)) exp σk(t, a)ek... exp σ1(t, a)e1 .

On note aussi πℓ,H la représentation de l’algèbre de Lie associée définie
par

πℓ,H(a)u =
d

ds
(πℓ,H(e

sa)u)|s=0
, (8)

où la représentation πℓ,H peut-être définie sur l’ensemble des u ∈ Vπ tels que
l’application s→ πℓ,H(e

as)u est de classe C1. On va en fait surtout travailler
sur l’espace Sπ des vecteurs C∞ de la représentation πℓ,H.
Plus explicitement, on a

πℓ,H(a) = i〈ℓ, h′
(t, a)〉 +

k∑

j=1

σ
′

j(t, a) ∂tj ,
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où h
′
et σ

′
désignent

h
′
(t, a) : =

d

ds
(h(t, sa))|s=0

,

σ
′
(t, a) : =

d

ds
(σ(t, sa))|s=0

.

De plus, σ a la structure suivante :

σj(tj, ...., t1, a) = tj + ψj(tj−1, .., t1, a) , (9)

où les ψj sont des polynômes sur Rk, ne dépendant que des variables indi-
quées, à coefficients réels.

On sait par la théorie de Kirillov que, dans le cas nilpotent, les représen-
tations irréductibles sont associées à des éléments de G∗ et que, quand π est
irréductible, l’espace de représentation Vπ s’identifie à L2(Rk(π)) où k(π) est
un entier avec L2(R0) = C par convention. On note Ĝ l’ensemble de repré-
sentations irréductibles du groupe, simplement connexe G := expG associé à
G. Il est aussi important aussi de noter que dans le cas d’une représentation
irréductible, Sπ s’identifie à l’espace de Schwartz S(Rk(π)).

Revenant aux représentations induites πℓ,H, deux cas particuliers vont
nous intéresser.
Quand ℓ = 0, on obtient l’extension standard de la représentation triviale du
sous-groupe H de G. On peut considérer cela comme une représentation sur
L2(G/H). Un problème intéressant (qui est résolu dans [8]) est de caractériser
l’hypoellipticité maximale de π0,H(P ) pour P ∈ Um(G).

Le second cas est lorsque H ⊃ G2 est de dimension maximale, pour une
forme ℓ ∈ G∗ donnée, avec la propriété ci-dessus. Dans ce cas, on peut mon-
trer que la représentation est irréductible. De plus on peut ainsi construire
toutes les représentations irréductibles (à équivalence unitaire près). Partant
cette fois d’un élément ℓ ∈ G∗, on peut construire une sous-algèbre maximale
Vℓ telle que ℓ([Vℓ, Vℓ]) = 0. On peut aussi montrer que la codimension k(ℓ)
de Vℓ est égale à 1

2 rangBℓ, où Bℓ est la 2−forme suivante :

G × G → ℓ([X,Y ]).

Pour a ∈ G, on définit par (ad a)∗ l’adjoint de ad a qui est un endomorphisme
de G∗ défini par

(ad a)∗ ℓ(b) := ℓ([a, b]).

11



Le groupe G agit alors naturellement sur G∗ par :

g 7→ gℓ =
r∑

k=0

1

k!
(ad− a)∗k ℓ,

avec g = exp(a).
Cette action est appelée action coadjointe. La théorie de Kirillov nous dit que
si ℓ et ℓ̃ sont sur la même orbite pour l’action coadjointe, alors les représenta-
tions unitaires correspondantes sont équivalentes. Inversement , deux orbites
différentes donnent deux représentations irréductibles non équivalentes. On
peut ainsi identifier l’ensemble Ĝ des représentations unitaires de G avec
l’ensemble des G-orbites dans G∗ :

Ĝ = G∗/G.

Dans la démonstration du théorème principal, nous rencontrons des re-
présentations π d’une algèbre de Lie G dans l’espace S(Rk) (k ≥ 1) qui ont
la forme suivante. Pour tout X ∈ G, π(X) est un opérateur différentiel de la
forme suivante :

π(X) = P1(X)
∂

∂y1
+ P2(y1,X)

∂

∂y2
+ ...+ Pk(y1, .., yk−1,X)

∂

∂yk
+ iQ(y1, .., yk,X),

(10)

où les Pj(y,X) et Q(y,X) sont des polynômes sur Rk, ne dépendant que des
variables indiquées, à coefficients réels, dépendant linéairement deX ∈ G. On
suppose que les formes linéaires X → Pj(0,X) (1 ≤ j ≤ k) sont linéairement
indépendantes dans G∗.
On notera que les représentations induites ont toujours cette forme. Il s’agit
donc de se poser la question inverse :
La représentation introduite plus haut est-elle en fait une représentation
induite ?
La réponse positive est donnée par Helffer-Nourrigat dans [8]. En posant,
pour tout X ∈ G

〈ℓ,X〉 = Q(0,X), (11)

et en désignant par H le sous-espace des X ∈ G tels que Pj(0,X) = 0
(j = 1, ..., k), ces auteurs démontrent la proposition suivante :

Proposition 2.11. Sous les hypothèses ci-dessus :

12



i) Le sous-espace H est une sous-algèbre de G, et l’on a

〈ℓ, [X,Y ]〉 = 0 ∀X,Y ∈ H . (12)

ii) La représentation π est unitairement équivalente à πℓ,H. La transfor-
mation qui réalise l’équivalence est un isomorphisme de S(Rk).

Remarque 2.12. Dans la suite, on utilisera la proposition précédente pour
passer des estimations maximales pour πℓ,H(P ) aux estimations maximales
pour π(P ). Ce passage est justifié via la définition de la transformation T ,
qui va réaliser l’équivalence suivante :

πℓ,H(expX)Tf = Tπ(expX)f, pour tout X ∈ G et f ∈ S(Rk),

où
— T est définie par :

Tf(t) = π(exp Y (t))f|Y =0
= eiϕ(0,Y (t)) f(θ(t)), ∀f ∈ S(Rk)

— θ(t) = (θ1(t), ..., θk(t)) est une application sur Rk définie comme suit :

θ1(t) = t1

θj(t) = tj +Hj(t1, .., tj−1) , ∀j = 2, .., k ,

— les Hj sont des polynômes.
Par conséquent θ est un difféomorphisme global de Rk, dont le jacobien
vaut 1. On passe ainsi sans problème d’une inégalité maximale à l’autre par
un changement de variable qui conserve la mesure de Lebesgue.

On va finir cette partie en démontrant une propriété spécifique qui sera
utilisée dans la suite.

Proposition 2.13. Soit π une représentation définie par (10), alors pour
tout X ∈ G l’opérateur π(X) est formellement anti-adjoint pour le produit
scalaire usuel défini sur l’espace L2(Rk), i.e.

∀u, v ∈ S(Rk), 〈π(X)u, v〉 = −〈u, π(X) v〉.

Démonstration. Soit u et v ∈ L2(Rk). Pour X ∈ G, on a

〈π(X)u, v〉 =
∫

Rk

π(X)u(y) v(y) dy,
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en effectuant des intégrations par parties en fonction de yj avec j = 1, ..., k
et en utilisant le fait que Pj(y,X) sont des polynômes à coefficients réels et
qui ne dépendent que de y1, .., yj−1 pour tout j = 1, .., k, on obtient

〈π(X)u, v〉

= −
k∑

j=1

∫

Rk

u(y)Pj(X, y1, ..yj−1)
∂v

∂yj
(y) dy +

∫

Rk

u(y) (−iQ(y1, .., yk,X)v(y)) dy,

puisque Q(y,X) aussi est un polynôme à coefficients réels. Puis en réutilisant
la définition (10) de la représentation π(X), on obtient

〈π(X)u, v〉 = −〈u, π(X) v〉,

ce qui implique le résultat.

Remarque 2.14. La proposition 2.13 est en particulier vraie pour toute
représentation induite πℓ,H unitaire sur G. Comme remarqué plus haut, les
représentations induites vérifient en effet (10).

2.4 Caractérisation de l’hypoellipticité dans le cas des opé-

rateurs invariants homogènes sur les groupes stratifiés

Cette partie a pour but de donner les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’un opérateur polynôme de champs de vecteurs soit hypoelliptique
maximal.

Définition 2.15. Soit G une algèbre de Lie réelle. On définit l’algèbre enve-
loppante U(G) comme étant l’algèbre non commutative des expressions poly-
nomiales de la forme suivante :

P =
∑

|α|≤m

aαY
α, (13)

où aα ∈ C et Yi,j (i = 1, ..., pj et j = 1, 2) désigne une base de Gj, α =
(α1, .., αk) est un k-uplet de couples (i, j) avec i ∈ {1, ...., pj}, et où l’on
pose :

Y α = Yα1 ...Yαk
avec |α| =

k∑

l=1

j(αl).

Lorsque dans (13), on ne considère que des termes avec |α| = m, l’ensemble
des expressions polynomiales de cette forme est désigné par Um(G).
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Notons que la représentation πℓ,H de l’algèbre G s’étend naturellement
à une représentation de l’algèbre enveloppante U(G). Pour tout t > 0, on
définit un automorphisme δt de G par la condition :

δt(a) = tj a si a ∈ Gj .

On peut naturellement étendre la définition de δt (appelée famille de dilata-
tion) à l’algèbre enveloppante U(G) en posant :

δt(P ) =
∑

|α|≤m

aα (δtY )α =
∑

|α|≤m

aα t
|α| Y α pour t > 0 .

On note que :

P ∈ Um(G)⇐⇒ δt(P) =
∑

|α|=m

aα (δtY )α = tmP, ∀t > 0 .

À tout élément Y de G, on peut associer un champ de vecteur λ(Y ) sur le
groupe G, invariant à gauche défini par :

(λ(Y ) f)(u) =
d

dt
f (u · exp(tY ))|t=0

, ∀f ∈ L2(Rk),∀u ∈ G

Cette correspondance permet d’identifier l’algèbre enveloppante U(G) avec
l’algèbre de tous les polynômes de champs de vecteurs invariants à gauche.
À P ∈ U(G), défini dans (13), on peut associer :

λ(P ) =
∑

|α|≤m

aαλ(Y )α.

On va rappeler le théorème conjecturé par C.Rockland dans [13] et dé-
montré dans le cas du groupe de Heisenberg par lui, puis dans le cas général
par R. Beals [1] pour la condition nécessaire et par B. Helffer et J. Nourri-
gat dans [8] pour la condition suffisante. A noter que le cas du rang 3, qui
finalement est le seul qui nous sera utile ici fut obtenu antérieurement dans
[5].

Théorème 2.16 (Théorème 0.1 dans [6]). Soit G une algèbre de Lie graduée
et soit P ∈ Um(G), alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur P défini dans (4) est hypoelliptique dans G (le groupe
associé à l’algèbre de Lie G).
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2. Pour toute représentation π dans Ĝ non triviale, l’opérateur π(P)
est injectif dans Sπ (où Sπ désigne l’espace des vecteurs C∞ de la
représentation).

Combiné avec un résultat de Rothschild-Stein [15] dans le cas particulier
où l’ordre m de l’opérateur P est pair et l’algèbre de Lie est stratifiée de type
1 ou de type 2, le théorème de Helffer-Nourrigat prend la forme suivante.

Théorème 2.17. Soit G une algèbre de Lie graduée et stratifiée de type 1
ou de type 2 et soit P ∈ Um(G) avec m est pair (juste dans le cas de type-2),
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur P défini dans (4) est hypoelliptique dans G.

2. L’opérateur P défini dans (4) est hypoelliptique maximal dans G.

3. Pour toute représentation π dans Ĝ non triviale, l’opérateur π(P)
est injectif dans Sπ (où Sπ désigne l’espace des vecteurs C∞ de la
représentation).

Remarque 2.18. La condition 3 sera appelée la condition de Rockland. Pour
la vérifier, on observe que pour π dans Ĝ non triviale il suffit de montrer
que, si u vérifie π(P)u = 0, alors

Dans le cas stratifié de Type 1 : π(Yj)u = 0 , ∀j = 1, ..., p,

Dans le cas stratifié de Type 2 : π(Xℓ) = 0 et π(Yj) = 0 , ∀ℓ = 1, .., p et j = 1, .., q.

Ceci implique en effet, dans le cas stratifié de type 1 et 2, que

π(Y )u = 0, ∀Y ∈ G.

Puis, par l’hypothèse que π est irréductible et non triviale, nous obtenons que
u = 0.

On va terminer cette partie en citant un autre résultat, du à Helffer-
Nourrigat dans [7], qui intervient dans la preuve de leur théorème et qui
nous sera très utile.

Théorème 2.19. Si P ∈ Um(G) est un opérateur hypoelliptique maximal,
alors il existe une constante C strictement positive telle que, pour toute re-
présentation induite π = πℓ,H, pour tout u dans S(Rk(π)), on ait l’estimation
maximale suivante :

∑

|α|≤m

‖π(Y α)u‖2L2(Rk) ≤ C
(
‖π(P)u‖2L2(Rk) + ‖u‖2L2(Rk)

)
.

16



2.5 Application à l’hypoellipticité maximale des champs de

vecteurs

On suppose que les champs Xi et Yj pour i ∈ {1, .., p} et j ∈ {1, .., q}
vérifient (Ho) en z0 . A l’opérateur défini en (4), on va d’abord associer en x0,
un élément de l’algèbre enveloppante U(G) où G désigne l’algèbre de Lie nil-
potente libre à p+q générateurs (Z1, ..., Zp+q) et de rang de nilpotence r. On
suit ici la démarche de Rothschild-Stein dans [15]. On associe à l’opérateur
P un élément Pz0 de Um(G) défini par :

Pz0 =
∑

|α|=m

aα(z0)Z
α

et on rappelle un résultat qui s’appuie sur les articles [14], [6] et [2]) :

Théorème 2.20. Soit P l’opérateur défini en (4) avec la condition de Hör-
mander et z0 ∈ Ω. Si Pz0 est hypoelliptique alors l’opérateur P est hypoellip-
tique maximal dans un voisinage de z0.

La réciproque n’est en général pas vraie. C’est tout l’objet du livre de
[8] de donner des conditions suffisantes optimales pour cette hypoellipticité
maximale.

3 Démonstration du résultat principal quand d = 2

La démonstration consiste à construire une algèbre de Lie graduée G de
rang 3, stratifiée de type 2 et, en tout point x ∈ T2, un élément Kx de U2(G)
hypoelliptique. On déduira ensuite de l’estimation maximale obtenue pour
chaque Kx, une estimation maximale pour l’opérateur K.

Pour définir Kx, on remplacera Be(x) par une constante b ∈ R fixé, et on
montrera une estimation globale pour le modèle suivant :

Kb = v · ∇x + b(v1∂v2 − v2∂v1)−∆v + v2/4− 1, dans R2 × R2,

qui apparaîtra comme l’image par une représentation induite de Kx.
Ensuite on utilisera une partition de l’unité et on contrôlera les erreurs.

3.1 Application de la Proposition 2.11 :

On va montrer qu’on peut se mettre dans le cadre de la Proposition 2.11.
On cherche donc une algèbre de Lie graduée G de type 2, une sous-algèbre
H, un élément K̃b dans U2(G) et une forme linéaire ℓ tels que

πℓ,H(K̃b) = Kb .
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Pour cela, on détermine les conditions nécessaires sur les crochets entre les
éléments générateurs de cette algèbre. Dans l’écriture de Kb on voit ap-
paraître les opérateurs différentiels de degré 1 à coefficients polynomiaux
suivants :

X
′

1,1 = ∂v1 X
′′

1,1 = iv1 (14)

X
′

2,1 = ∂v2 X
′′

2,1 = iv2 (15)

X1,2 = v.∇x . (16)

Kb s’écrit en effet comme polynôme de ces cinq opérateurs différentiels

Kb = X1,2 −
2∑

k=1

(
(X

′

k,1)
2 +

1

4
(X

′′

k,1)
2 − i

4
(X

′

k,1X
′′

k,1 −X
′′

k,1X
′

k,1)

)

− ib
(
X

′

1,1X
′′

2,1 −X
′

2,1X
′′

1,1

)
. (17)

On regarde maintenant l’algèbre de Lie engendrée par ces cinq opérateurs et
leurs crochets. Ceci nous conduit à introduire trois nouveaux éléments qui
vérifient les relations suivantes :

X2,2 := [X
′

1,1,X
′′

1,1] = [X
′

2,1,X
′′

2,1] = i ,

X1,3 := [X1,2,X
′

1,1] = ∂x1 , X2,3 := [X1,2,X
′

2,1] = ∂x2 .

On observe aussi que l’on a les propriétés suivantes :

[X
′

1,1,X
′

2,1] = [X
′′

1,1,X
′′

2,1] = 0 ,

[X
′

j,1,Xk,3] = [X
′′

j,1,Xk,3] = [Xk,3,X2,2] = ... = 0 , ∀j, k = 1, 2 .

On construit alors une algèbre de Lie G graduée vérifiant les mêmes re-
lations de commutateurs. Plus précisément, G est stratifiée de type 2, nilpo-
tente de rang 3, son espace vectoriel sous-jacent est R8, et G1 est engendrée
par Y

′

1,1, Y
′

2,1, Y
′′

1,1 et Y
′′

2,1, G2 est engendrée par Y1,2 et Y2,2 et G3 est engendré
par Y1,3 et Y2,3. Les lois de l’algèbre sont données par :

Y2,2 = [Y
′

1,1, Y
′′

1,1] = [Y
′

2,1, Y
′′

2,1] , Y1,3 = [Y1,2, Y
′

1,1] , Y2,3 = [Y1,2, Y
′

2,1] , (18)

[Y
′

1,1, Y
′

2,1] = [Y
′′

1,1, Y
′′

2,1] = 0 , (19)

[Y
′

j,1, Yk,3] = [Y
′′

j,1, Yk,3] = [Yk,3, Y2,2] = ... = 0 ∀j, k = 1, 2 . (20)

On vérifie que l’application π (avec la convention que si ⋄ = ∅ il n’y a pas
d’exposant) définie sur sa base par

π(Y ⋄
i,j) = X⋄

i,j avec i = 1, 2, j = 1, 2, 3 et ⋄ ∈ {∅, ′, ′′}. (21)
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définit bien une représentation π de l’algèbre G.
On observe maintenant que notre représentation π peut se réécrire sous la
forme

π(Y ) = P1(Y )∂v1 + P2(v1, Y )∂v2 + P3(v1, v2, Y )∂x1 + P4(v1, v2, x1, Y )∂x2

+ iQ(v1, v2, x1, x2, Y ) ,

où pour tout Y ∈ G, il existe a, b, c, d, α, β, γ, et δ ∈ R tels que

Y =aY
′

1,1 + bY
′

2,1 + cY
′′

1,1 + dY
′′

2,1

+ αY1,2 + β Y2,2

+ γY1,3 + δY2,3,

et les polynômes Pj avec j = 1, .., 4 et Q sont définis par

P1(Y ) = a, P2(v1, Y ) = b, P3(v1, v2, Y ) = αv1 + γ

P4(v1, v2, x1, Y ) = αv2 + δ et Q(v, x, Y ) = cv1 + dv2 + β.

On peut désormais appliquer la Proposition 2.11. On obtient alors π ≡ πℓ,H
avec

ℓ ∈ G∗, 〈ℓ, Y 〉 = Q(0, Y ) = β,

H := {Y ∈ G/P1(0, Y ) = ... = P4(0, Y ) = 0} = Vect(Y
′′

1,1, Y
′′

2,1, Y1,2, Y2,2),

Retournons à notre opérateur Kb qui a été écrit comme un polynôme de
champs de vecteurs {Xj,2,Xj,3,X

′

j,1,X
′′

j,1}j=1,2 dans (17). On définit alors K̃b

comme le même polynôme mais cette fois-ci fonction des champs de vecteurs
{Yj,2, Yj,3, Y

′

j,1, Y
′′

j,1}j=1,2 définis comme suit

K̃b = Y1,2 −
2∑

k=1

(
(Y

′

k,1)
2 +

1

4
(Y

′′

k,1)
2 − i

4
(Y

′

k,1Y
′′

k,1 − Y
′′

k,1Y
′

k,1)

)

− ib
(
Y

′

1,1Y
′′

2,1 − Y
′

2,1Y
′′

1,1

)

(22)

et on vérifie que
πℓ,H(K̃b) = Kb .

Notons qu’avec les notations utilisées dans l’introduction de la section, on
a :

Kx = K̃Be(x) .
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3.2 Vérification du critère de Rockland

Pour démontrer l’hypoellipticité maximale, il faut vérifier le critère de
Rockland (cf Théorème 2.17) pour K̃b. Soit π une représentation unitaire sur
G dans Vπ. On va montrer que l’opérateur π(K̃b) est un opérateur injectif
dans l’espace Sπ des vecteurs C∞ de la représentation, qui s’identifie quand
π est irréductible à S(Rk(π)). Soit u ∈ S(Rk(π)) tel que

π(K̃b)u = 0.

D’une part, on a
Re〈π(K̃b)u, u〉 = 0,

D’autre part, par intégration par parties et en utilisant que l’opérateur π(Y )
est un opérateur formellement anti-adjoint (voir Proposition 2.13), on obtient

Re〈π(K̃b)u, u〉 = Re〈π(Y1,2)u, u〉︸ ︷︷ ︸
I

+
2∑

k=1

(
‖π(Y ′

k,1)u‖2 + ‖π(Y
′′

k,1)u‖2
)

− b Re
〈
i
(
π(Y

′

1,1)π(Y
′′

2,1)− π(Y
′

2,1)π(Y
′′

1,1)
)
u, u

〉

︸ ︷︷ ︸
II

.

D’abord, on va calculer I. En utilisant le fait que l’opérateur π(Y1,2) est
anti-adjoint d’après la Proposition 2.13, on obtient

〈π(Y1,2)u, u〉 = −〈u, π(Y1,2)u〉 = −〈π(Y1,2)u, u〉 .

Par conséquent, on a

〈π(Y1,2)u, u〉+ 〈π(Y1,2)u, u〉 = 0,

d’où ,

I = Re〈π(Y1,2)u, u〉 =
(
〈π(Y1,2)u, u〉 + 〈π(Y1,2)u, u〉

)
/2 = 0.

Ensuite, on passe au calcul du terme II. En utilisant que π est une repré-
sentation et les relations des commutateurs données dans (19), on obtient

[π(Ỹ
′

1,1), π(Ỹ
′′

2,1)] = π
(
[Ỹ

′

1,1, Ỹ
′′

2,1]
)
= 0

[π(Ỹ
′

2,1), π(Ỹ
′′

1,1)] = π
(
[Ỹ

′

2,1, Ỹ
′′

1,1]
)
= 0 .
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Alors les opérateurs iπ(Y
′

1,1)π(Y
′′

2,1) et iπ(Y
′

2,1)π(Y
′′

1,1) sont des opérateurs
anti-adjoints sur l’espace Sπ munis du produit scalaire de Vπ pour toute
représentation π. Par intégration par parties, on a

〈
iπ(Y

′

1,1)π(Y
′′

2,1)u, u
〉
= −

〈
iπ(Y

′

1,1)π(Y
′′

2,1)u, u
〉
,

〈
iπ(Y

′

2,1)π(Y
′′

1,1)u, u
〉
= −

〈
iπ(Y

′

2,1)π(Y
′′

1,1)u, u
〉
,

et donc,

Re
〈
iπ(Y

′

1,1)π(Y
′′

2,1)u, u
〉
= Re

〈
iπ(Y

′

2,1)π(Y
′′

1,1)u, u
〉
= 0 .

Par conséquent, on obtient

II = Re
〈
i
(
π(Y

′

1,1)π(Y
′′

2,1)− π(Y
′

2,1)π(Y
′′

1,1)
)
u, u

〉
= 0 .

D’où,

Re〈π(K̃b)u, u〉 =
2∑

k=1

(
‖π(Y ′

k,1)u‖2 + ‖π(Y
′′

k,1)u‖2
)
,

qui implique que

π(Y
′

j,1)u = π(Y
′′

j,1) = 0 , ∀j = 1, 2. (23)

Il reste à considérer Y1,2, pour lequel on peut remarquer que

Y1,2 = K̃b+
2∑

k=1

(
(Y

′

k,1)
2 +

1

4
(Y

′′

k,1)
2 − i

4
[Y

′

k,1, Z
′′

k,1]

)
+ib

(
Y

′

1,1Y
′′

2,1 − Y
′

2,1Y
′′

1,1

)
.

En appliquant π et par action sur u, on a

π(Y1,2)u = π(K̃b)u+

2∑

k=1

π

(
(Y

′

k,1)
2 +

1

4
(Y

′′

k,1)
2 − i

4
[Y

′

k,1, Y
′′

k,1]

)
u

+ ib π
(
Y

′

1,1Y
′′

2,1 − Y
′

2,1Y
′′

1,1

)
u

= 0 .

De la Remarque 2.18 dans le cas stratifié de type 2, on déduit que

π(Y )u = 0 , ∀Y ∈ G , et u = 0 .
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L’opérateur π(K̃b) est donc injectif dans l’espace Sπ pour tout représen-
tation irréductible et non triviale π. Par conséquent, d’après le Théorème
2.17 l’opérateur K̃b est hypoelliptique maximal dans le groupe G. En appli-
quant le Théorème 2.19 avec Kb = πℓ,H(K̃b), on obtient l’existence de C > 0
telle que l’inégalité suivante

‖X1,2u‖+
2∑

k=1

(
‖(X ′

k,1)
2u‖+ ‖(X ′′

k,1)
2u‖

)
+

2∑

k,ℓ=1

‖X ′

k,1X
′′

ℓ,1u‖

≤ C (‖Kbu‖+ ‖u‖) , ∀u ∈ S(R2 × R2) , (24)

soit vérifiée.

3.3 Deuxième approche.

Dans cette approche, on va utiliser la méthode d’addition des variables
pour remplacer les champs {Yj,2, Yj,3, Y ′

j,1, Y
′′

j,1}j=1,2 par les champs

{Zj,2, Zj,3, Z
′

j,1, Z
′′

j,1}j=1,2 sur R8 définies par :

Z
′

1,1 = ∂
x
′
1

Z
′′

1,1 = ∂
x
′′
1
+ x

′

1∂y2 (25)

Z
′

2,1 = ∂x′
2

Z
′′

2,1 = ∂x′′
2
+ x

′

2∂y2 (26)

Z1,2 = ∂y1 + x
′

1∂z1 + x
′

2∂z2 Z2,2 = ∂y2 (27)

Z1,3 = ∂z1 Z2,3 = ∂z2 . (28)

Dans les coordonnées exponentielles convenables sur G les champs de vec-
teurs {Zj,2, Zj,3, Z

′

j,1, Z
′′

j,1}j=1,2 correspondent à la représentation régulière de
G dans G et sont des champs de vecteurs invariants à gauche sur le groupe.
Dans ces coordonnées, l’opérateur K̃b s’écrit comme un polynôme des champs
de vecteurs {Zj,2, Zj,3, Z

′

j,1, Z
′′

j,1}j=1,2, et en utilisant le Théorème 2.19 sur
les groupes nilpotents, on obtient l’estimation maximale suivante

‖Z1,2u‖2 +
2∑

k=1

(
‖(Z ′

k,1)
2u‖2 + ‖(Z ′′

k,1)
2u‖2

)
+

2∑

k,ℓ=1

‖Z ′

k,1Z
′′

ℓ,1u‖2

≤ C
(
‖K̃bu‖2 + ‖u‖2

)
, ∀u ∈ S(R8). (29)

étude préliminaire.
Avant de donner la démonstration de l’inégalité maximale pour l’opérateur
Kb, on va commencer par montrer comment on passe aisément de l’inégalité :

||Q(Dx)u||2 ≤ C(||P (Dx)u||2 + ||u||2), ∀u ∈ S(Rk) , (30)
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à l’inégalité

|Q(ξ)|2 ≤ C(|P (ξ)|2 + 1) , ∀ξ ∈ Rk . (31)

Ici Dxj
= −i d

dxj
et P et Q sont des polynômes.

En utilisant le Théorème de Plancherel, on obtient

‖Q(·)w‖2 ≤ C(‖P (·)w‖2 + ‖w‖2) ,∀w ∈ S(Rk
ξ ) , (32)

Pour montrer (31) en ξ = ξ0, on considère la famille de gaussiennes

wh(ξ) = ch−
k
2 e−

(ξ−ξ0)
2

2h , h > 0 , (33)

où c > 0 est tel que ||wh|| = 1.
Par application de l’inégalité (32) à la fonction wh, on obtient

‖Q(·)wh‖2 ≤ C(‖P (.)wh‖2 + 1) , (34)

Il reste à montrer que

||(P (·) − P (ξ0))wh|| = O(h
1
2 ) et ||(Q(·)−Q(ξ0))wh|| = O(h

1
2 ) . (35)

En effet, on peut écrire :

P (ξ) = P (ξ0) +O1(η) et Q(ξ) = Q(ξ0) +O2(η)

où η = ξ − ξ0, O1(η) et O2(η) sont des polynômes qui s’annulent en η = 0 .
Ensuite, par définition de la norme L2(Rk), on a

||(P (·) − P (ξ0))wh||2 = ch−
k
2

∫

Rk

O2
1(η) e

− η2

h dη . (36)

En effectuant le changement de variables :

Rk ∋ η = (η1, ..., ηk)→ Φ(η) = (τ1, ..., τk) = (
η1√
h
, ..,

ηk√
h
) ,

l’égalité (36) prend la forme suivante :

||(P (·) − P (ξ0))wh||2 = c

∫

Rk

O2
1(h

1
2 τ

1
2 ) e−τ2 dτ .

Comme O1 est un polynôme s’annulant en 0, il peut s’écrire comme suit :

O1(h
1
2 τ) =

∑

α∈Zk, 1≤|α|≤m

Cαh
|α|
2 τα ,
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avec m = deg(O1). En utilisant l’expression précédente, on obtient

||(P (·) − P (ξ0))wh||2 = c
∑

α∈Zk , 2≤|α|≤2m

Cαh
|α|
2

∫

Rk

τα e−τ2 dτ .

Pour tout α ∈ Zk, l’intégrale
∫
Rk τ

α e−τ2 dτ est convergente, on a donc

||(P (·) − P (ξ0))wh||2 =
∑

α∈Zk , 2≤|α|≤2m

C ′
αh

|α|
2 = O(h) .

Ceci montre l’égalité (35) . Puis, en passant à la limite quand h → 0
dans l’estimation (34), on déduit

|Q(ξ0)|2 ≤ C(|P (ξ0)|2 + 1) , ∀ξ0 ∈ Rk .

Retour à la démonstration de l’inégalité maximale.
On montre maintenant comment on en déduit l’inégalité maximale pour
l’opérateur Kb sans passer par la Proposition 2.11. En appliquant la transfor-
mation de Fourier partielle F(x′′,y)→(ξ′′ ,η) en les variables (x′′, y) = (x′′1 , x

′′
2, y1, y2)

à l’estimation (29), le théorème de Plancherel implique, pour tout u ∈
S(R8

x′ ,z,ξ′′ ,η
),

‖F(x′′,y)→(ξ
′′
,η)Z1,2u‖2 +

2∑

k=1

(
‖F(x′′,y)→(ξ

′′
,η)(Z

′

k,1)
2u‖2 + ‖F(x′′,y)→(ξ

′′
,η)(Z

′′

k,1)
2u‖2

)

+

2∑

k,ℓ=1

‖F(x′′,y)→(ξ
′′
,η)Z

′

k,1Z
′′

ℓ,1u‖2 ≤ C
(
‖F(x′′,y)→(ξ

′′
,η)K̃bu‖2 + ‖F(x′′,y)→(ξ

′′
,η)u‖2

)
,

(37)

où les normes sont celles de l’espace L2(R8).
On pose Ẑ = F(x′′,y)→(ξ′′ ,η)ZF−1

(x′′,y)→(ξ′′ ,η)
pour tout Z polynôme de champs

de vecteurs sur R8. En particulier, les opérateurs Ẑ⋄
k,j avec k = 1, 2, j = 1, 2, 3

et ⋄ ∈ {∅, ′, ′′} sont donnés par :

Ẑ
′

1,1 = ∂x′
1

Ẑ
′′

1,1 = i(ξ
′′

1 + x
′

1η2)

Ẑ
′

2,1 = ∂
x
′
2

Ẑ
′′

2,1 = i(ξ
′′

2 + x
′

2η2)

Ẑ1,2 = iη1 + x
′

1∂z1 + x
′

2∂z2 Ẑ2,2 = iη2

Ẑ1,3 = ∂z1 Ẑ2,3 = ∂z2 .
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Alors l’estimation (37) prend la forme suivante :

‖Ẑ1,2w‖2 +
2∑

k=1

(
‖(Ẑ ′

k,1)
2w‖2 + ‖(Ẑ ′′

k,1)
2w‖2

)
+

2∑

k,ℓ=1

‖Ẑ ′

k,1Ẑ
′′

ℓ,1w‖2

≤ C
(
‖ ̂̃Kbw‖2 + ‖w‖2

)
, ∀w ∈ S(R8) , (38)

Ensuite, pour montrer le passage de k = 8 à k = 4 avec des paramètres
(ξ

′′
, η) = (ξ

′′

0 , η0) dans l’estimation (38), on considère la famille de fonctions
test suivante :

R8 ∋ (x
′
, z, ξ

′′
, η)→Wh(x

′
, z, ξ

′′
, η) = f(x

′
, z)wh(ξ

′′
, η), h > 0 ,

où wh est définie en (33). Par application de l’inégalité (37) à la fonction
Wh, on obtient

‖Ẑ1,2Wh‖2 +
2∑

k=1

(
‖(Ẑ ′

k,1)
2Wh‖2 + ‖(Ẑ

′′

k,1)
2Wh‖2

)
+

2∑

k,ℓ=1

‖Ẑ ′

k,1Ẑ
′′

ℓ,1Wh‖2

≤ C
(
‖ ̂̃KbWh‖2 + ‖Wh‖2

)
. (39)

En procédant comme dans le cas préliminaire, on passe à la limite quand
h → 0 dans l’estimation (39) et on déduit qu’il existe C > 0 tel que pour
tout (ξ

′′

0 , η0) ∈ R4 et f ∈ S(R4)

2∑

k,ℓ=1

‖Ẑ ′

k,1Ẑ
′′

ℓ,1(ξ
′′

0 , η0)f‖2 +
2∑

k=1

(
‖(Ẑ ′

k,1)
2(ξ

′′

0 , η0)f‖2 + ‖(Ẑ
′′

k,1)
2(ξ

′′

0 , η0)f‖2
)

+ ‖Ẑ1,2(ξ
′′

0 , η0)f‖2 ≤ C
(
‖ ̂̃Kb(ξ

′′

0 , η0)f‖2 + ‖f‖2
)
, (40)

où les normes sont maintenant dans l’espace L2(R4).
Finalement, pour déduire l’estimation maximale (29), il suffit de choisir
(ξ

′′

0 , η0) = (0, 0, 0, 1) et d’effectuer le changement de notation suivant :

x
′

1 ←→ v1 x
′

2 ←→ v2

z1 ←→ x1 z2 ←→ x2 .

On en déduit alors l’estimation maximale (24).
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3.4 Preuve du Théorème 1.7

3.4.1 Première étape.

On fixe x0 ∈ R2 et on note Be(x0) = b0 ∈ R. On rappelle l’opérateur K

K = v · ∇x − (v ∧ Be) · ∇v −∆v + v2/4 − 1,

On commence par u ∈ S(R2 × R2) avec diam (Suppu) ≤ ε, on a

Ku = (K −Kb0)u+Kb0u,

D’une part, on vérifie qu’il existe C > 0 tel que :

‖(K −Kb0)u‖ = ‖(Be −Be(x0))(v1∂v2 − v2∂v1)u‖
≤ ‖∇xBe‖L∞ |x− x0| ‖(v1∂v2 − v2∂v1)u‖ (41)

≤ C ε ‖(v1∂v2 − v2∂v1)u‖ .

On obtient alors l’estimation suivante :

‖(K −Kb0)u‖ ≤ Cε‖u‖B̃2

D’autre part, par l’inégalité (24) et le Théorème 2.20 au point x0, on ob-
tient que l’opérateur Kb0 est hypoelliptique maximal dans B(x0, ε). Donc
l’opérateur Kb0 vérifie, pour une constante C > 0 assez grande, l’estimation
suivante

‖Kb0u‖ ≥
1

C
‖X1,2u‖+

1

C

2∑

k=1

(
‖(X ′

k,1)
2u‖+ ‖(X ′′

k,1)
2u‖

)
+

1

C

2∑

k,ℓ=1

‖X ′

k,1X
′′

ℓ,1u‖ − C‖u‖,

(42)

Finalement, on observe que

‖Ku‖ ≥ ‖Kb0u‖ − ‖(K −Kb0)u‖,

En utilisant les inégalités (41) et (42) et en choisissant 0 < ε < 1, on obtient
alors qu’il existe C > 0 telle que :

‖X1,2u‖+
2∑

k=1

(
‖(X ′

k,1)
2u‖+ ‖(X ′′

k,1)
2u‖

)
+

2∑

k,ℓ=1

‖X ′

k,1X
′′

ℓ,1u‖ (43)

≤ C (‖Ku‖+ ‖u‖) , ∀u ∈ S(R2 × R2) avec diam (Suppu) ≤ ε.
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3.4.2 Deuxième étape.

On introduit pour ε > 0, une partition de l’unité (ϕj)
n0
j=1 dans la va-

riable d’espace x ∈ T2 subordonnée à un recouvrement de T2 par des boules
B(xj , ε) qui sont définies par :

B(xj, ε) := {x ∈ T2/ d(x, xj) < ε}, ∀j = 1, .., n0.

On a donc Suppϕj ⊂ B(xj, ε) ∀j ∈ {1, .., n0} et

n0∑

j=1

ϕ2
j = 1.

étape intermédiaire.
On va montrer l’estimation maximale suivante :

‖X1,2ϕju‖+
2∑

k=1

(
‖(X ′

k,1)
2ϕju‖+ ‖(X

′′

k,1)
2ϕju‖

)
+

2∑

k,ℓ=1

‖X ′

k,1X
′′

ℓ,1ϕju‖

(44)

≤ C (‖Kϕju‖+ ‖ϕju‖) , ∀u ∈ S(T2 × R2) .

Pour la montrer, on va revenir à l’identification entre u et ũ expliquée dans
l’introduction. Pour j = 1, .., n0, on peut identifier la fonction ϕj ∈ S(T2 ×
R2), avec Suppϕj ⊂ B(xj, ε), à la fonction ϕ̃j ∈ C∞(R2 × R2) qui est
Γ-périodique. Pour ε assez petit, les composantes connexes de Supp ϕ̃j se
décomposent de façon qu’il existe x̃j et une fonction ϕ̃j,0 à support dans
B(x̃j , ε) ⊂ R2 tels que

ϕ̃j =
∑

α∈Z2×{0}

τα ϕ̃j,0 ,

où τα est la translation par α et telle que

‖ϕju‖L2(T2×R2) = ‖ϕ̃j,0ũ‖L2(R2×R2) .

En appliquant l’estimation (43) à la fonction w = ϕ̃j,0 ũ avec u ∈ S(T2×R2)
et observant que diam (Suppw) ≤ ε, on obtient qu’il existe C > 0 telle que :

‖X1,2ϕ̃j,0ũ‖+
2∑

k=1

(
‖(X ′

k,1)
2ϕ̃j,0ũ‖+ ‖(X

′′

k,1)
2ϕ̃j,0ũ‖

)
+

2∑

k,ℓ=1

‖X ′

k,1X
′′

ℓ,1ϕ̃j,0ũ‖

(45)

≤ C (‖Kϕ̃j,0ũ‖+ ‖ϕ̃j,0ũ‖) .
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On note que Xj,2,Xj,3,X
′

j,1, et X
′′

j,1 , avec j = 1, 2 sont des opérateurs diffé-
rentiels. D’après l’identification et la définition des dérivées sur le tore, on a
alors

‖X̃1,2ϕju‖+
2∑

k=1

(
‖ ˜(X

′

k,1)
2ϕju‖+ ‖ ˜(X

′′

k,1)
2ϕju‖

)
+

2∑

k,ℓ=1

‖ ˜X
′

k,1X
′′

ℓ,1ϕju‖

(46)

≤ C
(
‖K̃ϕju‖+ ‖ϕju‖

)
,

Finalement, par l’équivalence entre la norme ‖ · ‖L2
per(R

2×R2) et la norme
‖ · ‖L2(T2×R2), on en déduit l’estimation (44) .

étape intermédiaire : Le but de cette étape est de montrer les deux
estimations suivantes :

∀η > 0,∃Cη > 0 /∀u ∈ B̃2, ‖u‖B̃1 ≤ η‖u‖B̃2 + Cη‖u‖ , (47)

∀ϕ ∈ C∞(T2
x),∃Cϕ > 0 / ‖[K,ϕ]u‖ ≤ Cϕ‖u‖B̃1 . (48)

Soit u ∈ S(T2 × R2), d’après la définition de la norme ‖ · ‖B1 , on a

‖u(x, .)‖2B1 =
∑

|α|+|β|≤1

‖vα∂βv u(x, .)‖2L2(R2)

=
∑

|α|+|β|≤1

〈vα∂βv u(x, .), vα∂βv u(x, .)〉 ,

En effectuant une intégration par parties par rapport à v, on a, pour tout
x ∈ T2 ,

‖u(x, .)‖2B1 =
∑

|α|+|β|≤1

〈
vαu(x, .), (−1)|β| ∂βv

(
vα∂βv u(x, .)

)〉

=
∑

|α|+|β|≤1

〈
u(x, .), (−1)|β| vα∂βv

(
vα∂βv u(x, .)

)〉
,

Ensuite, en utilisant la formule de Leibniz, l’égalité précédente prend la forme
suivante :

‖u(x, .)‖2B1 =
∑

|α′|+|β′|≤2

Cα′Cβ′

〈
u(x, .), vα

′
∂β

′

v u(x, .)
〉
.
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En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient qu’il existe C > 0
tel que :

‖u(x, .)‖2B1 ≤ C‖u(x, .)‖ ‖u(x, .)‖B2 .

Finalement, par l’identité remarquable on obtient que pour tout η > 0, il
existe Cη > 0 tel que :

∀η > 0, ‖u(x, .)‖2B1 ≤ η‖u(x, .)‖2B2 + Cη‖u(x, .)‖2 ,

puis, en intégrant en x sur le tore T2, on en déduit l’estimation (47).
En remarquant maintenant que le commutateur vaut

[K,ϕ] = [v · ∇x, ϕ] = v · ∇xϕ ,

d’après l’égalité précédente et en appliquant l’inégalité de Hölder, on obtient

‖[K,ϕ]u‖ = ‖v · ∇xϕu‖ ≤ ‖∇xϕ‖L∞(T2) ‖u‖B̃1 ≤ Cϕ‖u‖B̃1 .

Fin de la preuve : Soit Be ∈ Lipsch(T2) et u ∈ S(T2×R2). On va contrôler
terme par terme. Par la partition de l’unité et par l’application de l’inégalité
(44), on obtient qu’il existe C > 0 tel que

‖u‖2
B̃2 =

n0∑

j=1

‖ϕju‖2B̃2 ≤ C
n0∑

j=1

(
‖Kϕju‖2 + ‖ϕju‖2

)
, (49)

En utilisant la définition du commutateur, on obtient

n0∑

j=1

‖Kϕju‖2 ≤ 2

n0∑

j=1

(
‖[ϕj ,K]u‖2 + ‖ϕjKu‖2

)
.

D’après l’estimation (47)-(48), on obtient, pour tout η > 0, l’existence de
Cη > 0 telle que :

n0∑

j=1

‖Kϕju‖2 ≤ Cη‖Ku‖2 + η‖u‖B2 . (50)

En injectant l’inégalité (50) dans l’inégalité (49), on en déduit que pour tout
η > 0, il existe Cη > 0 telle que :

‖u‖2B2 ≤ Cη‖Ku‖2 + η‖u‖2B2 + C‖u‖2,

29



Ensuite, en utilisant les mêmes techniques, on a

‖v · ∇xu‖2 =
n0∑

j=1

‖ϕj(v · ∇xu)‖2

≤ 2

n0∑

j=1

(
‖[ϕj , v · ∇x]u‖2 + ‖(v · ∇x)(ϕju)‖2

)

En utilisant les inégalités (50) et (44), on obtient qu’il existe C ′ > 0 et
pour tout η

′
> 0, Cη′ > 0 telles que :

‖v · ∇xu‖2 ≤
n0∑

j=1

(
Cη′‖ϕj Ku‖2 + η

′‖ϕju‖2B2 + ‖ϕju‖2
)

≤ Cη′ ‖Ku‖2 + η
′‖u‖2B2 + C ′‖u‖2.

Il reste à estimer le terme suivant

‖Be(v1∂v2 − v2∂v1)u‖2 =

n0∑

j=1

‖Be(v1∂v2 − v2∂v1)(ϕju)‖2.

Par application directe des inégalités (44) et (50), on obtient qu’il existe
C,C ′′ > 0 et pour tout η

′′
> 0, Cη′′ > 0 telles que :

‖Be(v1∂v2 − v2∂v1)u‖2 ≤ C
n0∑

j=1

(
‖K(ϕju)‖2 + ‖u‖2

)

≤ Cη
′′‖Ku‖2 + η

′′‖u‖2B2 + C ′′‖u‖2.

Choisissant η, η
′
et η

′′
> 0 tels que η+η

′
+η

′′
< 1, on obtient donc l’existence

d’une constante C̃ > 0 tel que :

‖(v · ∇v −Be(v1∂v2 − v2∂v1))u‖+ ‖u‖B2 ≤ C̃(‖Ku‖+ ‖u‖), ∀u ∈ S(T2 × R2).

4 Démonstration du résultat principal quand d = 3

4.1 Préliminaires

On présente maintenant la démonstration du Théorème 1.7 quand d = 3,
et on va expliquer les différences dans les étapes de la preuve, avec celles dans
le cas où d = 2. L’approche est la suivante, on remplace d’abord Be(x) par
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un vecteur constant b := (b1, b2, b3) ∈ R3 fixé, et on montre une estimation
globale pour le modèle suivant :

Kb = v · ∇x + (v ∧ b) · ∇v −∆v + v2/4− 3/2. (51)

On définit la transformation canonique suivante

VM : R3 × R3 7→ R3 × R3, (x, v) −→ VM (x, v) := (Mx, (M−1)tv),

où M est la matrice de rotation qui s’obtient par la multiplication entre les
deux matrices de rotations R(θ1) et R(θ2) autour des axes (Ox) et (Oz) et
d’angles de rotation θ1 et θ2 respectivement

R(θ1) :=



1 0 0
0 cos θ1 − sin θ1
0 sin θ1 cos θ1


 R(θ2) :=



cos θ2 − sin θ2 0
sin θ2 cos θ2 0
0 0 1




où les deux angles sont définis par

θ1 = arctan(b1 / b2) , θ2 = arctan(
√
b21 + b22 / b3).

On note que les opérateurs différentiels suivants sont invariants par conju-
gaison par la transformation VM :

VM (v · ∇x)VM−1 = v · ∇x et VM (−∆v + v2/4− 3/2)VM−1 = −∆v + v2/4− 3/2.

Par construction de la matrice M , la conjugaison de l’opérateur magnétique
donne la forme suivante :

VM (v ∧ b) · ∇v VM−1 = |b|(v1∂v2 − v2∂v1).

Par conséquent, la conjugaison de l’opérateur de Fokker-Planck-magnétique
défini en (51), par l’opérateur de transformation canonique VM , nous donne
l’opérateur suivant

Q|b| := VM Kb VM−1 = v · ∇x + |b| (v1∂v2 − v2∂v1)−∆v + v2/4− 3/2, (52)

où on désigne par |b| la norme euclidienne du vecteur b ∈ R3.
On remarque que l’espace B̃2 est invariant par rotation. Les estimations

maximales pour Kb sont donc équivalentes aux estimations maximales pour
Q|b| (avec contrôle uniforme des constantes).

Comme dans le cas d = 2, la démonstration consiste à construire une
algèbre de Lie graduée G de rang 3, et, en tout point x ∈ T3, un élément Q|b|

de U2(G) hypoelliptique. On déduira de l’estimation maximale obtenue pour
chaque Q|b|, une estimation maximale pour l’opérateur Q|b|.
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4.2 Construction de l’algèbre de Lie G :

On se met dans le cadre de la Proposition 2.11. On cherche donc une
algèbre de Lie graduée G de type 2 et de rang 3, une sous-algèbre H, un
élément Q̃b dans U2(G) et une forme linéaire ℓ tels que

πℓ,H(Q̃b) = Qb .

Pour cela, on détermine les conditions nécessaires sur les crochets entre les
éléments générateurs de cette algèbre. Dans l’écriture de Kb on voit ap-
paraître les opérateurs différentiels de degré 1 à coefficients polynomiaux
suivants :

X
′

1,1 = ∂v1 X
′′

1,1 = iv1
X

′

2,1 = ∂v2 X
′′

2,1 = iv2
X

′

3,1 = ∂v3 X
′′

3,1 = iv3
X1,2 = v.∇x

(53)

Qb s’écrit en effet comme polynôme de ces sept opérateurs différentiels

Qb = X1,2 −
3∑

k=1

(
(X

′

k,1)
2 +

1

4
(X

′′

k,1)
2 − i

4
(X

′

k,1X
′′

k,1 −X
′′

k,1X
′

k,1)

)

− i|b|
(
X

′

1,1X
′′

2,1 −X
′

2,1X
′′

1,1

)
. (54)

On regarde maintenant l’algèbre de Lie engendrée par ces sept opérateurs et
leurs crochets. Ceci nous conduit à introduire quatre nouveaux éléments :

X2,2 = [X
′

1,1,X
′′

1,1] = [X
′

2,1,X
′′

2,1] = i X1,3 = [X1,2,X
′

1,1] = ∂x1

X2,3 = [X1,2,X
′

2,1] = ∂x2 X3,3 = [X1,2,X
′

3,1] = ∂x3 .

On observe aussi les relations de commutateurs triviales comme

[X
′

1,1,X
′

2,1] = [X
′′

1,1,X
′′

2,1] = [X
′

j,1,Xk,3] = [X
′′

j,1,Xk,3] = [Xk,3,X2,2] = 0 ,

pour tout j, k = 1, 2, 3 .
On construit alors une algèbre de Lie G stratifiée de type 2 vérifiant les
mêmes relations de commutateurs. Plus précisément G est stratifiée de type
2 et nilpotente de rang 3, dont l’espace vectoriel sous-jacent est R11, où G1
est engendrée par Y

′

1,1, Y
′

2,1, Y
′

3,1, Y
′′

1,1, Y
′′

2,1 et Y
′′

3,1, G2 est engendré par Y1,2
et Y2,2 et G3 est engendrée par Y1,3, Y2,3 et Y3,3. Les lois de l’algèbre sont
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données par :

Y2,2 = [Y
′

1,1, Y
′′

1,1] = [Y
′

2,1, Y
′′

2,1] , Y1,3 = [Y1,2, Y
′

1,1] , (55)

Y2,3 = [Y1,2, Y
′

2,1] , Y3,3 = [Y1,2, Y
′

3,1] , (56)

[Y
′

1,1, Y
′

2,1] = [Y
′′

1,1, Y
′′

2,1] = 0 , (57)

[Y
′

j,1, Yk,3] = [Y
′′

j,1, Yk,3] = [Yk,3, Y2,2] = ... = 0 , ∀j, k = 1, 2, 3 . (58)

On vérifie que l’application π (avec la convention que si ⋄ = ∅ il n’y a pas
d’exposant)

π(Y ⋄
i,j) = X⋄

i,j avec i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3 et ⋄ ∈ {∅, ′, ′′} (59)

définit une représentation π de G. On observe maintenant que notre repré-
sentation π peut se réécrire sous la forme

π(Y ) = P1(Y )∂v1 + P2(v1, Y )∂v2 + P3(v1, v2, Y )∂v3

+ P4(v1, v2, v3, Y )∂x1 + P5(v1, v2, v3, x1, Y )∂x2

+ P6(v1, v2, v3, x1, x2, Y )∂x3 +Q
′
(v1, v2, v3, x1, x2, x3, Y ),

où pour tout Y ∈ G, il existe ai, bi, β, γ, αi ∈ R ∀i = 1, 2, 3 tels que

Y =a1Y
′

1,1 + a2Y
′

2,1 + a2Y
′

3,1 + b1Y
′′

1,1 + b2Y
′′

2,1 + b3Y
′′

3,1

+ βY1,2 + γ Y2,2

+ α1Y1,3 + α2Y2,3 + α3Y3,3,

et les polynômes Pj avec j = 1, .., 6 et Q′ sont définis par

P1(Y ) = a1, P2(v1, Y ) = a2, P3(v1, v2, Y ) = a3

P4(v1, v2, v3, Y ) = cv1 + α1, P5(v1, v2, x1, Y ) = βv2 + α2,

P6(v1, v2, v3, x1, x2, Y ) = cv3 + α3 et Q
′
(v, x, Y ) = b1v1 + b2v2 + b3v3 + d.

En appliquant la Proposition 2.11, on obtient alors π ≡ πℓ,H avec

ℓ ∈ G∗, 〈ℓ, Y 〉 = Q
′
(0, Y ) = d,

H := {Y ∈ G/P1(0, Y ) = ... = P6(0, Y ) = 0} = Vect(Y
′′

1,1, Y
′′

2,1, Y
′′

3,1, Y1,2, Y2,2),

Retournons à notre opérateur Qb qui a été écrit comme un polynôme de
champs de vecteurs {Xj,2,Xj,3,X

′

j,1,X
′′

j,1}j=1,2,3 dans (17). On définit alors
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Q̃b comme le même polynôme mais cette fois-ci fonction des champs de
vecteurs {Yj,2, Yj,3, Y

′

j,1, Y
′′

j,1}j=1,2,3 comme suit

Q̃|b| = Y1,2 −
3∑

k=1

(
(Y

′

k,1)
2 +

1

4
(Y

′′

k,1)
2 − i

4
(Y

′

k,1Y
′′

k,1 − Y
′′

k,1Y
′

k,1)

)

− i|b|
(
Y

′

1,1Y
′′

2,1 − Y
′

2,1Y
′′

1,1

)
, (60)

et on vérifie que
πℓ,H(K̃b) = Kb .

4.3 Vérification du critère de Rockland

Soit π une représentation unitaire sur G dans Vπ. On va montrer que
l’opérateur π(Q̃|b|) est un opérateur injectif dans l’espace Sπ des vecteurs
C∞ de la représentation, s’identifie quand π est irréductible à S(Rk(π)) .
Soit u ∈ S(Rk(π)) tel que

π(Q̃|b|)u = 0.

En appliquant les techniques utilisées dans la Section 3.2, on vérifie pour un
système de générateurs la propriété suivante :

π(Y ⋄
i,j)u = 0 ∀i, j = 1, 2, 3 et ⋄ ∈ {∅, ′, ′′}.

D’après la Remarque 2.18 dans le cas stratifié de type 2, on en déduit que

π(Y )u = 0 , ∀Y ∈ G ,
et que u = 0.
L’opérateur π(Q̃|b|) est donc injectif dans l’espace Sπ pour tout représenta-
tion irréductible et non triviale π. Par conséquent, d’après le Théorème 2.17
l’opérateur Q̃|b| est hypoelliptique maximal dans le groupe G. En appliquant

le Théorème 2.19 (Q|b| = πℓ,H(Q̃|b|), on obtient l’inégalité suivante

‖X1,2u‖+
2∑

k=1

(
‖(X ′

k,1)
2u‖+ ‖(X ′′

k,1)
2u‖

)
+

2∑

k,ℓ=1

‖X ′

k,1X
′′

ℓ,1u‖

≤ C
(
‖Q|b|u‖+ ‖u‖

)
, ∀u ∈ S(R3 × R3). (61)

Par la conjugaison par la transformation canonique VM−1 de l’opérateur Q|b|,
on a alors

‖X1,2u‖+
3∑

k=1

(
‖(X ′

k,1)
2u‖+ ‖(X ′′

k,1)
2u‖

)
+

3∑

k,ℓ=1

‖X ′

k,1X
′′

ℓ,1u‖

≤ C (‖Kbu‖+ ‖u‖) , ∀u ∈ S(R3 × R3). (62)
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4.4 Fin de la preuve

Pour la suite de la preuve, il n’y a aucune différence avec le cas d =
2, on utilise une partition de l’unité et on contrôle l’erreur, afin d’obtenir
l’estimation maximale (3) pour l’opérateur initial K dans l’espace S(T3 ×
R3). Pour plus de détails sur un résultat similaire sans champ magnétique
mais avec un potentiel électrique, nous renvoyons au chapitre 9 du livre de
B.Helffer et F.Nier [4].
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