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I ACADEMIE DES SCIENCES.
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GEOMETRIE. —Le calcul tensoriel et les opérations vectorielles orientées.
Note de M. Jean-Jacoues Moreau, présentée par M. Henri Villat.

Parmi les opérations classiques du calcul vectoriel, il en est dont la définition
invoque le concept d’orientation de l'espace.: principalement I'opération
algé-brique de multiplication wvectorielle ( avec I'opération connexe de
multiplication mixte) et 'opération différentielle rotationnel.

U n caractére dominant de ces opérations orientées est de ne pas se préter
directement aux notations tensorielles, ce qui oblige parfois & renoncer a leur
emploi : des tenseurs antisymétriques du second ordre doivent alors étre
introduits a la place du produit vectoriel, du rotationnel, du vecteur champ .

magnetique, ~etc.

" Nous avons cherché, pour notre part, 4 relier les deux points de vue gréice a
un artifice élémentaire qui établit en quelque sorte la liaison entre les algo-

rithmes « intérieurs » et « extérieurs» (').
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Soit, dans l'espace orienté, x,, @,, &, un trivecteur de coordonnées, ortho-

normal et direct. L.e déterminant
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dont on interpréte chaque terme comme le produit tensoriel de trois vecteurs,
définit un tenseur du troisiéme ordre e. Remplacer le trivecteur par un autre
également orthonormal et direct, revient & effectuer sur chaque ligne du déter-
minant en question une méme substitution orthogonale directe et le laisse donc
invariant. Le tenseur ¢ est ainsi un élément intrinséque de 1’espace orienté.

(1) Nous introduisions déja cette notation dans une communication au Congrés National
de I’Aviation Francaise de 1946 : Sur les rotations d'une particule en suspension. .

(Rapport n°® 42/133).
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Plus explicitement, les composantes des vecteurs unitaires z; étant de la
forme of (?), les composantes du tenseur s'écrivent
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Ce tenseur préside, par le simple jeu du calcul tensoriel, & la formation
. : . , e o o B , . -
de toutes les operations orientées : a, b, ¢ étant trois vecteurs, on trouve

immeédiatement que le scalaire invariant

m —= e,-,'ka.,-b,-c'/\-

n’est autre que le produit mixte de ces trois vecteurs.
Corrélativement, si '
S S
d=10 A\ c

on a en notation tensorielle .
' fi—= &1 0; 4.

A .- ° ? LJ 1 . '>~ . h>-
.De méme 'si 'on considére un champ vectoriel z et son rotationnel r, on a

. duy
= S ———
] 7] dx,
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On voit encore qu’a un tenseur du second ordre T, s’associe de maniére
, J
intrinséque, en géométrie orientée, le vecteur .

Di”:.: Si/‘kT}‘/‘- - .

appelé classiquement vecteur dual du tenseur.

D’une fagon générale, dans I’espace orienté 4 r dimensions, on invoquera un
tenseur d'orientation ¢ d'ordre n qui préside a la définition des opérations
orientées. Son introduction permet de saisir I'influence du nombre de dlmen-.
. stons sur le developpement du calcul orienté. °

Nous nous bornons ici au cas tridimensionnel. Un produit tensoriel du
tenseur ¢ par lui-méme conduit par la régle de multiplication des déterminants

& I'expression
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ou symbole de Kronecker généralisé.
Une contraction donne ensuite, aprés développement,

EijkEimn=— 6}'2.” — 6;" 0% — 6;’ 0.

(*) On sait que le symbole de Kronecker df représente 'unité si les indices j et & sont .
identiques, et zéro s’ils sont différents. |
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Ce résultat condense pratiquement toute la technique du calcul des
> > >

opérations orientées. Solent par exemple trois vecteurs a, b, c et le double

produit vectoriel
.>
“
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on écrit

Pie= €ijk @ ErumbiCcm= (0! 5}”—- 65 0 Yaibicm—=a;bici— a;bjcy,

d’ou 'expression classique
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