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La représentation du temps en mécanique discréte

Vincent Ardourel et Anouk Barberousse

Résumé

La plupart des modéles et théories physiques utilisent un parameétre continu t pour représenter le temps. En
revanche, les modéles numériques utilisent un paramétre discret ty (k =1, 2, ..., n) pour représenter le temps,
les ordinateurs ne pouvant pas traiter des quantités continues. Les relations entre ces deux parameétres tempo-
rels ne sont pas sans poser de probléme. Pour étre résolues sur ordinateurs, les équations continues doivent
étre remplacées par des équations discrétes. Dans la plupart des cas, les équations discrétes sont obtenues par
discrétisation des équations continues, en utilisant des méthodes numériques pour les transformer. Ces mé-
thodes numériques (différences finies, Runge-Kutta, etc.) peuvent conduire a des artefacts lors des calculs sur
ordinateurs. Le recours & paramétre discret t. est ainsi a la fois ce qui rend possible la révolution computation-
nelle mais consiste aussi en un pis-aller voire un obstacle a la modélisation des phénomenes physiques. Il
existe cependant une maniére plus radicale d’introduire un temps discret dans les modéles numériques. Des
algorithmes intrinsequement discrets peuvent étre utilisés. Ces derniers semblent éviter certains des problémes
liés a la discrétisation. Le but de chapitre est d’examiner les conséquences de ces approches intrinséquement
discrétes sur la représentation du temps en physique. Plus précisément, nous analysons les conséquences du
développement d’une « mécanique discréte »(Lee 1983, 1987), a savoir une mécanique intrinsequement dis-
créte et pour laquelle le symbole t« est une variable dynamique discréte et non un simple un parameétre discret.

Introduction

A partir des années 1960, une mécanique discréte a été développée par différents mathématiciens et physiciens.
Il s’agit d’une théorie physique intrinséquement discréte, au sens ou ses les lois et principes fondamentaux
sont formulés a 1’aide d’équations aux différences. Le but de ce chapitre est d’examiner les conséquences de
cette mécanique discréete sur la représentation du temps en physique. Notre hypothése de travail — qui sera
discutée au cours de ce chapitre — est qu’il s’agit d’une bonne théorie physique, du moins aussi satisfaisante
que les théories physiques traditionnelles pour décrire et prédire les phénomenes, et peut-étre méme meilleure
puisqu’elle est particulierement bien adaptée au calcul sur ordinateur. Dans un article fondateur de cette théo-
rie, I’'un de ses auteurs, le Prix Nobel de physique Tsung-Dao Lee, souléve les deux questions suivantes :

Au lieu de traiter le temps comme un paramétre continu, nous pourrions nous demander si:

(1) le temps peut-il étre un parameétre discret (une formulation en temps discret)

(2) le temps peut-il étre discret et traité comme une bona fide variable dynamique (mécanique
discréte)? (Lee 1983, p. 217)

Nous nous proposons de suivre ces interrogations et de nous intéresser a ces deux aspects de la représentation
du temps en mécanique discréte. D’un c6té, nous analysons le caractéere discret de la représentation du temps
de cette théorie. De I’autre, nous examinons les conséquences d’une représentation du temps comme variable
dynamique par opposition & un simple parameétre.

1. La mécanique discréte

Pour répondre aux deux questions posées en introduction, nous commencons par expliquer comment les scien-
tifiques introduisent des représentations discretes pour le temps dans leurs modeles numériques. Pour cela,
nous commencons par décrire, dans la section 1.1, différentes méthodes de discrétisation des équations conti-
nues avant de se concentrer, dans la section 1.2, a I’analyse de I’une d’entre elle : la méthode symplectique ou
variationnelle. Cette méthode numeérique nous conduira a I’introduction de la mécanique discréte (MD) a la-
quelle sont consacrés la section 1.3 et la suite du chapitre.

1.1 Discrétisation, modéles numériques et intégrateurs numériques
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Le développement de la MD est étroitement lié a celui des modeles numériques, c¢’est-a-dire les modeles des-
tinés a étre calculés sur ordinateurs. Afin de mieux comprendre la spécificité de la MD, il nous faut commencer
par examiner comment le temps et les autres grandeurs physiques sont discrétisés pour construire les modeles
numériques. Si les ordinateurs sont en effet d’une aide précieuse pour résoudre les équations des théories
physiques, une étape préalable est requise. Il faut transformer les équations continues des théories physiques
en équations discrétes afin qu’elles puissent étre traitées par des ordinateurs. Des algorithmes sont développés
dans ce but, appelés des intégrateurs numériques dans le cadre de la résolution des équations différentielles.
Cette section est consacrée a I’analyse et la comparaison de certains d’entre eux

Parmi les différents intégrateurs numériques, commengons par nous intéresser aux intégrateurs les plus
simples : I’intégrateur d’Euler forward et I’intégrateur d’Euler backward. Le premier transforme la dérivée
dx/dt=y en I’équation discrete (xk+1-X)/h= yi et le second en I’équation (Xi+1-Xk)/h= Yk+1. Considérons par
exemple les équations du mouvement du pendule simple. En utilisant chacun de ces intégrateurs, deux équa-
tions doivent étre transformées a chaque fois. La premiére correspond a la définition de la vitesse angulaire
dg/dt=v ou g est I’angle que fait le pendule avec la verticale. La seconde équation représente 1’évolution de la
vitesse angulaire en fonction de la longueur du pendule | et de 1’accélération de la pesanteur g : dv/dt =-g/I
sin(q). Avec I’intégrateur d’Euler forward, les équations discrétes obtenues sont :

Gr+1—q)/h= v, et (Ve —v)/h= —g/l sin(qy) €Y)

Avec I’intégrateur d’Euler backward, les équations discretes obtenues sont :

Gke1 — Q)/h = Vg1 et (Vg1 —v)/h = — g/l sin(qy41) (2)

Introduisons maintenant un autre intégrateur numerique pour résoudre le pendule simple : I’intégrateur varia-
tonnel ou symplectique. Une premiére maniere de le définir consiste a remarquer qu’il est une sorte de mélange
des deux premiers intégrateurs : la premiére équation différentielle est transformée selon I’intégrateur d’Euler
backward et la seconde selon I’intégrateur d’Euler forward :

(Gr+1 —Q)/h = Vg1 et (Vgyr —vx)/h= — g/l sin(qy) 3

Des tests numériques ont été effectué par Stern et Desbrun (2008) pour comparer ces trois intégrateurs
(Fig. 1). Les trajectoires du pendule simple ont été calculées sur ordinateur et représentées dans 1’espace des
phases. Le pendule simple étant un systéme conservatif, c’est-a-dire qui conserve 1’énergie, ses trajectoires
sont des courbes fermées d’aprés les lois de la mécanique de Newton. Cependant, comme on peut le voir sur
la Figure 1 (a gauche), les trajectoires obtenues avec I’intégrateur d’Euler forward sont des spirales qui fuient
le centre. Cet artefact est le résultat d’instabilité numérique. Avec I’intégrateur d’Euler backward (au milieu)
les trajectoires s’enroulent en spirale vers le centre. Cet artefact est cette fois le résultat d’une dissipation
numérique. Seules les trajectoires calculées avec I’intégrateur d’Euler symplectique sont des courbes fermées,
représentant ainsi correctement le comportement d’un systéme conservatif.

Fig. 1 et Fig. 2

Hairer et al. (2002) ont effectué des tests similaires appliqués aux trajectoires de cing planétes gravitant
autour du soleil. Les calculs numérigques ont été exécutés avec les trois intégrateurs sur des périodes de temps
représentant 200 000 jours. Les comportement obtenus sont similaires. Avec I’intégrateur d’Euler forward, les
trajectoires des planétes sont instables : les planétes quittent leur orbite périodique. Avec I’intégrateur 1’ inté-
grateur d’Euler backward, les trajectoires sont aussi instables mais, dans ce cas, les trajectoires des planétes
s’effondrent sur le soleil. En revanche, comme on peut le voir sur la Figure 2, I’intégrateur symplectique con-
duit a de meilleurs résultats : les trajectoires des planétes sont bien périodiques.

Cette différence entre ces trois intégrateurs s’explique principalement par le caractere non-symplec-
tique des algorithmes traditionnels. Cela signifie qu’ils ne conservent pas certaines propriétés geométriques de
la dynamique des systémes mécaniques. Ce défaut est particulerement problématique lorsque les systémes
étudiés sont conservatifs. 1l faut en effet ajouter des mécanismes ad hoc pour obtenir un comportement con-
forme a ce qui est théoriquement attendu. Par contre les intégrateurs symplectiques conservent naturellement
ces propriétés globales de la dynamique des systemes conservatifs. Il n’est plus besoin d’ajouter d’éléments
artificiels pour forcer un systéme mécanique a rester stable. Kang Feng est I’un des mathématiciens qui a
largement contribué au développement des intégrateurs symplectiques dans les années 1970. Dans un ouvrage



posthume, son frére souligne que celui-ci avait compris trés tdt que ce choix entre ces deux stratégies avaient
des conséquences importantes pour la modélisation scientifique :

[Kang Feng] avait bien compris que différentes formulations mathématiques équivalentes d’une méme
loi physique peuvent se comporter différemment lors d’un calcul sur ordinateur. [...] Ainsi, en méca-
nique classique, les équations du mouvement de Newton, les équations de la mécanique lagrangienne
et celles de la mécanique hamiltonienne se comportent différemment une fois discrétisées. Parce que
la formulation hamiltonienne a une structure symplectique, [Kang Feng] avait compris que si 1’algo-
rithme pouvait conserver cette propriété géométrique de symplecticité, il serait possible d’éviter la
dissipation numérique pour ce type d’algorithme et développer des algorithmes hautement perfor-
mants. (Feng et Quin 2010, p. X)

De prime abord, les différences entre intégrateurs traditionnels et intégrateurs sympectiques peuvent sembler
purement techniques et pertinentes seulement pour les mathématiques appliquées. Mais ce serait négliger la
richesse du champ des modeles discrétisés. Ce champ recherche est étroitement lié aux développements des
théories physiques et a leurs différentes formulations mathématiques. Plus précisément, nous allons voir que
le développement de ces intégrateurs symplectiques apparait avec le développement d’une mécanique varia-
tionnelle discreéte.

1.2 Des intégrateurs symplectiques a la mécanique discréte

La MD qui nous intéresse dans ce chapitre s’inscrit dans deux directions de recherche distinctes. D un coté,
elle s’inscrit dans la recherche d’algorithmes pour résoudre les équations différentielles sur ordinateur. D’un
autre coté, elle s’inscrit dans ce que I’on pourrait qualifier le tournant géométrique des théories physiques.
Depuis la seconde moitié du XX siécle en effet, les mécaniques lagrangienne et hamiltonienne sont reformu-
lées de maniere géométrique, a I’aide de la géométrie différentielle. De nos jours, celle-ci est considérée
comme le nouveau langage des théories physiques (Butterfield 2006a, 2006b). Les structures géométriques et
les symétries des systémes physiques occupent une place privilégiée dans leur étude. C’est la raison pour
laguelle le développent de modéles discrets qui conservent les structures géométriques retiennent 1’attention
des scientifiques :

L’essence d’un systéme mécanique est caractérisée par ses symétries et ses invariants. La conservation
de ces symétries et invariants (via par exemple, la conservation des moments) par un algorithme de
calcul discret est de premiere importante s’il on veut retrouver le mouvement continu lors d’une inté-
gration en temps discret. (Stern et Desbrun 2008, p. 75)

La MD est le résultat de ce double soucis méthodologique consistant, d’un c6té, a conserver les propriétés
globales des systemes mécaniques en suivant une approche géométrique et, de I’autre, a développer des inté-
grateurs numériques toujours plus performants.

La formulation lagrangienne de la mécanique classique peut étre appréhendée de maniére géométrique
et ce a I’aide du principe variationnel sur lequel elle repose, le principe de moindre action. Dans ce cas, les
trajectoires peuvent étre vues comme des géodésiques dans 1’espace des états. La MD adopte aussi ce point de
vue géométrique mais avec une version discréte de la mécanique lagrangienne. Ainsi, comme le soulignent
Stern et Desbrun, la mécanique discrete est étroitement liée aux intégrateurs variationnels :

L’idée directrice sous-jacente & la mécanique géométrique discréte consiste a tirer profit de la nature
variationnelle de la mécanique et de conserver cette structure variationnelle dans une approche dis-
créte. [...] Si I’on construit un équivalent discret du lagrangien, on peut alors facilement en dériver
des équations du mouvement, et ce d’une maniere similaire au cas continu. En un mot, on obtiendra
des analogues discrets des équations d’Euler-Lagrange qui seront de bonnes méthodes numériques
véritablement dérivées d’un principe variationnel. (Stern et Desbrun 2008, p. 79)

La MD n’est pas ainsi pas une version discréte ad hoc de la mécanique lagrangienne continue. Elle dérive de
la discrétisation du principe variationnel lui-méme. Ce fondement variationnel discret garantit la conservation
des propriétés géométriques et des invariants dans un cadre discret.



Afin de bien saisir le lien entre la MD et les intégrateurs variationnels, introduisons quelques formules
sur I’exemple du pendule simple. Pour cela commencgons par rappeler son traitement en mécanique lagran-
gienne continue. Les équations du mouvement sont déduites de la minimisation de 1’action S définie comme
I’intégrale du lagrangien S, = [ L.dt. Dans le cas du pendule simple, le lagrangien s’écrit:

1
L. = Emlzv2 + mgl cos(q) (4)

ou g est I’angle que fait le pendule avec la verticale, |, sa longueur, v=dg/dt la vitesse angulaire, m la masse du
corps, et g I’accélération de la pesanteur. La minimisation de S¢ conduit aux équations de la section 1.1 :

dv

Pl g/lsin(q) 5)

De la méme maniére, une action discréte Sy est définie en MD comme S; = ). Lgh ou Lg est le lagranhien
discret et Sq sa somme discréte au cours du temps discret. Dans le cas du pendule simple, le lagrangien discret
peut étre défini comme:

1
Lg = Emlzvﬁ+1 + mg cos qy, (6)

ou gk est I’angle du pendule et vi+1=(qx+1-0x)/h sa vitesse angulaire discréte. La minimisation de Sq conduit a
I’équation discréte du mouvement :

g .
Wks1 — i)/ h = — 7 Sindk ™)

Nous voyons maintenant comment la MD est liée aux intégrateurs variationnels. L’équation (7) et la définition
de la vitesse angulaire sont précisement les deux mémes équations qui correspondent & I’intégrateur d’Euler
symplectique introduit & la section 1.1 (Equation 3). En résumé, la MD est une version discréte de la mécanique
classique avec un principe de moindre action comme premier principe et a partir duquel sont dérivées les
équations du mouvement. Ces équations discrétes sont trés utiles pour le calcul sur ordinateur. Ce sont des
intégrateurs symplectiques qui, comme nous 1’avons vu a la section 1.1 conduisent a des calculs d’une grande
stabilité.

A ce stade de notre introduction de la MD, il nous faut préciser qu’il existe deux versions un peu
différentes de cette MD : une version « standard » et une version « étendue ». Jusqu’a maintenant, nous nous
sommes intéressés seulement a la premiére pour laquelle le pas de temps h est constant. Dans le version éten-
due, le pas de temps entre chaque instant est variable. Celui-ci est noté h entre les instants ty et ti+1. Les instants
ty, t2, t3 ... ti1, tk NE sont ainsi plus séparées d’une quantité égale. La version standard est un cas particulier de
la version étendue pour laquelle le pas de temps hi est maintenu constant et égal a h entre chaque instant. Cette
version est développée pour construire en pratique les intégrateurs variationels tel quel I’intégrateur d’Euler
symplectique. En effet, la version étendue conduit en général a des algorithmes plus compliqués a implémenter
sur ordinateur. Cependant, d’un point de vue théorique, elle est plus satisfaisante car elle autorise davantage
de quantités conservées. Non seulement la structure symplectique et les moments sont conservés mais aussi
I’énergie est conservée de maniére exacte. J.E Marsden, I’un des auteurs de la MD, souligne cette extension
delaMD:

Contrairement a la mécanique variationnelle standard [...] nous généralisons le cadre théorique pour
inclure des variations du temps en plus des variations des variables de configurations habituelles,
comme dans Lee (1983) et (1987). [...] Une nouvelle équation est obtenue qui garantit la conservation
exacte d’une quantité que nous interprétons comme 1’énergie discréte. De cette maniere, la définition
de I’énergie discréte et sa conservation découlent naturellement d’un principe variationnel. (Marsden
et al. 2001, p. 463)

Comme nous I’avons vu dans la section 1.1, I’énergie est particulierement bien conservée dans la version
standard de la MD, celle qui conduit & I’intégrateur d’Euler symplectique. C’est ce qui explique la grande
stabilité de ces intégrateurs. Cependant, elle n’est pas conservée exactement a chaque instant mais seulement
en moyenne : elle oscille Iégérement autour d’une valeur moyenne. Au contraire, dans la version étendue de
la MD, I’énergie est conservée exactement a chaque instant. Dans la suite du chapitre, nous nous concentrons
sur cette version étendue comme version fondamentale de la MD, la version standard étant une version sim-
plifiée pour des besoins pratiques.



1.3 La mécanique discrete comme théorie physique

Nous avons vu que la MD est bien différente des procédures permettant aux physiciens de construire des
modeles numériques. La stratégie de modélisation n’est pas, d’abord, d’écrire les équations différentielles puis
de trouver un moyen ensuite de les discrétiser. Il s’agit de se placer dés le départ dans un cadre discret, en
posant un principe fondamental discret et en tirant les équations du mouvement discrétes. Cette spécificité de
la MD nous pousse a la considérer comme une authentique théorie physique plutdt qu’un ensemble de mé-
thodes numériques. On retrouve cette terminologie dans les travaux de T.D. Lee (1987, p. 844), I’un des pre-
mier auteur de la MD. Dans cette section, nous explicitons certaines raisons qui justifient selon nous de la
qualifier de « théorie physique ».

Tout d’abord, la MD possede un contenu empirique. Ses équations peuvent étre interprétées comme
décrivant les phénoménes physiques. Les équations d’Euler-Lagrange discretes en particulier peuvent étre in-
terprétées comme décrivant la dynamique des systemes mécaniques. Nous reviendrons sur ce point en exami-
nant quelques exemples précis tels qu’un corps en chute libre ou un oscillateur harmonique (voir section 2.3).
Deuxiémement, la MD partage avec d’autres théories physiques, et notamment avec la mécanique continue, le
fait que ses énonceés théoriques puissent étre hiérarchisés. La MD repose sur un principe fondamental discret,
le principe de moindre action discret. Les lois de la MD, telles que les équations discrétes du mouvement ou
la conservation de 1’énergie discrete, sont ensuite déduites de ce premier principe. Des propriétés théoriques
telles que la structure symplectique ou d’autres invariants physiques sont aussi dérivés de ce principe premier.
La MD est ainsi une théorie physique du point de vue de son architecture déductive : elle est un ensemble
d’énoncés théoriques hiérarchisés. Enfin, les équations de la MD peuvent, pour certaines d’entre elles du
moins, étre résolues de maniere exacte. Par exemple, comme nous allons le voir dans la section 2, il est possible
de résoudre de maniére exacte le probléme de I’oscillateur harmonique. Il s’agit & aussi d’un argument en
faveur de I’interprétation de la MD comme une théorie physique. Nous montrerons en effet que la connaissance
de résultats exacts contribue a la capacité d’une théorie physique de décrire et d’expliquer les phénoménes.

Méme si la MD posséde certaines caractéristiques importantes des théories physiques, la question de
son autonomie et de son d’indépendance par rapport a la mécanique continue reste cependant ouverte. La MD
pourrait n’étre ainsi qu’une formulation discréte de la mécanique continue. La différence entre la MD et la
mécanique continue ne correspondrait qu’a une différence de notation qui n’affecterait aucunement le contenu
empirique de la mécanique continue. Cependant, méme si elles partagent le méme contenu empirique, diffé-
rentes formulations d’une méme théorie ne décrivent pas forcément les phénomenes de la méme maniére. Des
équations différentes sont mobiliseées et qui font appel parfois a des concepts différents. C’est par exemple le
cas entre les différentes formulations newtonienne, lagrangienne et hamiltonienne de la mécanique continue.
J. North va jusqu’a soutenir que les formulations lagrangienne et hamiltonienne possedent méme des « diffé-
rences irréconciliables » :

Les mécaniques lagrangienne et hamiltonienne peuvent étre équivalentes pour I’étude de la mécanique
classique. Néanmoins, il y a d’importantes différences entre elles, des différences quant a leur struc-
ture.(North 2009, p. 19)

Les deux formulations utilisent en effet des espaces des états différents, c’est-a-dire des espaces mathématiques
utilisés pour décrire 1’évolution des systémes. En mécanique lagrangienne, un état est décrit par la position q
et la vitesse dg/dt alors qu’il est décrit par la position q et le moment conjugué p en mécanique hamiltonienne.
Plus précisément, cette différence correspond, d’un coté, a une variété riemannienne et de I’autre, a une variété
symplectique. Cette différence n’est pas du tout négligeable selon North:

Les formulations géométriques modernes suggérent que le contenu empirique d’une théorie ne se ré-
duit pas a I’ensemble de ses trajectoires possibles. 1l y a aussi un espace des états dans lequel les
trajectoires s’inscrivent. Et cet espace a une structure. [...] Les mécaniques hamiltonienne et lagran-
gienne ne sont pas équivalentes du point d vue de cette structure. Cela signifie qu’elles ne tout sim-
plement sont pas équivalente.(North 2009, p. 27)

La question de 1’équivalence entre les différente formulations traditionnelles de la mécanique classique n’est
pas seulement empirique mais s’étend ainsi a d’autres aspects des théories. De la méme maniére, I’espace des
états de la MD est différent de celui de la mécanique lagrangienne continue. Il n’y a pas de vitesse dg/dt en
MD. La notion de vitesse n’est pas fondamentale en MD, le mouvement est représenté par une série de posi-
tions discrete. Plus précisément, I’espace des états est défini par deux positions successives gx et g+1. 11 'y a
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ainsi des « différences irréconciliables » entre la mécanique lagrangienne continue et la MD. Ces différences
pourraient étre méme plus radicales encore qu’entre les formulations traditionnelles de la mécanique continue
puisque, comme Marsden et al. le soulignent, I’espace des états de la MD « n’est pas localement isomorphe
[...] & ’espace de des états [traditionnel] de la mécanique lagrangienne » (2001, p. 473).

Aprés avoir introduit les concepts fondamentaux de la MD, la suite du chapitre est consacrée a I’exa-
men des conséquences de 1’utilisation de la MD quant a la représentation du temps.

2. Les conséquences d’une représentation discrete du temps

La MD repose sur I’adoption d’une représentation discrete du temps. Mais quelles sont les conséquences de
I’utilisation d’une telle représentation discréte pour décrire, prédire et expliguer les phénoménes physiques ?
Dans cette section, nous examinons successivement trois réponses possibles. La premiére serait 1’utilisation
d’équations qui ne sont pas fondamentales, une réponse qui n’est cependant pas tenable selon nous (section
2.1). La deuxiéme réponse possible serait I’élimination du continu mathématique en physique. Nous rejetons
aussi cette consequence (section 2.2). La derniére conséquence que nous défendons est celle de 1’élimination
de la représentation continue du temps en physique (sections 2.3 et 2.4).

2.1 Equations discrétes et lois fondamentales

On admet généralement que les équations différentielles, c’est-a-dire des équations continues, sont plus fon-
damentales que les équations discretes que sont les équations aux différences. Cette thése repose sur 1’idée
selon laquelle les équations aux différences sont nécessairement le résultat de la transformation d’équations
différentielles générales. Méme si les équations aux différences sont trés souvent utilisées en physique, elles
sont généralement considérées comme des substituts dont on peut se passer pour décrire les phénoménes, au
moins en principe.

La plupart des équations discrétes utilisées dans les modéles numériques sont en effet dérivées d’équa-
tions continues auxquelles différentes hypothéses simplificatrices, idéalisations et approximations ont été ajou-
tées. Les équations discrétes qui en résultent sont spécifiques aux différents modeles numériques. Cependant,
comme nous 1I’avons montré aux sections 1.2 et 1.3, toutes les équations aux différences ne sont pas des équa-
tions écrites spécifiquement pour des modéles numériques. Les équations discrétes de la MD sont parfaitement
générales. La MD ne se réduit pas a un ensemble de méthodes numériques, comme nous 1’avons défendu a la
section 1.3. T.D. Lee introduit le contraste entre les équations différentielles et les équations aux différences
au sein de la MD de maniére particulierement instructive :

Depuis plus de trois siécles, nous avons été influencés par le précepte selon lequel les lois fondamen-
tales de la physique devaient étre exprimées avec des équations différentielles. Les équations aux dif-
férences ont toujours été considérées comme des approximations. Dans ce travail, j’essaie d’explorer
la direction opposée : les équations aux différences sont plus fondamentales et les équations différen-
tielles sont considérées comme des approximations. (Lee 1987, p. 859)

Il est clair que, selon T.D. Lee, Iutilisation d’une représentation discréte du temps n’implique pas des équa-
tions moins fondamentales en MD. Dans la théorie de Lee, les équations aux différences sont traitées comme
les équations fondamentales; les équations différentielles en sont au contraire dérivées. Elles résultent d’un
passage a la limite, lorsque les pas de temps des équations discretes tendent vers zéro. Lee opére ainsi une
inversion par rapport a la position traditionnelle. D’habitude, ce sont les équations différentielles qui sont
fondamentales, les équations aux différences étant le résultat d’une procédure de discrétisation. Avec la MD,
ces sont les équations aux différences qui sont fondamentales, les équations différentielles étant le résultat
d’une procédure de passage a la limite.

2.2 Equations discrétes et continu mathématique

Examinons maintenant la question de savoir si I’utilisation de la MD implique que les scientifiques peuvent se
passer du continu mathématique. La réponse a cette question est simple et factuelle. Alors que la MD utilise
bien une représentation discréte du temps, elle ne se passe pas des nombres réels. Au contraire, la référence
aux seuls nombres rationnels conduirait a une restriction sévere de la capacité de la MD a décrire, prédire et
expliquer les phénoménes.



Commencons ici par expliciter notre réponse factuelle. Dans la version de la MD qui nous intéresse,
le temps est défini comme tx = khy ou k est un nombre entier et ou les pas de temps hg sont des nombres réels
(Marsden et al. 2001, p. 370). Par conséquent, les instants ti sont aussi des nombres réels. Il est important de
souligner que les valeurs d’une variable discréte ne sont en rien obligatoirement des nombres rationnels. Un
ensemble discret peut étre un ensemble fini de nombres réels. Ainsi, lorsque le temps est représenté de maniére
continue dans la mécanique traditionnelle, il est représenté par un paramétre t défini sur un intervalle réel,
c¢’est-a-dire un ensemble infini indénombrable de nombres réels. En revanche, le temps en MD est représenté
de maniere discréte, pa
r un parameétre ty défini sur un ensemble fini de nombre réels. Nous soulignons de plus que le continu mathé-
matique est aussi important en MD pour définir certaines notions et opérateurs mathématiques ainsi que pour
dériver certains résultats. Par exemple, les opérations de minimisation ainsi que les dérivées partielles utilisees
dans cette théorie supposent I’utilisation du continu mathématique.

Afin de mieux comprendre I’importance des nombres réels en MD, nous nous proposons d’examiner
la différence entre la MD qui nous intéresse dans ce chapitre et autre version discréte de la mécanique classique
proposée par D. Greenspan dans les années 1970. Dans sa « mécanique discréte »(Greenspan 1973, p. 10), le
temps est cette fois-ci représenté par un ensemble de nombres rationnels : les instants tx sont définis comme tx
= kh ou le pas de temps h est un nombre rationnel. Greenspan et son co-auteur Labudde (1974) montrent que,
sous certaines hypotheses, les équations du mouvement de la mécanique de Newton et les principales lois de
conservation de la mécanique classique peuvent étre formulées de maniére discréte a partir de cette représen-
tation du temps. Pour Greenspan, le développement de cette mécanique discréte montre que les scientifiques
peuvent se passer du continu mathématique pour étudier les phénomenes physiques :

Le concept d’infini ainsi que les concepts de limite, de dérivée et d’intégrale qui en découlent sont légi-
times pour 1I’étude mathématique pure des nombres réels et des fonctions réelles mais ne sont pas Iégitimes
pour la modélisation des concepts et des phénomeénes physiques. [...]

Les équations de la dynamique dans nos modeles seront des équations aux différences qui, qu’elles soient
linéaires ou non-linéaires, pourront facilement étre résolues [sur ordinateur]. Par conséquent, il est envi-
sageable que si un scientifique était disposé a apprendre le langage simple d’un ordinateur, il n’aurait
besoin d’étre équipé que d’une connaissance mathématique rudimentaire de 1’arithmétique et de 1’algebre
pour étudier des phénomenes physiques complexes.

(Greenspan 1973, p. 4)

Nous ne partageons pas I’analyse de Greenspan quant & la portée de sa mécanique discréete. Peut-étre cette
analyse serait-elle légitime si 1’étude des phénomenes physiques ne se faisait que sur ordinateur. Et encore,
comme le souligne Greenspan lui-méme (1973, p. 4,) I’ensemble des nombres réels doit étre utilisé pour éva-
luer la stabilité d’une équation discréte lors de son calcul ordinateur. Mais surtout, la restriction aux seuls
nombres rationnels rend tres difficile, voire impossible, la résolution exacte des équations discrétes du mou-
vement dans certains cas. Par exemple que 1’équation t3=gh/d n’a pas de solution quelles que soient les valeurs
de g, h, et d si I’on se limite aux nombres rationnels. Or, comme nous le verrons dans la section suivante, la
possibilité de résoudre de maniere exacte les équations d’une théorie est une propriété importante des théories
physiques.

2.3 Représentation continue du temps, dispensabilité et utilisabilité

Passons maintenant a la réponse positive que nous apportons a la question de savoir ce qu’implique ’utilisation
d’une représentation discréte du temps. Nous défendons la these selon laquelle le développement de la MD
montre que 1’on peut se passer de la représentation du temps comme continu pour décrire, prédire et expliquer
les phénomenes physiques.

Commencons par préciser ce que 1’on entend par « se passer de X » dans une théorie. Dans les débats
traditionnels en philosophie de mathématiques, « se passer de X » est considéré comme une assertion plus
forte que « éliminer X ».! Pour « se passer de X » au sein d’une théorie T, il faut non seulement éliminer X de
T mais, de plus, il faut que la théorie résultante de cette élimination soir une « bonne » théorie. La notion de
bonne théorie est évidemment vague et sujet & controverse. Dans la suite de ce chapitre, nous considérons

L Voir par exemple Colyvan (2001). De plus, dans ces discussions X est habituellement une entité. Nous gé-
néralisons ces discussions a la notion de représentation.
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qu’une bonne théorie est une théorie qui peut étre utilisée pour décrire, prédire et expliquer les phénomeénes
physiques.

Selon nous, la MD satisfait ce critére pragmatique. Un de nos arguments principaux en faveur du
caractére utilisable de la MD consiste a souligner la possibilité de tirer des inférences en manipulant ces équa-
tions et en en trouvant les solutions explicites, ¢’est-a-dire des solutions exprimées a I’aide des fonctions ma-
thématiques bien connues. On trouve par exemple ce type de solutions en mécanique continue lors de la réso-
lution de 1’équation représentant un corps en chute libre. Celle-ci s’écrit:

1
x(t) =vet+x; et z() = —Egtz + vyt + z; (8)

ou x et z sont les composantes horizontales et verticales, Xi, zi, Vxi, Vz,i les conditions initiales et g 1’accélération
de la pesanteur. De la méme maniere, en MD, les solutions explicites des équations discrétes du mouvement
sont :

1
X = Uy ity + X; et z,= —Egt,ﬁ + (vz,i + gh)tk + z; €)

Celles-ci mobilisent en plus le pas de temps discret h. Un autre exemple est le systeme de 1’oscillateur harmo-
nique. La solution explicite des équations du mouvement en MD est :

X = Agq cos(wgty) + By sin(wgty) (10)

ou tx est le temps discret, Aqet By des constantes qui dépendent du pas de temps h.

La possibilité de résoudre de maniére explicite les égquations du mouvement de la MD pour certains
systemes est assez remarquable. En effet, pour la plupart des équations du mouvement, de la MD aussi bien
que de la mécanique continue, les solutions explicites ne sont pas connues ou n’existent tout simplement pas.
En mécanique continue, par exemple, il est rare de pouvoir dériver les solutions explicites des équations dif-
férentielles utilisées pour décrire un systeme. Cependant, méme si elles sont rares, ces solutions restent pré-
cieuses pour les scientifiques. Elles permettent aux scientifiques de se forger une meilleure compréhension des
systemes étudiés par rapport aux solutions numériques. C’est parce que, comme comme 1’indique P. Hum-
phreys, les solutions explicites sont a la fois générales et exactes :

Le passage des mathématiques analytiques aux mathématiques numériques [...] a une conséquence immé-
diate : on perd souvent a la fois la grande généralité et I’exactitude potentielle des solutions qui ont tradi-
tionnellement été désirées dans les théories scientifiques. (2004, p. 64-65. Nous soulignons)

Les solutions explicites sont générales au sens ou ce sont des fonctions de parametres et de variables. Elles
décrivent ainsi un ensemble de relations possibles entre différentes valeurs de variables, conditions initiales
etc. L utilisation de ces solutions contribue ainsi & pouvoir expliquer le comportement de phénoméne en indi-
quant comment les variations de certaines variables physiques sont liées aux variations d’autres variables. Ces
solutions sont aussi exactes. Cela signifie qu’elles sont des objets mathématiques qui rendent vraies les équa-
tions dont elles sont les solutions, comme par exemple v2 rend vrai 1’équation x2-2 = 0. Parce qu’elles sont
générales et exactes, les solutions explicites peuvent étre utilisées pour deriver d’autres equations et pour ex-
traire ainsi de nouvelles informations sur le systeme étudié. Par exemple, a partir des solutions explicites (Eq.
9), il est possible de dériver la trajectoire d’un corps en chute libre:

Uz,l' + gh

g
Zp (xy) = _F(xk —x)* + (e —x) + 2 (11)
xX,l

x,i

et se rendre compte ainsi de son caractére parabolique. D’autres informations peuvent étre dérivées telles que
la haute maximale du corps lancé en I’air, ou encore le point de chute du corps, respectivement :

Xp = Vg (g +gh)/g+x; et zp = (v +9h)?*/(29) +z (12)

Ces informations sont extraites en appliquant différentes opérations mathématiques a ces solutions explicites.

La capacité de la MD a fournir des solutions explicites a certains probléemes de mécanique vient sou-
tenir notre these en faveur de son caractere utilisable. De plus, étant une théorie discréte, il n’est pas besoin de
rappeler I’intérét de la MD pour la résolution sur ordinateur de ses équations du mouvement. L’existence de
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cette théorie utilisable pour décrire, prédire et expliquer les phénoménes physiques montre ainsi en quel sens
on peut se passer de la représentation du temps comme continu en physique. La section suivante explicite les
conséquences de cette thése dispensabiliste.

2.4 Dispensabilité et structure du temps

Alors méme que I’on peut se passer de la représentation continue du temps, peut-on en tirer quelque conclusion
sur la structure du temps ? Si les discussions dans la littérature a ce sujet semblent conduire a une réponse
affirmative (Carnap 1966, Newton-Smith 1980, Maddy 1997), nous explicitons comment, selon nous, la dis-
pensabilité de la représentation continue du temps devrait étre analysée.

Les discussions a ce sujet mentionnées ci-dessus semblent reposer sur un présupposeé : I’utilisation du
parametre t en mécanique classique — et dans les autres théories continues — est, au moins implicitement,
associée a I’hypothése d’une structure continue pour le temps. Selon Newton-Smith par exemple :

Si le temps est continu, I’ensemble de tous les instants, ordonnés selon la relation étre temporellement
avant, sera isomorphe a I’ensemble des hombres réels ou a un de ses sous-ensembles (Newton-Smith
1980, p. 114)

Ce présupposé semble généralement admis. Kibble et al adoptent explicitement par exemple cette hypothése
dans leur manuel de mécanique (2004, p. 2). Dans la reconstruction axiomatique de la mécanique proposée
par P. Suppes, cet énoncé est présenté comme un axiome de la théorie (1999, p. 294). Enfin, P. Maddy indique
aussi dans certains passages que 1’utilisation du paramétre réel t dans les théories physiques présuppose que le
temps soit considéré comme continu (1997, p. 155).

Si I’on considere, a I’instar des auteurs précédents, que le recours a la représentation continue du temps
en physique refléte une hypothese de continuité pour le temps, on comprend dés lors que la possibilité de se
passer de la représentation du temps ait des conséquences sur notre connaissance de la structure du temps.
C’est la raison pour laquelle, selon Newton-Smith, la structure du temps est « indécidable »(1980, p. 126),
parce que 1’on peut se passer de la représentation continue du temps, au moins en principe. Newton-Smith
examine en effet le cas de deux théories physiques dont 1’une représente le temps par un paramétre réel et
I’autre par un parametre rationnel. En montrant que ces théories sont empiriquement équivalentes, il conclut
qu’on ne peut pas trancher entre une structure continue au temps ou une structure seulement dense.?

Peut-on transposer I’argument de Newton-Smith au cas de la MD et conclure ainsi que 1’on ne peut
pas savoir si la structure du temps est continue ou bien discréte ? Selon nous, les conditions requises pour
I’évaluation de cette question manquent d’assise. L’argumentation de Newton-Smith semble présupposer que
la maniére dont les paramétres temporels sont utilisés dans les théories physiques nous contraint a concevoir
le temps de telle ou telle maniére. Voici comment Newton-Smith répond a la question de savoir « pourquoi
nous avons tendance a regarder le temps comme continu » :

[L]a réponse est simplement que les meilleures théories physiques que nous avons en pratique construites
pour décrire le monde physique requiérent dans leur formulation mathématique un paramétre temporel qui
parcourt I’ensemble des nombres réels. [...] Nous considérons chaque nombre réel comme dénotant un
instant et nous projetons sur un intervalle un nombre infini indénombrable de parties sans extension ou
d’instants dont chacun correspond & un nombre réel dans I’intervalle. C’est ainsi que notre croyance en la
continuité du temps [...] provient de notre projection sur le monde de la richesse du systéme mathématique
gue nous avons considéré jusqu’a maintenant comme étant essentiel a la construction des théories phy-
siques viables. (Newton-Smith 1980, p. 118)

Par conséquent, selon Newton-Smith « si nos meilleures théories s’avéraient finalement représenter le temps
par une variable discréte, nous aurions au moins autant de raison de regarder le temps comme discret que nous
en avons de le regarder comme continu »(ibid.).

Nous ne nous sentons pas engagés a considérer le temps comme « un ensemble infini indénombrable
de partie sans extension », méme si les théories physiques représentent les temps a 1’aide d’un paramétre t
continu. Les théories pourraient bien utiliser cette représentation comme un cadre qui rend possible la descrip-
tion des phénomeénes physique, sans que la structure du temps soit un objet d’investigation. Maddy rejette aussi

2 Pour plus de détail, voir Ardourel (2014).



la these selon laquelle I'utilisation d’un paramétre temporel continu dans les théories physiques nous engage-
rait a accepter la continuité du temps. Selon elle, comme nous 1’avons vu, représenter le temps comme continu
revient a faire I’hypothése d’une structure continue au temps. Mais cette hypothése, et plus généralement « les
hypothéses quant aux structures physiques reposant sur I’application des mathématiques n’ont pas la méme
valeur épistémique que les hypothéses physiques ordinaires »(1997, p. 156). Ces hypothéses sont admises dans
les théories physiques mais n’engagent pas pour autant les scientifiques a les admettre comme vraies. Si nous
retrouvons Maddy sur sa conclusion, nous ne la suivons sur son présupposeé initial selon lequel représenter le
temps comme continu revient a faire une hypothése sur la structure du temps. Pouvoir se passer de la repré-
sentation continue du temps n’est pas, selon nous, suffisant pour conclure a I’indécidabilité ou 1’indétermina-
tion de la structure du temps. Pour le dire autrement, & premiére vue, et avant tout investigation philosophique,
les réponses possibles a la question de savoir si le temps est continu semblent étre « oui » ou « non ». Newton-
Smith montre que la réponse a cette question peut aussi étre « indécidable ». Mais I’espace des possibilités est
peut-&tre encore plus ouvert encore. On peut se demander si les conditions-mémes pour pouvoir se poser cette
question sont bien réunies. Selon nous, I’utilisation d’un parametre temporel dans les théories physiques, qu’il
soit continu, discret ou autre encore, ne permet pas de se prononcer sur la structure du temps. Si ni Carnap,
Newton-Smith ou Maddy ne semblent avoir envisagé cette possibilité, son intérét est notamment de com-
prendre pourquoi différents auteurs de la MD — excepté T.D. Lee sans doute — n’envisagent pas que leur
théorie ait de conséquences sur notre connaissance de la structure du temps.

Aprés avoir examiné le caractére discret de la représentation du temps en MD, nous allons passer a la
seconde question posée en introduction, celle de savoir en quel sens le symbole pour le temps peut étre une
variable dynamique plut6t qu’un paramétre.

3. Les symboles du temps et leur interprétation

Dans son article de 1983, T.D. Lee souligne une caracteéristique distinctive de la MD : le symbole pour le temps
joue le réle de variable dynamique plutét que celui de paramétre. La distinction entre parametre et variable
n’est pas transparente et sera discutée au cours de cette section. Pour commencer, nous indiquerons que les
variables sont des quantités qui varient en fonction des paramétres, les parameétres étant les quantités par rap-
port auxquelles les variables changent. Le but de cette section est d’expliciter tout d’abord cette caractéristique
distinctive de la MD, de clarifier ensuite la distinction entre variable et paramétre avant d’en examiner les
conséquences sur la représentation du temps.

3.1 Le symbole du temps comme variable dynamique en MD

Commencons par expliciter pourquoi le symbole du temps en MD est une variable dynamique plutdt qu’un
paramétre. En MD, le temps doit étre représenté comme une variable dynamique pour une raison théorique, a
savoir garantir la conservation de I’énergie. Ce résultat est la conséquence d’un théoréme démontré par Ge et
Marsden (1988, p. 135). Si des équations discretes dérivent d’un principe variationnel, il est impossible de
satisfaire simultanément la conservation exacte de deux propriétés si le pas de temps est constant, a savoir (i)
I’énergie et (ii) la structure symplectique. Le théoréme de Ge-Marsden semble par conséquent bloquer la pos-
sibilité de construire des modeéles discrets satisfaisants si le pas de temps est constant. Mais, d’un autre c6té, il
autorise la variation du pas de temps (son adaptation au cours du calcul) pour satisfaire la conservation a la
fois des moments, de I’énergie et de la structure symplectique. Ainsi, si I’on souhaite avoir une conservation
de ces trois propriétés dans les modéles discrets, la distribution des instants discrets doit étre le résultat de la
minimisation de 1’action discréte. Plus précisément, comme le soulignent D’Innocenzo et al. :

Dans le cas continu, la conservation de 1’énergie est une conséquence des équations de Newton pour
les systémes conservatifs pour lesquels le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps. Ce n’est
pas automatique pour une mécanique discréte quelconque. Au contraire, ¢’est seulement en traitant a
la fois [la position] r et t comme des variables dynamiques que 1’on peut dériver la loi de Newton et
la conservation de 1’énergie discréte du principe de moindre action. Par conséquent, 1’asymétrie de la
mécanique continue (ou le temps n’est pas traité sur le méme plan que les coordonneées spatiales) est
éliminée. (1987, p. 246)

Le temps et la position sont traités de la méme maniéere en MD. Le temps est ainsi représenté par une variable
dynamique discréte au sens ou le symbole du temps est une variable par rapport a laquelle I’action discréte est
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minimisée. Cela signifie que les valeurs des instants discrets ne sont pas arbitraires. Elles ne sont pas détermi-
nées par une régle externe a la théorie physique telle que t+1 = ti+h, comme c’est le cas dans les modéles
discrets traditionnels (voir section 1.1). Les valeurs de la variable temporelle sont au contraire déterminées par
I’évolution des autres variables.

3. 2 Variables et parametres

Analysons maintenant la distinction entre variable et paramétre avant d’en tirer des conséquences sur la repré-
sentation du temps (section 3.3). Pour cela, hous commencons par expliciter cette distinction dans un cadre ou
celle-ci est relativement claire, celle des modéles causaux :

La distinction entre variables et parametres est bien définie seulement dans le contexte d’un modéle
[causal] donné. Elle dépend en grande partie des objectifs de la modélisation, d’une division quelque
peu arbitraire entre ce qui est endogene et ce qui est laissé exogene, et ce qui est considéré comme
pouvant changer ou au contraire comme devant rester fixe. [...] Si lors de la construction d’un modéle
[causal], on cherche a savoir comment certaines caractéristiques ou propriétés d’un systéme sont dé-
terminées par d’autres caractéristiques du systéme, celles-ci seront rendues endogénes en les traitant
comme des variables dépendantes. Si au contraire on a de bonnes raisons de penser que certaines
caractéristiques ou leurs changements possibles sont peu probables ou non-pertinents, elles seront lais-
sées comme des paramétres. (Kuorikoski, 2012, p. 368)

Dans les modéles causaux, un paramétre décrit ainsi le cadre au sein duquel les variables évoluent et les va-
riables sont utilisées pour représenter les relations causales qui intéressent le scientifique. Mais qu’en est-il
pour les modeles physiques en général ? Méme si tous les modéles physiques ne sont pas des modeles causaux,
cette distinction semble pouvoir étre maintenue en tant qu’elle refléte deux maniéres dont les quantités peuvent
dépendre les unes des autres. Au sein d’un modeéle, une variable peut dépendre des changements d’un para-
metre alors qu’un parametre possede sa propre source de changement, qui est indépendante de la maniére dont
les autres quantités du systeme changent.

A partir de cette distinction entre variable et paramétre, examinons maintenant le cas du symbole pour
le temps. Dans de nombreuses théories physiques telles que la mécanique classique (continue), la mécanique
quantique ou encore I’hydrodynamique, le temps est traité comme un paramétre. Ces théories décrivent 1’évo-
lution des phénomeénes au cours du temps. Le temps est un cadre au sein duquel les phénomeénes sont étudiés.
Son évolution n’est pas un objet d’enquéte mais rend possible 1’étude des phénomeénes physiques. Certaines
théories cependant, comme la cosmologie, peuvent représenter le temps comme une variable. En effet, le sym-
bole pour le temps peut varier en fonction d’autres quantités pertinentes pour décrire 1’évolution du systéme
telles que le facteur d’échelle ou la température.

Dans les modéles discrets traditionnels, le symbole pour temps t« est toujours un parametre. 1l n’est
pas un objet d’étude mais un cadre dans lequel les variables sont étudiées. Ce sont les variables X ou Y dont
I’évolution intéressent le scientifiques qui changent au fur et a mesure que le paramétre discret passe de tx a
ti+h. Ainsi, la premiére différence avec les modeles continus est que 1’ensemble possible des valeurs du para-
metre temporel est discret. Mais il y a aussi une autre différence. Contrairement au symbole pour le temps t,
le symbole discret pour le temps ti est associé a deux notions temporelles, tc et k. tx joue le méme role que t. Il
représente ce que nous appellerons le « temps dans le modéle », c’est-a-dire le temps au cours duquel les
phénomeénes sont représentés. Il peut étre exprimés en seconde, minutes, heures. En revanche, k représente ce
que nous appellerons le « temps du modéle » au sens ou 1’évolution a travers la régle k—> k +1 gouverne
1’évolution du modéle discret. k est un un nombre entier, une quantité sans dimension physique. Il ne représente
pas le temps mais est une sorte de compteur ou d’horloge pour le modéle discret. Son évolution, via I’incré-
mentation « +1 » fait avancer le temps du modele ty.

En MD, ces deux notions temporelles k et tx sont aussi présentes. Comme dans les modéles discrets
traditionnels, k est le « temps du modéle » et est un paramétre. Mais a la différence des modeles discrets tradi-
tionnels le « temps dans le modéle’ » t n’est plus un parametre mais une variable. Le passage de tq a t+1n’est
plus pas donné par une regle « +h » extérieure au modele mais est déterminé par les équations du systéeme
étudié. t est ainsi une variable relativement au parametre k. La séparation des deux instants successifs ti a tx +
hi est déduite de la minimisation de I’action discrete. Cette représentation duale du temps en MD, a la fois
parameétre via k et variable via tq est une caractéristique qui distingue la MD a la fois des modeles discrets
traditionnels mais aussi des modeles continus qui utilisent le paramétre t.
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3. 3 Représenter par et et représenter comme

Quelles sont les conséquences de cette représentation duale du temps en MD ? Une premiére réponse pourrait
étre de considérer ce trait comme un artefact de la MD et par conséquent sans réelle conséquence sur la maniére
dont le temps est représenté en physique. Mais cette réponse n’est pas tenable car elle met de cété le fait que
cette représentation duale du temps est indispensable a la MD. Cette représentation découle en effet du théo-
reme de Ge-Marsden qui impose cette représentation duale a la MD. Quelles sont alors les conséquences que
I’on peut en tirer de cette représentation, et sur quoi précisément portent-elles ? En particulier, portent-elles
sur la structure du temps ?

Pour répondre & cette question, introduisons une distinction & propos du concept de représentation.
Pour cela, commengons par appeler tout d’abord « représentation » un objet concret utilisé comme un médium
par un agent — et compris par un autre agent — pour transmettre un certain contenu. Nous nous intéressons
ici a la relation entre le medium et le contenu de la représentation. Dans de nombreux cas, cette relation reléve
de conventions. Par exemple, on peut décider que ce crayon représente un rail de chemin de fer. Dans ce cas,
le rail est représenté par le crayon. Le crayon, associé a la bonne convention, est le médium de la représenta-
tion. Cependant, le médium de la représentation peut aussi jouer un autre réle. Prenons I’exemple classique de
la caricature du politicien Thiers représenté comme une poire (Figure 3). Dans cette caricature, Thiers n’est
pas représenté par une poire mais comme une poire. La poire est en effet connue au XIX® siécle comme étant
la métaphore de la monarchie bourgeoise. La différence entre « représenter par » et « représenter comme » est
ainsi centrale pour comprendre comment les images et les symboles sont utilisés pour communiquer des signi-
fications.

Cette distinction semble aussi pertinente dans I’interprétation des symboles en physique. D’un c0té,
quand une quantité X est représentée par le symbole x, le symbole x joue le role de X au sein de la théorie dans
laquelle x est utilisé. x n’est pas seulement une lettre ; il est le nom d’une variable prenant ses valeurs dans un
ensemble de nombres (les entiers, les nombres réels, un ensemble fini de nombres réels etc.). Cet ensemble
peut étre choisi parce qu’il est suppose étre fidéle a la nature de X. Il peut aussi étre choisi pour des raisons de
commodité comme, par exemple, lorsque X est représenté par un symbole prenant ses valeurs dans un en-
semble discret (respectivement continu) de nombres sans avoir aucune implication sur la nature discrete (res-
pectivement continue) de X. D’un autre c6té, représenter une quantité physique X comme un A ou un B, par
exemple, comme une variable ou un paramétre, suppose d’interpréter X comme étant doté des propriétés des
A ou des B. Par exemple, représenter le temps comme une variable implique d’interpréter le temps comme
dépendant d’autres quantités alors que I’interpréter comme un parametre implique de I’interpréter comme évo-
luant de maniere indépendante. Représenter X comme un A ou un B suppose ainsi de s’engager, plus ou moins,
sur la nature de X.

De notre coté, nous suggérons qu’il est possible d’interpréter les variables et les parametres comme
nommant différents médium de représentation plutdt que comme disant quelque chose sur la nature des quan-
tités représentées. Nous soutenons que certaines quantités physiques peuvent étre représentées par des va-
riables ou des parametres exactement de la méme maniére qu’elles peuvent étre représentées par des nombres
réels. Représenter une quantité physique par une variable ne suppose pas de la doter des propriétés des va-
riables, comme le fait qu’elles soient intrinsequement liées a d’autres variables. Autrement dit, les variables et
les parameétres sont seulement des outils de représentation. En particulier, le fait que tx est une variable en MD,
alors que k est un parametre, ne signifie pas que la MD révéle une nature duale pour le temps. Méme si cette
représentation duale est indispensable a la MD, elle ne nous engage pas sur la nature du temps. Selon nous, le
temps en MD, mais aussi dans les théories physiques continues telles que la mécanique continue ou la méca-
nique quantique, ainsi que dans les modéles discrets, devrait étre traité comme « représenté par » plutét que
« représenter comme » un parametre ou une variable.

4, Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons examiné les conséquences du recours a une théorie discrete sur la maniére dont
le temps est représenté dans les theories physiques. Ce faisant, nous avons montré que 1’opposition fondamen-
tale entre représentation discréte et représentation continue doit &tre complétée par trois autres oppositions.
La premiere est celle entre une représentation discréte utilisant les nombres naturels et rationnels —
comme celle discutée par Carnap et Newton-Smith — et une représentation discrete utilisant un ensemble fini
de nombres réels, comme c’est le cas pour le temps en MD. Nous avons vu au chapitre 2 que I’existence de
cette seconde représentation ouvre de nouvelles perspectives sur la possibilité de se passer de la continuité du
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temps en physique. Plus précisément, on peut se passer de la représentation continue du temps sans se passer
des outils mathématiques infinitistes. Le chapitre 3 a mis en avant deux autres oppositions. D’un cété, nous
avons examiné, dans le contexte de la représentation du temps, la distinction entre la notion de variable et celle
de paramétre. D’un autre coté, nous avons distingué la notion de « représenter par » et celle de « représenter
comme ». S’il est communément admis que représenter une quantité physique par un symbole discret n’im-
plique pas d’hypothéses métaphysiques, nous avons étendu cette conception a la représentation du temps
comme une variable.
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FIGURES

Figure 1

Légende de la Figure 1 — Trois résolutions numérigues du probléme du pendule simple dans 1’espace des
phases (q,v) avec, de gauche a droite, I’intégrateur d'Euler forward, I’intégrateur d’Euler backward, et I’inté-
grateur d’Euler symplectique. Figure extraite de (Stern et Desbrun 2008, p. 77).
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explicit Euler, h = 10 implicit Euler, A = 10

Figure 2

Légende de la Figure 2 — Trois résolutions numériques des trajectoires d’un systeme solaire réduit a des cing
planétes avec avec I’intégrateur d'Euler forward (en haut a gauvhe), I’intégrateur d’Euler backward (en haut a
droite), et I’intégrateur d’Euler symplectique (en bas). Figure extraite de (Hairer 2006 , p. 14).
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Figure 3

FLEURS, FRUITS & LEGUMES DU JOUR

LA POIRE o

Affred LePeti

PANIS 1n éruet 17 7
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M. THIERS.

elu dépul

Légende de la Figure 3 — « Fleurs, fruits et légumes du jour -- La poire -- M. Thiers », Alfred Le Petit (1871).
© Picture RMN-Grand Palais - M. Bellot.
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