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Résumé — Dans cette communication, les vibrations libres d’une poutre en mouvement de rotation
à section uniforme sont étudiées en utilisant la méthode asymptotique numérique. Les équations du
mouvement de la poutre dans son plan de rotation sont déterminées en utilisant la méthode de Lagrange,
puis ensuite transformées en un problème gyroscopique linéaire aux valeurs propres. Une méthode est
proposée pour la résolution du système gyroscopique et permet de transformer le problème en une forme
standard comportant des matrices symétriques réelles. Les courbes d’évolution des fréquences propres
en fonction de la vitesse de rotation sont déterminées.
Mots clés — Vibration libre, re-analyse, vitesse de rotation critique, bifurcation de Hopf.

1 Introduction

L’analyse vibratoire des poutres en rotation est d’une grande importance dans la conception de nom-
breux systèmes mécaniques ainsi que pour l’évaluation de leur performance. On peut citer par exemple,
les aubes de turbomachines, les pales des hélicoptères ou d’ éoliennes mais également les panneaux
flexibles des satellites. Des modèles dynamiques simplifiés sont utilisés par de nombreux chercheurs
sous certaines hypothèses restrictives. Un étude conséquente de ces modèles peut être trouvée dans [1].
Dans ces études, l’évolution de ces fréquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation sont géné-
ralement présentées sous forme de tables. Des expressions approchées de ces fréquences naturelles sont
présentées dans [2, 6] ; avec une erreur maximale de l’ordre de 0,1% [6]. Ces formules semi-empiriques
sont développées afin de faciliter la conception des poutres rotatives et éviter ainsi l’utilisation de mé-
thode d’interpolation. A l’origine, les fréquences naturelles et les modes propres sont solutions de pro-
blèmes du type valeurs/vecteurs propres. Des techniques de ré-analyse peuvent alors être utilisées pour
évaluer les fréquences naturelles à différentes vitesses de rotation, telle que par exemple la méthode
combinée d’approximation [4]. Pour améliorer cette méthode, qui est moins appropriée pour les grandes
perturbations, des méthodes d’approximations combinées modifiées sont discutés dans [8]. D’autres mé-
thodes de réanalyse ont été mises au point, comme dans [7], où une méthode de perturbation basée sur
un développement asymptotique des valeurs propres et des vecteurs propres est associée à une technique
d’homotopie.

Dans cette étude, une analyse des caractéristiques dynamiques d’une poutre encastrée rotative d’Euler-
Bernoulli est réalisée en utilisant la méthode asymptotique numérique (MAN). L’objectif est de suivre
l’effet de la vitesse de rotation, prise ici comme paramètre de perturbation, sur les fréquences naturelles
et les modes du faisceau tournant. Les équations d’équilibre sont obtenues en utilisant le formalisme de
Lagrange avec un ensemble de variables hybrides. Elles sont basées sur les hypothèses que la poutre
est isotrope avec une section transversale uniforme et que les déflections sont linéaires élastiques. La
déformation axiale à l’état stationnaire est également considérée petite et par conséquent des vitesses de
rotation critiques peuvent apparaître [3]. Cette instabilité est généralement décrite comme étant seule-
ment liée au premier mode de flexion dans le plan. Dans ce travail, nous montrons qu’il existe d’autres
vitesses de rotation critiques liées aux modes supérieurs de flexion et même d’extension. Le problème aux
valeurs propres est transformé en une fonctionelle, qui peut être traitée par la MAN. Une méthode, dif-
férente de celle développée dans [5, 9], est proposée pour la résolution du problème aux valeurs propres
lié à un système gyroscopique linéaire. Cette nouvelle méthode transforme le problème d’origine en un
système augmenté permettant d’avoir des matrices symétriques, conduisant par conséquent, à des valeurs

1



propres réelles et des vecteurs propres réels.

2 Equations d’équilibre

La Figure 1 montre une poutre Euler-Bernoulli de longueur L fixée sur un moyeu de rayon r rotatif
avec une vitesse de rotation stationnaire Ω. Le matériaux est considéré homogéne et isotrope. Dans ce
papier, les équations linéarisées du mouvement des vibrations libres d’une poutre rotative uniforme et
encastrée sont dérivées en utilisant les équations de Lagrange. Lorsqu’un point P0 de la ligne moyenne se
déplace vers P, les déformations peuvent être décrites en fonction des coordonnées hybrides, une variable
cartésienne v utilisée avec une variable non-cartésienne s, l’élongation de la longueur d’arc de la ligne
moyenne, qui est liée aux coordonnées cartésiennes par :

u = s− 1
2

∫ x

0
(v′)2dσ (1)

où (′) désigne la dérivée par rapport à la variable muette σ. En utilisant la méthode de Rayleigh-Ritz,
les variables hybrides sont exprimées comme suit :

s(x, t)=
µ

∑
i=1

φ1i(x)q1i(t), v(x, t)=
µ

∑
i=1

φ2i(x)q2i(t) (2)

où, φ1i and φ2i sont les modes choisis dans l’approximation de Rayleigh-Ritz, q1i et q2i sont les coordon-
nées généralisées. Le paramètre µ est le nombre de modes, qui est identique pour les variables s et v.

Basée sur les hypothèses énoncées précédemment, l’énergie cinétique est donnée par

T =
1
2

ρA
∫ L

0
vT
p ·vp dx =

1
2

ρA
∫ L

0

{
[u̇−Ωv]2 +[v̇+Ω(r+ x+u)]2

}
dx (3)

où vp est le vecteur vitesse au point P :

vp = (u̇−Ωv)i+[v̇+Ω(r+ x+u)]j (4)

En considérant une théorie des déflections linéaires, l’énergie potentielle de la poutre rotative peut être
exprimée par :

U =
1
2

∫ L

0

[
EAs′2 +EIzv′′2

]
dx (5)

En injectant l’équation (3) dans les équations (4, 5), les équations de Lagrange pour les vibrations libres
sont données par

d
dt

∂T
∂q̇i
− ∂T

∂qi
+

∂U
∂qi

= 0 i = 1,2, · · ·µ (6)

En négligeant les termes non-linéaires dans les expressions des dérivées partielles de T et U, on obtient
les équations linéarisées du mouvement :

µ

∑
j=1

[
M11

i j q̈1 j−2ΩM12
i j q̇2 j +(KS

i j−Ω
2M11

i j )q1 j

]
= Ω

2P1i (7)

µ

∑
j=1

[
M22

i j q̈2 j +2ΩM21
i j q̇1 j +

{
KB

i j +Ω
2(MR

i j−M22
i j )
}

q2 j

]
= 0 (8)
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FIGURE 1 – Poutre rotative encastrée uniforme d’Euler-Bernoulli.
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pour i = 1,2, · · ·µ, avec

Mmn
i j =

∫ L

0
ρAφmiφn jdx, KS

i j =
∫ L

0
EAφ

′
1iφ
′
1 jdx

KB
i j =

∫ L

0
EIzφ

′′
2iφ
′′
2 jdx, P1i=

∫ L

0
ρA(r+ x)φ1idx

MR
i j =

∫ L

0
ρA
[
r(L−x)+

1
2
(L2−x2)

]
φ
′
2iφ
′
2 jdx

(9)

Déformation axiale stationnaire

A l’état stationnaire, une poutre uniforme rotative est soumise seulement à la force centrifuge, qui
est variable le long de la poutre. Dans cette situation, toutes les variables sont indépendantes du temps
(ṡ(x, t) = s̈(x, t) = 0), s(x) = u(x), et v(x) = 0. Ainsi, l’équation (7) sans approximation et en utilisant
une integration par partie se réduit à

Eu′′ =−ρΩ
2(r+ x+u) (10)

La solution de l’équation différentielle (10), avec les conditions aux limites u(0) = 0 and u′(L) = 0, est
donnée par :

u(x) =
L+ηr sin(η)

ηcos(η)
sin(

ηx
L
)+ r cos(

ηx
L
)− (r+ x) (11)

où, η est un paramètre adimensionnel défini par : η2 = ρL2Ω2/EA2. L’expression (11) est singulière à

(η=
π

2
+ kπ, k = 0,1, · · · ). Le premier point singulier est défini dans la littérature [11, 12] et il correspond

à la première vitesse critique. Dans la section présentant les résultats (Section 5), plusieurs autres points
singuliers seront identifiés.

Variables adimensionnelles

La poutre rotative étudiée dans ce papier est uniforme avec une vitesse de rotation stationnaire. Pour
faciliter la comparaison, il est intéressant de transformer les équations (9, 10) sous une forme adimensio-
nelle. Pour cela, plusieurs variables adimensionelles et paramètres sont introduits :

τ =
t
T
, ξ =

x
L
, γ = ΩT , T =

√
ρL4

EI

q̄i j =
qi j

L
, δ =

r
L
, β =

√
AL2

I
, η =

γ

β

(12)

L’introduction de ces variables adimensionnelles dans les équations (7, 8) permet d’obtenir les équations
discrétisées d’un problème de vibrations libres autour d’une position stationnaire

µ

∑
j=1

[
M11

i j ¨̄q1 j−2γM12
i j ˙̄q2 j +(β2KS

i j− γ
2M11

i j )q̄1 j

]
= 0 (13)

µ

∑
j=1

[
M22

i j ¨̄q2 j +2γM21
i j ˙̄q1 j +

{
KB

i j + γ
2(MR

i j−M22
i j )
}

q̄2 j

]
= 0 (14)

pour i = 1,2, · · ·µ, où

Mmn
i j =

1∫
0

ψmiψn jdξ, KS
i j =

1∫
0

ψ
′
1iψ
′
1 jdξ

KB
i j =

1∫
0

ψ
′′
2iψ
′′
2 jdξ, MR

i j =

1∫
0

[
δ(1−ξ)+

1
2
(1−ξ

2)
]
ψ
′
niψ
′
n jdξ

(15)

où, ψi j sont les modes normés en fonction de ξ (variable d’espace adimensionnelle) et qui ont les mêmes
fonctionnelles que φi j. Le symbole (˙) indique la différentiation par rapport au temps τ, ( ′ ) indique la
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différentiation spatiale par rapport à ξ, et β est le taux de l’élancement de la poutre.

Ces équations du mouvement peuvent être exprimées sous forme matricielle par une seule équation :

M q̈+Cq̇+Kq = 0 (16)

où, le vecteur qi est de dimension 4µ et correspond à [q̄1i, q̄2i]
T . Les matrices précédentes sont définies

par

M =

[
M 11 0
0 M 22

]
, C =

[
0 −2γM 12

2γM 21 0

]
(17)

K =

[
β2KS− γ2M 11 0

0 KB + γ2(MR−M 22)

]
(18)

Les matrices Mmn, KS, KB et MR sont définies dans l’équation (15) par Mmn
i j , KS

i j, KB
i j et MR

i j, respec-
tivement.

3 Problème de valeurs/vecteurs propres

L’équation (16) est du type système gyroscopique linéaire puisque la matrice C est asymétrique. En
conséquence, la solution recherchée (valeurs/vecteurs propres) est complexe et l’équation (16) doit être
écrite sous forme d’espace d’état

I ẋ =−Gx (19)

où, x(τ) = [q(τ), q̇(τ)]T est un vecteur de dimension 2(2µ) = 4µ. Les matrices I et G, sont de dimension
4µ×4µ et sont exprimées par

I =

[
K 0
0 M

]
, G=

[
0 −K
K C

]
(20)

où 0 est une matrice nulle de dimension 4µ. La solution de l’équation (19), est choisie sous une forme
harmonique, x(τ) = xeστ, où le vecteur propre x de dimension 4µ est un vecteur complexe et la valeur
propre σ est un nombre complexe. En introduisant l’expression de x(τ) dans l’équation (19), le problème
aux valeurs propres suivant est obtenu :

σIx =−Gx (21)

Comme la matrice I est symétrique et que la matrice G est anti-symétrique, la solution recherchée est
composée de 2µ paires de nombres complexes conjugés et purement imaginaires λk ainsi que de 2µ paires
de vecteurs complexes conjugués xk et x̄k (k = 1, 2, · · · ,2µ) de la forme

σk =±iωk , xk = yk + izk et x̄k = yk− izk (22)

Il est plus aisé, lors de la résolution du problème à l’aide de la MAN, d’opérer avec des quantités réelles.
Pour cela, une méthode est proposée dans [5] pourrait être utilisée. Cette méthode consiste à transformer
le problème initial en introduisant une nouvelle matrice symétrique, obtenue en fonction de l’inversion
de I , et qui est définie par (K = GTI−1G). Cette méthode n’est pas appropriée pour l’algorithme de
continuation proposé dans la section 4. Dans cette étude, nous proposons une nouvelle méthode basée
sur un système augmenté. Pour se faire, on insert les expressions (22) dans l’équation (21), et on sépare
les parties réelles et les parties imaginaires pour obtenir les systèmes matriciels suivant :

iωkI(yk + izk) =−G(yk + izk) (23)

−iωkI(yk− izk) =−G(yk− izk) (24)

La séparation des parties réelles et imaginaires dans l’équation (23), en considérant le cas iωk, donne
deux équations avec des quantités réelles :{

ωk I yk =−G zk
ωk I zk = G yk

(25)
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L’équation (25) peut être écrite sous la forme matricielle

ωkÎ

{
yk
zk

}
= Ĝ

{
yk
zk

}
(26)

où les matrices Î et Ĝ sont de dimension 8µ×8µ et sont exprimées par :

Î =

[
I 0
0 I

]
, Ĝ=

[
0 −G
G 0

]
(27)

Pour le cas −iω le vecteur propre correspondant est [−zk, yk]
T . Les deux cas de figure peuvent être

représentés sans l’indice k par l’expression generalisée :

λÎU = ĜU (28)

Dans ce nouveaux problème aux valeurs propres, les fréquences naturelles (λ = ωk, associées aux modes
k) sont répétées et les vecteurs propres correspondants, définis par U = [yk, zk]

T et U = [−zk, yk]
T , sont

orthogonaux. Ainsi, les deux parties ; réelles yk et imaginaire zk sont déterminées plus simplement que
dans [5, 9], du fait que le problème aux valeurs propres initial (21) est transformé en un problème aux
valeurs propres ayant des solutions réelles Eq.(28). Pour étudier la variation des fréquences naturelles et
les modes de vibrations en fonction de la vitesse de rotation, nous proposons d’utiliser la MAN. Pour
chaque vitesse de rotation, la poutre rotative a un spectre de fréquences et de modes propres. Ainsi
la fonctionnelle étudiée a deux variables, la valeur propre et le mode propre, qui évoluent en fonction
de la vitesse de rotation γ. Pour faciliter la phase de continuation, la fonctionelle doit être exprimée
explicitement en fonction de cette vitesse de rotation. A partir des équations (17, 18, 20,27), les matrices
Î et Ĝ peuvent être re-arrangées sous la forme :

Î = Î1+ γ
2Î2 (29)

Ĝ= Ĝ1+ γĜ2+ γ
2Ĝ3 (30)

avec,
Îi=

[
Ii 0
0 Ii

]
, Ĝj =

[
0 −Gj
Gj 0

]
(31)

pour i = 1,2 and j = 1,2,3, et sont définies par

I1=

[
K1 0
0 M

]
, I2=

[
K2 0
0 0

]
, K1=

[
β2KS 0
0 KB

]
(32)

K2=

[
−M 11 0

0 MR2−M 22

]
, C1=

[
0 −2M 12

2M 21 0

]
(33)

G1=

[
0 −K1

K1 0

]
, G2=

[
0 0
0 C1

]
, G3=

[
0 −K2

K2 0

]
(34)

Ainsi, le problème aux valeurs propres, qui sera résolu avec la MAN est donné par

λ(Î1+ γ2Î2)U−(Ĝ1+ γĜ2+ γ2Ĝ3)U = 0 (35)

où, le couple (U , λ), i.e. U est le vecteur propre augmenté de dimension 8µ et la valeur propre λ, sont
réels et correspondent à la vitesse de rotation γ.

4 Méthode asymptotique numérique
A partir de l’équation (35), le problème à résoudre est défini par une fonctionelle de dimension 8µ

F (U, λ, γ) = λ(Î1+ γ
2Î2)U− (Ĝ1+ γĜ2+ γ

2Ĝ3)U = 0 (36)

Les inconnues U et λ, sont cherchées sous forme d’une série polynomiale d’un paramètre de chemin a :

U(a) = U0 +
n

∑
j=1

a jU j , λ(a) = λ0 +
n

∑
j=1

a j
λ j (37)
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où, U j et λ j sont les nouvelles inconnues à déterminer, n est l’ordre de troncature et (U0,λ0,γ0) est le
point initial.

La variation de la vitesse de rotation, γ, est choisie comme paramètre de chemin, a = ∆γ :

γ = γ0 +a (38)

Pour résoudre ce problème, deux équations supplémentaires sont ajoutées

UT ÎU =UT (Î1+ γ
2Î2)U = 1 (39)

UT
0 ÎU =UT

0 (Î1+ γ
2Î2)U = 0 (40)

L’introduction de ces développements (38, 37) dans les équations (36, 39) et l’écriture en fonction des
puissances de ′a′ permet d’obtenir une succession de systèmes linéaires singuliers à résoudre. Le premier
système, dit d’ordre 0, correspond au point initial (U0,λ0,γ0). Les équations supplémentaires permettent
de relaxer ces systèmes singuliers ainsi que de les réoudre. A titre d’exemple, le système d’ordre 1 est
exprimé par :

L0
t U∗0 U∗0

U∗T
0 0 0

U∗T
0 0 0


 U1

k1

k2

=


−λ1Î0U1 + Ĝ2U0 +2γ0(Ĝ3−λ0Î2)U0

−γ0UT
1 Î2U0

−2γ0UT
0 Î2U0

 (41)

où, L0
t est l’opérateur tangent de la fonctionnelle F , U∗T

0 = ÎT
0 U0, U∗T

0 = ÎT
0 U0, (ki) sont les mul-

tiplicateurs de Lagrange, et la matrice Î0 est définie par Î0 = Î1+ γ2
0Î2. Une fois la branche solution

calculée à l’aide de la MAN, on peut déterminer l’apparition d’éventuels points singuliers. Dans cette
étude nous avons utilisé l’algorithme proposé dans [13], où une regression géométrique apparaît dans les
termes des séries (U j) lorsque la solution s’approche d’un point de bifurcation.

5 Résultats numériques

Les résultats présentés ci-dessous sont obtenus avec les paramètres suivant : le nombre de modes uti-
lisés dans l’approximation spatiale de Rayleigh-Ritz est µ> 10 pour garantir un bonne convergence. Pour
la MAN, un ordre de trancature n≥ 20 est nécessaire pour une éventuelle détection de singularités et un
paramètre de précision des fractions de Padé ηp > 10−4 [13]. Les courbes solutions recherchées repré-
sentent la variation de la fréquence naturelle d’un mode donné en fonction de la vitesse de rotation. Dans
ce qui suit et pour éviter la confusion entre l’indice indiquant le numéro du mode étudié et les indices des
termes du développement asymptotique λi, le kième mode sera indiqué par ωk, où ωk = λ(a) = ∑

n
i=0 aiλi.

La figure 2a montre l’évolution du premier mode de flexion en fonction de la vitesse de rotation, dont
le point initial est une solution stationnaire et le dernier point est un point de bifurcation correspondant
à la vitesse de rotation critique. La précision des résultats obtenus est montrée sur la figure 2b et présentée
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(a) La frequence fondamentale vs de la vitesse de rotation.
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FIGURE 2 – Premier mode de flexion, avec β = 70, δh = 0 et l’ordre de roncature n = 30.
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TABLE 1 – Deux premiers modes de flexion et le premier mode d’extension- frequence adi-
mensionnelle et CAMb (β = 70, δh = 0).

1er mode (flexion) 2nd mode (flexion) 1er mode (extension)

γ Padé PVPa CAMb Padé PVP CAM Padé PVP CAM

0 3.5160 3.5160* 1.0000 22.0345 22.0345 1.0000 110.3869 110.3869 1.0000
2 3.6196 3.6196* 1.0000 22.5239 22.5239 1.0000 110.4409 110.4409 1.0000
4 3.8881 3.8881 1.0000 23.9316 23.9316 1.0000 110.6031 110.6031 1.0000
6 4.2395 4.2395 1.0000 26.1058 26.1058 1.0000 110.8741 110.8741 1.0000
8 4.6109 4.6109 1.0000 28.8652 28.8652 1.0000 111.2539 111.2539 1.0000
10 4.9705 4.9705* 1.0000 32.0466 32.0466 1.0000 111.7419 111.7419 1.0000
12 5.3059 5.3059 0.9988 35.5241 35.5236 1.0000 112.3374 112.3373 1.0000

a Problème aux valeurs propres (26). b Critère d’assurance modale, utilisé dans [7].
* Valeurs en adéquation avec [14], donnant : 3.5160, 3.6169 et 4.9703, respectivement.
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FIGURE 3 – Les six premiers modes de vibration, avec β = 70, δh = 0 et un ordre de troncature n = 25
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FIGURE 4 – Zone de rapprochement entre les modes β = 70, δh = 0 et l’ordre de troncature n = 30.
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en fonction de l’erreur relative. Elle est en moyenne de 10−7 et augmente rapidement lorsque l’on s’ap-
proche de la vitesse critique. Le tableau 1 présente une comparaison entre les fréquences naturelles
obtenues avec un seul pas de la MAN et celles calculées en résolvant les problèmes aux valeurs propres
pour chaque vitesse de rotation. Cette comparaison concerne les deux premiers modes de flexion et le
premier mode d’extension à des différentes vitesses de rotation. L’erreur maximale des fréquences natu-
relles est de l’ordre de 10−5. La concordance des modes a été vérifiée en utilisant le critère d’assurance
modale, les colonnes (CAM) montrent la précision des modes de vibration calculés avec la MAN. La
Figure 3 montre l’effet de la vitesse de rotation sur les six premiers modes de la fonctionnelle F définie
dans l’équation (36), où le mode 4 correspond au premier mode d’extension. L’erreur moyenne pour tous
ces résultats est de l’ordre 10−6. On peut remarquer que tous ces modes se terminent avec des points
singuliers et correspondent à (η = π/2+ kπ, pour k = 0,1, · · · ).

6 Conclusion

Dans cette étude, le problème aux valeurs propres, obtenu après une linéarisation des équations de
mouvement d’une poutre rotative autour d’une position d’équilibre stationnaire, a été étudié. Une nou-
velle méthode est dévelopée permettant de transformer le système gyroscopique ayant des solutions
complexes en un systeme standard avec des solutions réelles. Ce dernier est exprimé sous forme de fonc-
tionnelle traitée par la méthode de continuation MAN. Le premier pas calculé avec cet algorithme en
utilisant les approximants de Padé couvre un intervalle important (∆γ > 12) avec une erreur maximale de
10−5. Des vitesses de rotation critiques ont été détectées et comparées aux expressions analytiques. En
s’approchant de ces points singuliers, des régressions géométriques ont été détectées démontrant l’insta-
bilité de ces points de bifurcations dynamiques de type Hopf. Les modes obtenus présentent certaines
zones de rapprochement, appelées veering et dues aux effets de couplage. Ces zones ont été facilement
identifiées grâce aux solutions analytiques obtenues avec l’algorithme de continuation MAN.
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