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Résumé— On explore I'utilisation de la réduction de modéle dansdescédures de vérification des

simulations par éléments finis. A partir du concept d’erreirelation de comportement, et en notant
que le point technique pour utiliser ce concept est la coatm de champs admissibles, on montre
comment la technique PGD (Proper Generalized Decompijsjtieut largement faciliter cette tache. De
plus, on montre que I'utilisation de la PGD permet d’optieni& procédure de vérification afin d’obtenir

des bornes d’erreur trés précises avec un colt CPU raislenriés illustrations numériques en 2D et
3D sont présentées pour mesurer les performances de I&E@pproposée.

Mots clés— Estimation d’erreur, erreur en relation de comportemetyiction de modéle, PGD.

1 Introduction

Une problématique permanente en calcul de structures eshtedle des modeles numériques em-
ployés afin de certifier les résultats de simulation. Danogegte, la vérification de modéle cherche a
estimer la qualité du modéle numérique vis-a-vis d’'un meadéathématique de référence afin notam-
ment de conduire efficacement les algorithmes adaptadifiinement de maillage en particulier). Depuis
plus de 30 ans, une large gamme d’outils d’estimation diermgoosterioria été définie, principalement
pour la Méthode des Eléments Finis ; une synthése récentesdritils peut étre trouvée dans [2]. Ici, on
s'intéresse au concept d’erreur en relation de comporte(B&C) introduit dans [4]. Pour les modeéles
de mécanique numérique, dans lesquels la relation de coenpamt joue un réle majeur, le concept
d’ERC est un outil de vérification puissant. L'idée est derdéfen post-traitement du calcul EF, des
champs dits admissibles vérifiant toutes les équations dielmdiormis la relation de comportement,
puis de mesurer le résidu sur cette relation. Le concept @' BBmet d’obtenir des bornes strictes et
précises de l'erreur de discrétisation pour une large gadenmodéles de mécanique des structures.
[l fut initialement utilisé pour les probléemes de thermigeted’élasticité [4] avant d'étre étendu aux
problémes non-linéaires et/ou dépendant du temps [6]i @ifgu contrble de quantités d'intérét [7].
L'utilisation du concept d’'ERC, dont une vision généraletpre trouvée dans [6, 2], nécessite en parti-
culier la construction de champs duaux (flux, contraintesdauilibre. Cette construction, qui constitue
le principal point dur en termes de co(t de calcul et de teiténi'implémentation, peut étre menée avec
différentes approches [6, 10]; toutes réalisent un padetnent de la solution approchée disponible et
nécessitent la résolution de problémes locaux. Nous nauadisons ici sur 'approche diteybrid-flux
(OUEET).

L'objectif de ce travail est d'introduire de nouveaux aaitilumériques, basés sur les techniques de
réduction de modeéle et une stratégiéline-online au sein de la méthode de construction de champs en
équilibre afin de rendre le concept d’'ERC pleinement explidét dans les codes industriels et les ap-
plications pratiques. Pour cela, on prend la techniguaper Generalized DecompositigRGD) qui a
été largement analysée et mise en oeuvre ces dernieresgméaésoudre des problémes complexes
multi-paramétriques [3]. Dans un premier temps, a partitagigprochehybrid-fluxclassique, on introduit
un modéle réduit a I'échelle de chaque élément du maillage@pproche, notée ultérieurememT-
PGD, méne au pré-calcul par la PGD (dans une pludfii@e) de I'équilibre local a partir des données
(densités d’effort sur le bord de I'élément, géométrie d&hent, ...). Les solutions PGD élémentaires
sont ensuite évaluées dans la phaskne pour calculer I'estimateur d’erreur. Dans un second teraps,
partir de la représentation PGD précédente, on abordérfiggattion des densités d’efforthybrid fluxe$
en introduisant les inconnues duales sur chaque élémentdiage. Cela définit un probléeme d’opti-



misation global dans lequel tous le calculs colteux peudatfaits dans I'étapeffline Cette derniére
approche est notée ultérieuremetiT-PGD.

On vise ici a donner un apercu général des capacités de la BGDavérification de modele basée
sur le concept d'ERC. Dans un soucis de simplicité et de&lam présente et illustre la méthode sur
un probléme scalaire elliptique (de type équation de laesthatationnaire) pour lequel on montre une
diminution drastique du temps CPU et de la technicité n@éesspour mettre en oeuvre I'estimation
d’erreur, ainsi que la qualité accrue des bornes d’erretanoles. L'extension a I'élasticité ou aux pro-
bléemes non-linéaires dépendant du temps est directe agatt littérature existante [5, 6], la technique
proposée reposant sur les équations d'équilibre seulessifour les problemes dépendant du temps, le
gain numérique obtenu avec la méthode est augmenté cardawction de champs équilibrés doit étre
réalisée a chaque piquet de temps. Ce travail apparait @onme une voie intéressante pour : (i) définir
une méthode de vérification a la fois robuste, pratique, gicgble en temps court dans les simulations
numeériques ; (i) tendre vers la conception de maillagesrapix et le raffinement de maillage a la volée.

2 Présentation de la méthode EET-PGD

2.1 Probleme de référence

On consideére le probléme de thermique stationnaire suiveniver le couple température/flgy, q)
vérifiant :

uedud ; uU=uUg surd;Q (liaisons cinématiques)
ges / q-Vu' :/ fqu* + Fqu® Yu® € up (équations d'équilibre) @
Q Q 3,Q
qg= KX Vu (relation de comportement)

avecu = HY(Q) ets = H(div,Q) = {m € [L%(Q)]9, V-7 € L%(Q)}. & est un opérateur du second
ordre symétrique défini positif. On introduit la semi-noreveénergie| - |4 = v/ [q V(-)- K V().

Pour un coupl€U,q) admissible, i.e. vérifiant les liaisons cinématiques egélgsations d’équilibre, la
fonctionnelle ERC est définie par :

PO N N 1A 1 .
E2re(0.9) = 5 [ (@~ X VOX G- x VO = 5[lg- x Va3 @

Elle mesure la non-vérification de la relation de comportarpear (U, q) et peut étre utilisée comme un
estimateur d’erreur. En effet, aprés avoir calculé unet®mEF (un, gn = X VUuy), le choixU = up et la
construction d’'un champ équilib@, donnent :

[up — ullu < V2Ecre(Un, Gh) (3)

La qualité de I'estimateur dépend bien entendu de celig,de

Le champgh peut en pratique étre construit en post-traitement du tElEua partir de I'approche

hybrid-fluxqui se décompose en deux étapes :

(i) Etape 1 :construction de densitd%qr — Nk Fr sur les bord$ de chaque élémekt du maillage,
telles que I'équilibre élémentair§ fq + [y F = O est vérifié. Ceci est réalisé a partir d’une
condition de prolongement, et les densités sont rechescb@mme des combinaisons linéaires
des fonctions de forme Eka|r(a:) =Yjcsr ﬁi'rq)j(m) (voir Figure 1).

(i) Etape 2 : construction locale, pour des densifgsdonnées et sur chaque élémenide gy en
résolvant le probléeme de Neumann suivant avec une disatiétisde haut degré :

/K?(Vp-Vu*:/deu*Jr/aKlfKu* vure u(K) 5 gk =XVp 4)

Résoudre (4) est en pratique la partie la plus colteuse détlzonte EET, en particulier pour les appli-
cations 3D.
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FIGURE 1 — Configuration pour un élément triangulaire a 3 noeuds.

2.2 Paramétrage des problemes locaux

Par simplicité, on considére ici que le matériau est is@trephomogéne sur chaque élémkntde
telle sorte que les parametres matériau n'ont pas d'infisncgyk ; on prend donex = I quand on
résout (4) et on défing,x = Vp. Dans le cas ol le matériau est hétérogéne dans un élémersbpas
isotrope, sa structure peut étre paramétrée et des paesmedtériau additionnels peuvent étre introduits
dans la décomposition PGD donnée plus tard.

Les densités construites a I'étape 1 étant des combinalis@aéres des fonctions de forme EF sur
chaque bord” d'un élémeni, la solutionp de (4) peut étre écrite comme une combinaison linéaire de
solutions élémentairgs :

plz)= 5 3 Rlpl() (5)

FCcoK jeir

ou p‘r est la solution (& une constante prés) du probléme élémentai

/Kijr-Vu*:/rqu*—/K(%/r(pj) u* vu' e u(K) (6)

L'idée est alors de déterminer la solutip|h de chaque probleme (6) avec la technique PGD, pour
tout elémenkK, en paramétrant la géométrie eavec un ensemble de parametpgs, € 2. En suivant
I'approche décrite dans [1], on reformule le probléme (6moduisant une transformation géométrique
paramétrée (pgeo) : Kret — K(pgeo) a partir d’'un élément de référenig.+. Une telle transformation
permet alors de définir le probléme faible dans un espaceriséspuis d’appliquer la méthode PGD
et calculer des solutions paramétr@é@)geo) génériques qui peuvent ultérieurement étre utilisées pour
tout élément du maillage.

La transformation est définie a partir de deux sous-transdtions (Figure 2) :

— une premiére transformation d’échefig;: K — K transforme un élément homothétigiede
diametre 1 en I'élément couraKtde diameétren. Cette transformation implique la matridg =
aly telle quex = Tz ;

— une seconde transformation isoparamétriguge K. — K transforme I'élément de référence
Kret €n I'élémentK. Cette transformation implique la matri@e telle quex = Toxret.

La transformation globale est donc€ (pgeo) = M1 0 M> ; on définit la matrice jacobienng= aT, et le
jacobiend(pgeo) = det(J).

Pour illustration, on a pour des éléments triangulaires @edids (Figure 2) :

X Sa%a(n.§) ) (n > . [1 >‘<3]
— = = =T ;o To= _ 7
( Y> ( SEaya.g) 2\ ¢ T loys @
ou (X3,Y3) sont les coordonnées locales du noeud 3 dans le systéeme rdemoées associé a I'élément
Kret. La transformation globalgs implique donc 3 paramétres, iggeo= (0, X3,Y3), €tJ = a?ys.

Par conséquent, le probléme (6) peut étre défini dans un ét@meéférence fixKe s sous la forme :

— j — * * l * *
ref re f ref

Kref

3
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FIGURE 2 — Transformation paramétrée pour un élément trianguia@oeuds.

avecJs le jacobien associé a la transformation du bbrdPour des éléments triangulaires a 3 noeuds
(Figure 2), il s’écrit :

1 surr1?
J=a (1-%3)2+Y5 surl® (9)
X3+ V5 surrt3

Remarque 1 Le nombre de problémes élémentéGeéou (8)) et le nombre de parameétres impliqués
dans la transformatioms (taille de pgeq) dépend du type d’élément. Par exemple :
— les éléments triangulaires a 3 noeuds impliquent 6 probE&iémentaires (2 pour chacun des 3
cbtés) et 3 parametres géométriques (6 degrés de libert@ammuvements de solide rigide) ;
— les éléments triangulaires a 6 noeuds impliquent 9 probéiémentaires (3 pour chacun des 3
cbtés) et 9 parametres géométriques (12 degrés de libeet® Zamnouvements de solide rigide) ;
— les éléments tétrahédriques a 4 noeuds impliquent 12 gmdd élémentaires (3 pour chacun des
4 cOtés) et 6 paramétres géométriques (12 degrés de libee&&mouvements de solide rigide).

2.3 Solution PGD

On introduit a présent un modele réduit, a I'échelle de it et base sur la PGD, pour déterminer,
dans une phaggffline (une fois pour toutes), une approximation paramétrée des®w p’r(:cref,pgeo).
Cette approximations sont cherchées sous forme d’'une geition modale a variables séparées (ten-
seur de format canonique et de faible rang). Parmi les digestratégies pour construire la solution
PGD [9], on utilise celle appelgaogressive Galerkin
A partir de (8), on introduit les formes bilinéaiBeet linéaireF construites a partir de la transformation
jacobienne paramétrique a variables séparées (tous ksdéthniques peuvent étre trouvés dans [1]).
En définissant I’intervallelngeo dans lequel le paramétn‘éeo évolue (1< k < P =dim(pgeo)), ces formes

s'écrivent : _ '
B(p’r,v):/l/l /I JJTvpl I Twv

Pgeqal Pgeap ¥ Kref

F(v):/la/I /| [ rrest(ij—/Krefl <|—i|/rref\]s(pj>v]

Pgeal PgeaP
Le paramétra est inclus seulement pour que la description soit compiéggjt comme une constante
multiplicative dans la solutiop et disparait quand on calcufgk = X Vp. Les solutions PGD s'écrivent
alors (a I'ordrem) :

(10)

m

p%m(ﬁcrehpgeO) =a Z (UJi (wref) 5ipgmk(pgeqk)> (11)
i 22k<P

Les fonctions spatiale;(xret) dans (11) sont calculées en utilisant la MEF avec un seula¥iénfe
degrép+ k. Les autres fonctions sont discrétisés a partir d’uneggfiiie sur les espaces individuels

4



Ingear- D€ PIUS, lES racines carrées qui apparaissent dissent approchées en utilisant la SVD (ou HO-
SVD) et une interpolation polynomiale de haut degré (degzé Bratique).

Remarque 2 Le nombre m de modes PGD nécessaires pour otﬂerﬂokﬂ;tionep’rm précises peut étre
rigoureusement défini a partir d’outils d’estimation d’eur dédiés a la PGD [8]. En particulier, ce
nombre doit étre choisi avec attention pour les cas extrémes éléments distordus ; cependant ceux-Ci
sont généralement évités en pratique.

En combinant (5) et (11), une représentation PGIp@e solution de (4) s’écrit :

pm(mref,pgeo»{l/:\ar}): Z z l/:\}i|rpjr,m(fcrefapgeo) (12)
rcoK jesr

Elle fournit un champ de flux paramétré et équilibré a I'élehdk I'élément :

(/I\h7m|K(33ref7pge07{|/:\pg|r}) = JiT(Pgeo)V ( Z Z I/:\Kjrp;,m(mrefJ’geo)) (13)

FcoK jeir

qui peut étre directement utilisénline dans la procédure d’estimation d’erreanposteriorj dans un
contextemulti-requéteset pour tout élémeri du maillage.

3 Présentation de la méthode d’optimisation HFT-PGD

La qualité de I'estimateur ERC est liée a celle des densﬁt&}ailibreﬁmr construites a la frontiere
des éléments, donc optimiser ces densités est pertinepen@ant, cela mene dans le cadre classique
a un probleme d’optimisation global qui est compliqué a wélse sans outils numériques adaptés. On
souhaite ici tirer parti de la représentation PGD (13) poaner une optimisation globale des densités
I?K|r en minimisant la fonctionnelle ERC. Cette procédure, qrais@ors de portée avec une approche
standard, est largement facilitée par la dépendance égptioc champ admissible (équilibrghm par

rapport aux quantité«@ﬁi‘r} que fournit la PGD.

3.1 Probleme d’optimisation

On définit 'espace (de dimension infinie) des densités eililégu:

7:{{@(%)}; /de+ 3 /rr]ElfrZO pour toutk, nkFr =Fy sircazQ} (14)
rcoK

Dans cet espace, on considére le sous-espace (de dimengdldis densités qui sont une combinaison
linéaire des fonctions de forme sur chaque bord :

o= {{ﬁr(m)} er; F@)=73 ﬁrjcpj(m)} cr (15)

j€Ir

La dimension der, dépend du degré polynomial des fonctions de forme EF et dibrede bords. Par
conséquent, les inconnues du probleme sont les donné&srtﬂbe{ﬁr’} gui sont regroupées dans un
vecteur globall?‘ de longueuNg. La contrainte indiquant qu&ﬁrj} donne des densités qui appartiennent
aF peut étre écrit€ F = Fy. Le probléme d’optimisation est :

[Fr() Yopt = argminEge un, Gh({Fr}) ) (16)
{Fries



3.2 Solution utilisant la PGD
D'une part, a partir de la représentation PGD (13jjdg :

(/I\h7m|K(33ref7pge07 {l/:\rj}) =J7 (pQEO)V ( z z n&ﬁrj pjr,m(a;rehpgeo)) (7)
rcoK jEIr
le champ admissible global, m, calculé par la PGD s’écrit :
Ghm = N(J?refvpgeo)ﬁ (18)

OUN(Zret, Pgeo) €St UNE matricd x N paramétrée. D’autre part, la représentation PGB&g:(un, rjhm({lfrj 13)
s'écrit :

~ 1 . . 1 1ot~ o~ 1
Ere(Un, @) = 5@l = | GnnVn S lunl3 = SFTME — FTLUn+ 5wl (19)
avecM = [(NTxNetL = [(N'B (BUh = Vuy).
Dés lors, le probléeme d’optimisation se met sous la forme :

~ 1l A A~
Fopt= argmin (—FTMF—FTLUh> (20)
F.CF=Fy

Il est résolu en utilisant un lagrangien et méne au systeme :

T F LU
M C FOpt _ /\h (21)
CcC o0 A Fy
On note que les matricadl, C et I peuvent étre pré-calculées (et donc la matrice du systemie pe
étre factorisée) dans la phas#line et définies sous une forme PGD, a partir des matrices éléiremnta

données a I'échelle de I'élément et de la topologie du ntalla
Aprés avoir inversé le systéme (21), I'estimateur CRE astpéré par :

1~ ~ ~ 1
Eére= EFthMFOPt_FthLUh+EHuthzu (22)

Remarque 3 Dans le cas de problemes non-linéaires, la fumatile CRE est non-linéaire par rapport
a gnhm donc des méthodes de minimisation itératives sont nécesshline alternative est de minimiser

1Ghm — gnlls-

La technique HFT-PGD, qui utilise la PGD tout au long du psstes d’estimation d’erreur, fournit
donc une alternative a I'approche EET classique.

4 lllustration numérique

On réalise I'estimation d’erreur sur une plaque trodgevis-a-vis d'un maillage fait d’éléments
triangulaires a 3 noeuds (Figure 3). On choisit un matériamdyéne et isotrope avex; = I. Une
température nulle est imposée sur le bord ext@gfetandis qu’un flux normaty = 1 est imposé sur le
bord interned,Q (bord du trou). Par symétrie, on ne conserve qu’un quart delature.

Td

H

H/2I?xy

FIGURE 3 — Structure étudiée avec chargement appliqué et maillage
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FIGURE 4 — Premiers modes PGD th%lz 50 (gauche), solution PGD paramétrpéﬂ:a12 5o Pour diverses
configurations de parameétres (droite).

A partir des notations de la Figure 2, on calcule les solstiparamétréep‘rklm(a:ref,0(,>‘<3,373) =
a M, Wi(zrer)d (X)) (V3) de (6) avec 20 modesn(= 20). Les trois premiers modes 9%12,20 sont
montrés sur la Figure 4, ainsi que I'approximation obtenuer glifférentes valeurs d& etys.

Apres avoir identifié les parametres P@Dx3 ety,; sur chaque élément du maillage (Figure 5), une
approximation PGD précise du flux admissible peut étre atet¢@valuation directe et peu colteuse) dans
la phaseonline Sur la Figure 5, on compare les contributions locales deiffeateur CRE obtenues avec
la technique EET classique ou la technique EET-PGD, et arésepte également celles correspondant
a l'erreur exacte (évaluée a partir d'un maillage trés fim).dbserve une trés bonne concordance entre
les estimateurs.

o T3 Ys
T T T
EE T ET T [ — || EE T EE

0 2 4 0 0204 0.6 0 020406 0 0.01 0.02 0 0.01 0.02 0 0.005 0.01

CRE with EET CRE with EET-PGD Exact error

FIGURE 5 — Valeurs identifiées des paramétres PGD pour chaque ééumemaillage (gauche), contri-
butions locales de I'erreur prédite ou vraie (droite).

On représente sur la Figure 6 I'évolution de I'erreur re& qhir:uqh”S en fonction du nombren
dnlls
de modes PGD choisiggf est le flux équilibré construit avec la technique EET staaidaddn observe

gu’une trés bonne approximation peut étre obtenue avec mnbmode modes modérén= 7 suffit).
Enfin, on compare le temps CPU nécessaire pour calculer laflmissible en fonction de la méthode
utilisée (Figure 6). On observe un gain de 10 dans I'étape @dstruction locale du flux équilibrée,
ainsi gu'un gain global de 2. Ce gain augmente au fur et a raegug le nombre d'éléments augmente,
atteignant 125 (pour I'étape 2 seule) et 5 (globalement} avemaillage a 2688 éléments.

On représente sur la Figure 7 l'indice d'efficacité pour Eshhiques de reconstruction EET, EET-
PGD et HFT-PGD, en fonction du nombmede modes PGD considérés. On observe que I'optimisation
globale apportée par la technique HFT-PGD améliore coreditgment la qualité de I'estimateur d’er-
reur, I'indice d’efficacité tendant vers 1 quamhugmente. On trace également, poue 3, I'évolution
du gain CPU des techniques EET, EET-PGD et HFT-PGD compaténaps CPU de la simulation EF.
On observe que contrairement aux techniques EET et EET-RGIEchnique HFT-PGD méne a une
procédure d’estimation d’erreur qui est beaucoup moingews@ que la simulation EF elle-méme.
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