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Résumé — Nous proposons dans cette étude une nouvelle stratégie pour la construction d’abaques 

numériques dédiés à la simulation numérique du soudage sur la base d’une approche a posteriori.  La 

méthode HOPGD (higher-order proper generalized decomposition) est utilisée pour chercher une 

représentation des solutions à variables séparées. Les snapshots sont calculés offline et choisis par une 

méthode multi-grilles dans l’espace de paramètres. Les abaques construits donnent des solutions 4D 

(espace-temps) du problème de soudage aux utilisateurs en temps réel.  

Mots clefs — Abaque numérique, soudage, HOPGD, multi-grilles 

1. Instruction 

Le recours à des simulations numériques, en temps-réel, pour l’étude de l’influence des paramètres 

d’entrée (matériau, chargement, conditions aux limites, géométrie, etc.) sur les différentes quantités 

d’intérêt en soudage (contraintes résiduelles, distorsion, etc.) s’avère trop long et coûteux vu l’aspect 

multiparamétrique de ces simulations. Pour explorer des espaces paramétriques de grandes 

dimensions, avec des calculs moins coûteux, il parait opportun d’utiliser des approches de type 

techniques de réduction de modèle (e.g. [1]).  

Les méthodes a priori de type PGD [2] sont basées sur la séparation des variables : les paramètres 

d’entrée sont considérés comme extra-coordonnées de solutions. Les modes séparés associés à ces 

paramètres sont calculés offline en résolvant les équations d’équilibre. Les solutions paramétriques 

constituent alors un abaque numérique [3] qui permet aux utilisateurs de trouver, en temps réel, la 

solution pour une valeur quelconque d’un paramètre d’entrée. Une série d’abaques numériques a été 

développé pour différents problèmes dans la science et l’ingénierie tels que contrôle thermique des 

Fours [4], optimisation de forme [3,5], chirurgie computationnelle [6]. Cependant ce type d’approches 

est souvent intrusif.   

Nous proposons donc dans cette étude d’utiliser la méthode HOPGD (‘higher-order PGD’) [7] 

d’une façon a posteriori pour construire les abaques numériques pour le procédé de soudage. Les 

snapshots sont pré-calculés avec la méthode des éléments finis (EF) standards et les modes de 

paramètres sont ensuite construits offline avec la HOPGD. Cette approche n’est donc pas intrusive. 

Une méthode de relaxation (‘Aitken's delta-squared’) est mise en place pour accélérer la procédure 

itérative dans HOPGD (pour la construction des modes séparés). Afin de garantir la qualité des 

solutions paramétriques et éviter une génération exhaustive des snapshots dans l’espace de paramètres, 

une méthode multi-grilles est proposée pour choisir les snapshots adéquats. Les abaques construits 

peuvent donner une réponse de solutions 4D (espace-temps) en temps réel et être utilisés online par les 

ingénieurs pour l’optimisation ou l’identification inverse du procédé de soudage. 

2.   Séparation des variables 

2.1 HOPGD 

La méthode HOPGD [7] permet d’obtenir une approximation avec des modes séparables des 
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fonctions connues. Etant donnée une fonction multidimensionnelle 1 2 df ( , , , )    avec les 

coordonnées 1i ,d   (qui peuvent être l’espace, le temps ou les paramètres de contrôle), HOPGD 

cherche une approximation séparée de la fonction originale, qui s’écrit sous la forme : 
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où n est l’ordre de l’approximation qui est déterminé selon l’erreur donnée. Les fonctions 1i ,dF   sont 

déterminées par une projection 2J  qui consiste à chercher 
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avec Ω le domaine dans lequel la fonction 1 2 df ( , , , )    est définie. 

     Ce problème de minimisation peut être résolu par un algorithme de glouton avec une stratégie du 

point fixe alternative [7]. Il est montré que les méthodes HOPGD et SVD sont équivalentes dans le cas 

de deux paramètres. 

     Dans notre étude, la HOPGD a été utilisée pour trouver une représentation séparée des variables 

d’état. Les paramètres du problème (matériau, chargement, etc.) sont considérés comme les 

coordonnées de la solution et discrétisés dans l’espace de paramètres. Une fois que les fonctions de 

paramètres sont explicitement construites, le fait de varier les paramètres va nous permettre de 

connaitre toute les solutions paramétriques dans l’espace considérée sans repasser par un calcul EF 

complet. 

      

2.2 Méthode de relaxation 

La construction des fonctions associées aux modes séparés ( 1i ,dF  ) est basée sur un schéma itératif. 

Pour accélérer l’algorithme de leur construction, on utilise une méthode de relaxation permettant de 

diminuer d’un facteur 2 le temps de calcul offline. 

Considérons ainsi une série convergente
( k )F satisfaisant

1( k ) ( k )F g( F )  , la méthode de 

relaxation [8] est basée sur la réactualisation : 

 
1( k ) ( k )F g( F )    (3) 

 
1 1 1( k ) ( k ) ( k ) ( k ) ( k )F w F ( w )F      (4) 

où w est appelé le coefficient de relaxation.  Avec un bon choix de ce paramètre, la convergence de la 

série courante peut être améliorée par les étapes précédentes sans perturber la stabilité de procédure. 

Une possibilité pour calculer le coefficient est la méthode ‘Aitken's delta-squared’ [8] qui s’écrit 

comme suivant : 
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L’implémentation de cette méthode a pu accélérer la convergence de HOPGD. Figure 1 montre un 
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exemple de HOPGD pour une matrice 3D. Comparée avec l’algorithme original de HOPGD, la 

méthode de relaxation apporte une vitesse de convergence deux fois plus rapide. 

 

 

Figure 1 – Nombre d’itération pour construire une approximation HOPGD avec 3 paramètres 

 

3. Abaques numériques pour des études paramétriques du soudage 

3.1. Formulation du problème 

Le procédé de soudage est considéré comme un problème thermo-élasto-plastique découplé avec 

une source de chaleur mobile. Considérons une base mobile associée à la source de chaleur, le 

problème thermique transitoire peut être modélisé par : 

div( . ( , )) . ( ,, ) ( , )t C t r t      k x v x x    dans le volume de contrôle     (6)    

avec les conditions initiales et les conditions aux limites suivantes : 

                                      ( , ) ( , )t tq x q x              sur la surface 
q  

( , ) ( , )t t x x              sur la surface 
                                               (7)                                       

                                           ( , 0) 0t  x  

où   et q désignent la température et le flux de chaleur respectivement avec la relation définie par la 

loi de Fourier .   q k . r est le flux de chaleur interne.  , C  et v  sont les paramètres du 

problème (masse volumique, capacité thermique et vitesse de source). Remarquons que cette 

description est basée sur l’hypothèse de l’état stationnaire qui est souvent le cas de soudage [9, 10, 11].  

Le problème mécanique peut se traduire par les équations suivantes : 

                             div ( , ) ( , ) 0t t σ X f X                   dans le domaine   

 ( , ). ( , ) ( , )t t tσ X n X F X                 sur la surface 
F                                       (8) 

                                 ( , ) ( , )t tu X u X                              sur la surface  
u    
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où : : ( )e p    σ D ε D ε ε ε  avec sε u . D  désigne le tenseur d’élasticité d’ordre 4, la 

déformation thermique est . ε Ι , où Ι  désigne le tenseur d’identité d’ordre 2 et  est le 

coefficient de dilatation thermique. 

     La loi d’évolution plastique avec un écrouissage isotrope est considérée pour ce problème : 

( , ) ( )

( )
:

d y

d d d

d

f p R p

f
RR

  

 


p

σ σ

σ σ σ
ε

σ

                                                       (9)  

où y  désigne la limite élastique, H la fonction de Heaviside, dσ le déviateur de contrainte, et p la 

déformation plastique cumulée. 

     L’ensemble de ces équations d’équilibre nonlinéaires est résolu par EF avec un schéma de Newton-

Raphson implicite. 

                                                      

3.2. Raffinement multi-grilles pour la sélection des snapshots 

Il est évident qu’une génération exhaustive de snapshots en parcourant tout l’espace de paramètres 

pour construire des fonctions de paramètres de haute-fidélité est impossible. Une méthode multi-

grilles est proposée pour l’échantillonnage de l’espace de paramètres. 

Plus simplifier, on se limite au cas de deux paramètres µ et ξ. Considérons un domaine 

bidimensionnel D, nous commençons par la grille grossière au premier niveau, donné par les 4 

snapshots associés aux quatre coins de l'espace des paramètres. Un indicateur de l'erreur est alors 

calculé au point situé dans le centre de la grille courante. La grille est raffinée lorsque l'erreur est 

supérieure à une valeur critique, en ajoutant les snapshots. Et puis les raffinements locaux sont 

effectués consécutivement jusqu'à ce que l'erreur atteigne la précision prescrite pour chaque sous-

domaine (Figure 2). 

 

Figure 2 – Raffinements consécutives dans une espace bidimensionnelle 

      Notons que l’indicateur de l’erreur est défini pour les quantités d’intérêt. Dans le cas de soudage, 

seules les quantités à l’instant final mt  sont considérées, un exemple de l’indicateur s’écrit donc:  

 2

2

HOPGD m HFM m

HFM m

U ( t ) U ( t )
e(U )

U ( t )


   (10) 

où HOPGDU  et HFMU   désignent les solutions données par HOPGD et le modèle de haute-fidélité 

respectivement. Ici seule l’erreur de réduction de modèle est prise en compte. 
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3.3. Exemple d’abaque 

Avec la méthode HOPGD et la méthode multi-grilles, un abaque dédié aux études paramétriques 

du problème de soudage a été construit.  Le modèle thermo-élasto-plastique avec une source mobile 

est résolu par la méthode des EF pour la construction des snapshots de la grille raffinée. Les mémoires 

nécessaires pour stocker les snapshots sont très limités pour une erreur donnée (< 6%). L’abaque 

illustré dans la Figure 3 permet de retrouver la solution espace-temps d’une simulation 

thermomécanique d’un problème non-linéaire avec une source de chaleur mobile. Les paramètres 

d’entrée sont le coefficient de chaleur spécifique, la dilatation thermique et la limite d’élasticité. On 

note que l’utilisation de cet abaque permet d’obtenir la solution en temps réel (< 1s) alors qu’une 

simulation EF complet nécessite 7h pour le même calcul. 

 

 

Figure 3 – Abaque numérique 4D (espace-temps) de la réponse thermomécanique d’une source mobile 
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