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Résumé — Depuis les travaux de Marigo et Bourdin, la modélisation par champ de phase de
la fissuration des matériaux fragiles a gagné en efficacité et en robustesse, notamment par les
travaux de Miehe. Celui propose une implémentation explicite dans un sens que nous précisons
dans ce papier.

Ce papier compare différentes implémentations purement implicites dans le code aux éléments
finis Cast3M qui ne nécessitent aucun développement dans le code : on s’appuie uniquement sur
les opérateurs existants.

Nous insisterons sur le traitement des propagations instables et illustrerons les résultats prélimi-
naires obtenus par une application à la fragmentation du combustible nucléaire oxyde lors de la
première montée en puissance.

1 Contexte de l’étude

Les combustibles utilisés dans les réacteurs du parc électrogène français se présentent sous la
forme de pastilles de dioxyde d’uranium de 4mm de rayon enchassées dans un tube de gainage
en alliage de zirconium.

En régime nominal, ces pastilles sont le lieu d’un important gradient de température de l’ordre
de 150K.mm−1 qui conduit, par dilatation thermique différentielle, à leur fissuration dès la
première montée en puissance. Sous irradiation, ces pastilles évoluent ensuite par gonflement
induit par l’irradiation et par écoulement viscoplastique qui relaxe les contraintes résiduelles et
permet d’accommoder l’évolution diamétrale de la gaine dont le rayon diminue.

Lors de transitoires de puissance ou lors de situations incidentelles (situations expérimentales
visant à simuler des phases accidentelles), les sollicitations mécaniques sont de nature diverse
et conduisent à l’apparition de phénomènes mécaniques variés : fissuration fragile formant un
réseau périphérique secondaire, endommagement ductile par croissance de porosité, décohésion
intergranulaire, etc. (voir (1)).

La modélisation du comportement fragile du combustible nucléaire est un thème de recherche
important (2). Dans les simulations numériques développées par le CEA, notamment dans l’ap-
plication Alcyone dont la résolution mécanique est basée sur le code aux éléments finis Cast3M
(3), la modélisation fragile est actuellement prise en compte par un modèle d’endommagement
local couplé à l’écoulement viscoplastique (2, 4). La dépendance pathologique au maillage est
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régularisée en introduisant explicitement la taille de maille dans l’expression de la loi de compor-
tement afin d’obtenir une énergie dissipée indépendante de cette taille. Cette approche permet
de reproduire correctement le comportement du combustible dans de nombreuses situations,
mais présente des limites dont nous souhaiterions nous affranchir.

— dépendance potentielle des résultats à l’orientation du maillage. Cette limitation n’a pas
de conséquence pratique dans les situations usuelles, car la localisation des fissures est
assez bien reproduite dans les situations d’intérêt ;

— limitation aux éléments finis linéaires, ce qui est particulièrement problématique pour
traiter l’incompressibilité dans les zones chaudes du combustible où l’écoulement visco-
plastique est particulièrement sensible.

— absence de base énergétique. Ce point est gênant dans le cadre de recherches récentes
visant à établir des modèles homogénéisés permettant de décrire la fragmentation du
combustible (voir (5)).

En plus de corriger les points précédents, nous recherchons une solution satisfaisant les critères
physiques, numériques et pratiques suivants :

— compatibilité avec la thermodynamique des processus irréversibles.
— utilisation dans une modélisation en grandes transformations, le combustible pouvant

localement être le lieu de rotations non infinitésimales.
— similarité/compatibilité avec la formulation usuelle des lois de comportement mécanique,

pour le couplage avec la viscoplasticité notamment.
— efficacité numérique, notamment lors du traitement des propagations instables.
— implémentation aisée dans Cast3M, sans développement spécifique, ce qui exclut de fait

certaines approches non locales qui reposent sur un nombre de degrés de liberté augmenté
(par exemple les approches micromorphiques, voir (6)).

Dans ce contexte, les approches par champ de phase semblent particulièrement attractives. Nous
nous baserons sur le modèle proposé par Miehe et al. (7) et repris ensuite par Nguyen et al. (voir
(8, 9)).

L’objectif de ce travail est de présenter différents algorithmes permettant d’introduire ce modèle
dans Cast3M (3) et d’en discuter les avantages et les inconvénients.

La première section présente le modèle utilisé et décrit les solutions proposées dans la littérature
pour son traitement numérique. Celles-ci reposent sur un traitement explicite de l’endommage-
ment, en un sens que nous préciserons, et qui nécessitent l’utilisation de petits pas de temps.

Deux algorithmes visant à rendre la résolution implicite, et donc susceptibles d’augmenter les
pas de temps, sont décrits en sections 3.1 et 3.2.

La quatrième section illustrera des résultats, encore préliminaires, obtenus sur le combustible
nucléaire oxyde.

2 Présentation du modèle traité

Dans une modélisation par champ de phase, la singularité géométrique que représente une fissure
est lissée sur une distance caractéristique l pour pouvoir être traitée en volume (10).

La fissure est alors représentée par un champ d’endommagement d. La densité volumique locale
de fissure γ(d) est alors :

γ(d) = d2

2 l
+ l

2
∇⃗d · ∇⃗d

2



2.1 Loi de comportement locale

Le matériau est représenté par une loi élastique endommageable avec prise en compte de la
refermeture des fissures par une décomposition de l’énergie libre en une partie décrivant le
comportement en traction et une partie décrivant le comportement en compression (7–9, 11) :

Ψ = (m(d)+k) Ψ+ +Ψ− +gc γ (d) (1)

où :

— Ψ+ l’énergie de déformation liée à la traction
— Ψ− l’énergie de déformation liée à la compression
— m(d) = (1 − d)2 une fonction choisie arbitrairement de telle sorte que sa dérivée en 1 est

nulle pour garantir que Ψ+ ait une valeur finie sur tout le domaine (voir (11)).
— gc est l’énergie de surface dissipée par la propagation de fissure.
— k est une constante << 1 utilisée pour régulariser le comportement du matériau en cas

d’endommagement total.

Ψ+ et Ψ− sont définies par une décomposition des déformations élastiques en une partie positive
et en une partie négative :


Ψ+ = µ

⟨
εel

⟩
+

:
⟨
εel

⟩
+

+ λ

2

⟨
tr

(
εel

)⟩2

+

Ψ− = µ
⟨
εel

⟩
−

:
⟨
εel

⟩
−

+ λ

2

⟨
tr

(
εel

)⟩2

−

La forme (eq. 1) de l’énergie libre permet d’ajouter assez simplement les écoulements viscoplas-
tiques du combustible (en supposant qu’ils ne soient pas affectés par l’endommagement, ce qui
est une hypothèse raisonnable).

Il est également assez simple d’étendre le formalisme aux grandes transformations : par exemple,
si l’on souhaite traiter les rotations finies, il suffit d’identifier les déformations aux déformations
de Green-Lagrange et les contraintes aux secondes contraintes de Piola-Kirchhoff, ces quantités
étant liées par dualité énergétique (voir (12, 13)). Pour traiter de manière exacte l’incompressi-
bilité des écoulements viscoplastiques, on peut également utiliser le formalisme des déformations
logarithmiques, en veillant à avoir une identification cohérente de la loi de comportement visco-
plastique (14).

Cette loi constitutive est intégrée à l’aide du générateur de code MFront (15, 16).

2.2 Évolution de l’endommagement

Pour décrire le caractère irréversible de l’endommagement, une mesure H de la valeur maximale
de la force motrice de l’endommagement est introduite :

H(x,t) = max
τ∈[0,t]

Ψ+(x,τ)

En se basant sur l’équation de Clausius-Duhem, afin d’assurer la positivité de la dissipation,
l’équation vérifiée par l’endommagement d peut être choisie de la forme suivante :

gc

l

[
d− l2△d

]
= 2 (1−d) H sur Ω (2)

Les conditions aux limites associées à cette équation sont les conditions naturelles :
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∇⃗d(x) · n⃗ = 0 sur ∂Ω

L’équation (eq. 2) est résolue dans Cast3M à l’aide des opérateurs éléments finis classiques utilisés
soit pour les résolutions en thermique transitoire soit pour les problèmes de diffusion.

2.3 Revue de quelques implémentations précédentes

Après discrétisation en temps et en espace par la méthode des éléments finis, nous supposons
connus à un instant t le champ de déplacement u⃗|t et le champ d’endommagement d|t.

Dans un schéma implicite, le problème numérique à résoudre est de trouver l’incrément du champ
de déplacement ∆ u⃗ et l’incrément du champ d’endommagement ∆d tels qu’à l’instant t + ∆ t
l’équilibre mécanique et l’équation de champ de phase soient simultanément vérifiés.

L’équilibre mécanique est caractérisé par un résidu R, défini par la différence entre les forces
internes et les forces externes, nul :

R( u⃗|t , d|t ,∆ u⃗n,∆d) = 0 (3)

Si l’incrément d’endommagement ∆d est connu, le champ de déplacement se détermine par la
seule résolution de l’équilibre mécanique, ce que l’on peut noter :

∆ u⃗ = Ld ( u⃗|t , d|t ,∆d) (4)

La solution de l’équation (eq. 4) est généralement obtenue par un processus itératif pour tenir
compte du comportement non linéaire soit du matériau soit des non-linéarités géométriques en
grandes transformations soit de la gestion d’éventuels contacts. Dans la suite nous supposerons
que ce processus itératif prend la forme classique suivante :

∆ u⃗n+1 = K−1 ( u⃗|t , d|t ,∆ u⃗n,∆d) · R( u⃗|t , d|t ,∆ u⃗n,∆d) (5)

K est ici un opérateur de recherche généralement choisi égal à l’opérateur sécant (l’endommage-
ment est supposé constant lors du calcul de cet opérateur), obtenu par assemblage des dérivées

∂2 Ψ
∂ εel ∂ εel calculées en chaque point d’intégration.

À l’inverse, si l’on suppose l’incrément de déplacement ∆ u⃗ connu, H est connu et l’équation
(eq. 2) permet de déterminer l’endommagement d, ce que l’on peut noter formellement :

∆d = Lu ( u⃗|t , d|t ,∆ u⃗)

Dans son implémentation, Miehe (7), suivi par (8), renonce à trouver une solution vérifiant
l’équilibre mécanique et propose d’adopter une prédiction explicite de l’endommagement suivie
d’une correction du champ de déplacement :


∆d = Lu

(
u⃗|t , d|t ,∆0⃗

)
∆ u⃗ = −K−1

(
u⃗|t , d|t , 0⃗,∆d

)
· R

(
u⃗|t , d|t , 0⃗,∆d

)
Cet algorithme permet d’éviter tous les problèmes liés au traitement de propagation instable :
on passe par un chemin virtuel en espérant retomber sur un état d’équilibre au bout d’un certain
temps. Lors des phases où l’équilibre n’est pas assuré, le temps a alors une signification sensi-
blement différente que dans une simulation quasi-statique standard. On retrouve des éléments
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de la méthode IMPLEX (17) (qui ajoute, il est vrai, l’idée d’un contrôle automatique du pas de
temps).

Nous verrons en section 3.1 que cette idée est également très proche de l’algorithme de conver-
gence forcée qui existe dans Cast3M. Cependant, les pas non équilibrés sont traités à pas de
temps nuls, ce qui laisse inchangée la signification du temps.

Miehe note cependant qu’il serait possible de retrouver le caractère implicite de la formulation
initiale par un algorithme de type Gauss-Seidel qui n’est pas explicité. On peut cependant
proposer le schéma suivant :

 ∆dn+1 = Lu ( u⃗|t , d|t ,∆ u⃗n)

∆ u⃗n+1 = −K−1
(

u⃗|t , d|t ,∆ u⃗n,∆dn+1
)

· R
(

u⃗|t , d|t ,∆ u⃗n,∆dn+1
) (6)

Cette idée est la base du premier algorithme proposé dans ce papier (voir section 3.1).

Récemment, Nguyen et al. ont choisi de conserver l’idée d’une prédiction explicite de l’endom-
magement, mais proposent de trouver un incrément de déplacement vérifiant l’équilibre (9) :

 ∆d = Lu

(
u⃗|t , d|t ,∆0⃗

)
∆ u⃗ = Ld ( u⃗|t , d|t ,∆d)

(7)

Cet algorithme sert de base au second algorithme présenté en section 3.1.

3 Algorithmes envisagés dans cette étude

Nous présentons dans cette section deux algorithmes visant à résoudre de façon implicite le
problème mécanique et l’équation de champ de phase :

— le premier algorithme intègre la résolution de l’équation de champ de phase dans la boucle
d’équilibre

— le second algorithme résout l’équation de champ avant de résoudre l’équilibre à endomma-
gement constant. Un point fixe est alors réalisé jusqu’à converger sur l’endommagement.

3.1 Premier algorithme

Le premier algorithme repose sur une légère modification des procédures de résolution mécanique
de Cast3M en introduisant dans les itérations d’équilibre la résolution de l’équation (eq. 2) avant
l’intégration de la loi de comportement.

Le schéma itératif est alors très proche de celui décrit par l’équation (eq. 6) et s’arrête quand
l’équilibre mécanique est atteint (on peut cependant également rajouter un critère de stationna-
rité de l’endommagement entre deux itérations).

3.1.1 Accélération de convergence

Si l’on appliquait la méthode de Newton à l’équation (eq. 3), nous devrions calculer la dérivée
exacte du résidu en fonction de l’incrément de déplacement :

dR
d∆ u⃗

= ∂R
∂∆ u⃗

+ ∂R
∂∆d

∂∆d

∂∆ u⃗
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La dérivée partielle par rapport à l’endommagement ne nous est pas accessible (les opérateurs
qui permettraient son calcul ne sont pas disponibles).

Nous nous contentons alors du premier terme qui est obtenu par assemblage de l’opérateur sécant
(obtenu à endommagement constant) : cette opérateur est défini positif, mais la convergence de
ce schéma ne peut pas être quadratique.

Nos premiers essais montrent que la convergence de ce quasi-Newton est nettement améliorée
par l’algorithme d’accélération classiquement utilisé dans Cast3M (voir (3, 18)).

Afin d’éviter la factorisation de la matrice de raideur sécante, il est également possible d’utiliser
l’opérateur élastique (factorisé une fois pour toute), mais nos essais montrent que cette option
est moins efficace et peu robuste.

3.1.2 Traitement des propagations instables

En cas de propagation instable, la convergence devient difficile, mais l’on peut utiliser l’arsenal
des techniques disponibles dans Cast3M, notamment la convergence forcée.

La convergence forcée consiste à accepter un état déséquilibré (notamment les variables internes),
puis à réaliser un pas de temps fictif (dont l’incrément de temps est nul) visant à corriger le
déséquilibre. Cette procédure peut être répétée autant de fois que nécessaire.

Cette procédure doit être maniée avec précaution. En cas de propagations instables, l’expérience
montre que la convergence forcée peut accepter des états partiellement localisés. Ceci est parti-
culièrement problématique quand la propagation de fissures brise une situation de chargement
homogène.

Pour limiter ces effets indésirables, nous utilisons ici la stratégie décrite en détails dans (4) qui
consiste à réduire le pas de temps en cas de non convergence et à n’utiliser l’algorithme de
convergence forcée que lorsque nous sommes suffisamment proches du chargement critique. Une
fois l’instabilité passée, le pas de temps peu à nouveau être augmenté.

Il est intéressant de souligner qu’il est souvent possible de reprendre un pas de calcul avec la
solution obtenue par la convergence forcée sans activer cette dernière : cette estimation de la
solution permet généralement à l’algorithme de Newton de converger. Ainsi, la solution obtenue
vérifie alors à la fois l’équilibre et la loi de comportement et ne requiert pas de passer par des
pas de temps fictifs. La condition de linéarité du chargement n’est pas vérifiée.

3.2 Second algorithme

Un algorithme alternatif peut être dérivé de l’équation (eq. 7) ainsi :

 ∆dn+1 = Lu ( u⃗|t , d|t ,∆ u⃗n)

∆ u⃗n+1 = Ld

(
u⃗|t , d|t ,∆dn+1

)
Dans ce schéma, on résout à la seconde étape l’équilibre à endommagement constant, ce qui
ne nécessite aucune modification des opérateurs mécaniques. La convergence vers l’équilibre est
quadratique si l’on utilise l’opérateur sécant comme opérateur de recherche, ce que nous avons
vérifié. De plus, la solution ∆ u⃗n est utilisée comme estimation initiale pour la recherche de
∆ u⃗n+1, ce qui réduit encore le nombre d’itérations d’équilibre.

∆ u⃗n+1 pouvant être exprimé comme une fonction explicite de ∆dn+1, ce nouvel algorithme se
résume formellement à un algorithme de point fixe sur l’endommagement d. Cependant, rien ne
garantit que ce point fixe converge.
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Quand elle a lieu, la convergence en endommagement est en pratique très lente, malgré l’emploi
d’algorithmes d’accélération (19, 20) pourtant extrêmement efficaces dans d’autres situations.

4 Applications au combustible nucléaire oxyde

En début de vie, le profil de température dans la pastille combustible est pratiquement parabo-
lique. Le différentiel de températures entre le centre (chaud) et la périphérie (froide) augmente
avec la puissance et conduit dès la première montée en puissance à la fragmentation de la pastille.
Bien que très simple en apparence, ce cas pose des difficultés numériques importantes :

— le chargement est axisymétrique et la propagation de fissures doit briser cette symétrie.
— expérimentalement, la pastille se fissure en moyenne suivant 8 plans radiaux (contenant

l’axe de révolution de la pastille et un rayon de la pastille) et deux à trois plans axiaux
(perpendiculaires à l’axe de révolution) : les fissures forment un réseau complexe présen-
tant branchements et bifurcations.

La figure 1 présente des premiers résultats obtenus avec le premier des algorithmes présen-
tés précédemment. La première montée en puissance ne peut aujourd’hui qu’être partiellement
simulée : pour un réseau de fissures trop important, le calcul diverge.

Figure 1 – Fragmentation d’une pastille combustible complète lors de la première montée en
puissance

Le second algorithme ne converge pas en endommagement. Si l’on reprend l’algorithme de
Ngyuen et al. (eq. 7), nous trouvons un endommagement quasi-axisymétrique assez élevé malgré
des pas de temps extrêmement réduits : celui-ci ne se localise que tardivement pour former des
fissures, ce qui est un résultat physiquement aberrant.

5 Conclusions

Ce travail a proposé deux algorithmes permettant une implémentation implicite du traitement
de la fissuration des matériaux fragiles par champ de phase. Le traitement des propagations
instables a particulièrement été étudié.

La résolution de l’équation de champ de phase est triviale et repose sur les opérateurs standards
de Cast3M.

Le premier algorithme s’appuie sur une extension des opérateurs de résolution mécanique de
Cast3M. L’algorithme de convergence forcée permet de traiter les propagations instables. Cette
approche nécessite des précautions détaillées dans (4).

Les premiers essais semblent montrer que le second algorithme, pourtant a priori séduisant
quand il est couplé à des algorithmes d’accélération qui ont prouvé leur efficacité par ailleurs,
conduit actuellement des résultats décevants : non convergence, localisation tardive, etc..
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Ces résultats sont cependant encore préliminaires et plusieurs pistes d’améliorations sont en
cours d’investigation (retrait des éléments cassés, introduction d’une hétérogénéité de propriétés
matériaux pour briser les situations trop symétriques, etc…).
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