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Résumé — Certaines méthodes de réduction de modeles permettent de construire des abaques numériques
multi-paramétriques. Ceux-ci peuvent ensuite €tre utilisés dans le cadre d’une optimisation afin de
déterminer des valeurs pertinentes de parametres.

Nous proposons ici une approche basée sur la Proper Generalised Decomposition (PGD) opérant sur
un systeéme décrivant un contrdle optimal.
Mots clés — Réduction de modele, PGD, contrdle optimal, placement de fibres robotisé.

1 Introduction

Le procédé de placement de fibres robotisé (PFR) est un des procédés prometteurs pour la mise en
forme des matériaux composites. Cette technique consiste en la dépose de fibres pré-imprégnées pour
construire un empilement ayant la géométrie et les caractéristiques mécaniques souhaitées.

Les études portant sur ce procédé de fabrication sont nombreuses [1, 2, 3, 4] et offrent une modélisation
de plus en plus fine et complexe.

De nouvelles techniques de résolution [5, 6], basées sur la représentation séparée des variables, ont
permis d’enrichir encore les modeles en ajoutant certains parametres comme de nouvelles coordonnées [7].
Ainsi la Proper Generalised Decomposition (PGD) permet-elle de générer des abaques multi-paramétrique
fournissant toutes les solutions possibles pour chaque combinaison des parameétres considérés [8, 9, 10,
11, 12].

Ces abaques sont ensuite utilisés pour contrdler ou optimiser le procédé. En effet, dans le cadre du
PFR, il convient de maitriser efficacement la source de chaleur : le matériau doit étre chauffé suffisamment
pour assurer la fusion de la matrice enrobant les fibres et la cohésion avec le substrat, tout en n’excédant
pas un seuil a partir duquel le matériau brile. II est ainsi possible de tirer parti de la PGD pour construire
des abaques off-line pour ensuite obtenir la meilleure puissance associée a un profil de vitesse donné [13].

Il est a noter que ces solutions sont déterminées a partir des équations décrivant la physique du
phénomene étudié, le contrdle étant effectué on-line, comme un post-traitement.

Nous proposons donc ici de calculer directement la solution d’un probléme d’optimisation pour obtenir
simultanément le champ de température (qui pourra servir a calculer les contraintes résiduelles), ainsi
que le contrdle a effectuer pour obtenir ce champ. Cela signifie que 1’optimisation est réalisée off-line,
réduisant d’autant le colit du post-traitement et améliorant le contrdle en temps réel du PFR.

La section suivante présente les équations régissant le procédé PFR. Nous donnons ensuite (3)
I’écriture du systeme d’optimalité que nous cherchons a résoudre a I’aide de la PGD. Les résultats sont
alors améliorés en utilisant la méthode d’Uzawa dans la section 4.

2 Modélisation du procédé

Le procédé PFR peut étre représenté sous la forme d’une équation de la chaleur, associée aux
conditions de bord suivantes. Le terme source est appliqué sur le bord I'p (voir Fig. 1) ; en considérant un
domaine Q suffisamment long, on peut utiliser une condition de Dirichlet pour indiquer que la température
est constante sur ' ; enfin, pour simplifier, une condition de Neumann homogene est appliquée sur les
autres bords.
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FIGURE 1 — Domaine d’étude

Cela mene donc au probleme de convection-diffusion (1) ci-apres

—div(KVu) +pCpVVu=0 inQ;

u=2~0 on I'g; 0
—ganuzo onI'gUIl'LUT'r;
—Koyu=—@ on I'p;

ky O T
avecK:<0| kL) etgz(v O).

Cette équation peut bien entendu étre résolue directement par la méthode des éléments finis. Cependant,
afin de pouvoir confronter ultérieurement avec des résultats issus d’autres méthodes, il convient de mettre
en ceuvres des systeémes comparables. Ainsi nous utilisons la méthode des produits tensoriels introduite
par R. E. Lynche, J. R. Rice et D. H. Thomas [14, 15]. L’écriture de la forme faible de I’équation (1) en
utilisant la séparation des coordonnées spatiales et les formes tensorielles des opérateurs permet alors
d’utiliser des fonctions de forme dans la représentation séparée, mais le systeme est bien résolu avec une
méthode globale, non séparée.

Il est ainsi possible d’obtenir le champ de température, a partir de la donnée d’entrée & modélisant le
flux laser. Pour différents couples de puissance et de vitesse, nous formons de la sorte plusieurs solutions
de référence.

De ces résultats sont extraites les températures sur le bord I'p ot la source est appliquée. En effet, on
souhaite controler la température sur ce bord durant le procédé, pour atteindre un optimum, en fournissant
le flux de chaleur idéal. Nous calculons également Py, qui est la puissance vue par I'p, comme I’intégrale
du flux sur ce bord multipliée par la longueur de la surface rayonnée S,y.

La Table 1 regroupe quelques données clé pour quatre solutions de référence a des fins de comparaison.
Afin de contenir le nombre de Péclet et d’éviter I’emploi de techniques de stabilisation, le nombre
d’éléments utilisés augmente avec la vitesse.

TABLE 1 — Valeurs clé pour les solutions de référence

v=0,00lm-s! v=0,0Im-s! v=0,Im-s7! v=1Im-s!

Pw=600W Pw=1897W Pw=6000W Pw=18970W
Reference
Unax 386,076 K 371,744 K 372,283 K 372,197K
S ray 320W 1011,73 W 3200 W 10117,3 W




3 Mise en place du controle optimal

Comme indiqué dans ’introduction, la méthode PGD permet de construire des abaques multi-
paramétriques pouvant étre utilisées pour contrdler le PFR [13]. Une autre maniere de procéder consiste a
tirer parti de la théorie du contrdle optimal. Dans cette méthode de fabrication, un flux laser permet de
fondre la matrice thermoplastique enrobant les fibres. La difficulté consiste donc a déterminer la meilleure
puissance du laser pour atteindre une température optimale permettant de fondre la matrice suffisamment.

Nous considérons donc la fonction coft ci-dessous a minimiser, avec le flux appliqué sur I'p qui est
une portion du bord du domaine,

1
Ju, @) =5 | (u—ug)*+od’dy, @)
2 Jrp
soumise a I’équation d’état (1), avec o le parametre de colit de la commande.
De la sorte ® sert de contrdle et on souhaite atteindre une température désirée u, sur I'p. Le domaine
d’étude est celui donné a la Fig. 1.

Le Lagrangien correspondant s’écrit

L(u,®,p)=J(u, ) +/ P (—div (KVu) + pCpKVu> dx. 3)
o = A&
Pour trouver un point stationnaire on prend
VoL (u,®,p) =0; “4)
VoL (u,®,p)=0; )
V,L(u,®,p)=0. (6)

En développant ces équations on obtient un systeéme d’optimalité non-linéaire (voir [16]), dont la
formulation faible s’écrit, avec les fonctions tests u* et p*,

JoKVu*-Vu+ [opC,VVuu* — [p, Lpurdy=0 vu*;
JoKVp*-Vp+ [opCpVpVp* + [p,up*dy= [, uap*dy Vp*.

Dans ce systeme (7), les champs u et p sont couplés. La résolution d’un tel probléme peut s’effectuer
a I’aide d’une formulation mixte, que ce soit avec une MEF ! classique ou dans le cadre de la PGD comme
décrit ci-apres.

En séparant les deux coordonnées d’espace, la forme discréte de la variable d’état u(x,z) et du
paramétre adjoint p (x,z) s’expriment sous la forme tensorielle

(N

U=YU®U! and P=Y Pi®P. (8)
i i
On introduit le vecteur W regroupant les valeurs nodales de u et de p

Ul «[UieU:
vl xfacs]

i

8 .
La forme discrétisée de la formulation faible (7) s’écrit ¥*7 4¥ =¥ "B ou 4= Y A)JC ®A§ et
=1 =

B = éx ® éz doivent étre exprimée sous forme tensorielle, et avec la fonction test

(10)

pr — [UE@UﬁUx@Uz*]

P;QP,+P. QP

Ce probleme discrétisé peut alors étre résolu par PGD, pour différentes valeurs de la vitesse, 1’état
désiré u, provenant de la solution de référence correspondante.

Puisque I’objectif du contr6le optimal est de minimiser la distance entre I’inconnue « et I’état désiré
ug sur le bord I'p, nous retrouvons bel et bien la température cible sur le bord considéré. Cependant, pour
I’ obtenir, le flux a appliquer s’éloigne de fagon conséquente a mesure que la vitesse augmente, dans les
simulations par PGD, comme le montre la figure Fig. 2.

1. Méthode par éléments finis.



80000

60000

40000

20000

Flux o

nl', v 0.001  Pw=600 o=1e-08

— % n_m

B @ g, - P, 31991

oo B modes — Py ~337.083

e7 Flux on I'p,

0.12 0.13 0.14 0.15

(a)v=0,001ms™’

v=-0.1 Pw=6000 «a=1le-12

— v

uuuuu

(¢)v=0,lms!

1500000

1000000

500000

0

500000

—1000000

—1500000

—2000000

—2500000
0.10

1.0

0.5

0.0

FluxonT', v 0.01  Pw=1897 a=le-10

() v=0,01ms~!

eo FluxonTp v=-1 Pw=18070 a=le-14

A TN

B @, - P -l0178

o o B W0modes — Py ~16304le 106

(d)v=1ms!

FIGURE 2 — Flux sur I'p pour différentes vitesses

4 Découplage du systeme d’optimalité

La PGD appliquée au systeme d’optimalité produit donc dans notre cas de mauvais résultats. Plutot
que d’en rechercher le remede dans la stabilisation numérique, nous proposons ici de résoudre le systeme
d’optimalité sans la formulation mixte. Pour cela nous utilisons la technique d’Uzawa [17, 18].

Etant donné un candidat initial p(?) de p, I’adaptation de la méthode d’Uzawa consiste dans notre cas
aux itérations couplées suivantes
Auu(kJrl) :Apup(k)

P — 0 4o (AP (D) — ) A7 p0) (b

ou ® > 0 est un parametre de relaxation. Les tenseurs sont définis par

1
A" =k K¢ MY+ MY @k KY + pCypvHY © M AP = M ML

AP =k KY M + M @k KP — pCpvHY © MY AV =M QM

Ce systeme est résolu a I’aide d’une boucle de point-fixe, a I’'intérieure de laquelle chaque champ u et
p est calculé par PGD. La Fig. 3 donne comme précédemment le flux trouvé pour obtenir la température
ug sur le bord I'p.

Nous récapitulons dans la Table 2 les différentes simulations, en collectant les valeurs clé. Ainsi,
la résolution par PGD du systeme d’optimalité, mais sans la formulation mixte a I’aide de la méthode
d’Uzawa mene a des résultats pertinents puisque le flux requis pour atteindre la température désirée est
similaire a celui attendu (ce flux étant la variable d’entrée de la solution de référence).

5 Conclusion

Afin de contréler le procédé PFR, nous avons proposé une méthode basée sur la technique PGD
de réduction de modele qui permet d’inclure des parametres comme nouvelles coordonnées. En raison
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FIGURE 3 — Flux sur I'p avec méthode d’Uzawa

TABLE 2 — Récapitulatif des valeurs clé

v=0,00lm-s~! v=00Im-s! v=0,1m-s7! v=1m-s!

Pw=600W Pw=1897TW Pw=6000W Pw=18970W

Reference - KFEM
Unax 386,076 K 371,744 K 372,283 K 372,197 K
Ps, ., 320W 1011,73 W 3200 W 10117,3 W
PGD 16 modes 183 modes 200 modes 200 modes
Unax 386,077 K 384,143 K 364,924 K 367,761 K
Ctrl - kKFEM
Unax 385,542 K 374,386 K 372,249 K 372,164 K
Ps,,, 319,919 W 1011,69 W 3199,99 W 10117,3W
Ctrl - PGD 26 modes 156 modes 200 modes 200 modes
Unax 387,108 K 371,275K 369,883 K 394,982 K

S ray 337,083 W -4177,73 W 119749 W 1,65041 x 10°W
Ctrl - Uzawa PGD
U 17 modes 80 modes 80 modes 80 modes
Unax 383,359K 381,267K 400,239 K 360,067 K
P 6 modes 5 modes 3 modes 3 modes
Ps,,, 318,585W 1015,02'W 3238,99 W 10087,2W

d’instabilités numériques nous avons transformé un probléme mixte en un probléme couplé, ce qui a
considérablement amélioré les résultats.

La prochaine étape consiste a considérer I’état désiré u; comme une nouvelle variable, ce qui permettra
de construire directement le contrdle du procédé sous forme multi-paramétrique.
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