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Résumé —
En Mécanique de la Rupture, l’évaluation de la fiabilité permet de traiter les incertitudes relatives aux

paramètres d’entrée du modèle numérique. Les méthodes pour déterminer la probabilité de défaillance
nécessitent un nombre conséquent d’appels au modèle numérique pour obtenir un niveau de précision
compatibles avec des contraintes industrielles. Pour pallier ces difficultés, il est proposé de substituer cet
appel au modèle par une approche à base de métamodèles de classification de type machine à vecteurs de
support en utilisant un plan d’expériences adaptatif reposant sur la probabilité de mauvaise classification.
Mots clés — fiabilité, probabilité de défaillance, machine à vecteurs de support probabiliste, diagramme
d’évaluation de défaillance, plan d’expériences adaptatif.

1 Introduction

En Mécanique de la Rupture (MR), le modèle numérique est soumis à de nombreuses incertitudes
relatives à la géométrie, aux propriétés matériaux, aux chargements et à l’anomalie considérée. Une ap-
proche commune pour traiter les incertitudes est de réaliser une étude déterministe dans les conditions
les plus défavorables [1]. Cependant, bien que cela assure la tenue mécanique du composant de façon
conservative, le cumul nécessaire d’hypothèses conduit à surdimensionner. Pour éviter cela, les incerti-
tudes peuvent être prises en compte par l’intermédiaire des approches probabilistes [2]. Ces approches
assignent des modèles stochastiques aux variables du modèle et permettent notamment de quantifier la
fiabilité du composant.

La fiabilité en MR est généralement évaluée selon un critère de défaillance basé sur le Facteur d’In-
tensité de Contrainte [3] (FIC) ou selon la combinaison de celui-ci avec un second critère basé sur la
rotule plastique [4]. Les méthodes pour évaluer la probabilité de défaillance se distinguent entre les
méthodes d’approximation telles que la méthode FORM et celles de simulation telles que la méthode
de Monte-Carlo. Les secondes sont privilégiées, car la précision est controlable et dépend du nombre
d’évaluations du modèle. La principale limitation de cette approche est le temps de restitution du résul-
tat qui est conditionné par le coût en temps de calcul nécessaire pour évaluer le modèle. Pour pallier
ces difficultés, la solution envisagée consiste alors à substituer l’appel au modèle dans les méthodes de
simulation par un métamodèle “instantanément” évaluable.

Cette contribution propose une méthodologie qui permet d’effectuer le calcul de la probabilité de
défaillance avec la précision souhaitée en combinant les critères en MR, tout en limitant le nombre
d’appels au modèle numérique.

2 Evaluation de la fiabilité en Mécanique de la Rupture

2.1 Probabilité de défaillance en combinant les critères de défaillance en fissuration

En considérant un vecteur X = (X1, . . . ,Xd) de d variables aléatoires Xi définies respectivement par
les densités de probabilité fXi(Xi), et G(X) la fonction de performance qui traduit le mode de défaillance
du système, l’espace Xd se sépare en :
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— un domaine sûr où G(X)> 0,
— un domaine défaillant où G(X)≤ 0.

La frontière entre ces deux espaces G(X) = 0 est communément appelée l’état limite. La probabilité de
défaillance p f est définie de la façon suivante :

p f = Prob(G(X)≤ 0) (1)

qui s’exprime sous la forme d’une intégrale :

p f =
∫

G(X)≤0
fXdX. (2)

La fonction de performance permet de coupler deux critères de défaillance :
— l’un basé sur le Facteur d’Intensité de Contrainte (FIC) Keq défini pour chaque point du front de

fissure :

Kr =
Keq

KIC
< 1 avec : Keq =

√
K2

I +K2
II +

K2
III

1−ν
(3)

où ν est le coefficient de Poisson et KI , KII et KIII sont respectivement les FIC selon les principaux
modes de fissuration : ouverture, cisaillement et déchirement et KIC est la ténacité du matériau .

— l’autre basé sur la capacité du ligament restant à supporter la charge mécanique :

Lr =
σ̄nom

σ̄p0.2
≤

σ̄p0.2 + σ̄m

2σ̄p0.2
, (4)

où σ̄p0.2 et σ̄m sont respectivement la contrainte à 0.2% de plasticité et la contrainte de rupture.
σ̄nom est la contrainte nominale calculée dans le ligament restant.

Les critères sont combinés en les reportant dans le diagramme de défaillance FAD (Failure As-
sessment Diagram) et en calculant la marge MFAD par rapport à la limite de défaillance FAL (Failure
Assessment Limit) définie par la règle R6 [5] :

FAL(Kr,Lr) = Kr−



0.3+0.7exp(−µL6
r )√

1+0.5L2
r

pour Lr ≤ 1,

0.3+0.7exp(−µ)√
1.5

L
nr−1
2nr

r pour 1 < Lr < Lmax
r ,

0 pour Lr ≥ Lmax
r ,

, (5)

avec :
µ = min{10−3 E

σ̄p0.2
,0.6}, nr = 0.3(1−

σ̄p0.2

σ̄m
), Lmax

r =
σ̄p0.2 + σ̄m

2σ̄p0.2
, (6)

où E est le module de Young. La FAL repose donc principalement sur les propriétés matériau du com-
posant. Elle est représentée en trait continu rouge sur la Figure 1. La marge FAD est déterminée en
introduisant le point B qui est le point d’intersection entre la limite FAL et la droite (OA). Une fois les
différents points définis, la marge FAD est calculée de la façon suivante :

MFAD =

(
|OB|
|OA|

−1
)
= G(X). (7)

La probabilité de défaillance devient :

Pf = P(G(X)≤ 0) = P(MFAD(Lr,Kr)≤ 0). (8)

2.2 Modèle

La probabilité de défaillance est calculée sur un cas d’application représentatif de la réalité via l’outil
numérique ESACRACK [6]. Le modèle est celui d’un barreau en traction de type TC11 dans la nomen-
clature NASGRO [7] comme illustré à la Figure 2. Deux paramètres sont considérés comme aléatoires
afin de faciliter la visualisation :

— la taille de fissure c définie selon la loi uniforme c∼U [0 mm,1 mm],
— le chargement S0 défini selon la loi normale S0 ∼N (35 MPa,10%).
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FIGURE 1 – Diagramme d’évaluation de la défaillance FAD. La ligne continue rouge représente la limite
de défaillance définie par la règle R6 qui sépare la zone défaillante de la zone sûre. Le point A est le
point de coordonnées (Lr,Kr), le point O est l’origine et le point B est le point de la Failure Assessment
Limit (FAL) pour calculer la marge FAD Eq.(5).

FIGURE 2 – Modèle de fissure TC11 dans la nomenclature NASGRO. W est la largeur, B est l’offset
de la fissure ajusté ici à W/2 et Si(X) est la fonction de chargement définie comme constante telle que
Si(X) = S0.

2.3 Méthode d’évaluation de la probabilité de défaillance

La probabilité de défaillance est généralement déterminée par la méthode de Monte-Carlo qui consiste
à évaluer le modèle NMC fois à partir d’un échantillon aléatoire. L’estimateur p̂ f non biaisé de p f s’ex-
prime tel que :

p̂ f =
1

NMC

NMC

∑
k=1

IG(Xk)≤0, cv p f =

√
1− p̂ f

NMC p̂ f
(9)

où IG(Xk) est la fonction indicatrice et cv p f est le coefficient de variation de p f . La précision est alors
dépendante du nombre d’appels au modèle NMC. Dans le cas d’application, la probabilité visée est de
l’ordre de 2× 10−3, pour obtenir un indice de covariance de p̂ f de 10%, environ 50000 évaluations du
modèle sont nécessaires. Le temps total pour calculer cette probabilité sur une machine équipée d’un
processeur Intel Core i3 2.40GHz avec 8.00 Go de RAM est de 50000×1.84 sec, ce qui avoisine 24 h.
Dans le cas de modèle plus coûteux à évaluer (de type élément finis), le temps de restitution de p̂ f peut
devenir incompatible avec des contraintes industrielles.

Pour pallier cette difficulté, l’appel au modèle est substitué par un métamodèle “instantanément”
évaluable. Dans le contexte fiabiliste, il doit permettre de décrire au mieux l’état limite là où la probabilité
est la plus importante (la zone la plus proche de l’origine dans l’espace standard). Le classificateur à base
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de machine à vecteurs de support (SVM, Support Vector Machine) est considéré. En se basant sur un
plan d’expériences Pexp = [Xexp,Yexp] où le modèle est évalué et en considérant deux classes :

— les individus défaillants où G(X)≤ 0,
— les individus sûrs où G(X)> 0,

les SVM permettent de construire un séparateur optimal W (x) :

W (x) =
Nentr

∑
i=1

αiyiK (xi,x)+S, (10)

où αi sont les multiplicateurs de Lagrange, S est le seuil et K (·, ·) est la fonction noyau qui est générale-
ment choisie comme gaussienne.

Le séparateur est construit sur un plan d’expériences qui permet de capter les caractéristiques glo-
bales du modèle. Cependant, il peut manquer de précision dans la zone d’intérêt autour de l’état limite.
Ainsi, l’approche à base de raffinement adaptatif du plan d’expériences permet d’améliorer itérativement
le classificateur [8]. Dans le contexte fiabiliste, plusieurs stratégies ont été développées pour les SVM.
La méthode SVM adaptative [9] et la méthode 2SMART [10] se basent sur la notion de marge SVM (zone
où l’incertitude sur le classificateur est la plus grande) et de clustering pour affiner le plan d’expériences.
Les approches basées sur Simulation des chaînes de Markov adaptatives [11, 12, 13, 14] échantillonnent
de façon aléatoire seulement dans la zone d’intérêt. Les méthodes Max-Min [15, 16] se basent principale-
ment sur la notion de distance pour améliorer la qualité du séparateur tandis que la méthode Generalized
Max-Min [17] inclut en plus la notion de distribution des variables d’entrée.

2.4 Stratégie adaptative à base de PSVM

Platt [18] et Vapnik [19] introduisent la notion de probabilité de classification au travers des SVM
probabilistes notée PSVM. En se basant sur un plan d’expériences où les individus sûrs G(X) > 0 et
défaillants G(X)≤ 0 appartiennent respectivement aux classes +1 et−1, les PSVM, en plus de construire
le séparateur, fournissent une information sur la probabilité qu’un individu appartienne à une classe. Platt
[18] propose le modèle sigmoïde pour construire les PSVM en se basant seulement sur le séparateur
SVM. La distribution des points d’entraînement n’est pas prise en compte. Ainsi, Bashudar [20] propose
d’introduire la notion de distance aux points d’entraînements. La probabilité P(+1|x) est définie par la
fonction suivante :

P(+1|x) = 1−P(−1|x) = 1

1+ exp(AW (x)+B( d−
d++τ
− d+

d−+τ
))

(11)

où d− et d+ sont respectivement les distances aux points du plan d’expériences négatifs et positifs les
plus proches de x, τ est une faible quantité (de l’ordre de 10−10) et A et B sont les paramètres du modèle
sigmoïde déterminés par maximum de vraisemblance. L’objectif de cette modélisation consiste à obtenir
une incertitude plus importante là où l’information est la moins connue, loin des points d’entraînement.
La probabilité de mauvaise classification Pmc s’exprime de la façon suivante :

Pmc =

{
1−P(+1|x) si : W (X)≤ S

P(+1|x) si : W (X)> S
, (12)

La Figure 3 représente la probabilité de mauvaise classification sur le cas d’application décrit à la Section
2.2.

L’objectif du raffinement adaptatif est alors de minimiser la probabilité de mauvaise classification
là où cela présente un intérêt pour l’évaluation de la probabilité de défaillance. C’est dans les zones où
l’état limite a la plus grande chance d’être vu. La stratégie adapative est la suivante :

1. un séparateur SVM est construit sur la base du plan d’expériences.

2. un échantillon d’individus candidats est généré. selon la distribution fX.

3. pour chaque individu, la probabilité de mauvaise classification est évaluée à l’aide des PSVM.

4. sur l’échantillon d’invidus candidats, le point retenu est obtenu en résolvant :

max
x

Pmc, (13)
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FIGURE 3 – Réprésentation de la probabilité de mauvaise classification dans l’espace standard sur le cas
test de la Section 2.2. Le trait discontinu noir représente le séparateur SVM. Les points blancs repré-
sentent les individus du plan d’expériences dont la marge est positive et les triangles blancs représentent
les individus négatifs.

5. ce point est évalué par l’intermédiaire du modèle et ajouté au plan d’expériences.

6. retour à l’étape 1.

2.5 Résultats

TABLE 1 – Tableau répertoriant les résultats de l’évaluation de la probabilité de défaillance en utilisant
des approches à base de métamodèles et de plan d’expériences adaptatifs

Méthode MCS AK+MCS GMM+MCS PSVM+MCS
Nombre d’évaluations ESACRACK 50000 30 30 30

Probabilité de défaillance 2,09×10−3 6,00×10−4 2,29×10−3 2,22×10−3

La probabilité de défaillance déterminée par une approche de type Monte-Carlo (MCS) sert de réfé-
rence. Les méthodes Adaptive Kriging (AK) [21] pour le krigeage et Generalized Max-Min (GMM) [17]
pour les SVM sont appliquées sur ce cas test (voir Figure 4) pour comparer avec la méthode adaptative
à base de PSVM. Le temps de restitution des résultats est de l’ordre de la minute. Le Tableau 1 répetorie
les probabilités de défaillance obtenues via les différents méthodes et il en ressort que les approches à
base de SVM fournissent des résultats proches de ceux obtenus par MCS contrairement à la méthode AK
à base de krigeage. Comme illustré à la Figure 4, les approches à base de SVM sont plus adaptées que la
méthode à base de krigeage pour l’allure graphique de l’état limite . Cela vient du fait que la propagation
s’arrête dès que la marge devient négative. La marge des individus défaillants est proche de zéro comme
le montre la Figure 5. La fonction de performance semble être caractérisée par un "plat" dans le domaine
de défaillance. Le krigeage se basant sur la régression par interpolation, les phénomènes mis en jeu ne
sont pas appréhendés de façon correcte. Les SVM reposant sur la notion de classification, seul le signe
de la fonction de performance importe pour construire l’état limite. Cette approche nous semble donc la
plus adaptée pour réduire le nombre d’appels au modèle initial dans ce cadre d’utilisation.
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FIGURE 4 – Comparaison de la détermination de l’état limite par les méthodes AK (tiret-point noir),
GMM (tiret noir) et PSVM (trait noir). Le plan d’expériences initial est représenté par les point noirs.
Les individus obtenus par la méthode AK sont les carrés roses, ceux par la méthode GMM sont les
triangles verts et ceux par PSVM sont les étoiles grisées. Les individus de l’analyse par Monte-Carlo sont
aussi tracés pour visualiser la qualité du séparateur. Les individus sûrs et défaillants sont respectivement
représentés par des points bleus et rouges.
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FIGURE 5 – Répartition des individus de l’analyse par Monte-Carlo dans le diagramme d’évaluation de
la défaillance FAD. Les individus sûrs et défaillants sont respectivement représentés par des points bleus
et rouges.

3 Conclusion

Cette contribution présente l’analyse de fiabilité par combinaison de modes de défaillance en Mé-
canique de la Rupture. Elle met en évidence la nécessité d’utiliser les approches par métamodèle de
classification pour réduire les temps de calcul dépendants du nombre d’appels au modèle de fissuration.
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Afin d’améliorer la qualité du séparateur à prédire les zones d’intérêt, une stratégie de raffinement du plan
d’expériences est proposée en introduisant un critère reposant sur la notion de machine à vecteurs de sup-
port probabilistes PSVM. Cette stratégie est comparée sur un cas d’application type barreau en traction
via l’outil ESACRACK avec les méthodes adapatives Adaptive Kriging (AK) [21] pour le krigeage et
Generalized Max-Min (GMM) [17] pour les SVM. Il ressort de la comparaison que les approches par
SVM (GMM et PSVM) ont des résultats très similaires et que la fonction de performance ne se prête pas
à l’utilisation de la régression par krigeage. Le critère PSVM doit alors être développé et validé sur des
cas de complexité croissante.
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