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Résumé — Cet article se place dans le cadre des recherches sur la propagation d’une fissure dans un mi-
lieu élastique, fragile et chargée par un fluide visqueux. Nous nous proposons de traiter ici un problème
simplifié : le décollement d’un film élastique soumis à l’injection d’un fluide visqueux placé à l’interface
entre un film élastique et le substrat rigide sur lequel il repose initialement. L’ensemble des équations
modélisant le problème sont analysées par le biais de la méthode des développement asymptotiques en
fonction d’un petit paramètre adimensionné. En allant jusqu’à l’ordre 1 dans le développement asymp-
totique, on montre qu’il existe un retard dans l’évolution de la longueur de fissuration qui dépend de la
vitesse d’injection du débit et de la viscosité du fluide.
Mots clés — Rupture, approche énergétique, propagation, développement asymptotique.

1 Introduction

La propagation d’une fissure dans un milieu fragile sous l’action d’un écoulement de fluide vis-
queux se situant entre ses lèvres est un problème apparaissant dans différents domaines, en particulier
en volcanologie [7, 11]. La compréhension de ce problème restant encore limitée, le présent travail entre
dans le cadre du développement d’outils de modélisation capables de le décrire, afin de contribuer à une
meilleure compréhension de la migration du magma à travers la croûte terrestre, c’est-à-dire la formation
des dykes et sills.

Actuellement, les modèles considérés pour décrire la migration du magma sont développés dans
le cadre d’une approximation bidimensionnelle : le dyke est supposé infiniment long dans la direction
perpendiculaire à sa section, qui est supposée être uniforme [10]. Ils considèrent pour la plupart une
propagation rectiligne, avec un trajet de fissuration connu à l’avance, et il est supposé que le fluide
avance à la même vitesse que la fissure. Ces modèles ont déjà permis de mieux comprendre la migration
du magma dans la croûte terrestre, en montrant par exemple que le contraste de propriétés physiques
entre deux couches peut favoriser le stockage de magma à une profondeur donnée [8, 10]. Cependant, ils
sont insuffisants pour prédire l’arrêt de la propagation, un trajet temporel saccadé dû au comportement
transitoire du fluide, ou encore le passage d’une migration verticale à une migration horizontale. Ces cas
de figure sont pourtant des mécanismes importants en volcanologie, et ont été observés dans le cadre
d’essais expérimentaux [7, 11] et sur le terrain [1, 5].

Dans ce travail, nous considérons une géométrie très simplifiée afin de focaliser notre attention sur
le caractère non quasi-statique du problème de propagation de fissure considéré associé à la viscosité du
fluide. En effet, une fois un modèle simple établi dans le cas unidimensionnel, celui-ci pourra être étendu
à des cas tridimensionnels plus réalistes afin de tirer tous les avantages du cadre variationnel. Nous nous
intéressons ainsi à l’injection d’un fluide visqueux à l’interface entre un film inextensible, infini dans la
direction transverse à la propagation et le substrat rigide sur lequel il est initialement collé. Le problème
introduit un couplage fort entre le décollement du film (modélisant la propagation de la fissure dans
cette géométrie simplifiée), l’écoulement de fluide visqueux et la réponse du film. Le décalage entre le
front de fissure et le front d’avancée de l’écoulement n’est ici pas considéré, ceci pouvant être justifié
par la différence d’ordre de grandeur entre ce décalage et la longueur de la fissure [3]. L’écoulement de
fluide visqueux sera formulé dans le cadre de l’approximation de lubrification, valable pour de faibles
ouvertures de fissures, et on considérera un modèle de comportement décrit par une loi puissance [2, 6].
Le décollement du film est abordé du point de vue de la théorie énergétique de Griffith [4] en se basant
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sur le taux de restitution d’énergie, étendu ici à la présence d’un fluide visqueux.
Cet article est organisé comme suit. Dans la section 2, le problème étudié est décrit et l’ensemble

des équations le modélisant sont établies. Dans la section 3, il est reformulé en passant d’un problème
à frontière libre à un problème à frontière fixe, ce qui permet dans la section 4, à l’aide la méthode de
développements asymptotiques, d’obtenir des solutions explicites du problème, et enfin de présenter les
résultats obtenus pour différentes valeurs des paramètres décrivant le problème dans la section 5.

2 Formulation du problème

On considère une injection de débit ponctuel Q(T ) au temps T > 0 placé à l’origine des coordonnées,
et en utilisant la symétrie du problème, on choisit comme géométrie de domaine la région Ω= [0,L(T )]⊂
R
+ avec L(T ) la longueur de fissure et T le temps physique. S’agissant d’un modèle unidimensionnel on

peut représenter le problème et ces conditions initiales sur la figure 1.

L(T )O Substrat

H(T,X)

Q(T,X0)/2

eX

eY

FIGURE 1 – Représentation du problème. En Rouge la forme du film et en Bleu la forme de la surface
du fluide.

En tenant compte des résultats de Detournay [9], on suppose que le fluide est solidaire du film à
chaque instant et on peut donc décrire la géométrie à l’aide d’une unique fonction H(T,X) représentant
la hauteur du film et du fluide au temps T et au point X . On introduit par ailleurs la pression P(T,X)
dans le fluide. Le problème consiste alors à trouver {H(T,X),P(T,X),L(T)} décrivant l’état du système
à l’instant T soumis à l’action du chargement Q(T ), en considérant les conditions initiales décrites par
{L0 = L(0),V0 =

∫
Ω Hini(X)dX}. L’ensemble d’équations décrivant l’état du système à l’instant T sont

décrites dans la suite.

2.1 Domaine solide

Le domaine solide est constitué d’un film infini dans la direction transverse à la propagation du fluide,
modélisé comme un fil parfaitement flexible. Le déplacement du solide est donc décrit par l’équation
d’équilibre

N
∂2H

∂X2 +P = 0, ∀ X ∈ Ω =]0,L[, (1)

où N est la tension du fil, supposée connue et fixe. Les conditions aux limites sont :
— déplacement nul au point de fissuration : H(T,L) = 0,

— continuité de la pente à l’origine, s’écrivant en raison de la symétrie du problème :
∂H

∂X
(T,0) = 0.

2.2 Domaine fluide

En considérant valable l’hypothèse de lubrification, le flux développé par le fluide suit la loi de
Poiseuille. Dans ce cas, l’équation liant l’évolution de la forme du film et le champ de vitesse du fluide
est le bilan de conservation de masse, donné par

∂H

∂T
+

∂Φ

∂X
= 0, ∀ X ∈ Ω, ∀ T ≥ 0, (2)

où Φ(T,X) est le flux traversant une section au point X ∈ Ω. On munit cette équation d’une condition
aux limites pour le flux et d’une condition initiale pour H(T,X) :

— débit injecté à l’origine : Φ(T,0) = Q(T )/2,
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— forme initiale du fil : H(0,X) = Hini(X).
La loi de Poiseuille donne Φ en fonction des inconnues globales H(T,X), P(T,X) et L(T ). Il est

également nécessaire de se donner une loi décrivant le comportement visqueux du fluide. On considère
un modèle de loi de puissance [2, 6] :

τ = Mγ̇n, (3)

où τ est la contrainte de cisaillement, γ̇ le taux de glissement, M la consistance du fluide et n ∈ [0,1]
l’indice d’écoulement (un fluide newtonien est représenté par n = 1 et un fluide parfaitement plastique
par n= 0). En considérant la distribution parabolique de la vitesse donnée par la loi de Poiseuille, le calcul
du flux, obtenu en intégrant la vitesse du fluide sur la section, conduit alors l’équation de Reynolds

Φ(T,X) =

(

−
1
µ′

H2n+1 ∂P

∂X

)1/n

, (4)

où µ′ est la viscosité apparente du fluide, reliée aux paramètres du modèle de loi puissance par

µ′ = 2M

(

2(2n+1)
n

)n

.

Le choix du modèle de loi puissance se justifie par une bonne description des fluides visqueux couram-
ment utilisés dans la fracturation hydraulique (thinning fluids). De plus, d’un point de vue mathéma-
tiques, l’indice n ∈]0,1[ nous permet d’assurer la convergence de certaines intégrales qui divergeraient
dans le cas d’un fluide newtonien dans le cas de notre géométrie simplifiée(n = 1).

2.3 Évolution de la fissuration

On se base sur l’approche énergétique de Griffith [4] pour traiter l’évolution de la fissuration. Étendue
au couplage avec un écoulement visqueux, celle-ci repose sur le calcul du taux de restitution de l’énergie
potentielle du système. Cette énergie peut s’exprimer comme suit :

E =
∫

Ω

N

2

(

∂H

∂X

)2

dX −
∫ T

0

∫
Ω

Φ
∂P

∂X
dXdτ−

∫ T

0

Q

2
P(τ,0)dτ,

où le premier terme est l’énergie potentielle associée au comportement du film, le deuxième terme à
l’énergie dissipée par viscosité par le fluide et le troisième terme au travail extérieur dû à l’injection du
fluide à l’origine. La loi consiste en trois principes :

— irréversibilité :
∂L

∂T
≥ 0, (5)

— critère de Griffith :

−
∂E

∂L
≤ Gc, (6)

— bilan de l’énergie :
(

∂E

∂L
+Gc

)

∂L

∂T
= 0, (7)

avec Gc la ténacité de la colle entre le film et le substrat.

3 Adimensionnement

Le problème est alors décrit en fonction des paramètres dimensionnés suivants ;
— Paramètres matériaux : N (précontrainte dans le film), Gc (ténacité de la colle), µ′,n (viscosité

apparente et indice d’écoulement du fluide).
— Paramètres de géométrie initiale : L0 (longueur de fissuration initiale), V0 (volume initial du

fluide).
— Paramètres de chargement : Q0 (amplitude du débit injecté).
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Dans le cadre d’une approche asymptotique de ce problème, on choisit de travailler avec une version
adimensionnée de l’ensemble d’équations du problème. On fait alors les changements de variables sui-
vants :

X = L0x, T =
V0

Q0
t, L(T ) = L0ℓ(t), H(T,X) =

V0

L0
h(t,x), Q(T ) = Q0q(t), P(T,X) =

NV0

L3
0

p(t,x),

ainsi que

Φ(T,X) = Q0φ(t,x), E(T,L) =
NV 2

0

L3
0

E(t, ℓ(t)).

Le problème ne dépend après adimensionnement que des deux paramètres adimensionnés suivants :

K f =
N

µ′

(

V 2n+2
0

L2n+5
0 Qn

0

)

, Γc =
GcL4

0

NV 2
0

.

Ce problème étant à frontière libre (en raison de la longueur de décollement inconnue), on normalise la
variable x de sorte que y = x/ℓ(t) et donc, l’ensemble d’équations peut s’écrire en fonction des fonctions
normalisées w(t,y) = h(t,yℓ(t)) et p(t,y) = p(t,yℓ(t)).

3.1 Domaine solide

En tenant compte du changement de variable et de l’adimensionnement, les équations de la sec-
tion 2.1 peuvent s’écrire

{

w′′+ ℓ2
p= 0 ∀ y ∈]0,1[,

w′(t,0) = w(t,1) = 0.
(8)

3.2 Domaine fluide

De même, les équations de la section 2.2 peuvent s’écrire






ℓẇ−w′yℓ̇+φ′ = 0 ∀ y ∈]0,1[,
φ(t,0) = q

2 ,
w(0,y) = hini(y),

(9)

où φ(t,y) est la forme adimensionnée de Φ(t,x), qui peut s’exprimer, en supposant que p′ < 0 ∀ x ∈ [0,1],
par

φ(t,y) = (−K f ℓ
−1w2n+1

p
′)1/n. (10)

3.3 Loi d’évolution de la fissuration

Finalement les trois conditions d’évolution de fissuration s’écrivent






ℓ̇≥ 0,
G ≤ Γc,
(G−Γc) ℓ̇= 0,

(11)

où G =−∂E/∂ℓ est le taux de restitution d’énergie, avec

E =
1
ℓ

∫ 1

0

(w′)2

2
dy−

∫ t

0

∫ 1

0
φp′dydτ−

∫ t

0

q

2
p(t,0)dτ.

À l’aide des conditions aux limites des sections 3.1 et 3.2, un calcul (long et non détaillé ici) montre que

G =−
∂E

∂ℓ
=

∫ 1

0
w

(

3
2
p+ yp′

)

dy.

4



4 Solution asymptotique

On analyse le cas particulier d’une grande ténacité (large-toughness), largement traité dans la litté-
rature [9, 3]. Dans ce cas, on peut écrire K f = 1/ε avec ε un petit paramètre i.e. ε ≪ 1. En supposant
un développement régulier par rapport au petit paramètre des inconnues du problèmes, on cherche une
solution asympotique du type

w(t,y) = w0(t,y)+ εw1(t,y)+O(ε2),

p(t,y) = p0(t,y)+ εp1(t,y)+O(ε2),

ℓ(t) = ℓ0(t)+ εℓ1(t)+O(ε2),

φ = φ0 + εφ1 +O(ε2),

G = G0 + εG1 +O(ε2).

En remplaçant formellement les développements précédents dans l’ensemble d’équations (8) - (11) on
peut obtenir des équations à différents ordres εi. En considérant uniquement les deux premiers ordres, on
obtient :

Équations à l’ordre 0 :

Solide :

{

w′′
0 + ℓ2

0p0 = 0, ∀ y ∈]0,1[,

w0(t,1) = w′
0(t,0) = 0,

Fluide :



























ℓ0ẇ0 − yw′
0l̇0 +φ′0 = 0, ∀ y ∈]0,1[,

ℓ−1
0 p

′
0w2n+1

0 = 0, ∀ y ∈]0,1[,

φ0(t,0) =
q

2
,

w0(0,y) = hini(y),

Fissure

{

(G0 −Γc)ℓ̇0 = 0,

ℓ0(0) = 1.

Équations à l’ordre 1 :

Solide :

{

w′′
1 + ℓ2

0p1 +2ℓ0ℓ1p0 = 0, ∀ y ∈]0,1[,

w1(t,1) = w′
1(t,0) = 0,

Fluide :























ℓ0ẇ1 + ℓ1ẇ0 − yw′
0ℓ̇1 + yw′

1ℓ̇0)+φ′1 = 0, ∀ y ∈]0,1[,

ℓ−1
0 p

′
0w2n

0 w1 + ℓ−1
0 p

′
1w2n+1

0 − ℓ−2
0 ℓ1p

′
0w2n+1

0 =−φn
0, ∀ y ∈]0,1[,

φ1(t,0) = 0,

w1(0,y) = 0,

Fissure

{

(G0 −Γc)ℓ̇1 +G1ℓ̇0 = 0,

ℓ1(0) = 0.

En considérant V (t) := 1+
∫ t

0 q(τ)dτ et en introduisant Vc =
√

8Γc/9, la résolution des équations à
l’ordre dominant donne une évolution à seuil :

si V ≤Vc :

ℓ̇0 = 0 ⇒ ℓ0(t) = 1,

p0(t) =
3
2

V,

w0(t,y) =
3V

4
(1− y2),

5



si V >Vc :

ℓ0(t) =
4

√

9V 2

8Γc

,

p0(t) =
3V

2ℓ3
0

,

w0(t,y) =
3V

4ℓ0
(1− y2),

où Vc s’interprète comme le volume critique pour lequel il y a décollement. Cette évolution à l’ordre
dominant correspond exactement à celle d’un décollement quasi-statique par un fluide à l’équilibre à
volume controlé. De ce fait, à l’ordre dominant, l’évolution ne dépend que du volume injecté et pas de
la vitesse de chargement (débit injecté) ni de la viscosité du fluide. Cette évolution est présentée dans la
figure 2 pour Γc = 4.5.
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FIGURE 2 – Évolution de la longueur de décollement ℓ0 à l’ordre dominant en fonction du volume de
fluide injecté, pour Γc = 4.5.

À partir de la connaissance de la solution à l’ordre dominant, la résolution à l’ordre suivant peut aussi
être obtenue de façon explicite. Les termes de correction apparaissant à cet ordre dépendent explicitement
du débit injecté q(t), de l’indice d’écoulement n ainsi que de la vitesse de propagation de la fissure ℓ̇0

de l’ordre dominant. Les expressions de la solution à l’ordre 1 ne sont pas données ici afin d’alléger la
présentation.

5 Résultats et discussion

Sur la figure 3 est représentée l’évolution de la longueur de fissure en considérant un chargement
défini par

q(t) =

{

1+ cos(π(t −1)), pour t < 2,
0, pour t ≥ 2,

(12)

pour ε = 0.1, Γc = 1.125 et pour différentes valeurs de l’indice d’écoulement n du fluide, Dans cette
ensemble de courbes, on peut remarquer l’existence d’un retard dans l’évolution de la fissuration, dont
l’amplitude dépend fortement de n. En particulier, lorsque n tend vers 0 (cas d’un fluide parfaitement
plastique), le terme correctif est négligeable et l’évolution tend vers la solution donnée uniquement par
l’ordre dominant. Mais par contre lorsque n tend vers 1, la prise en compte des termes de correction est
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FIGURE 3 – Évolution de la longueur de fissuration ℓ = ℓ0 + εℓ1 pour différentes valeurs de l’indice
d’écoulement n, pour Γc = 1.125.

nécessaire ; en particulier ceux-ci rendent compte d’un retard dans le décollement du film comparée à la
solution purement quasi-statique.

Pour rendre compte de l’influence de l’amplitude du débit sur le retard, on définit un chargement du
type

q(t) =

{

q0 sin2
(

π t
Tc

)

, pour t < Tc,

0, pour t ≥ Tc,
(13)

où Tc = 2Vi/q0 est le temps nécessaire pour injecter un volume de fluide Vi à débit q0. Ainsi on injecte
le même volume total de fluide mais pour différentes amplitudes (et donc différents temps d’injection).
On se donne le jeu de paramètres suivant : n = 0.9,ε = 0.05 et Γc = 1.125. On trace l’évolution de la
longueur de fissuration et du déplacement du film pour différents valeurs de q0, voir figures 4 et 5.

1 1.5 2 2.5 3
0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Volume

Lo
ng

ue
ur

 d
e 

fis
su

ra
tio

n

 

 

Sol. O(0)
q

0
 = 0.5

q
0
 = 1.0

q
0
 = 2.0

q
0
 = 4.0

FIGURE 4 – Évolution de la longueur de fissuration ℓ= ℓ0+εℓ1 en fonction du volume Vt pour différentes
valeurs de q0, pour Γc = 1.125.
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FIGURE 5 – Évolution de la hauteur du point central w = w0 + εw1 en fonction du volume Vt pour
différentes valeurs de q0, pour Γc = 1.125.

On observe alors que si le débit d’injection du fluide est assez faible, la solution à l’ordre dominant
est une représentation assez bonne pour l’évolution de la fissuration. Mais dès qu’on considère des am-
plitudes de débit importantes, la correction apporté à l’ordre suivant et qui tient compte de la viscosité
du fluide ne peut plus être négligée.

D’après les figures 4 et 5, on peut conclure que à mesure que l’amplitude du débit injecté croît,
le système a tendance à préférer déformer le film plutôt que de le décoller. En effet, la longueur de
décollement étant plus petite à mesure que le débit augmente, le déplacement vertical du film au point
d’injection est nécessairement plus grand afin de conserver un même volume de fluide. Enfin, en stoppant
l’injection du fluide, les solutions aux différentes amplitudes convergent toutes vers la même solution à
l’équilibre i.e. la solution quasi-statique.

Par ailleurs, le comportement du modèle autour du volume critique Vc mérite quelques remarques.
Pour cela, on donne (sans le détail des calculs) l’expression analytique du terme de décollement correc-
teur ℓ1(t) :

ℓ1(t) =−
ℓ4

0

6V

∫ 1

0

y

(1− y2)n

(

α
(2+ y)(1− y)

(1+ y)
+βy

)n

dy,

qui dépend explicitement des fonctions du temps

α(t) =
4qℓ2

0

9V 2

(

4ℓ2
0

3V

)1/n

, β(t) =
4ℓ0ℓ̇0

3V

(

4ℓ2
0

3V

)1/n

.

Une remarque importante porte sur la continuité de β(t) lorsque V (t) = Vc. D’après l’analyse à

l’ordre dominant, β(t) = 0 si V (t)≤Vc et β(t) = 3q(t)

4ℓ2
0Γc

(

4ℓ2
0

3V

)1/n

si V (t)>Vc. Si la valeur du débit injecté

à l’instant où le volume atteint le volume critique est non nulle, la fonction β(t) est ainsi discontinue à cet
instant. Cela se traduit alors par une discontinuité de ℓ1(t) au point critique en raison de la dépendance
de ℓ1 par rapport β. On remarque par ailleurs qu’en général ℓ1(t) ≤ 0, ce qui empêche la condition

d’irréversibilité de la longueur de fissuration d’être satisfaite près du volume critique. Ce comportement
est représenté sur la figure 6. Il correspond à une limitation du modèle à grande ténacité, qui néglige
l’existence d’un décalage entre le front de fissure et le front d’avancée de l’écoulement.

Après avoir déterminé les termes correctifs pour la longueur de fissuration, on calcule la forme corri-
gée du film et la pression corrigée au sein du fluide. Par exemple, si l’on fixe Γc = 4.5,ε = 0.1 et n= 0.95,
on peut observer l’influence de la vitesse de chargement q sur la forme du film w et la pression du fluide
p sur la figure 7.
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FIGURE 6 – Évolution de la longueur de fissuration l = l0+εl1 en fonction du volume Vt pour différentes
valeurs de q0, pour Γc = 1.125.
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FIGURE 7 – Pression du fluide p et forme du film w pour V = 2.5, q = {2,5,10} et Γc = 4.5.

Un résultat intéressant est la singularité de la pression p(t,x) = O(log(1− x)) près du front de pro-
pagation de la fissure (x → 1) qui n’est pas retrouvé à l’ordre O(1) mais à l’ordre O(ε) et qui dépend
fortement du débit q(t). Cette singularité a déjà été décrite par Detournay [9] dans un contexte diffèrent.
Liée à l’hypothèse de solidarité entre le film et le fluide, elle montre encore une fois la limitation du
modèle.

Un autre cas intéressant à analyser est le cas n = 1 (fluide newtonien). Dans ce cas, l’ensemble des
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équations décrivant le problème unidimensionnel n’a pas de solution analytique car le taux de restitution
d’énergie G devient infini, ce qui rend la valeur de ℓ1 indéterminée. Ce problème disparaît lorsqu’on s’in-
téresse à des géométries bidimensionnelles ou tridimensionnelles [9]. Les équations gouvernant l’élasti-
cité du solide ne nécessitent alors en effet pas l’introduction de la puissance n pour assurer la convergence
de G et P.
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