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Résumé
L’algèbre géométrique est un outil permettant de représenter et manipuler les objets géométriques de manière
générique, efficace et intuitive. Différentes approches ont été prospectées afin d’obtenir des implantations efficaces,
mais restent toutefois perfectibles notamment sur leur attractivité face à un usage industriel. Cet article présente
une implantation de ces algèbres basée sur une représentation de ses éléments sous forme d’arbres binaires. Cette
représentation aboutit à des définitions récursives des produits permettant, une fois déroulés, la mise en œuvre de
nouveaux algorithmes itératifs. Ces algorithmes consistent à assimiler les produits à des constructions itératives
de listes. L’approche obtenue est valable en toutes dimensions. Les algorithmes proposés ont été implantés en
C++ et comparés avec les méthodes de l’état de l’art.

Mots-clés : Algèbre géométrique, Arbre binaire

1. Introduction

L’algèbre géométrique est un outil mathématique de re-
présentation et de manipulation d’objets géométriques ini-
tialement conceptualisé par Hermann Grassmann en 1844.
À la même époque, Wiliam Rowan Hamilton (1805-1865)
développait l’algèbre des quaternions utilisée pour les rota-
tions 3D. Enfin William Kingdon Clifford (1845-1879) pro-
duisit une algèbre permettant d’englober toutes les algèbres
(Grassmann, quaternion, ...). Leurs travaux n’ont été repris
seulement qu’à la fin du XXe siècle grâce à l’avènement de
l’informatique. David Hestenes a remis au goût du jour cette
algèbre en résolvant des problèmes de mécanique quantique
avec l’algèbre géométrique. Pour un historique plus complet,
se référer à [?] ou [?].

Tout comme l’algèbre linéaire usuellement utilisée pour re-
présenter les objets géométriques, cette algèbre est définie à
partir d’un espace vectoriel. Sa spécificité est de pouvoir re-
présenter des objets géométriques par des sous-espaces vec-
toriels engendrés par des opérateurs de l’algèbre.

Voici quelques exemples d’opérations typiques que l’on
peut rencontrer en algèbre géométrique. Dans l’espace usuel

de dimension 3, considérons 4 points de vecteurs posi-
tions p1, p2, p3, p4 représentés par 4 vecteurs p1,p2,p3,p4
de l’algèbre, il est possible de calculer la sphère s passant
par ces 4 points de la manière suivante :

s = p1∧p2∧p3∧p4

Avec le même opérateur et à partir de trois points dont les
vecteurs sont p5,p6,p7 et un point à l’infini de vecteur ni
(similaire à la coordonnée homogène en géométrie projec-
tive), on détermine le plan π passant par ces trois points par
la formule suivante :

π = p5∧p6∧p7∧ni

Enfin avec un deuxième opérateur étant une extension du
produit scalaire de l’algèbre linéaire appelé contraction et
noté c, on calcule le cercle c obtenu par l’intersection entre
le plan π et la sphère s :

c = πcs

Ce résultat géométrique, représentée sur la figure ??, est tirée
du logiciel GAViewer [?]. Cet exemple illustre la capacité de
compacité des expressions de l’algèbre géométrique pour la
définition de primitives géométriques, points, sphères, plans,
cercles. Par ailleurs, les calculs effectifs produits par ces opé-
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rateurs sont, à l’image du produit vectoriel de R3, extrême-
ment compacts.
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Figure 1: Intersection entre une sphère et un plan. Le cercle c
est obtenu par intersection de la sphère s = p1∧p2∧p3∧p4
et du plan π = p5∧p6∧p7∧ni.

Un frein à l’utilisation de l’algèbre géométrique réside dans
la montée en dimension qui survient quand on considère
l’espace des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel,
ce qui est courant en algèbre géométrique. En effet, un es-
pace vectoriel de dimension d nécessite un espace de sous-
espaces vectoriels de dimension 2d . Le stockage en mémoire
de ces éléments devient coûteux. En pratique cependant,
les objets géométriques ne sont représentés que par un seul
sous-espace d’une dimension fixée. Ainsi, selon l’objet re-
présenté, seule une partie du vecteur de l’algèbre sera utili-
sée, ce qui rend les vecteurs très creux. À titre d’exemple,
une sphère, en dimension 3, sera représentée par un vecteur
de l’espace des sous-espaces vectoriel d’un espace à 5 di-
mensions produisant 32 coordonnées dont seulement 5 se-
ront non nuls.

Il existe plusieurs implantations des algèbres géométriques,
notamment Gaigen [?] qui adapte la représentation et les cal-
culs effectués en fonction de l’objet géométrique en utilisant
des classes spécialisées. Gaalop [?] est une autre implanta-
tion utilisant un pré-compilateur pour générer les éléments
de l’algèbre géométrique. Cette approche, bien qu’efficace
en terme de temps de calcul, n’autorise pas de modifications
autre que celle des valeurs représentant les objets déjà dé-
finis et n’est donc pas utilisable dans des logiciels où une
interaction avec un utilisateur est prévue.

Enfin, Fuchs et Théry [?] définissent les éléments de l’al-
gèbre géométrique à partir d’arbres binaires et présentent
les opérateurs de l’algèbre géométrique de manière récur-
sive. Dans cet article, nous proposons une construction des
éléments de l’algèbre géométrique selon cette dernière ap-
proche. Les opérateurs de l’algèbre sont définis itérativement
à partir de leur expression récursive. La suite de cet article
est organisée de la façon suivante : la section 2 présente l’ap-
proche récursive de représentation des éléments de l’algèbre.

Les sections 3 et 4 décrivent les méthodes itératives de cal-
culs des opérateurs de l’algèbre géométrique, une étude de
la complexité en temps et en mémoire y est explicitée. Enfin
la section 5 donne les résultats expérimentaux.

2. Définitions et notations

L’algèbre géométrique est définie à partir d’un espace vec-
toriel de dimension d. La base canonique de cet espace vec-
toriel est notée :

(e1,e2,e3, · · · ,ed)

2.1. Opérateur de construction de sous-espaces

La construction des sous-espaces est effectuée grâce au
produit extérieur noté ∧. Le produit extérieur entre deux vec-
teurs a et b a les propriétés suivantes :

Antisymétrie : a∧b =−b∧a ⇒ a∧a = 0

bilinéarité :
{

a∧ (βb) = β (a∧b)
a∧ (b+ c) = (a∧b)+(a∧ c)

où β est un scalaire.

Les sous-espaces ne sont pas exprimés dans l’espace vecto-
riel de départ, mais dans l’espace des sous-espaces vectoriels
de l’espace de départ. Cet espace des sous-espaces vectoriels
possède une base canonique construite à partir de la base ca-
nonique de l’espace vectoriel de départ. À titre d’exemple en
dimension 3, la base de l’algèbre géométrique est composée
des vecteurs suivants :

(1,e1,e2,e3,e12,e13,e23,e123)

avec ei j le résultat de ei∧ e j.

Maintenant, nous introduisons quelques définitions. Les élé-
ments de l’algèbre géométrique sont les combinaisons li-
néaires de la base canonique. Les éléments décomposables
en produits extérieurs de vecteurs sont appelés des blades.
On appelle grade d’un blade le nombre de vecteurs de base
qui engendre le sous espace dans lequel se situe l’objet. En
dimension 3, les grades des éléments de la base de l’algèbre
géométrique sont les suivants :

( 1︸︷︷︸
grade 0

,e1,e2,e3︸ ︷︷ ︸
grade 1

,e12,e13,e23︸ ︷︷ ︸
grade 2

, e123︸︷︷︸
grade 3

)

2.2. Multivecteurs

Les éléments de l’algèbre géométrique sont appelés des
multivecteurs. Tout comme un vecteur nous notons les mul-
tivecteurs en gras et en lettre minuscule (le multivecteur a).
On dit qu’un multivecteur est de grade k si l’élément de plus
haut grade constituant ce multivecteur est de grade k.

En dimension d, un multivecteur a peut être exprimé
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comme une somme de blades pondérés par des coefficients
ai de la manière suivante :

a =
2d

∑
i=0

aiEi (1)

Avec Ei un blade dont le grade va de 1 à d. On peut par
exemple avoir E3 = e2 et E8 = e123

2.3. Arbres binaires

L’approche [?] propose une représentation des multivec-
teurs par des arbres binaires où chaque nœud est un multi-
vecteur. L’arbre binaire a peut s’exprimer de manière récur-
sive par :

an = (an+1
1 ,an+1

0 )n (2)

a1 et a0 représentent les fils gauche et droit du nœud a. n est
le niveau de récursion pouvant aller de 0 (racine de l’arbre)
à d (feuille de l’arbre).

2.4. Arbres binaires et multivecteurs

À chaque profondeur de l’arbre, c’est à dire à chaque di-
mension de l’espace, correspond un vecteur de base de grade
1 qui contribue à la construction des multivecteurs de grades
supérieurs, voir figure ??. La notation an = (an+1

1 ,an+1
0 )n in-

dique qu’à une profondeur n, le nœud an sépare la partie a1
contenant du en de la partie a0 qui n’en contient pas. Les
feuilles de l’arbre binaire a représentent les vecteurs de base
pouvant exprimer le multivecteur a, en leur associant les co-
efficients ai de a correspondant. Un nœud an est lui même
un multivecteur composé de vecteurs de base dont le grade
maximal vaut n.

a

a1

· · ·

e123

a7

e3

e12

a6

e2

· · ·

e13

a5

e3

e1

a4

e1

a0

· · ·

e23

a3

e3

e2

a2

e2

· · ·

e3

a1

e3

1

a0

Figure 2: Arbre binaire de a associé au multivecteur a en di-
mension 3. A chaque feuille de l’arbre correspond une com-
posante du multivecteur a.

3. Produit extérieur

Avant de présenter la méthode proposée dans cet article,
nous décrivons la méthode générale de calcul du produit ex-
térieur. Soit c = a∧b le résultat du produit extérieur de a

par b, on a alors :

c =
2d

∑
k=0

ckEk =
2d

∑
i=0

aiEi∧
2d

∑
j=0

b jE j (3)

Comme le produit extérieur est distributif par rapport à l’ad-
dition, le produit extérieur de a par b devient :

c =
2d

∑
i=0

2d

∑
j=0

aib j
(
si j Ei∧E j

)
(4)

avec si j le signe du produit extérieur entre deux vecteurs de
base qui dépend de l’ordre dans lequel ce produit est effec-
tué. Une composante ck de c s’écrit alors :

ck = ∑
i, j tel que

Ei∧E j=si jEk

si j.ai∧b j = ∑
i, j tel que

Ei∧E j=si jek

si j.aib j (5)

Comme ai et b j sont des coefficients, alors le produit exté-
rieur ai ∧b j revient à effectuer le produit des deux scalaires
ai et b j.

3.1. Produit extérieur : version naïve

Une première approche naïve du calcul du produit exté-
rieur entre deux multivecteurs a et b consiste à calculer le
produit extérieur entre chaque vecteur de base de a et de b
en utilisant la distributivité du produit extérieur.

Comme le produit extérieur entre vecteurs de base est cal-
culé en temps constant, la complexité de cette approche sera
alors déterminée par le nombre de parcours des multivec-
teurs. Sachant que le nombre de vecteurs de base d’un mul-
tivecteur de dimension d est 2d . Le nombre de parcours ef-
fectués est donc de 22d = 4d . La complexité de l’algorithme
est donc en O(4d). Cette approche ne permet pas d’éviter les
produits extérieurs entre 2 vecteurs de base dépendants (ie.,
ayant un ou plusieurs vecteurs de base de grade 1 en com-
mun). Le résultat de ce type de produit est nul, ce qui in-
duit des opérations inutiles. Dans l’exemple suivant, le pro-
duit extérieur entre deux multivecteurs a et b en dimension 3
contient des calculs inutiles :

a = 2 e1 b = 4 e1 +3 e3

a∧b = 2×4 e1∧ e1 +2×3 e1∧ e3

= 0+6 e13

= 6 e13

On remarque qu’une seule opération a abouti sur un résultat
non nul.

3.2. Produit extérieur par récursion

Les opérateurs de l’algèbre géométrique sont également
définis de manière récursive [?]. La formule ci-dessous dé-
finit le produit extérieur entre deux arbres a et b de même
profondeur n :
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an∧bn = (an+1
0 ,an+1

1 )n∧ (bn+1
0 ,bn+1

1 )n

Si n < d , an∧bn =(
an+1

1 ∧bn+1
0 +a0

n+1∧bn+1
1 ,an+1

0 ∧bn+1
0
)n

Si n = d , an∧bn = ad ∧bd

(6)

où • désigne un opérateur prenant en compte la propriété
d’antisymétrie du produit extérieur. L’approche récursive de
calcul du produit extérieur consiste à développer la formule
ci dessus jusqu’au feuille de l’arbre.

La complexité de cette approche est déterminée par le
nombre de parcours (appels récursifs) des nœuds de
l’arbre a. Chacun des trois termes an+1

i ∧ bn+1
j de la for-

mule (??) induit un appel récursif. On en déduit qu’à chaque
niveau de récursion le nombre d’appels récursifs est multi-
plié par trois. À un niveau de récursion n, le nombre total
d’appels récursifs de niveau de récursion n est de 3n. Par
construction en dimension d, le nombre total d’appels récur-
sifs est de :

d

∑
i=1

3i =−3
2
(
1−3d) (7)

Cette complexité est inférieure à la complexité de l’approche
naïve vue précédemment

(
O(4n)

)
. Cette approche n’est tou-

tefois pas parallélisable. nous cherchons à obtenir un algo-
rithme itératif à partir de cet algorithme récursif.

3.3. Approche proposée

Le but de notre approche est de minimiser le temps de
calcul du produit extérieur et donc de diminuer le nombre
de calculs. Pour ce faire, elle s’appuie sur la méthode ré-
cursive présentée au paragraphe précédent pour obtenir un
algorithme itératif.

3.3.1. Développement du produit extérieur

La formulation récursive (??) génère, pour chaque feuille
de c= a∧b, un ensemble de vecteurs de base ad ∧bd . Cha-
cune de ces feuilles est parcourue plusieurs fois par le calcul
récursif et par conséquent reçoit plusieurs contributions de a
et de b. En effet, chacun de ces parcours génère un couple
ad ∧bd auxquels sont associés une paire de composantes ai
de a et b j de b. Chacune de ces paires s’additionne aux autres
contributions de la feuille en question. Par exemple, le déve-
loppement de la formule récursive en dimension 3 donne le
résultat présenté dans la table ??.

e123 e12 e13 e1 e23 e2 e3 1
c7 c6 c5 c4 c3 c2 c1 c0

a7b0 a6b0 a5b0 a4b0 a3b0 a2b0 a1b0 a0b0
a6b1 a4b2 a4b1 a0b4 a2b1 a0b2 a0b1
−a5b2 −a2b4 −a1b4 −a1b2
a4b3 a0b6 a0b5 a0b3
a3b4
−a2b5
a1b6
a0b7

Table 1: Développement de c = a ∧ b en dimension 3.
Chaque parcours de l’arbre aboutissant à une feuille génère
une contribution de la forme±aib j sur une des composantes
du multivecteur résultat.

Le mode opératoire de notre approche est de déterminer
d’une part combien de produits aib j sont nécessaires pour
le calcul de la feuille ck de c, et finalement de pouvoir iden-
tifier ces produits. Se posera ensuite la question du signe de
chacun de ces produits.

3.3.2. Indiçage des arbres binaires

Nous proposons dans cette approche une nouvelle formu-
lation récursive du produit extérieur permettant d’extraire
des formules explicites du résultat du produit extérieur c =
a∧ b. Cette formulation est obtenue en indiçant les nœuds
et les feuilles de l’arbre binaire d’un multivecteur. L’indi-
çage utilisé est le code de Huffman des nœuds de l’arbre. Un
exemple de cet indiçage est montré sur la figure ??.

c

c1

c11

c111 c110

c10

c101 c100

c0

c01

c011 c010

c00

c001 c000

Figure 3: Indiçage des nœuds d’un arbre binaire par le code
de Huffman.

La numérotation des feuilles de l’arbre binaire permet
d’identifier le chemin emprunté dans l’arbre de la racine
aux feuilles. Par exemple, on déduit du mot binaire 101 (Fi-
gure ??) le fait que l’on emprunte tout d’abord le sous arbre
gauche puis le sous arbre droite et en enfin le sous arbre
gauche. À chaque blade correspond une position dans le
mot binaire associé à un nœud. Ainsi, les 1 composant le
mot binaire d’un nœud identifient les blades associés à ce
nœud. Par exemple, en dimension 3, le blade e13 = e1 ∧ e3
contient e1 et e3. Sa représentation 101 est la somme binaire
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des représentations de e1 = 100 et e3 = 001. Cette somme
binaire consiste à effectuer le “ou exclusif” e1⊕ e3 entre les
représentations de e1 = 100 et e3 = 001.

c

c1

c11

c111 c110

c10

c101

1

c100

0

1

c0

c01

c011 c010

c00

c001 c000

Figure 4: Chemin emprunté dans l’arbre jusqu’à c101.

3.3.3. Produit extérieur assimilé à des constructions de
listes

Avec l’indiçage vu précédemment, un nœud an devient an
u,

son fils gauche est an+1
u0 et son fils droit an+1

u1 . En utilisant cet
indiçage, la formule récursive du produit extérieur devient :

an
u∧bn

v = (an+1
u0 ,an+1

u1 )n∧ (bn+1
v0 ,bn+1

v1 )n

Si n < d , an
u∧bn

v =(
an+1

u1 ∧b
n+1
v0 +au0

n+1∧bn+1
v1 ,an+1

u0 ∧b
n+1
v0
)n

Si n = d , an
u∧bn

v = ad
u ∧bd

v

(8)

Cet opérateur permet de déterminer le signe associé à
chaque produit ai.b j. Dans la suite de l’article, nous calcule-
rons le signe indépendamment de cet opérateur.

D’après la définition du produit extérieur, les feuilles cd
k

peuvent s’exprimer comme une somme de composantes de a
et de b, formule (??). D’après la structure de l’algèbre géo-
métrique, ce résultat est valide pour n’importe quel nœud de
c. En intégrant ce résultat dans la formule récursive (??), on
déduit une construction récursives des indices de a interve-
nant dans le calcul de a∧b.

On appelle Alist et Blist ces constructions récursives d’en-
sembles de mots binaires de a et b. Dans la suite de cet
article, on ne s’intéressera qu’à la construction des indices
de a. En effet on peut montrer par récurrence que les indices
de b intervenant dans le calcul d’une feuille ck sont obtenus
par l’utilisation du “ou exclusif” entre les indices de a et le
mot binaire k. La définition récursive de Alist est la suivante :

Si n < d ,
{

Alistn
}
=({

Alist(1)n+1,Alist(0)n+1 },{Alist(0)n+1})
Si n = d ,

{
Alistn

}
=
{

Alist
} (9)

Avec
{
. , .

}
la concaténation de deux listes d’indices.

Alist(c) correspond à l’ajout du mot binaire c à la liste des
mots binaires de Alist.

3.3.4. Méthode itérative de construction de Alist

Nous expliquons maintenant l’analyse de la définition
récursive de Alist pour extraire une méthode itérative de
construction de Alist. La figure ?? montre le développement
de la formule récursive de Alist en dimension 3.

Alist

{1+0}

{11+10+01+00}

{111+
110+
101+
100+
011+
010+
001+
000 }

{110+
100+
010+
000 }

{10+00}

{101+
100+
001+
000 }

1

{100+
000 }

0

1

{0}

{01+00}

{011+
010+
001+
000 }

{010+
000 }

{00}

{001+
000 }

{000 }

Figure 5: Développement de Alist en dimension 3 à partir de
la formule (??).

On remarque tout d’abord qu’à chaque niveau de récur-
sion n, et à chaque sous arbre gauche emprunté, le nombre
d’éléments de Alist est multiplié par deux. Alors qu’à chaque
sous arbre droit emprunté le nombre d’éléments de Alist
reste le même. De plus, le mot binaire associé à une feuille
de l’arbre (figure ??) est suffisant pour déterminer le chemin
dans l’arbre entre la feuille et la racine. Donc le nombre de
produits à effectuer peut être déterminé à partir du mot bi-
naire de l’indice. Ce nombre de produits p dépend du poids
de Hamming du mot binaire u (ou nombre de 1 de la re-
présentation binaire de l’indice du nœud, voir section ??).
On a :

p = 2h(u)

avec h le poids de Hamming du mot binaire u.

L’étape suivante consiste à déterminer l’assemblage des in-
dices a pour chaque coefficient c. La formule récursive de la
construction des indices de a montre qu’à chaque sous arbre
gauche emprunté

({
Alist(1)n,Alist(0)n }), une concaténa-

tion des mots binaires de
{

Alist
}

avec 1
({

Alist(1)n}) est
effectuée. On ajoute ensuite à cette liste une concaténation
des mots binaires de

{
Alist

}
avec 0

({
Alist(0)n}). Pour

chaque sous arbre droit emprunté, la seule opération ef-
fectuée est la concaténation des mots binaires de Alist(u)

avec 0
({

Alist(0)n}).

Pour comprendre le déroulement de l’algorithme, prenons
l’exemple du calcul de l’assemblage des indices de a et b
pour le coefficient c101. Ce calcul d’assemblage d’indices
revient à déterminer les produits aib j associés à la colonne
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c5
(
5(10) = 101(2)

)
de la table ??. Le calcul de la liste des

coefficients a intervenant dans c101 est décrit table ??.

bit lu sous arbre correspondant Alist
1 sous arbre gauche (0,1)

↓
0 sous arbre droit (00,10)

↓
1 sous arbre gauche (000,001,100,101)

Table 2: Alist associée au mot binaire 101 correspondant au
blade e13 de c.

Le calcul de Alist étant terminé, nous passons au calcul de
Blist. Comme vu dans la section ??, les éléments de Blist
sont obtenus en calculant le “ou exclusif” entre k et les mots
binaires de Alist. Les éléments de Blist associées au mot bi-
naire 101 sont donc (101,100,001,000). Avec le résultat de
Alist et Blist, nous reconstituons les produits associés à la
feuille c5 = c101 :

a0.b5
a1.b4
a4.b1
a5.b0

Table 3: Produits obtenus pour le calcul de la feuille c5.

Pour que ces produits correspondent à ceux de la table ??,
on cherche à déterminer le signe associé à chaque produit
ai.b j.

3.3.5. Calcul du signe du produit

Cette partie présente le calcul du signe associé à un pro-
duit au.bv ce qui correspond à la recherche du signe associé
à deux mots binaires u et v. Le signe associé à deux mots
binaires peut être déterminé à partir de la méthode de cal-
cul de signes de l’algorithme utilisé dans Gaigen. Cette mé-
thode consiste à décaler chaque bit du mot binaire v puis
après chaque décalage, déterminer le nombre de bits à 1 en
commun avec les bits du mot binaire u.

Supposons qu’il faille chercher le signe associé à deux mots
binaires u = 001 et v = 011. Les bits de v sont tout d’abord
décalés à droite v = 001 puis le nombre nbits de 1 en com-
mun entre u et v est déterminé. On trouve nbit = 1. Le signe
associé est −1nbits =−1. Le signe est donc négatif.

3.3.6. Complexité de l’approche

Pour évaluer la complexité de cette approche, on consi-
dère que le calcul du signe peut être effectué en temps
constant. Ainsi La complexité est évaluée en terme de par-
cours de la liste Alist. L’algorithme construit la liste de
nœuds de a et de b intervenant dans le calcul de chaque
feuille de c. Si on suppose qu’à un certain niveau de récur-
sion n, le nombre d’éléments de Alist est m alors l’ajout à
cette liste du mot binaire 1 se fera en m parcours tout comme

l’ajout du mot binaire 0. Par ailleurs, pour chaque niveau de
récursion, on effectue 3 ajouts de mots binaires à la même
liste. On en déduit le nombre d’appels récursifs :

d

∑
i=1

(3i) =−3
2
(1−3d) (10)

La complexité de cet algorithme est donc en O(3d), si d
est la dimension. Les complexités des deux derniers algo-
rithmes sont équivalentes, ce dernier algorithme est parallé-
lisable contrairement à l’algorithme récursif de la section ??.
Par exemple, la première contribution de a dans le calcul
de c10 nécessite d’avoir calculé les deux premières contribu-
tions de a dans le calcul de c11.

4. Produit géométrique

Nous allons maintenant étendre la méthode proposée à
l’autre opérateur fondamental de l’algèbre géométrique, ap-
pelé le produit géométrique. Avant de présenter la méthode,
nous décrivons le calcul du produit géométrique. Le produit
géométrique est usuellement noté sans symbole. Pour plus
de lisibilité, on note toutefois c = a ∗b, le résultat du pro-
duit géométrique de a par b. Le multivecteur c peut s’écrire
de la manière suivante :

c =
2d

∑
k=0

ckEk =
2d

∑
i=0

aiEi ∗
2d

∑
j=0

b jE j (11)

Les propriétés du produit géométrique sont les suivantes :

Linéarité et distributivité : a∗ (b+ c) = a∗b+a∗ c
Associativité : a∗ (b∗ c) = (a∗b)∗ c

D’après la propriété de distributivité du produit géométrique,
le résultat a∗b devient donc :

c =
2d

∑
i=0

2d

∑
j=0

aib j(si j Ei ∗E j) (12)

Avec si j le signe du produit géométrique entre deux vecteurs
de base qui dépend de l’ordre dans lequel ce produit est ef-
fectué.

4.1. Méthode naïve

Tout comme le produit extérieur, la première approche de
calcul du produit géométrique consiste à calculer le produit
géométrique entre chaque vecteur de base de a et de b.

De manière analogue au produit extérieur, la complexité de
cette approche est déterminée par le nombre de parcours des
multivecteurs. Sachant que le nombre de vecteurs de base
d’un multivecteur de dimension d est 2d . Le nombre de par-
cours effectués est donc de 22d = 4d . La complexité de l’al-
gorithme est donc en O(4d). Cette complexité ne pourra être
diminuée. En effet, le produit géométrique entre 2 vecteurs
de base non nuls et dépendants est non nul.
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4.2. Méthode récursive

La formule récursive associée au produit géométrique est
la suivante :

an ∗bn = (an+1
0 ,an+1

1 )n ∗ (bn+1
0 ,bn+1

1 )n

Si n < d , an ∗bn =

(am
1 ∗b

m
0 +am

0 ∗bm
1 ,am

0 ∗b
m
0 +am

1 ∗bm
1 )

n

Si n = d , an ∗bn = ad ∗bd

(13)

Avec m = n+1

L’approche récursive consiste à développer la formule (??)
jusqu’aux feuilles de l’arbre. La complexité de cette
approche est déterminée en fonction du nombre d’appels
récursifs. Les quatre termes de la formule (??) induisent
chacun un appel récursif. On en déduit qu’à chaque niveau
de récursion le nombre d’appels récursifs est multiplié par
quatre. Comme le nombre d’appels récursif est d− 1, alors
le nombre d’appels récursif est le suivant :

d

∑
i=1

4i =−4
3
(
1−4d) (14)

La complexité de cette algorithme est donc en O(4d), ce qui
est équivalent à la précédente approche. Cette approche n’est
cependant pas parallélisable et le nombre d’appels récursif
est supérieur au nombre de parcours de la méthode naïve.
La partie suivante décrit l’algorithme itératif se basant sur
cette approche récursive. On cherche à ce que le nombre de
parcours ne soit pas supérieur à 4d .

4.3. Méthode proposée

4.3.1. Développement du produit géométrique

Le but de notre approche est d’étendre au produit géo-
métrique la méthode vue dans la section précédente. De
manière analogue au chapitre précédent, la formulation ré-
cursive de l’équation (??) génère, pour chaque feuille de
c = a ∗ b, un ensemble de vecteurs de bases ad ∗ bd . Cha-
cune de ces feuilles est parcourue plusieurs fois par le calcul
récursif et par conséquent reçoit plusieurs contributions de a
et de b. Par exemple, le développement de la formule récur-
sive en dimension 3 donne le résultat suivant :

e123 e12 e13 e1 e23 e2 e3 1
c7 c6 c5 c4 c3 c2 c1 c0

a7b0 a7b1 -a7b2 -a7b3 a7b4 a7b5 -a7b6 -a7b7
a6b1 a6b0 a6b3 a6b2 -a6b5 -a6b4 -a6b7 -a6b6
-a5b2 -a5b3 a5b0 a5b1 a5b6 a5b7 -a5b4 -a5b5
a4b3 a4b2 a4b1 a4b0 a4b7 a4b6 a4b5 a4b4
a3b4 a3b5 -a3b6 -a3b7 a3b0 a3b1 -a3b2 -a3b3
-a2b5 -a2b4 -a2b7 -a2b6 a2b1 a2b0 a2b3 a2b2
a1b6 a1b7 -a1b4 -a1b5 -a1b2 -a1b3 a1b0 a1b1
a0b7 a0b6 a0b5 a0b4 a0b3 a0b2 a0b1 a0b0

Table 4: Développement de c = a∗b en dimension 3.

4.3.2. Construction de Alist et Blist

Comme pour le produit extérieur, nous cherchons à dé-
terminer combien de produits aib j sont nécessaires pour le
calcul d’une feuille ck et à identifier ensuite ces produits.
L’indiçage utilisé est le même que précédemment. Cet in-
diçage est ajouté à la formule récursive (??) de la manière
suivante :

an
u ∗bn

v = (an+1
u0 ,an+1

u1 )n ∗ (bn+1
v0 ,bn+1

v1 )n

Si n < d , an
u ∗bn

v =

(am
u1 ∗b

m
v0 +am

u0 ∗bm
v1 ,am

u0 ∗b
m
v0 +am

u1 ∗bm
v1)

n

Si n = d , an
u ∗bn

v = ad
u ∗bd

v

(15)

De manière analogue à la section précédente, on peut ex-
traire une construction récursive d’ensemble de mots bi-
naires de a et b. On appelle Alist et Blist ces constructions
récursives. Les définitions récursive de Alist et Alist sont les
suivantes :

Si n < d ,
{

Alistn
}
=({

Alist(1)m,Alist(0)m },{Alist(0)m,Alist(1)m })
Si n = d ,

{
Alistn

}
=
{

Alist
} (16)

Si n < d ,
{

Blistn
}
=({

Blist(0)m,Blist(1)m },{Blist(0)m,Blist(1)m })
Si n = d ,

{
Blistn

}
=
{

Blist
} (17)

Avec m = n+1.

4.3.3. Méthode itérative de calcul de Alist et Blist

Nous effectuons maintenant une analyse de la définition
récursive de Alist et de Blist pour extraire une méthode itéra-
tive de calcule du produit géométrique. La figure ?? montre
le développement des formules récursive de Alist.

Alist

{1+0}

{11+10+01+00}

{111+
110+
101+
100+
011+
010+
001+
000 }

{110+
111+
100+
101+
010+
011+
000+
001 }

{10+11+00+01}

{101+
100+
111+
110+
001+
000+
011+
010 }

1

{100+
101+
110+
111+
000+
001+
010+
011 }

0

1

{0+1}

{01+00+11+10}

{011+
010+
001+
000+
111+
110+
101+
000 }

{010+
011+
000+
001+
110+
111+
100+
101 }

{00+01+10+11}

{001+
000+
011+
010+
101+
100+
111+
110 }

{000+
001+
010+
011+
100+
101+
110+
111 }

Figure 6: Développement de Alist en dimension 3.

La figure ?? montre le développement de Blist en dimen-
sion 3.

Les formules récursives de Alist et de Blist montrent que,
quelque soit le niveau de récursion n, le nombre de mots
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Blist

{0+1}

{00+01+10+11}

{000+
001+
010+
011+
100+
101+
110+
111 }

{000+
001+
010+
011+
100+
101+
110+
111 }

{00+01+10+11}

{000+
001+
010+
011+
100+
101+
110+
111 }

1

{000+
001+
010+
011+
100+
101+
110+
111 }

0

1

{0+1}

{00+01+10+11}

{000+
001+
010+
011+
100+
101+
110+
111 }

{000+
001+
010+
011+
100+
101+
110+
111 }

{00+01+10+11}

{000+
001+
010+
011+
100+
101+
110+
111 }

{000+
001+
010+
011+
100+
101+
110+
111 }

Figure 7: Développement de Blist en dimension 3.

binaires de Alist et de Blist est multiplié par deux. On en
déduit le nombre de produits p en fonction du mot binaire
identifiant une feuille ck de c :

p = 2d (18)

avec d la dimension.

On remarque qu’à un niveau de récursion n, la construction
des coefficients de b reste la même quelque soit la situa-
tion du chemin (à droite ou à gauche) dans l’arbre de Blist.
De plus, on remarque (peut être prouvé par récurrence) que
l’ensemble de mots binaires obtenus forme la liste des mots
binaires consécutifs de longueurs n allant de (00 · · ·00︸ ︷︷ ︸

n

) jus-

qu’à (11 · · ·11︸ ︷︷ ︸
n

).

L’analyse de la formule récursive (??) montre qu’il est pos-
sible de déterminer l’ensemble des mots binaires de a asso-
ciée à une feuille de c. Pour ce faire, on définit tout d’abord
une liste de mots binaires Rlist. Cette liste est composée,
à une profondeur n, des mots binaires consécutifs de lon-
gueur n partant de (00 · · ·00︸ ︷︷ ︸

n

) jusqu’à (11 · · ·11︸ ︷︷ ︸
n

). Ainsi la

combinaison des mots binaires de Alist associée à un noeud k
peut être déterminée par somme des éléments de Rlist avec
le mot binaire k. La somme des éléments de Rlist avec k cor-
respond ici à une somme bit à bit.

Prenons l’exemple de la recherche des combinaisons d’in-
dices de Alist associée au mot binaire 101. Le noeud corres-
pond au mot binaire 101 est de profondeur 3. La table ??
montre la construction de Rlist et de Alist.

Rlist k Alist
000 101 101 + 000 = 101
001 101 101 + 001 = 100
010 101 101 + 010 = 111
011 101 101 + 011 = 110
100 101 101 + 100 = 001
101 101 101 + 101 = 000
110 101 101 + 110 = 011
111 101 101 + 111 = 010

Table 5: Construction de Rlist et Alist associée au mot bi-
naire 101.

La recherche itérative des combinaisons d’indices a et b
étant déterminée, l’étape suivante consiste à identifier le
signe associé à un mot binaire de Alist et un mot binaire de
Blist.

4.3.4. Calcul du signe du produit

Le signe de chaque produit peut être déterminé de manière
analogue à la section précédente à partir de la variante de la
méthode de calcul de signes de Gaigen [?]. Supposons qu’il
faille chercher le signe associé à deux mots binaires u = 001
et v = 011. Les bits de v sont tout d’abord décalés à droite
v = 001 puis le nombre de 1 en commun nbits entre u et v
est déterminé. On trouve nbit = 1 bit en commun. Le signe
associé est −1nbits =−1, le signe est donc négatif.

4.3.5. Complexité de l’approche

La complexité de la méthode est évaluée en terme de
nombre d’opérations effectué pour toutes les feuilles de c.
On sait, d’après la formule (??) que le nombre d’opérations
par feuille est de 2d et que le nombre de feuilles est de 2d .
Par conséquent, le nombre total d’opérations à effectuer dans
le pire des cas est de 2d ∗ 2d = 4d . La complexité de cet al-
gorithme est donc en O(4d), où d est la dimension. Notons
que le nombre de parcours est inférieur au nombre d’appels
récursif de la méthode récursive vue précédemment.

5. Résultats expérimentaux

Dans cette partie, nous présentons tout d’abord les im-
plantations utilisées pour ensuite décrire les tests effectués
permettant l’évaluation de la méthode proposée.

5.1. Implantations

5.1.1. Types d’implantation

Pour la suite, nous séparons les implantations en deux
types. Cette séparation se base sur le niveau d’optimisation
de l’implantation. Le premier type d’implantation est com-
posé de méthodes qui effectuent les produits de l’algèbre
indépendamment de la nature du multivecteur (grade, ob-
jet géométrique en particulier, ...). Le deuxième type d’im-
plantation adapte la représentation et les calculs effectués en
fonction de l’objet géométrique en spécialisant les multivec-
teurs. Gaigen et Gaalop appartiennent à ce type d’implanta-
tion.

5.1.2. Approches implantées

Nous avons produit plusieurs implantations en C++. La pre-
mière est celle proposée dans cet article. La structure de don-
nées permettant de représenter l’arbre binaire est un tableau
de 2d cases. Les deux produits présentés sont implantés par
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des fonctions template en utilisant la méta-programmation.
L’utilisation de cette méta-programmation [?] permet d’une
part de produire une implantation générique en dimension et
d’autre part d’effectuer des calculs à la compilation, ce qui
permet d’éviter de les faire à l’exécution. Ainsi, les calculs
de Alist, de Blist et du signe sont effectués à la compilation.

Pour pouvoir évaluer cette implantation avec d’autres im-
plantations de même type, nous avons programmé deux mé-
thodes. Ces deux méthodes sont dérivées de Gaigen et Gaa-
lop mais n’effectuent aucune spécialisation. La première, ba-
sée sur Gaigen, calcule les produits de l’algèbre géométrique
pour tous les blades non nuls de a et b. La deuxième, basée
sur Gaalop, utilise une table de multiplication d’un multivec-
teur par un autre. Cette table est calculée à la compilation et
stocke le résultat de produits des vecteurs de base quelque
soit la nature du multivecteur.

Afin de nous comparer à Gaigen et Gaalop, nous avons pro-
grammé une approche basée sur la méthode proposée et qui
spécialise les multivecteurs selon leur grade. Les calculs gé-
nérés sont vectorisés en utilisant des instructions SIMD [?].
L’intérêt de la vectorisation, ici, est la possibilité de tirer pro-
fit du caractère parallélisable de la méthode proposée.

5.2. Tests

Nous présentons ci-dessous les résultats de deux diffé-
rents types de tests. Le premier type compare les approches
sans spécialisation. Le deuxième type de tests donne un
aperçu des performances de notre méthode à base d’instruc-
tions SIMD comparée à Gaigen.

5.2.1. Tests sans spécialisations

Le premier test consiste à déterminer l’intersection de
deux sphères de rayons fixés (voir figure ??) et comparer
le temps de calcul à celui des méthodes sans spécialisations.

Le deuxième test consiste à comparer les temps de calcul
du produit extérieur entre un multivecteur de grade 1 et un
multivecteur de grade 2, pour différentes dimensions allant
de 5 jusqu’à 9.

Le troisième et dernier test reproduit le deuxième test mais
avec le produit géométrique.

5.2.1.1. Premier test
Le premier test consiste à déterminer l’intersection de deux

sphères de rayons fixés (voir figure ??). Nous nous plaçons
dans un espace de sous-espaces à 32 dimensions, il s’agit de
l’espace le plus communément utilisé. Nous avons vu dans
l’introduction, une façon de calculer le vecteur représentant
une sphère à partir de 4 vecteurs positions. Il est également

S
1

S
2

C

Figure 8: Intersection entre deux sphères. Le cercle c est ob-
tenu par intersection des deux sphères s1 et s2.

possible de calculer le vecteur d’une sphère à partir du vec-
teur position du centre de cette sphère et du rayon de la
sphère. Avec cette dernière méthode, l’intersection est sim-
plement calculée en effectuant le produit extérieur entre les
vecteurs des deux sphères. Nous répétons le calcul de l’inter-
section 105 fois en modifiant à chaque itération la position
du centre de la deuxième sphère. La performance de nos
algorithmes est mesurée en comparant les temps de calcul
de ces intersections pour les trois approches vues précédem-
ment. La table ?? montre le temps de calcul de l’intersection
pour ces cinq approches.

Approches Temps de calcul (s)
(1) Méthode basée sur Gaalop 1.3507
(2) Méthode basée sur Gaigen 1.5302
(3) Implantation proposée 0.8712

Table 6: Temps de calcul de l’intersection entre deux sphères
pour trois approches différentes

Notons que pour des implantations ayant le même niveau
d’optimisation

(
(1),(2) et (3)

)
, l’approche proposée dans

cet article est la plus performante (40% plus rapide).

5.2.1.2. Deuxième test
Dans ce paragraphe, nous cherchons à déterminer l’évo-

lution du temps de calcul lorsque la dimension de l’espace
augmente. Pour ce faire, nous effectuons le produit exté-
rieur entre un multivecteur de grade 1 et un multivecteur de
grade 2 pour différentes dimensions de l’espace vectoriel. Le
résultat de ce test est montré sur la figure ??. On constate que
l’approche décrite dans cet article est en moyenne plus per-
formante que les méthodes dérivées de Gaigen ou Gaalop.

5.2.1.3. Troisième test
Ce test reproduit le deuxième test mais avec le produit géo-

métrique. Les résultats sont montrés sur la figure ??. On re-
marque que notre méthode devance les méthodes dérivées de
Gaigen et Gaalop.

5.2.2. Test avec spécialisations

Dans cette partie, nous comparons notre méthode avec
instructions SIMD avec Gaigen. Pour ce faire, nous effec-
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Figure 9: Evolution du temps de calcul du produit exté-
rieur entre un multivecteur de grade 1 et un multivecteur de
grade 2 pour cinq approches différentes.
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Figure 10: Evolution du temps de calcul du produit exté-
rieur entre un multivecteur de grade 1 et un multivecteur de
grade 2 pour cinq approches différentes.

tuons le produit extérieur entre d’un multivecteur de grade 1
et un multivecteur de grade 2 en dimension 5. Ce calcul est
répété 105 fois. On constate que notre approche est 20% plus
rapide que Gaigen.

5.2.3. Bilan des tests

Nous avons constaté que l’approche proposée semble
être performante que ce soit avec ou sans spécialisation. Il
conviendra pour la suite d’approfondir les tests effectués
entre notre approche et Gaigen.

6. Conclusion

Dans ce travail, nous avons établi une nouvelle méthode
itérative de calcul des produits de l’algèbre géométrique.
Cette méthode permet de calculer efficacement les produits
de l’algèbre sans se préoccuper de la dimension. Nous avons
montré que la méthode proposée avait de bonnes perfor-
mances comparées aux approches spécialisées et non spécia-
lisées. Nous chercherons pour la suite à approfondir les tests
effectués en haute dimension entre la méthode vue dans cet
article et Gaigen. Un test envisagé consiste à tester le calcul
d’intersection de surfaces quadratiques présenté dans [?].


