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Résumé — On cherche ici à déterminer la fonction de réponse en fréquence d’un oscillateur de Duffing
aux paramètres incertains en utilisant les outils classiques en dynamique des structures : HBM pour
décrire les cycles limites et chaos polynomial pour décrire la variabilité de la réponse. La présence de
points de retournements et donc la coexistence possible de plusieurs solutions sur certaines plages de
fréquences rendent la tâche moins triviale qu’elle ne paraît en première approche. On propose pour
traiter le problème, de paramétrer la fonction de réponse en fréquence par la phase de la réponse.
Mots clés — Dynamique, Non linéaire, Incertitudes.

1 Introduction

Ce travail est motivé par la volonté de pouvoir traiter des systèmes mécaniques dynamiques à la fois
non linéaires et incertains. Plusieurs travaux de ce type existent déjà dans la littérature [5, 7] mais très
peu traitent le cas de systèmes avec points de retournement tels que l’oscillateur de Duffing [9]. Cet
oscillateur en régime forcé montre un effet raidissant (ou mollissant) qui amène à la coexistence de 3
solutions sur certaines plages de fréquence. Étudier la variabilité d’une solution devient alors un travail
complexe tant sur le fond, la signification, que sur la forme, la paramétrisation des variations. Nous
proposons ici une façon de “connecter” les différentes réalisations via la phase de la réponse du système.

2 Problème traité et équations proposées

2.1 Cas déterministe : HBM & continuation

Considérons l’oscillateur de Duffing suivant (adimensionné par sa masse) :

q̈+2ζϖ0q̇+ϖ
2
0q+βq3 = Γcos(ωt) (1)

avec ϖ0 = 2π, ζ = 0.01, β = ϖ2
0/8 and Γ = 1. Ce système sera appelé système nominal ou système

moyen.
Une façon de calculer la fonction de réponse en fréquence (FRF) d’un tel oscillateur est d’utiliser une
balance harmonique [6] associée à une méthode de continuation. On décompose donc le déplacement q
comme une somme de Fourier tronquée à l’ordre H

q(t) =
a0√

2
+

H

∑
k=1

ak cos(kωt)+bk sin(kωt)

Cette décomposition permet de paramétrer la réponse périodique q(t) sur [0,T = 2π/ω] ainsi que ses
dérivées temporelles en fonction des 2H +1 nouvelles inconnues a0,ak,bk. En réinjectant cette décom-
position dans l’équation dynamique (1), puis en équilibrant les termes en 1/

√
2, cos(kωt) et sin(kωt),

on obtient un ensemble de 2H +1 équations algébriques que l’on peut noter H(x,ω) = 0 en regroupant
les coefficients a0, ak et bk dans le vecteur x. On est ainsi dans les conditions pour résoudre un système à
2H +2 inconnues x et ω moyennant 2H +1 équations via une méthode de continuation de type prédic-
tion/correction [1] ou MAN [2, 3].
Si l’on utilise une décomposition assez pauvre à un seul harmonique et sans terme constant, on obtient
le système {

(ϖ2
0−ω2)a1 +2ζϖ0ωb1 +(3/4)βa1(a2

1 +b2
1)−Γ = 0

(ϖ2
0−ω2)b1−2ζϖ0ωa1 +(3/4)βb1(a2

1 +b2
1) = 0

(2)
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2.2 Cas stochastique : chaos polynomial & besoin d’équations supplémentaires

Supposons maintenant que les paramètres de l’oscillateur sont mal connus et que l’on en rende
compte de façon probabiliste en les décrivant à l’aide d’une seule variable aléatoire ξ :

ϖ0 = ϖ0(1+∆ϖ0 ξ), ζ = ζ(1+∆ζξ), β = β+∆βξ (3)

On supposera, pour les simulations numériques, que ξ suit une loi uniforme sur [−1,1] et que ϖ0 = 2π,
∆ϖ0 = 0.05 ζ = 0.01, ∆ζ = −0.05, β = ϖ0

2/8 et ∆β = ϖ0
2/5 (on envisage donc des valeurs négatives

possibles pour β).
Pour reconstituer l’ensemble des réponses possible, on peut calculer un grand nombre de FRF pour dif-
férentes réalisations de ξ, suivant ainsi une méthode de Monte Carlo qui peut s’avérer coûteuse et qui
présente l’inconvénient de ne pas connecter entre elles les réponses pour les différentes réalisations. Une
autre façon de faire est donc d’utiliser une méthode de chaos polynomial [10] pour représenter la varia-
bilité de la réponse du système. On utilise donc une base ψd , d = 0, . . . ,D de D+1 polynômes en ξ de
degré inférieur ou égal D et orthogonaux entre eux par rapport au produit scalaire < •,• >. Le choix
de la famille de polynôme est arbitraire mais peut s’appuyer sur la loi de la variable ξ ([11]). L’applica-
tion immédiate du chaos polynomial au problème algébrique obtenu après HBM est de décomposer les
variables a0, ak et bk sur le chaos choisi en introduisant de nouveau coefficients :

a0 =
D

∑
d=0

a0,dψd(ξ), ak =
D

∑
d=0

ak,dψd(ξ), bk =
D

∑
d=0

bk,dψd(ξ)

On réinjecte ensuite ces décompositions dans l’équation algébrique H(x,ω) = 0 que l’on projette sur
chacun des polynômes de la famille choisie à l’aide du produit scalaire < •,• >. On obtient ainsi, dans
le cas traité du Duffing, (2H + 1)× (D+ 1) équations à résoudre pour trouver les (2H + 1)× (D+ 1)
inconnues a0,d , ak,d , bk,d . Ceci permet formellement de décrire la variabilité des coefficients de la HBM
pour une valeur de ω fixée. Le problème que l’on rencontre alors, c’est que dans le cas de l’oscillateur
de Duffing, les solutions, à ω donné, ne font pas que varier en amplitude mais aussi en nombre, ce que
l’on ne s’est pas donné les moyens de décrire ici.
Un moyen de contourner ce problème est de “libérer” la variable ω en lui donnant elle aussi la possibilité
de varier via une décomposition sur le chaos :

ω =
D

∑
d=0

ωdψd(ξ)

Ce faisant, on génère D+1 variables là où auparavant on en n’avait qu’une seule. Il faut donc ajouter des
équations au problème pour pouvoir le résoudre. Idéalement, ces équations doivent permettre de ne pas
décrire le même état du système ou, en d’autres termes, que la solution pour une réalisation (valeur de
ξ) ne soit connectée qu’à une seule solution du système nominal et non plusieurs : ce que l’on souhaite
réellement est décrire la variabilité de la FRF dans son entier. Deux points de la FRF du système nominal
ne peuvent donc se retrouver connectés en un seul et même point de la FRF obtenue pour une autre
réalisation (ou valeur de ξ). Ce cas “pathologique” est représenté en Figure 1 : deux points A et B de
la FRF du système nominal suivent, lorsque ξ varie, les lignes LA et LB respectivement pour aboutir au
même point C lorsque ξ = 1.

2.3 Proposition : paramétrisation par la phase

Nous proposons ici une équation simple ayant un sens physique dans le cas où le système n’est traité
qu’à l’aide d’une seule harmonique. Dans ce cas précis, on peut, dans le cadre déterministe, ré-écrire le
déplacement à l’aide d’une amplitude a et d’une phase (décalage temporel par rapport à l’excitation) φ :

q(t) = acos(ωt +φ), a≥ 0

Le système d’équations (2) devient alors{
(ϖ2

0−ω2)a+(3/4)βa3−Γcos(φ) = 0
−2ζϖ0ωa−Γsin(φ) = 0

(4)
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FIGURE 1 – Situation à éviter en choisissant les équations à ajouter dans le cas stochastique

L’idée du développement qui suit est similaire à celle développée dans [8] à savoir de ne pas lire ce
système de deux équations et trois variables (a,φ,ω) dans le sens habituel – chercher le(s) couple(s)
(a,φ) solution(s) pour une valeur de ω donnée – mais de chercher les couples (a,ω) solutions pour une
valeur de φ donnée.
On peut extraire de ces deux équations une équation polynomiale de degré 2 en ω :

− tan(φ)ω
2 +2ζϖ0 ω+((3/4)βa2 +ϖ

2
0) tan(φ) = 0

qui admet pour solutions

ω
+ = ζϖ0 cot(φ)+

√
(ζϖ0 cot(φ))2 +ϖ2

0 +(3/4)βa2 ≥ 0

ω
− = ζϖ0 cot(φ)−

√
(ζϖ0 cot(φ))2 +ϖ2

0 +(3/4)βa2 ≤ 0

À toute valeur de φ ∈ [0,−π[, on peut donc associer une et une seule pulsation ω positive. La seconde
équation du système (4) permet enfin d’affirmer qu’à un couple de valeur (φ,ω) donné est associée une
et une seule valeur d’amplitude a. En d’autres termes, à toute valeur de phase φ est associé un unique
couple (a,ω) satisfaisant (4).
Enfin, on peut aisément affirmer que, pour φ = 0, ω = 0 et que lorsque φ→+∞, ω→+∞. Ainsi, lorsque
l’on fait continûment varier φ de 0 à −π, on balaie la plage de fréquences [0,+∞[ de façon univoque
et l’on peut donc tracer la FRF complète du système (1) approchée par une méthode HBM à un seul
harmonique.

Ceci revient à traiter le problème (4) d’inconnues (a,φ,ω) en ajoutant l’équation de contrainte

φ = φ0 (5)

où φ0 est une valeur imposée au lieu de considérer comme on le fait usuellement l’équation de contrainte
pour une valeur ω0 donnée,

ω = ω0. (6)

La différence est d’importance lorsque l’on considère le cas stochastique. En effet, lorsque l’on
considère le problème (4,6) (ou (2,6)), à pulsation ω0 constante, on n’a pas unicité de la solution pour
toutes les valeurs de ω0. Ceci nous oblige par suite à décomposer les trois variables a, φ (ou b) et ω sur
le chaos polynomial.
À l’inverse, on a unicité de la solution lorsque l’on considère le problème à phase constante (4,5). Il suffit
donc de décomposer uniquement les deux variables restantes a et ω sur le chaos polynomial. Ceci génère
2(D+ 1) inconnues en face desquelles on écrit 2(D+ 1) équations correspondant aux projections du
système (4) sur les D+1 polynômes ψd . On peut alors résoudre, par continuation, le problème paramétré
par la phase φ

H̃(x̃,φ) = 0

où x̃ contient les coefficients ad et ωd du développement sur le chaos des variables a et ω.
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3 Illustration

Une première illustration est l’allure des courbes de réponse lorsqu’elles sont représentées en fonc-
tion de ω, comme habituellement et représenté ici en Figure 2. On retrouve du côté de l’amplitude a, un
pic raidissant générant une plage de fréquences pour laquelle trois solutions coexistent. On y lit aussi une
variation de la phase φ qui décroît strictement de 0 à −π.
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FIGURE 2 – Cas déterministe, système nominal – Tracé en fonction de la pulsation. (a) amplitude et (b)
phase en fonction de la pulsation.

Pour s’approprier l’intérêt de la paramétrisation par la phase, on peut observer en Figure 3 qu’à
chaque valeur de φ ne correspond bien qu’une et une seule valeur de a et de ω.
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FIGURE 3 – Cas déterministe, système nominal – Tracé en fonction de la phase. (a) amplitude et (b)
pulsation en fonction de la phase.

Lorsque l’on réalise l’expansion sur le chaos des variables a et ω avec un degré 6 en utilisant des
polynômes de Legendre suivi d’une continuation sur le système résultant, on est à même de tracer les
courbes représentées en Figure 4 pour une vision a vs ω habituelle et en Figure 5 pour une lecture en
fonction de la phase φ.

Il est intéressant de noter que, paramétrées par la phase, il est possible de ne pas “mélanger” les
solutions de différentes natures (avant le premier point de retournement, entre les deux points et après le
deuxième point de retournement) ce qui peut être utile dans le cadre de l’ingénierie.
Une autre chose remarquable est la similitude des courbes obtenues en Figure 5 pour les différentes
réalisations contrairement à l’apparente diversité de comportements affichée en Figure 4(a).
Enfin, possédant cette décomposition sur le chaos des variables a et ω, il est possible d’en reconstruire
les distributions pour une valeur de phase donnée, par exemple, proche de φ0 =−π/2, qui correspond à
la ligne de crête de la Figure 4. On obtient alors une idée de la statistique des maxima d’amplitude et de
leur localisation en fréquence.

4 Discussion et conclusion

Les développements précédents ont démontré que la réponse en fréquence d’un oscillateur de Duffing
traité avec un seul harmonique pouvait être paramétrée par la phase entre la réponse et l’excitation. Il
en découle la possibilité de traiter cet oscillateur stochastique en développant les variables amplitude
a et pulsation ω sur le chaos polynomial. Les illustrations ont donné un aperçu de l’intérêt d’une telle
paramétrisation au niveau de l’usage des résultats.
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Il reste néanmoins à généraliser cette approche au cas multi degrés de liberté et multi harmoniques.
Ce travail de généralisation a été réalisé dans le cas de systèmes linéaires suite aux résultats embryon-
naires sur 1 degré de liberté obtenus en [8].
Didier et al. [4] ont proposé une “équation de phase” (Eq. (40) du travail cité) dans le cas d’une HBM
multi-fréquentielle qui revient, sur le principe, à l’approche proposée ici lorsqu’appliquée à l’oscillateur
de Duffing. Il s’avère malheureusement que l’équation proposée ne donne pas pleine satisfaction dans le
cas mono fréquentiel à plusieurs harmoniques.
L’objectif du travail proposé ici était de donner un sens physique à l’équation proposée d’une part et d’en
justifier la pertinence (existence et unicité de la solution pour une valeur de φ donnée) d’autre part, en
espérant que ces détails permettront une généralisation au cas multi-harmonique ultérieurement.
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FIGURE 4 – Cas stochastique, paramétrisation par la phase, développement sur un chaos de degré 6 –
Tracé de différentes réalisations. (a) vue 2D de a vs ω et (b) vue 3D. En (a) et (b), les lignes en gris
représentent les courbes équi-phases (φ0 donné, ξ∈ [−1,1]). En (b), les courbes a vs ω ont été surlignées
en noir pour ξ ∈ {−1,0,1}. L’affichage a été tronqué pour ω ∈ [4,8] pour une meilleure lisibilité.
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FIGURE 5 – Cas stochastique, paramétrisation par la phase, développement sur un chaos de degré 6 –
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représentent les courbes équi-phases (φ0 donné, ξ ∈ [−1,1]).
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