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Résumé— Nous nous intéressons à un problème d’identification de conditions aux limites à partir de
mesures de champs partielles. Le problème inverse est résolu en utilisant une méthode du type régu-
larisation évanescente. Elle consiste à rechercher parmi les solutions de l’opérateur de Lamé celle qui
s’approche au mieux des mesures de champs partielles. Les performances et la robustesse de la méthode
sont mises en évidence en utilisant d’une part des cas tests numériques et d’autre part deux essais de
compression où les mesures de champs partielles sont obtenues par corrélation d’images numériques.
Mots clés— Identification ; problème inverse ; régularisation ; complétion de données, corrélations d’i-
mages numériques.

1 Contexte de l’étude

Les problèmes inverses interviennent dans de nombreux domaines de l’ingénierie, comme par exem-
ple, en thermique ou en mécanique, et trouvent des applications dans le contrôle non destructif, en mé-
canique de la rupture ou dans le domaine médical. Les problèmes inverses se définissent par opposition
aux problèmes directs. Ces derniers sont des problèmes où sont connues la géométrie du domaine, les
équations d’équilibre, la loi de comportement, les conditions aux limites sur toute la frontière du do-
maine et, si nécessaire, les conditions initiales. Par opposition, un problème inverse est caractérisé par
l’absence d’au moins une de ces informations. Ainsi, de nombreux problèmes, comme l’identification de
frontières, de cavités ou de fissures, de paramètres matériau, de conditions aux limites inaccessibles à la
mesure (complétion de données), ou de conditions initiales, sont alors considérés comme des problèmes
inverses.
Au sens mathématique, les problèmes directs sont considérés comme des problèmes bien posés. C’est à
dire, qu’ils ont une unique solution qui dépend continûmentdes données contrairement aux problèmes
inverses qui sont généralement des problèmes mal posés au sens d’Hadamard, puisque l’existence, l’u-
nicité ou la dépendance continue de leurs solutions par rapport aux données ne peuvent pas être garanties.
De ce fait, la résolution des problèmes inverses ne peut doncse faire par les techniques usuelles utilisées
pour résoudre les problèmes directs.
Parmi les problèmes de complétion de données qui se posent enmécanique, nous nous intéressons au
problème d’identification de conditions aux limites à partir de mesures de champs partielles. Lorsque les
mesures de champs sont compatibles, le problème admet une unique solution. Néanmoins, la solution
obtenue est instable, c’est à dire qu’elle est sensible à de petites perturbations des données. C’est cette
situation que l’on rencontre lors de l’analyse de résultatsd’essais puisque malheureusement, à cause des
limites de l’instrumentation, les données sont entachées d’un bruit de mesure.
Les problèmes de complétion de données ne peuvent donc être résolus de manière directe et de nom-
breuses méthodes ont été introduites pour les résoudre [1, 3, 5, 6, 8]. En particulier, la méthode de
régularisation évanescente, introduite pour résoudre desproblèmes inverses de type Cauchy [2, 3], re-
pose sur l’idée de chercher parmi toutes les solutions d’un opérateur elliptique celle qui s’approche au
mieux des quantités mesurées. La méthode est, en particulier, capable de débruiter les données.
Nous présentons la généralisation de la méthode de régularisation évanescente aux problèmes d’identifi-
cation de conditions aux limites à partir de mesures de champs partielles.
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2 Méthode d’identification à partir de mesures de champs partielles

2.1 Le problème modèle

Nous considérons un matériau élastique à comportement linéaire et isotrope. Le solide décrit le do-
maineΩ deR2, borné par sa frontièreΓ, voir Figure 1. On noteΓd la partie sur laquelle des conditions
aux limites sont éventuellement données etΓi la partie où aucune information n’est fournie, telles que
Γd ∪Γi = Γ et Γd ∩Γi = ∅. Nous définissons également le sous-domaineΩd ⊂ Ω, où le champ de dé-
placement est mesurable, par exemple en utilisant la corrélation d’images numériques.

Ω

Ωd L(u) = 0

Γd

Γi

FIGURE 1 – Domaine

L’équation d’équilibre combinée à la loi de comportement élastique linéaire et isotrope amène à :

L(u) = 0 ∀x∈ Ω (1)

où L désigne l’opérateur de Lamé. Nous supposons que le champ de déplacementu est mesurable sur la
partitionΩd deΩ.

u= φd ∀x∈ Ωd (2)

L’équation de Lamé (1) et les quantités mesurées (2) conduisent à la formulation du problème de com-
plétion de données :

{

L(u) = 0 ∀x∈ Ω
u= φd ∀x∈ Ωd

(3)

Si les données (2) sont compatibles, le problème (3) admet une unique solution. Néanmoins, la solution
obtenue est instable, c’est à dire qu’elle est sensible à de petites perturbations des données (2). C’est
cette situation qui est rencontrée lors de l’analyse de résultats d’essais puisque malheureusement il est
fort probable que les données soient entachées d’un bruit demesure.

2.2 Régularisation du problème modèle par la méthode de régularisation évanescente

Le problème (3) ne peut pas être résolu par les méthodes réservées aux problèmes directs et nous
faisons le choix d’utiliser une méthode de régularisation évanescente [2, 3] pour régulariser le problème.
SoitH(Ω) l’espace des solutions de l’équation (1) :

H(Ω) =
{

v∈ H1(Ω) / L(v) = 0 dansΩ
}

Une formulation équivalente du problème (3) est :
{

Trouveru∈ H(Ω) tel que :

u= φd dansΩd

L’idée de chercher parmi toutes les solutions de l’équation(1) celle qui s’approche au mieux des données
accessibles à la mesure surΩd, amène à la formulation suivante :











Trouveru∈ H(Ω) tel que :

J(u)≤ J(v) ∀v∈ H(Ω) avec

J(v) = ‖v|Ωd
−φd‖

2
Ωd

(4)
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Le problème d’optimisation (4) permet de définir la solutiondu problème (3) en tant qu’élément prox-
imal. Cependant, le problème (4) reste instable. En effet, nous pouvons trouver une solutionu∈ H(Ω)
dont la restrictionu|Ωd

est aussi proche que l’on veut deφd, ce qui engendre une instabilité de la solution
sur le reste du domaineΩ \Ωd. C’est la raison pour laquelle le problème d’optimisation est remplacé
par :











Trouveru∈ H(Ω) tel que :

J(u)≤ J(v) ∀v∈ H(Ω) avec

J(v) = ‖v|Ωd
−φd‖

2
Ωd

+c‖v−φ‖2
Ω

(5)

où un terme de régularisation a été ajouté afin de rendre la solution stable, avecc un coefficient réel
strictement positif etφ ∈ H(Ω). Le problème d’optimisation (5) est désormais bien posé mais sa solution
dépend continûment, non seulement des donnéesφd, mais également du paramètrec et deφ.
Afin d’éviter ces dépendances, la solution du problème (5) est définie en tant que point fixe d’un opérateur
deH(Ω) dansH(Ω) obtenu grâce à une suite de problèmes d’optimisation bien posés :















Trouveruk+1 ∈ H(Ω) tel que :

Jk
c(u

k+1)≤ Jk
c(v) ∀v∈ H(Ω) avec

Jk
c(v) = ‖v|Ωd

−φd‖
2
Ωd

+c‖v−uk‖
2
Ω

Les fonctionnelles sont composées de deux termes qui jouentdifférents rôles. Le premier est un terme de
relaxation des données qui représente l’écart entre les mesures et la solution optimale calculée surΩd,
les données potentiellement entachées d’un bruit de mesuresont alors recalculées. Le second terme agit
sur tout le domaineΩ, il s’agit d’un terme de régularisation qui contrôle la distance entre deux itérés
successifs. Ce terme tend vers zéro au fur et à mesure des itérations et justifie le terme de régularisation
évanescente. La solution obtenue à la fin du processus itératif ne dépend pas du coefficient de régular-
isation, vérifie l’équation de Lamé et est stable vis à vis du bruit sur les données puisque celles-ci sont
recalculées afin d’être compatibles.

2.3 Reconstruction à partir de données synthétiques

Ici, nous présentons des résultats obtenus en utilisant la méthode des solutions fondamentales (MFS)
[7] même si l’algorithme peut être implémenté en utilisant d’autres méthodes numériques (méthode des
éléments finis, méthode des éléments de frontière,..).
Nous considérons le champ de déplacementsuan = (uan

1 ,uan
2 ) qui correspond à un état de compression

uniaxial :
uan

1 (x1,x2) =
ν

2G(1+ν)
σ0x1, (x1,x2) ∈ Ω,

uan
2 (x1,x2) =

−1
2G(1+ν)

σ0x2, (x1,x2) ∈ Ω,
(6)

oùG= E
2(1+ν) , E = 1 Pa,ν = 0.2 etσ0 = 0.1×1010 N.m−2. Le domaineΩ borné par sa frontièreΓ telle

queΓ = Γd ∪Γi et le sous-domaineΩd ∈ Ω sont définis sur la Figure 2.

FIGURE 2 – Compression uniaxiale : domaine d’étude
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Les Figures 2.3 (a) et (b) représentent les composantes horizontaleu1 et verticaleu2 du déplacement
identifiées sur toute la frontièreΓ et pour différents niveaux de bruitδ.
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FIGURE 3 – (a) La solution analytiqueuan
1 et sa reconstruction numériqueu1 et (b) la solution analytique

uan
2 et sa reconstruction numériqueu2 obtenues surΓ, pour différents niveaux de bruit.

De la même manière, les Figures 2.3 (a) et (b) représentent respectivement les composantes horizon-
tale p1 et verticalep2 du vecteur-contrainte obtenue sur toute la frontièreΓ.
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FIGURE 4 – (a) La solution analytiquepan
1 et sa reconstruction numériquep1 et (b) la solution analytique

pan
2 et sa reconstruction numériquep2 obtenues surΓ, pour différents niveaux de bruit.

Cet exemple académique a permis d’illustrer l’efficacité dela méthode à reconstruire les conditions
aux limites (déplacement et répartition d’efforts) à partir de données fortement bruitées.

3 Reconstructions à partir de données expérimentales : application à deux
types d’essai de compression

Les limites de l’instrumentation engendrent deux difficultés concomitantes, les mesures ne se font
que sur une partie de l’échantillon et ces mesures sont entachées d’un bruit, qui conduisent naturellement
à définir un problème inverse de complétion de données. Nous utilisons la méthode présentée précédem-
ment pour analyser des essais de compression diamétrale, présentant de faibles intensités de chargement,
sur des matériaux à comportement linéaire, élastique et isotrope. Il s’agit de deux essais de compression
sur des éprouvettes cylindriques en polyéthylène (Figure 5(a)) et en béton (Figure 5(b)). Ces dernières
sont écrasées entre deux plateaux, le plateau supérieur se déplace deu0 tandis que le plateau inférieur est
supposé fixe, voir Figure 5(c).
Dans ce type d’essai, la charge est appliquée suivant une génératrice du cylindre. Il est ainsi souvent
utilisé pour déterminer la résistance en traction de matériaux quasi-fragiles et est alors nommé essai
de fendage. Pour ce type de matériau, afin d’éviter l’écrasement de l’échantillon au droit de la charge,
du aux contraintes de compression, des lamelles de contre-plaqué sont insérées entre le cylindre et les
plateaux pour répartir la charge. De ce fait, ni l’étendue dela zone de contact, ni le type de répartition de
la charge ne sont connus.
Le champ de déplacement est obtenu par corrélation d’imagesnumériques (CIN) [4] sur une zone cen-
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trale de la surface observée et nous exploitons également l’information de bord libre (Γd) hors des zones
de contact (Γi), voir Figure 5(c). Nous identifions les conditions aux limites inaccessibles à la mesure
ainsi que le champ de déplacements (solution) sur toute la surface du solide.

(a) (b) (c)

FIGURE 5 – (a) Cylindre de polyéthylène compressé, (b) éprouvette de béton et zone d’intérêt utilisée
pour la CIN (rouge) et (c) modélisation des essais de compression.

Des études bidimensionnelles, en faisant l’hypothèse de déformations planes (resp. contraintes planes)
pour le polyéthylène (resp. pour le béton), sont justifiées par l’importante (resp. la faible) épaisseur du
cylindre. Il convient de préciser que nous résolvons initialement un problème adimensionnel (E = 1
MPa) et que nous identifions a posteriori le module d’Young dumatériau.

3.1 Compression d’un cylindre de polyéthylène entre deux plans

Dans un premier temps, un cylindre de polyéthylène haute densité est caractérisé par son module
d’Young E = 850 MPa, son coefficient de Poissonν = 0.46, son rayonR= 123.1 mm et son épaisseur
e= 2×R.
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FIGURE 6 – (a) Le déplacement vertical mesuréuCIN
2 , (b) sa reconstructionuΩd

2 , (c) le résidu|uΩd
2 −uCIN

2 |

surΩd et (d) la partition déformable du champ de déplacementude fΩ

2 surΩ.
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Nous présentons des résultats obtenus à partir de mesures, issues de CIN (Icasoft [9]), entre les
images 500 et 2000, ce qui correspond à une force d’intensité15120 N sur le plateau supérieur. Les
Figures 6 (a), (b) et (c) donnent respectivement le déplacement vertical mesuréuCIN

2 , sa reconstruction
uΩd

2 et le résidu calculé|uΩd
2 −uCIN

2 | sur Ωd. Nous sommes capables de retrouver a posteriori la partie

déformable du champ de déplacementude fΩ

2 sur Ω, voir Figure 6 (d). Les résultats pour la composante
horizontale du champ de déplacementsu1 ne sont pas présentés car ils sont similaires à ceux pour la
composante verticale.

Nous remarquons la précision de la reconstruction surΩd et la capacité de la méthode à débruiter les
mesures. Le niveau de bruit pour la composante verticale estestimé à 10%.

Les Figures 7 (a) et (b) représentent respectivement les composantes verticales du déplacementu2 et
du vecteur-contraintep2 identifiées sur toute la frontièreΓ. Les conditions aux limites identifiées sont
précises et permettent de connaître a posteriori l’étendueet la répartition de contraintes sur la zone de
contact supérieure (une partie deΓi). En reliant la distribution de pression identifiée à la force appliquée
sur le plateau supérieur, nous identifions un module d’YoungdeE = 837 MPa.
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FIGURE 7 – (a) Reconstructions sur le bordΓ de la composante verticaleu2 (a) du champ de déplace-
ments et de la composante verticalep2 (b) du vecteur-contrainte.

La discrétisation par la méthode des solutions fondamentales nous permet aussi de calculer a posteri-
ori, de manière analytique, le champ de déformations dans tout le domaine. Les composantes du tenseur
des déformations,ε11, ε22 et ε12, sont représentées sur les Figures 8 (a), (b) et (c), respectivement.
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FIGURE 8 – (a)ε11, (b) ε22 et (c)ε12, composantes du champ de déformations surΩ.

3.2 Essai de fendage sur matériau quasi-fragile

Nous nous intéressons désormais à un essai Brésilien afin d’appliquer la méthode inverse à des
mesures de champs de déplacements de très faible intensité.

Comme précédemment, nous présentons des résultats obtenusà partir de mesures issues de CIN.
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Cette dernière est effectuée dans une zone d’intérêt centrale à l’éprouvette, voir Figure 5(b) et entre les
images 1 et 4953, ce qui correspond à une force d’intensité 2870 N sur la plaque supérieure.

Les Figures 9 (a), (b), (c) et (d) donnent respectivement le déplacement horizontal mesuréuCIN
1 , sa

reconstructionuΩd
1 , le résidu calculé|uΩd

1 −uCIN
1 | et le déplacement dû au caractère déformable de la

structureude fΩd

1 surΩd. La composante verticale du champ de déplacementu2 n’est pas présentée car les
résultats obtenus sont similaires à ceux pour la composantehorizontale.
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FIGURE 9 – (a) Le déplacement horizontal mesuréuCIN
1 , (b) sa reconstructionuΩd

1 , (c) la partition dé-

formable du champ de déplacementude fΩd

1 et (d) le résidu|uΩd
1 −uCIN

1 |, surΩd.

Nous observons un très petit déplacement horizontal mesuréuCIN
1 et une reconstruction préciseuΩd

1 ,
voir Figures 9 (a) et (b). Nous remarquons que le déplacementassocié à la déformation de l’échantil-

lon ude fΩd

1 , calculé a posteriori, ne représente qu’environ 14% du déplacement mesuré, ce qui traduit un
déplacement de solide rigide prépondérant, voir Figure 9 (c). Le déplacement mesuré comporte égale-
ment une composante de bruit, qui est représentée entre autres par le résidu|uΩd

1 −uCIN
1 |. Des valeurs

plus élevées sont observées au centre de la zone d’intérêtΩd, voir Figure 9 (d). En observant la Figure
10(a), qui représente l’éprouvette à l’instant de fissuration (image 4954), nous constatons que la fissure
coïncide avec l’endroit où le résidu est prépondérant, ce qui peut s’interpréter comme un écart à l’élas-
ticité. En effet, en superposant sur une même figure, l’éprouvette, la fissure et la cartographie du résidu,
la composante du résidu|uΩd

1 −uCIN
1 | correspond au contournement d’un grain par la fissure, voir Figure

10 (b).
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(a) (b)

FIGURE 10 – (a) Éprouvette fissurée (image 4954) et (b) superposition de l’éprouvette, de la fissure et de
la cartographie du résidu|uΩd

1 −uCIN
1 |.

4 Conclusion

L’objectif principal de cette étude est de présenter une généralisation de la méthode de régularisation
évanescente pour la résolution de problèmes de complétion de données à partir de mesures de champs
partielles. La méthode ramène la résolution du problème inverse à une suite de problèmes d’optimisation
sous contraintes. Le premier terme des fonctionnelles est un terme de relaxation qui représente l’écart
entre les données et la solution optimale calculée. Le second terme agit sur tout le domaine et exprime la
distance entre deux solutions optimales. Ce terme de régularisation tend vers zéro au fur et à mesure des
itérations. Nous avons appliqué la méthode pour une situation avec des données synthétiques et analysé
deux essais mécaniques où nous obtenons la reconstruction du champ de déplacements et identifions les
conditions aux limites inaccessibles à la mesure. L’analyse d’un essai Brésilien a montré la capacité de
la méthode à détecter l’apparition d’une non linéarité, telle que l’apparition d’une fissure. L’application
de la méthode à des situations expérimentales souligne la précision et la stabilité de la méthode proposée
ainsi que sa capacité à débruiter des mesures. Il est aussi important de souligner que la méthode à un for-
malisme général et qu’elle est aussi applicable pour d’autres problèmes régis par un opérateur elliptique
et peut être implémentée en utilisant différentes méthodesnumériques.
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