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Résumé— Nous nous intéressons a un probléeme d’identification delitons aux limites a partir de
mesures de champs partielles. Le probleme inverse esturénaltilisant une méthode du type régu-
larisation évanescente. Elle consiste a rechercher pasridiutions de I'opérateur de Lamé celle qui
s’approche au mieux des mesures de champs partielles. fesnpances et la robustesse de la méthode
sont mises en évidence en utilisant d’'une part des cas testérigues et d’autre part deux essais de
compression ou les mesures de champs partielles sont estpaucorrélation d'images numériques.
Mots clés— Identification ; probléme inverse ; régularisation ; coétigin de données, corrélations d'i-
mages numeriques.

1 Contexte de I'étude

Les problémes inverses interviennent dans de nombreuxidesnde I'ingénierie, comme par exem-
ple, en thermique ou en mécanique, et trouvent des applisatians le contrle non destructif, en mé-
canique de la rupture ou dans le domaine médical. Les pre@slémerses se définissent par opposition
aux problemes directs. Ces derniers sont des problemesnbe@mnues la géométrie du domaine, les
équations d’équilibre, la loi de comportement, les condii aux limites sur toute la frontieére du do-
maine et, si nécessaire, les conditions initiales. Par ippo, un probléme inverse est caractérisé par
I'absence d’au moins une de ces informations. Ainsi, de membproblémes, comme l'identification de
frontiéres, de cavités ou de fissures, de paramétres matdaaonditions aux limites inaccessibles a la
mesure (complétion de données), ou de conditions initiata# alors considérés comme des problémes
inverses.

Au sens mathématique, les problemes directs sont considéndme des problémes bien posés. C'est a
dire, gu’ils ont une unique solution qui dépend continlnueg données contrairement aux problémes
inverses qui sont généralement des probléemes mal poséssad’sadamard, puisque I'existence, I'u-
nicité ou la dépendance continue de leurs solutions paorappx données ne peuvent pas étre garanties.
De ce fait, la résolution des problémes inverses ne peutsfare par les techniques usuelles utilisées
pour résoudre les problémes directs.

Parmi les probléemes de complétion de données qui se posené&mique, nous nous intéressons au
probléme d’identification de conditions aux limites a paté mesures de champs partielles. Lorsque les
mesures de champs sont compatibles, le probléeme admet iqeswsolution. Néanmoins, la solution
obtenue est instable, c’'est a dire qu’elle est sensible tiep perturbations des données. C’est cette
situation que I'on rencontre lors de I'analyse de résuli&ssais puisque malheureusement, a cause des
limites de I'instrumentation, les données sont entach&eshduit de mesure.

Les problemes de complétion de données ne peuvent doncé8olels de maniere directe et de nom-
breuses méthodes ont été introduites pour les résoudre B, & 8]. En particulier, la méthode de
régularisation évanescente, introduite pour résoudrepa#sémes inverses de type Cauchy [2, 3], re-
pose sur I'idée de chercher parmi toutes les solutions dagémateur elliptique celle qui s’approche au
mieux des quantités mesurées. La méthode est, en particalgable de débruiter les données.

Nous présentons la généralisation de la méthode de régatlarn évanescente aux problemes d'identifi-
cation de conditions aux limites & partir de mesures de chgagielles.



2 Meéthode d’identification a partir de mesures de champs paitlles

2.1 Le probléme modéle

Nous considérons un matériau élastique a comportemeirinét isotrope. Le solide décrit le do-
maineQ deR?, borné par sa frontierg, voir Figure 1. On noté 4 la partie sur laquelle des conditions
aux limites sont éventuellement donnéeg$ efa partie ou aucune information n’est fournie, telles que
Fquli =T etlF'gNTj = @. Nous définissons également le sous-domé&lge- Q, ol le champ de dé-
placement est mesurable, par exemple en utilisant la etio@ld'images numériques.

FIGURE 1 — Domaine

L'équation d’équilibre combinée a la loi de comportemeasétiue linéaire et isotrope amene a :
Lw=0 vxeQ (1)

ouL désigne I'opérateur de Lamé. Nous supposons que le chamgpticdment est mesurable sur la
partitionQq de Q.
u=q VYxeQq (2

L'équation de Lamé (1) et les quantités mesurées (2) comdudsla formulation du probléme de com-
plétion de données :

3)

Si les données (2) sont compatibles, le probleme (3) adneetinigiue solution. Néanmoins, la solution
obtenue est instable, c’est a dire qu’elle est sensible et perturbations des données (2). C'est
cette situation qui est rencontrée lors de I'analyse ddtegésud’essais puisque malheureusement il est
fort probable que les données soient entachées d’'un bruiedere.

2.2 Régularisation du probléeme modéle par la méthode de rédarisation évanescente

Le probléme (3) ne peut pas étre résolu par les méthodevééseaux problemes directs et nous
faisons le choix d’utiliser une méthode de régularisatieemé@scente [2, 3] pour régulariser le probléme.
SoitH(Q) I'espace des solutions de I'équation (1) :

H(Q)={veHY(Q) / L(v)=0dansQ}
Une formulation équivalente du probléme (3) est :

Trouveru € H(Q) tel que :
U= @y dansQq

L'idée de chercher parmi toutes les solutions de I'équdtldrelle qui s’approche au mieux des données
accessibles a la mesure S, amene a la formulation suivante :

Trouveru € H(Q) tel que :
J(u) <J(v) VYveH(Q)avec (4)
V) = [V, — @2,
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Le probleme d'optimisation (4) permet de définir la solut@nprobléme (3) en tant qu’élément prox-
imal. Cependant, le probleme (4) reste instable. En eftaismpouvons trouver une solutions H(Q)
dont la restrictioruiq, est aussi proche que I'on veut @i¢ ce qui engendre une instabilité de la solution
sur le reste du domain@ \ Qq. C’est la raison pour laquelle le probléeme d’optimisatiet remplacé
par:

Trouveru € H(Q) tel que :

J(u) <J(v) YveH(Q)avec (5)
W) = Ivia, — @ull3, +cllv—al3

ou un terme de régularisation a été ajouté afin de rendre ldi@olstable, avec un coefficient réel
strictement positif epc H(Q). Le probleme d’optimisation (5) est désormais bien posé sesolution
dépend continlment, non seulement des donpgesais également du parameétret deq.

Afin d’éviter ces dépendances, la solution du probleme (Féfgie en tant que point fixe d'un opérateur
deH(Q) dansH (Q) obtenu grace a une suite de problémes d’optimisation biségpp

Trouveru“* € H(Q) tel que :
KU < JK(v) WweH(Q) avec

k 2 k|2
I (V) = Vi, — @l +cllv—uTlq

Les fonctionnelles sont composées de deux termes qui joifeérents rbles. Le premier est un terme de
relaxation des données qui représente I'écart entre lesrewest la solution optimale calculée <y,

les données potentiellement entachées d’un bruit de mesutealors recalculées. Le second terme agit
sur tout le domain&, il s’agit d’'un terme de régularisation qui controle la diste entre deux itérés
successifs. Ce terme tend vers zéro au fur et @ mesure dasiéret justifie le terme de régularisation
évanescente. La solution obtenue a la fin du processusfitteadépend pas du coefficient de régular-
isation, vérifie I'équation de Lamé et est stable vis a vis dlitlsur les données puisque celles-ci sont
recalculées afin d’étre compatibles.

2.3 Reconstruction a partir de données synthétiques

Ici, nous présentons des résultats obtenus en utilisanétlaade des solutions fondamentales (MFS)
[7] méme si I'algorithme peut étre implémenté en utilisalautres méthodes numériques (méthode des
éléments finis, méthode des éléments de frontiere,..).
Nous considérons le champ de déplacemefits= (ui",u3") qui correspond & un état de compression
uniaxial :

v _
ud"(xq,X%2) = mooxl, (x1,%2) € Q,
-1 _ (6)
uzzin(X].aXZ) = mo()x27 (X1>X2) € Qa
OUG = 5£—,E=1Payv =0.2 etog = 0.1x 10°° N.m 2. Le domaineQ borné par sa frontier telle

quel =TqUT; et le sous-domainQq € Q sont définis sur la Figure 2.
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FIGURE 2 — Compression uniaxiale : domaine d’étude




Les Figures 2.3 (a) et (b) représentent les composantemohtaleu, et verticaleu, du déplacement
identifiées sur toute la frontiefeet pour différents niveaux de brut
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FIGURE 3 — (a) La solution analytiquei" et sa reconstruction numeériqueet (b) la solution analytique
ug" et sa reconstruction numériqug obtenues sufr, pour différents niveaux de bruit.

De la méme maniére, les Figures 2.3 (a) et (b) représentgmecivement les composantes horizon-
tale p; et verticalep, du vecteur-contrainte obtenue sur toute la frontlere
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FIGURE 4 — (a) La solution analytiqupi" et sa reconstruction numériqpe et (b) la solution analytique
p3" et sa reconstruction numeérigpe obtenues sur, pour différents niveaux de bruit.

Cet exemple académique a permis d'illustrer I'efficacitdadméthode a reconstruire les conditions
aux limites (déplacement et répartition d’'efforts) a paté données fortement bruitées.

3 Reconstructions a partir de données expérimentales : apphtion a deux
types d’essai de compression

Les limites de I'instrumentation engendrent deux diffiésltoncomitantes, les mesures ne se font
gue sur une partie de I'échantillon et ces mesures sontteggaa’un bruit, qui conduisent naturellement
a définir un probléme inverse de complétion de données. Nidis®ns la méthode présentée précédem-
ment pour analyser des essais de compression diamétedenpant de faibles intensités de chargement,
sur des matériaux a comportement linéaire, élastique b |l s’agit de deux essais de compression
sur des éprouvettes cylindriques en polyéthylene (Fig(a® &t en béton (Figure 5(b)). Ces dernieres
sont écrasées entre deux plateaux, le plateau supérieéplsee dey, tandis que le plateau inférieur est
suppose fixe, voir Figure 5(c).

Dans ce type d'essai, la charge est appliqguée suivant uréragéoe du cylindre. Il est ainsi souvent
utilisé pour déterminer la résistance en traction de naigrguasi-fragiles et est alors nommé essai
de fendage. Pour ce type de matériau, afin d’éviter I'écraséme I'échantillon au droit de la charge,
du aux contraintes de compression, des lamelles de coiaieégpsont insérées entre le cylindre et les
plateaux pour répartir la charge. De ce fait, ni I'étenduéad®mne de contact, ni le type de répartition de
la charge ne sont connus.

Le champ de déplacement est obtenu par corrélation d’imnageeriques (CIN) [4] sur une zone cen-



trale de la surface observée et nous exploitons égalenigfiarthation de bord librel{y) hors des zones
de contact [[(;), voir Figure 5(c). Nous identifions les conditions aux liesi inaccessibles a la mesure
ainsi que le champ de déplacements (solution) sur toutefacsudu solide.

FIGURE 5 — (a) Cylindre de polyéthyléne compressé, (b) éprouveitbédon et zone d'intérét utilisée
pour la CIN (rouge) et (c) modélisation des essais de corsijomes

Des études bidimensionnelles, en faisant I'hypothése fderdétions planes (resp. contraintes planes)
pour le polyéthylene (resp. pour le béton), sont justifiéamsI’pmportante (resp. la faible) épaisseur du
cylindre. Il convient de préciser que nous résolvons itdtieent un probléeme adimensionné £ 1
MPa) et que nous identifions a posteriori le module d’Youngrdtériau.

3.1 Compression d’'un cylindre de polyéthyléne entre deux phs

Dans un premier temps, un cylindre de polyéthyléne hautsitdeast caractérisé par son module
d’Young E = 850 MPa, son coefficient de Poisser- 0.46, son rayorR = 1231 mm et son épaisseur
e=2xR
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FIGURE 6 — (a) Le déplacement vertical mesukg, (b) sa reconstructiongzd, (c)le résidqugd —us'N
surQgq et (d) la partition déformable du champ de déplacerug?wf'é2 surQ.



Nous présentons des résultats obtenus a partir de messsesside CIN (Icasoft [9]), entre les
images 500 et 2000, ce qui correspond a une force d'inte@Si€0 N sur le plateau supérieur. Les
Figures 6 (a), (b) et (c) donnent respectivement le déplanéenertical mesurélg”\', sa reconstruction
ugd et le résidu calculéugzd —uS"™] surQq. Nous sommes capables de retrouver a posteriori la partie

déformable du champ de déplacemagﬁfQ sur Q, voir Figure 6 (d). Les résultats pour la composante
horizontale du champ de déplacemenisne sont pas présentés car ils sont similaires a ceux pour la
composante verticale.

Nous remarquons la précision de la reconstructiortsuet la capacité de la méthode a débruiter les
mesures. Le niveau de bruit pour la composante verticalestisté a 10%.

Les Figures 7 (a) et (b) représentent respectivement lepasentes verticales du déplacemenét
du vecteur-contraintg, identifiées sur toute la frontiefe. Les conditions aux limites identifiées sont
précises et permettent de connaitre a posteriori I'éteetle répartition de contraintes sur la zone de
contact supérieure (une partie [dg. En reliant la distribution de pression identifiée a la éappliquée
sur le plateau supérieur, nous identifions un module d'Yalalg = 837 MPa.
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FIGURE 7 — (a) Reconstructions sur le bardde la composante verticale (a) du champ de déplace-
ments et de la composante verticabe(b) du vecteur-contrainte.

La discrétisation par la méthode des solutions fondamestalus permet aussi de calculer a posteri-
ori, de maniere analytique, le champ de déformations darid¢@omaine. Les composantes du tenseur
des déformationsg; 1, €22 et€g,, sont représentées sur les Figures 8 (a), (b) et (¢), réspment.
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FIGURE 8 — (a)€11, (b) €2, et (€) €12, composantes du champ de déformations(sur

3.2 Essai de fendage sur matériau quasi-fragile

Nous nous intéressons désormais a un essai Brésilien afiplidlaer la méthode inverse a des
mesures de champs de déplacements de trés faible intensité.
Comme précédemment, nous présentons des résultats obtgrausr de mesures issues de CIN.



Cette derniére est effectuée dans une zone d'intérét te@tta&prouvette, voir Figure 5(b) et entre les
images 1 et 4953, ce qui correspond a une force d’'intensit@ R8sur la plague supérieure.

Les Figures 9 (a), (b), (c) et (d) donnent respectivemenéfgattement horizontal mesuu%”\', sa
reconstructioru%’, le résidu calculéui2d — '™ et le déplacement dii au caractére déformable de la
structureu‘fede surQq. La composante verticale du champ de déplacementest pas présentée car les
résultats obtenus sont similaires a ceux pour la composanizontale.
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FIGURE 9 — (a) Le déplacement horizontal mesuté\, (b) sa reconstructiou?d, (c) la partition dé-
formable du champ de déplacemelfﬁ‘fde et (d) le résidqu‘fd —u§™N|, surQq.

Nous observons un trés petit déplacement horizontal me§ti¥éet une reconstruction précis%d,
voir Figures 9 (a) et (b). Nous remarquons que le déplaceassucié a la déformation de I'échantil-
lon u‘iefgd, calculé a posteriori, ne représente qu’environ 14% duad&phent mesuré, ce qui traduit un
déplacement de solide rigide prépondérant, voir Figure) .9 déplacement mesuré comporte égale-
ment une composante de bruit, qui est représentée entes qar le résidqjui2d — u$'N|. Des valeurs
plus élevées sont observées au centre de la zone d'ifdgr&oir Figure 9 (d). En observant la Figure
10(a), qui représente I'éprouvette a l'instant de fissara(image 4954), nous constatons que la fissure
coincide avec I'endroit ou le résidu est prépondérant, c@eut s'interpréter comme un écart a I'élas-
ticité. En effet, en superposant sur une méme figure, I'é@toe, la fissure et la cartographie du résidu,
la composante du résiqlu?d — u$'™N| correspond au contournement d’un grain par la fissure, Qi€
10 (b).



FIGURE 10 — (a) Eprouvette fissurée (image 4954) et (b) superpositd’éprouvette, de la fissure et de
la cartographie du résiduf — u$'™N|.

4 Conclusion

L'objectif principal de cette étude est de présenter unégdisation de la méthode de régularisation
évanescente pour la résolution de problemes de complétiaonnées a partir de mesures de champs
partielles. La méthode ramene la résolution du problémergeva une suite de problémes d’optimisation
sous contraintes. Le premier terme des fonctionnellesregrme de relaxation qui représente I'écart
entre les données et la solution optimale calculée. Le setmwme agit sur tout le domaine et exprime la
distance entre deux solutions optimales. Ce terme de mégatian tend vers zéro au fur et a mesure des
itérations. Nous avons appliqué la méthode pour une Stuatiec des données synthétiques et analysé
deux essais mécaniques ou nous obtenons la reconstruatidrachp de déplacements et identifions les
conditions aux limites inaccessibles a la mesure. L'aati/an essai Brésilien a montré la capacité de
la méthode a détecter I'apparition d’'une non linéaritdetque I'apparition d'une fissure. L'application
de la méthode a des situations expérimentales soulignédssum et la stabilité de la méthode proposée
ainsi que sa capacité a débruiter des mesures. Il est aymsitant de souligner que la méthode a un for-
malisme général et qu’elle est aussi applicable pour déayiroblémes régis par un opérateur elliptique
et peut étre implémentée en utilisant différentes méthade®riques.
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