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Introduction

Soit. F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle et soit G un groupe
réductif connexe défini sur F'. On s’intéresse ici aux représentations admissibles et irréductibles
de G(F') dans des espaces vectoriels complexes. On note Irr(G) I'ensemble des classes
d’isomorphismes de ces représentations. Dans le cas ou GG est un groupe classique, on
sait associer a toute m € [rr(G) un parametre de Langlands, cela grace aux résultats
de Harris et Taylor, Henniart, Arthur et Mok. Dans le cas général, 'existence de ce pa-
rametre reste conjecturale. Moy et Prasad ont défini le niveau de . Notons Irr(G)° le
sous-ensemble des représentations de niveau 0. Dans le cas ou G est adjoint, Lusztig a
défini un paramétrage de I'ensemble Irr(G)°, qui est un bon candidat pour étre celui de
Langlands. L’hypothese que G est adjoint a été récemment levée par Solleveld. Hormis
le cas des groupes classiques, savoir quelles conditions caractérisent le paramétrage de
Langlands n’est pas clair, du moins pour l'auteur. Il y a en tout cas une condition mini-
male : le paramétrage doit vérifier des conditions de compatibilité a 1’endoscopie. D’ou
une question préalable que 1’'on formule ici en termes vagues : le niveau 0 se conserve-t-il
par endoscopie ? Dans cet article, nous répondons positivement a cette question, pourvu
que la caractéristique résiduelle p de F soit grande relativement a G (ou que G soit petit
relativement a p, c’est une question de point de vue).

Pour tout ensemble X, notons C[X| 'espace vectoriel complexe de base X. En as-
sociant a toute représentation son caractere-distribution, on définit une injection © :
ClIrr(Q)] — I(G)*, ou I(G)* est l'espace des distributions sur G(F') invariantes par
conjugaison. Définissons le projecteur de Bernstein p° : C[Irr(G)] — ClIrr(G)°] qui
annule toute représentation irréductible qui n’est pas de niveau 0.

Supposons d’abord que G est quasi-déployé. On sait définir le sous-espace ST(G)* C
I(G)* des distributions stables. On note C[Irr(G)]** le sous-espace des m € C[Irr(G)]
telles que ©, € SI(G)* (ici, m n’est plus irréductible, c’est une combinaison linéaire a
coefficients complexes de représentations irréductibles). Une conséquence de I'article [3]
est qu’il existe une projection naturelle p** : C[Irr(G)] — C[Irr(G)]*". Notre premier
résultat est le

Théoréme 1. Supposons que G soit quasi-déployé et que I'hypothése (HYp)endo(G)
soit vérifiée. Alors on a I'égalité p*t o p° = p° o p*t.

Cf. le corollaire 7.7. L’hypothese (HYp)endo(G), précisément énoncée en 7.1, est I’hy-
pothese sur p évoquée plus haut. Grosso-modo, elle suppose p > ¢(G)valg(p), ou ¢(G)
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est un entier dépendant de G et valp est la valuation usuelle de F.

Revenons au cas d’un groupe G quelconque. Soit G’ une donnée endoscopique ellip-
tique de G, cf. 7.1. Une telle donnée est un triplet dont I'un des termes est un groupe
endoscopique G’, qui est quasi-déployé sur F'. En général, on doit fixer des données auxi-
liaires pour définir un facteur de transfert. Pour simplifier I'introduction, supposons que
cela ne soit pas nécessaire et fixons un facteur de transfert défini sur un sous-ensemble
de G'(F) x G(F). Toujours en conséquence de [3], il y a alors un homomorphisme de
transfert spectral transfert : ClIrr(G')]* — C[Irr(G)].

Théoréme 2. Supposons que I’hypothése (Hyp)endo(G) soit vérifiée. Alors on a I’égalité
p° o transfert = transfert o p°.

Cf. le théoreme 7.10. Evidemment, le premier p° vit sur G et le second sur G’. Re-
marquons que ce dernier conserve lespace C[Irr(G’)]* d’apres le premier théoreme.

L’application p® est un projecteur de Bernstein et il s’en déduit un tel projecteur
sur divers objets, par exemple l'espace C°(G(F')) des fonctions a valeurs complexes
sur G(F), localement constantes et a support compact. Les théoremes ci-dessus ont des
contreparties pour les espaces de fonctions, cf. 8.1 et 8.2.

La méthode utilisée pour prouver ces théoremes est de caractériser les représentations
de niveau 0 par le développement local de leurs caracteres. Notons g l'algebre de Lie de
G. On sait définir I'exponentielle exp qui envoie un voisinage de 0 dans g(F') sur un
voisinage de 1 dans G(F'). Sous I'hypothese (Hyp)endo(G), ces voisinages peuvent étre
choisis les plus gros possibles. A savoir I’ensemble g,,,(F') des éléments topologiquement
nilpotents dans g(F') et 'ensemble Gy, (F) des éléments topologiquement unipotents
dans G(F). Il en est de méme pour tout sous-groupe réductif connexe de G. Soit D €
I(G)* une distribution invariante et localement intégrable sur G(F'), donc associée a une
fonction 0 définie presque partout sur G(F'), invariante par conjugaison et localement
intégrable. Nous dirons que D est un quasi-caractere si et seulement si 6p vérifie la
condition suivante. Soit * € G(F') un élément semi-simple, notons G, la composante
neutre de son commutant dans G. Alors il existe un voisinage U, de 0 dans g,(F') de
sorte que la fonction X +— Op(xexp(X)) définie presque partout sur U, soit combinaison
linéaire de transformées de Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes sur g, (F'). Harish-
Chandra a démontré que le caractere de toute représentation irréductible était un quasi-
caractere (d’ou la terminologie ”quasi-caractere” ). Appelons p’-élément un élément € €
G(F) qui est semi-simple et vérifie la condition suivante. Fixons une extension finie F”
de F' contenant toutes les valeurs propres de 'opérateur ad(e) agissant dans g et notons
Y I'ensemble de ces valeurs propres. Notons aussi |.|p la valeur absolue usuelle de F”.
Alors, pour tout o € ¥ telle que |o|p = 1, 0 est une racine de 'unité d’ordre premier a
p. Soit D € I(G)* une distribution invariante localement intégrable. Nous dirons que D
est un quasi-caractere de niveau 0 si et seulement si, pour tout p’-élément ¢ € G(F), la
fonction X — Op(eexp(X)) définie presque partout sur g. ., (F') est combinaison linéaire
de transformées de Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes sur g.(F’). Autrement dit,
le développement est valable sur le plus gros voisinage possible dans g.(F).

Théoréme 3. Soit m € C[Irr(G)]. Alors © € C[Irr(Q)°] si et seulement si O, est un
quasi-caractere de niveau 0.

Cf. 6.7. Le fait que le caractere d’'une représentation de niveau 0 se développe sur



de gros voisinages se trouvait déja dans la littérature, par exemple dans des articles
de S. Debacker, J.-L. Kim, F. Murnaghan. Mais je ne crois pas que l'on y trouvait la
réciproque.

Il s’avere que cette caractérisation des représentations de niveau 0 "passe bien” a
I’endoscopie et cela nous permet d’en déduire les théoremes 1 et 2.

Pour démonstrer le théoreme 3, on doit décrire I’espace des quasi-caracteres de niveau
0. Pour que cette introduction reste d’une longueur raisonnable, donnons un simple
exemple. Soit F un sommet de I'immeuble de Bruhat-Tits du groupe adjoint de G. On
lui associe un groupe parahorique K% C G(F'). Notons K7 son plus grand sous-groupe
distingué pro-p-unipotent. On sait qu’il existe un groupe réductif connexe G défini sur
le corps résiduel kr de F, de sorte que K%/K% ~ Gz(kp). Soit f : Gr(kr) — C une
fonction invariante par conjugaison et cuspidale. Par l'isomorphisme précédent, on la
considére comme une fonction sur K%, invariante par translations par K7, et on I'étend
en une fonction sur G(F'), nulle hors de K%. Notons Ag le plus grand sous-tore central
de G qui soit déployé sur F' et fixons des mesures de Haar sur G(F) et Ag(F'). On définit
la distribution D¢ qui, a une fonction ¢ € C2°(G(F)), associe

Dy(p) = / / g~ wg) f(2) da dg.
Ag(F)\G(F) JG(F)

L’intégrale n’est pas absolument convergente mais converge dans l'ordre indiqué. On
montre que Dy est un quasi-caractere de niveau 0. On généralise cette construction dans
deux directions. D’une part en considérant non pas des groupes parahoriques mais des
fixateurs de points de I'immeuble, qui donnent naissance a des groupes non connexes sur
kr. D’autre part, en induisant de telles distributions définies sur des groupes de Levi de
G. On montre alors que tout quasi-caractere de niveau 0 est obtenue par cette construc-
tion convenablement généralisée, cf. 5.9. Ce qui relie les distributions ci-dessus aux
représentations de niveau 0 est la formule calculant le caractere d’une telle représentation
que l'on a obtenue dans un article antérieur, cf. [20].

Signalons un résultat curieux. Les constructions ci-dessus conduisent naturellement a
la définition d'un sous-espace de I'espace des quasi-caracteres de niveau 0, noté DD, (G)]
dans I'article. Ce sous-espace est relié a celui des caracteres des représentations de niveau
0 qui sont elliptiques au sens d’Arthur. Mais il ne lui est pas égal. On montre en 8.3 et
8.5 qu’il possede néanmoins les mémes propriétés magiques de ces espaces de caracteres,
démontrées par Arthur dans [3]. A savoir que, dans le cas ou G est quasi-déployé, leur
stabilité se lit sur les éléments elliptiques du groupe et que, dans le cas général, le trans-
fert entre tels quasi-caracteres se lit lui-aussi sur les éléments elliptiques des groupes en
question.

L’hypothese (Hyp)endo(G) est utilisée de deux fagons. D’une part, elle entraine di-
verses propriétés concernant le groupe G. Par exemple, il existe une extension £’ de F
de degré fini et premier a p telle que G soit déployé sur F’. Ou bien, 'ordre du groupe
des composantes connexes du centre de GG est premier a p. Pour ces propriétés, une
hypothese plus faible serait suffisante. D’autre part, comme on I’a déja dit, I’hypothese
(HYp)endo(G) entraine que I'exponentielle est définie sur les plus gros voisinages possibles.
Pour certains groupes, on peut remplacer ’exponentielle par un substitut qui converge
beaucoup mieux (par exemple X — 1+ X pour le groupe GL(n)). De nouveau, on peut
dans ce cas remplacer (Hyp)endo(G) par une hypothese plus faible.

Les liens entre niveau, paramétrage et endoscopie ont fait I’objet de plusieurs travaux
récents. Citons [15] et aussi [10] et [11], ou I'auteur étudie des sous-catégories de celle
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des représentations de niveau 0.

1 Les données

1.1 Le corps local

Soit ' un corps local non archimédien de caractéristique nulle. On note 0 son anneau
d’entiers, 0 le groupe des unités, pp I'idéal maximal, krp = op/pp le corps résiduel, p la
caractéristque de kp, |.|r la valeur absolue usuelle, valp la valuation.

Fixons une cloture algébrique F' de F, resp. kp de kp. Notons F™ la plus grande
extension non ramifiée de F' contenue dans F. On note 'z le groupe de Galois de F/F
et I son sous-groupe d’inertie, c’est-a-dire le groupe de Galois de F/F™" .

1.2 Notations diverses

Quand un groupe abstrait H agit sur un ensemble X, on note X le sous-ensemble
des points fixes. Si Y est un sous-ensemble de X, on note Normg(Y') le sous-ensemble
des éléments de H dont l'action conserve Y.

Si X est un ensemble, on note C[X] le C-espace vectoriel de base X.

1.3 Groupes algébriques

Posons K = F ou K = kp. Soit H un groupe algébrique défini sur K. On note H°
sa composante neutre et Z(H) le centre de H. Les sous-groupes algébriques de H que
I’on considérera seront implicitement supposés définis sur K, sauf mention explicite du
contraire.

Supposons H connexe. On appelle Levi de H une composante de Levi d’un sous-
groupe parabolique de G (tous deux définis sur K comme on vient de le dire). On note
Hap = H/Z(H) le groupe adjoint. Pour € H, on note x4 son image dans Hap, zss la
partie semi-simple de z, Zy(z) le commutant de z dans H et H, = Zy(z)°.

On utilise les notations d’Arthur concernant les Levi et paraboliques : si M est un
Levi, L(M) est I’ensemble des Levi contenant M et P(M) est I'ensemble des sous-groupes
paraboliques de H de composante de Levi M. Si P est un sous-groupe parabolique de
H, on note Up son radical unipotent.

Soit T un tore défini sur K. On note X*(T), resp. X.(T'), les groupes de caractéres
algébriques de T, resp. de sous-groupes a un parametre. Pour ces définitions, T est vu
comme un tore sur la cloture algébrique K, c’est-a-dire que les caracteéres ou cocaracteres
ne sont pas forcément définis sur K. Si T est défini sur F', on note T'(F'). le plus grand
sous-groupe compact de T'(F'). La définition de X*(T') s’étend au cas ou T est un groupe
diagonalisable, c’est-a-dire un sous-groupe algébrique d’un tore.

Soit H un groupe réductif connexe défini sur K. On note Ay le plus grand sous-tore
de Z(H) qui soit défini et déployé sur K. On pose ay = dim(Ag) et Ay = X.(Ay)@zR.
On appelle sous-tore déployé maximal de H un sous-tore de H qui est déployé sur K
et est maximal parmi les sous-tores déployés sur K. Ces sous-tores déployés maximaux
sont en bijection avec les groupes de Levi minimaux de H : a un sous-tore A est associé
son commutant Zg(A).

Soit H un groupe réductif connexe défini sur kr. On appelle espace tordu sous H
une variété algébrique H définie sur kp, munie de deux actions algébriques a droite et &



gauche de H telles que, pour chacune des actions, H soit un espace principal homogene
sous H. On impose de plus ici que H (kr) # 0. Cette terminologie a été introduite par
Labesse. Une partie de la théorie habituelle des groupes réductifs s’étend aux espaces
tordus. Ainsi, on définit les notions de sous-espaces paraboliques ou d’espace de Levi.
On envoie pour tout cela au premier chapitre de [14].

1.4 Le groupe G

On fixe pour tout 'article un groupe réductif connexe G défini sur F'. Soit N > 1 un
entier tel qu’il existe un plongement de G dans GL(N). On impose I'hypothese

(Hyp)(G) : p = (24 valp(p))N.

Cela entraine qu’il existe une extension F’ de F' de degré premier a p telle que G soit
déployé sur F”’. Plus généralement, pour tout tore défini sur F' de dimension inférieure
ou égale au rang de G, il existe une telle extension telle que le tore soit déployé sur F’.
L’hypothese (Hyp)(G) implique Hyp(H) pour tout sous-groupe réductif connexe de G.

A partir du paragraphe 7.1, nous renforcerons cette hypothese (Hyp)(G) en une
hypOthése (Hyp>end0(G>'

On fixe un Levi minimal M,,;, de G. On pose simplement A = Ay, . .
Lonin = L(Myin). On définit W = Normg(A)/Mmin.

Quand un objet a été défini relativement a notre groupe GG, nous noterons souvent
I’objet analogue défini relativement a un autre groupe H en ajoutant un exposant H dans
la notation. Par exemple, si M € L,,;,, on note E,]‘,fm le sous-ensemble des L € L,,;, qui
sont contenus dans M. Le groupe W& agit sur L,,;,,. Pour M € L,,;,,, on note Nyyc(M)
le fixateur de M dans W% et W% (M) = Ny (M)/WM.

On munit G(F') d’'une mesure de Haar. Plus généralement, pour tout sous-groupe
fermé J de G(F'), on suppose J muni d’'une mesure de Haar.

A=Ay

main )

2 L’immeuble de G

2.1 Facettes, groupes parahoriques

On note I'mm(G4p) I'immeuble de Bruhat-Tits sur F' du groupe adjoint G 4p. Cet
ensemble est réunion d’appartements associés aux sous-tores déployés maximaux de G
ou encore aux Levi minimaux de G. On note App(Ays) 'appartement associé a un tel
Levi M. L’appartement App(Ay;) est un espace affine euclidien sous 'espace vectoriel réel
Ay /Ag. Pour z,y € App(Ayr), on note z—y 1'élément de A/ Ag tel que z = y+(z—vy).

L’immeuble se décompose aussi en réunion disjointe de facettes, chaque facette étant
contenue dans (au moins) un appartement. On note Fac(G) l'ensemble des facettes et
Fac(G, A) le sous-ensemble des facettes contenues dans App(A). Le groupe G(F') agit
sur 'immeuble. Pour F € Fac(G), notons K le stabilisateur de F dans G(F).

Introduisons le groupe G dual de Langlands de GG. Modulo le choix d’une paire de
Borel épinglée de G, ce groupe est muni d’une action de I'p. Le groupe I'rp /I agit sur
X*(Z(G)'). Notons N' = X*(Z(G)'r)T7/Ir 1e sous-groupe des invariants. Kottwitz a
défini un homomorphisme surjectif wg : G(F) — N.

Soit F € Fac(G). Notons N (F) I'image de K_TF par wg et, pour tout v € N, notons
K% l'ensemble des g € K_TF tels que wg(g) = v (on a donc K% # 0 si et seulement
si v € N(F)). L’ensemble K% est le sous-groupe parahorique de G(F) associé¢ a F,
cf. [8] proposition 3. Notons Kt le plus grand sous-groupe distingué et pro-p-unipotent



dans K%. Bruhat et Tits ont associé & F un schéma en groupes Gz défini sur op. On a
Gr(or) = K%. Notons G la partie réductive de la fibre spéciale de Gz. C’est un groupe
réductif connexe défini sur kp et K%/K7~ est isomorphe & Gz (kr), cf. [9] proposition 3.7.
Pour v € N(F), il existe un espace tordu G% sous G de sorte que K%/KF sidentifie
a G%(kr).

Le groupe K% fixe tout point de F. Pour v € N(F), il existe une permutation
isométrique or, de F telle que tout élément de K- agisse dans F par cette permutation.
On note F¥ le sous-ensemble des points fixes de oz, dans F. Pour tout appartement
contenant F, F” est 'intersection de F avec un sous-espace affine de cet appartement.
Soit x € F. Alors le fixateur de x dans G(F) est la réunion des K% sur les v € N(F)
tels que or, fixe x.

On note Fac*(G) I'ensemble des couples (F,v), ou F € Fac(G) et v € N(F). On
note Fact, . (G) le sous-ensemble des (F,v) tels que F” est réduit a un point. On note

max

Fac*(G,A) et Fac},,,. (G, A) les sous-ensembles des (F,v) tels que F C App(A).
Remarque. L’indice maz est contestable puisqu’il s’agit de facettes de dimension
minimale. Ce sont plutot les groupes qui leur sont attachés qui sont maximaux. En tout

cas, on conserve cette notation de [20] pour simplifier les références.

Du schéma en groupes Gz se déduit une sous-ox-algébre de Lie £ de gr. On note €5
son radical pro-p-nilpotent. Le quotient €z /€% s’identifie & 'espace des points sur kp de
la partie réductive de l'algebre de Lie de Gr.

On peut aussi considérer I'immeuble étendu Imm/(G) = Imm(Gap) X Ag, qui est
muni d'une action de G(F). Pour z = (y,a) € Imm(G), avec y € Imm(Gap) et a € Ag,
le fixateur de x dans G(F') est le sous-groupe des éléments g € G(F') qui fixent y et tels
que wg(g) appartienne au sous-groupe de torsion Ny,.s de N.

2.2 Description des facettes

Pour a € A(F'), on note az, I'élément de X, (A) tel que < z*, az, >= —valp(z*(a)) pour
tout 2* € X*(A). Le noyau de cet homomorphisme a — az n’est autre que le plus grand
sous-groupe compact A(F'). de A(F). L’action sur 'immeuble du groupe A(F’) conserve
App(A). Pour a € A(F) et x € App(A), on a ax = x + ag, ou ici X,(A) est vu comme
un sous-groupe de A. L’action du groupe Normg(A)(F) conserve aussi ’appartement
App(A). Notons M, (F). 'unique sous-groupe compact maximal de M,,;, (F'). L’action
de Normg(A)(F) se quotiente en une action du groupe Normeg(A)(F)/Mpin(F)e..

Notons ¥ 'ensemble des racines réduites de A dans . Fixons un sommet spécial de
App(A) que I'on note 0 qui nous permet d’identifier App(A) et A/ Ag. A tout a € ¥ est
associé un sous-ensemble I',, de Q, qui est I'image réciproque dans Q d’un sous-ensemble
fini de Q/Z. Pour ¢ € T, on note ¢* le plus petit élément de T',, strictement supérieur a ¢
et ¢ le plus grand élément de I, strictement inférieur a c. On note H, . 'hyperplan affine
de App(A) défini par I’équation a(x) = c. Alors la décomposition en facettes de App(A)
est définie par la famille d’hyperplans (Ha)aes cer,- A toute facette F € Fac(G, A)
sont associés un sous-ensemble X x C X et, pour tout o € ¥, un élément c, r de sorte
que F soit le sous-ensemble des éléments = € App(A) qui vérifient les relations

(1) a(x) = corF pour tout a € Xr;

(2) car < a(x) < 7 pour tout o € ¥ — Y.

Pour o € ¥, notons U, le groupe radiciel associé a a. A tout ¢ € I', est associé un
sous-groupe ouvert compact U, . de U,(F') de sorte que les propriétés suivantes soient
vérifiées :



(B)sic,d €y et c<d,alors Uye C Uy
(4) quelle que soit F € Fac(G,A), on a Uy(F)N K% = Uqy, »; ona Ug(F)NKE =
Uper , St € Xr et Ua(F) N K7 = Usc, 5 si o & S

Notons Myin(F)* = {m € Mum(F); we(m) = 0}. Clest un sous-groupe d’indice
fini de Min(F).. Pour toute facette F € Fac(G, A), K% est le sous-groupe de G(F')
engendré par les U,(F) N K% et par le groupe M, (F)*. Les op-algebres tx et €
admettent une description similaire. Il en résulte que les groupes K% et les ox-algebres
tret %} caractérisent les facettes. C’est-a-dire

(5) soient F,F' € Fac(G); supposons K% = K%, ou tr = £x ou £% = tL,; alors
F=F.

Pour F € Fac(G,A), il existe un unique Levi Mr € L, tel que Ay, /A soit
I'espace vectoriel réel engendré par les x —y pour z,y € F. Pour (F,v) € Fac*(G,A), il
existe un unique Levi Mz, € L, tel que Ay, / Ag soit espace vectoriel réel engendré
par les x — y pour z,y € F”. On a évidemment Mz C Mg ,.

2.3 Groupes de Levi

Soit M € L. Considérons le sous-ensemble Imm(Gap, M) de Imm(G 4p) réunion
des appartements App( Ay ) associés aux Levi minimaux M’ contenus dans M. Le groupe
Ay agit sur chacun de ces appartements et ces actions se recollent en une action sur
la réunion. De plus, Imm(Gap, M) est conservé par l'action de M (F'). Le quotient de
Imm(Gap, M) par laction de Ay, muni de son action de M(F), s’identifie canoni-
quement a 'immeuble I'mm(M,p). En particulier, App(A)/ Ay s’identifie & 'apparte-
ment AppM (A) associé & M,,;, dans I'immeuble Imm(Map). On note py; : App(A) —
AppM (A) cette projection.

L’action sur I'immeuble du groupe Normg(M)(F') conserve Imm(Gap, M) et se
descend en une action sur Imm(Map). Cette action permute les élements de Fac(M).
Pour Fy; € Fac(M), on note K1 le sous-groupe des éléments de Normg(M)(F) qui
conservent ;. Il contient K_TFM comme sous-groupe distingué.

Notons Normg(M, A) le normalisateur commun de M et A dans G. L’action du
groupe Normg(M, A)(F) dans Imm(Map) conserve App™ (A).

Pour F € Fac(G, A), il existe une unique facette notée FM € Fac(M, A) telle que
pu(F) € FM.Si F est décrit par les relations (1) et (2) de 2.2, FM est I'ensemble des
x € AppM(A) qui vérifient les relations

(1) a(z) = co.r pour tout @ € TN XM ;

(2) car < a(x) < cqF pour tout @ € 2V — XN zN M,

De linclusion Z(G) — Z(M) se déduit un homomorphisme naturel NM — A, Le
diagramme

M(F) — G(F)

w4 we

N - N
est commutatif. Posons M,q = M/Z(G). On a aussi un homomorphisme naturel NM —
NMed Notons NEL ., 'image réciproque dans N du sous-groupe de torsion de N*ed.
Alors I'homomorphisme N — A se restreint en un homomorphisme injectif N3 comp
N, cf. [20] 6(1). On identifie N, & son image dans N'. On note Facy_ (M)
le sous-ensemble des (Fy,v) € Fac*(M) tels que v € NE'.,,, (avec les variantes



Fac*

max,G—comp

1,G . : ) v
n € K7, la conjugaison par n conserve I'ensemble K% .

(M) etc...). Remarquons que, pour (Fu,v) € Facg .y, (M) et pour

3 Espaces de fonctions et de distributions

3.1 Les espaces I(G) et I(G)*

Le groupe G(F) agit sur l'espace C°(G(F')) par conjugaison : pour g € G(F) et
f € CX(G(F)),9f est la fonction z — f(g~'xg). On note I(G) le quotient de C°(G(F))
par le sous-espace complexe engendré par les 9f — f pour f € C(G(F)) et g € G(F).

On note G,¢4 le sous-ensemble des éléments fortement réguliers de G. Soit f €
C>(G(F)). Pour x € G,ey(F'), on définit I'intégrale orbitale

19(z, f) = DC(a) 2 / f(g™"xg) dg,

Ay (F)\G(F)

olt DY est le discriminant de Weyl usuel. L’espace I(G) est aussi le quotient de C°(G(F))
par le sous-espace des f € C°(G(F)) telles que I%(z, f) = 0 pour tout x € G.qy(F).

On appelle distribution invariante sur G(F') une forme linéaire sur C°(G(F')) qui se
quotiente en une forme linéaire sur I(G). On identifie une telle distribution a la forme
linéaire quotient. On note I(G)* I'espace des distributions invariantes sur G(F).

Soient M un Levi de G et DM € [(M)*. On définit une distribution Ind§,(DM) €
I(G)* de la fagon suivante. On fixe un sous-groupe parabolique P € P(M). Comme on
I'a dit, des mesures de Haar sont fixées sur M (F), Up(F) et G(F). Il s’en déduit ce que
'on peut appeler une pseudo-mesure invariante a droite sur P(F)\G(F'). Précisément,
c’est une forme linéaire non pas sur C°(P(F)\G(F')) mais sur l'espace des fonctions
localement constantes ¢ : G(F) — C qui vérifient la relation p(mug) = dp(m)p(g) pour
tousm € M(F),u € Up(F) et g € G(F), ou dp est le module usuel. Cette pseudo-mesure
est caractérisée par 1’égalité

flg)dg = / / / f(mug) dudm dg
G(F) P(F)\G(F) JM(F) JUp(F)

pour tout f € C°(G(F)). On définit la fonction fy, sur M(F') par

fupm) =) [ (o) du,

Up(F)

puis la distribution Ind§,(DM) par I'égalité

Ind$,(DM)(f) = / DM((5f)o) dg.

P(ENG(F)

Cela ne dépend pas du choix de P.

On dit que x € G,ey(F) est elliptique si le commutant 7" de x dans G est un tore
elliptique modulo Z(G), c’est-a-dire si Ap = Ag. On note G, (F) le sous-ensemble des
éléments elliptiques dans G,..,(F') (la notation étant un peu abusive : il n’y a pas de sous-
ensemble algébrique Gy de G). On dit qu'une fonction f € C°(G(F')) est cuspidale si et
seulement si les intégrales orbitales de f sont nulles en tout point © € G,ey(F) — Gy (F).



Autrement dit si f est annulée par Ind$,(DM) pour tout Levi propre M et tout DM €
I(M)*. On note Cyysp(G(F')) 'espace des fonctions cuspidales et I,,s,(G) son image dans
I(G).

On dit que f est tres cuspidale si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique
propre P de G, de composante de Levi M, la fonction fy, est nulle. En fait, .,s,(G)
est aussi I'image dans I(G) de I'espace engendré par les fonctions treés cuspidales, cf. [19]
lemme 2.7. Pour une fonction f tres cuspidale, on définit une distribution Dy € I(G)*

par I’égalité
Dy(p) = / / ol g2) f(g) dg d.
Ag(F)\G(F) Y G(F)

La double intégrale n’est pas absolument convergente mais converge dans cet ordre, cf.
[20] lemme 9.

3.2 Filtrations

On fixe un ensemble de représentants L, ., C Ly, des classes de conjugaison de
Levi de G. Pour tout entier n € Z, notons L. le sous-ensemble des M € L, . tels que
ap = n (on peut évidemment se limiter aux n appartenant a U'intervalle {ag, ..., anr,,,, })-

On définit une filtration sur I(G) de la fagon suivante. Pour tout n € Z, notons
Fil"I(G) I'image dans I(G) du sous-espace des f € C°(G(F')) qui vérifient la condition :
pour tout Levi M tel que ay > n et tout m € G, (F) N M(F), on a I%(m, f) = 0. On
a

Fil*¢ ' (G) = {0} C Fil"“I(Q) = Lysp(G) C ... C Fil"nin [(G) = I(G),

et, en posant Gr"I(G) = Fil"I(G)/Fil"'I(G), on a

Gr'l(G) ~ @MeéZin]cusz)(M)WG(M),
cf. 1.4 pour la définition du groupe W (M), qui agit naturellement sur I,,.,(M).
Notons Ann"I(G)* I'annulateur de F'il"'I(G) dans I(G)*. On a

Ann®min T (G)* = {0} C Ann™min [(G)* C ... C Annc1(G)* = I(G)*,
et, en posant Gr"I(G)* = Ann"I(G)* /Ann" "1 I(G)*, on a

(1) Gr"I(G) ~ @uregn, Teusp(M)™ O
On vérifie que Ann™I(G)* est le sous-espace de I(G)* engendré par les distributions
induites Ind$;(I(M)*) pour les Levi M de G tels que ayy > n. Pour M € L. et
dM e I(M)*, 'image de Ind§;(d*) dans Gr"I(G)* est nulle dans les composantes
Lusp (MY W) de (1) pour M’ # M et est I'image naturelle de d™ dans I, (M)W 3)

(c’est-a-dire la restriction de d™ & Icusp(M)WG(M))_

3.3 Eléments compacts et topologiquement unipotents

Soit x € G(F'). On dit que = est compact si et seulement s’il est contenu dans un
sous-groupe compact de G(F), c’est-a-dire si 'adhérence 2% du groupe zZ engendré par
x est compacte. On dit qu’il est compact mod Z(G) si et seulement si 'image x,q de z
dans G4p(F) est compacte. On dit que z est topologiquement unipotent si et seulement
si limy,_oor? =1



Fixons un sous-tore maximal de G contenant la partie semi-simple x,, de G et fixons
une extension finie de F' telle que T soit déployée sur F’. Alors :

x est compact si et seulement si x(xy) € 0y, pour tout x € X*(7); x est compact
mod Z(G) si et seulement si x(x,5) € 05, pour tout x € X*(T') tel que la restriction de x
a Z (@) soit triviale; x est topologiquement unipotent si et seulement si x(zss) € 1+ ppr
pour tout x € X*(T).

D’autre part, = est compact mod Z(G) si et seulement si il existe F € Fac(G) tel
que x € K}. L’ensemble des éléments compacts, resp. compacts mod Z(G), est un sous-
ensemble ouvert et fermé de G(F') invariant par conjugaison. Soit M un Levi de G, soit
(Fum,v) € Fac*(M) et soit x € K% . Alors x est compact mod Z(G) si et seulement si
S /\/'CJ}{ comp-

On note Geomp(F') Pensemble des éléments de G(F') qui sont compacts mod Z(G) (il
serait plus correct de le noter Geompmod z(G)---). On note Gy, (F') I'ensemble des éléments
topologiquement unipotents de G(F'). On note I(G);,,,, I'ensemble des distributions dont
le support est contenu dans Geom,(F).

3.4 Facettes, fonctions et distributions

Soit (F,v) € Fac},,,(G). On note Ceysp(GY%) espace des fonctions sur G%(kp) qui
sont invariantes par conjugaison par Gz(kr) et qui sont cuspidales. On munit cet espace

du produit hermitien défini par

<[ f' >=1GeER)T Y Jl@)f(2).

:L‘EG"]_-(]CF)

Il est défini positif. Soit f € Clusp(G%). L'espace G%(kr) s’identifie & K%/K%. On
identifie f & une fonction sur ce quotient K%/K7, on la releve en une fonction sur K%
puis on I’étend en une fonction sur G(F) par 0 hors de K%. On note fr la fonction ainsi
obtenue. Elle est tres cuspidale, cf. [20] lemme 10. On déduit de fr une distribution
Dy, cf. 3.1, que I'on note simplement Dy. Cette distribution est a support compact mod
Z(G).

Notons D.,s,(G) le sous-ensemble des familles

(f]:,u)(f,u)eFac;‘nax(G) S H Ccusp(G_VF)
(Fyw)EFack,qx(G)

qui vérifient la condition : pour tout v € N/, 'ensemble des F tels que (F,v) € Fact,,.(G)
et fr, # 0 est fini.

Pour f = (fr.)(Fverac:,,. (@) € Deusp(G), la somme ZF’V Dy, , est définie. En effet,
chaque Dy,  est a support dans l'ouvert fermé w(_;l(y) et, pour tout v, il n'y a qu'un
nombre fini de (F, ') tels que v/ = v et fr,, # 0. Pour tout compact C' de G(F), il
n’y a donc qu'un nombre fini de (F,v) tels que le support de Dy, , coupe C'. On pose
Dt =35, Dy, Cela définit une application linéaire

D DCUSP(G) - [<G):omp'

Remarque. Quand un élément de D,,s,(G) sera noté f, on notera son image Ds ou
D comme ci-dessus. Quand 1’élément sera noté plus symboliquement d, on notera son
image D[d] ou D%|[d].
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Le groupe G(F') agit naturellement sur D,s,(G). 1l est clair que, pour f € D, (G)
et g € G(F), on a D% —f) = 0. Notons D.,s,(G) 'espace des coinvariants, c’est-a-dire
le quotient de D.,s,(G) par le sous-espace engendré par les 9f — f pour f € Dy, (G) et
g € G(F). Alors D se quotiente en une application linéaire

D : DCUSP<G) — [<G>comp

Notons D(G) la somme directe des Dys,(M) ot M parcourt les Levi de G. On définit
une application linéaire

DY :D(G) — I(G)*

qui, & >, dM, associe Y, Ind§ (DM[dM]). Le groupe G(F) agit naturellement sur
I'espace D(G) : un élément g € G(F) envoie un Levi M sur le Levi gMg~', une facette
(Far,v) € Fac,,. (M) sur une facette (9Fy, gv) € Fack,,,(gMg™) et une fonction
frvy € Cousp(M%,,) sur une fonction 9(fz,, ) € Ceusp((@Mg™1)7% ). Tl est clair que,
pour g € G(F) et f € D(G), on a DE[9f —f] = 0. On note D(G) l'espace des coinvariants
pour cette action de G(F') dans D(G). L’application précédente se quotiente en une
application linéaire

DY =D(G) = I(G)*.
Remarquons que I'application D,s,(M) — D(G) — D(G) se quotiente par Dy, (M).

3.5 Variantes de D(G)

Soit M un Levi de G. On note D.ysp G—comp(M) le sous-espace des éléments f =
(fFar ) (Frw)cFacs,.. () de Deygp(M) tels que fr,, =0siv & Né}{camp. On note D(G)
la somme directe des Deysp.G—comp(M) ot M parcourt les Levi de G. On définit comme
dans le paragraphe précédent l'espace de coinvariants Dg—comp(G), qui s’identifie a un
sous-espace de D(G). L’application D¢ se restreint en une application linéaire

DG : DG—comp(G) — I(G)G comp*

On note Deysp.—comp(M) U'image de Deyspc—comp(M) dans Deysp(M). 11 y a une
projection naturelle Deysp(M) = Devsp,G—comp(M) qui, a £ = (fr,, ) Fuverac:,,. () €
Deousp(M) associe £ = (fry,)(Fuw V)EFact ., o womp(M) € D usp(M). Cette projection se

quotiente en une projection de Dy ysp(M) sur Deysp.c—comp(M).
Fixons v € N. Notons [(G)g

C-comp le sous-espace des distributions invariantes a

support contenu dans G eom,(F)Nwg'(v). Pour un Levi M de G, notons D op.G—comp M)
le sous-espace des f = (fr,,.,/)(Fuv)eFacs, .. (M) € Deusp,G—comp(M) tels que fr,, ,» = 0 si

V' # v. A Taide de ces espaces, on définit comme ci-dessus un espace DY (G). On a
des isomorphismes naturels

G—comp

IDG*COWLP H DG comp
veN

[ G comp — = H [ G comp’
veN

et 'application D¢ s’identifie au produit de ses restrictions

D : DYy (G) — 1(G)F.

G—comp*
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3.6 Calcul de chc’:(ff)

Soit (F,v) € Fac*(G, A). On a défini le Levi Mz, € L, au paragraphe 2.2. Posons
simplement M = Mz ,. On associe & F la facette FM € Fac(M, A). L’élément v appar-
tient & N, (FM), (FM,v) appartient & Facma (M, A), G5 s'identifie & Mz et G%
sidentifie a M., cf. [20] lemme 6. Soit f € Ciyusp(MY%y,). On identifie f & une fonction
sur G%(kr), puis & une fonction sur K%/K%, que l'on releve en une fonction sur K%.
On prolonge cette fonction en une fonction sur G(F'), nulle hors de K%. On note fr la
fonction sur G(F') obtenue ainsi. Elle est par construction invariante par conjugaison par
KY.

Sotent L € Lopin, (F',1') € Fachus c—comp(Ln A) €t f' € Coysp(L4)5F . On a défini
ladistribution DY = Indf(Df,) sur G(F). Notons N(M,F" L, F') Pensemble des
n € Normg(A)(F) tels que nMn™ = L et nFM = F'. Cet ensemble (qui peut étre
vide) est invariant & gauche par Ar(F)(K% N Normg(A)(F)). On fixe un ensemble de

représentants N (M, FM L, F') du quotient

Ap(F) (K% N Normg(A)(F)\N (M, F™ L, F.

Proposition. (i) D}(fr) # 0 seulement si v =" et N(M, FM, L, F') # 0.
(ii) Supposons v = v et N(M,FM L, F') # (. Alors

DS (fr) = mes(K¥)mes(K% )mes(AL(F).) ™" Z <nf f'>.

neN(M,FM L F')

Remarques. (1) La fonction ™ f est celle définie en 3.4.
(2) Si f’ est invariante par K", la formule du (ii) se simplifie et devient

DG (fr) = mes(K%)ymes(K% )ymes(AL(F)e) ' [KLT: AL(F)K%] < f/, f > .

Preuve. Puisque f est & support dans wg'(v) et que D?, est & support dans wg'(v/)
il est clair que DJCJ:( f) =0siv # 1. Supposons désormais v = v/

Fixons un sous-groupe parabolique @) € P(L). Commengons par calculer fry,. On
sait définir la facette F¥ € Imm(Lap). Si M C L, on a évidemment, (FL)M = FM et 1a
fonction frr sur L(F') est bien définie. Montrons que

(B)si M ¢ L, fru,=0;si M C L, fru, =mes(Ug(F)NKF)fre.

Rappelons que, pour [ € L(F),on a fry,(l) = fUQ(F) fr(lu) du. Le groupe @, resp. L,
détermine un sous-groupe parabolique Q de G £, resp. une composante de Levi L de Q, de
sorte que I'image de Q(F)N K%, resp. L(F)N K%, dans Gz(kr) soit Q(kr), resp. L(kr).
Supposons que fry, # 0. Alors Q(F) N Kz # 0 et il existe un sous-espace parabolique
QY de G%, associé au parabolique Q, de sorte que 'image dans G%(kr) de Q(F) N K%
soit Q¥ (kr). Notons L” le normalisateur de L dans Q. Posons V' = Ug(F) N K% Fixons
I € L(F) tel que fruy,(l) # 0. On écrit

frue(l) :/UQ(F)/v/vff(luv) dv du.
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Fixons u € Ug(F) tel que 'intégrale intérieure soit non nulle. L’élément lu appartient &
Q(F)NKY%. Décomposons son image dans Q”(kr) en lu avec 1 € L”(kp) et u € Uq(kp).

On voit alors que
/ fr(luv) dv = ¢ Z f(v),
%

VEUQ(kF)

ol ¢ > 0 est une constante provenant des mesures et ot on a identifié f a une fonction
sur G%(kp). Cette fonction est cuspidale. La somme ci-dessus est donc nulle si Q" # G%.
Notre hypothese de non-nullité implique donc Q" = G, d’'ou aussi Q = L = Gz. Le
tore A détermine un sous-tore déployé maximal A de Gr. On a X,(A) ~ X,(A). Les
sous-tores Ay, et A déterminent des sous-tores A, et Ap. Par définition de Mg,
A, est le plus grand sous-tore déployé contenu dans le centre de Gx. Par définition
de L, ce groupe est le commutant de Ay dans Gr. L’égalité L = G entraine donc
A C Ay Dot aussi Ay C Ay, Puisque Q¥ = GY%, on a K% = (Q(F) N K%)KF.
On a aussi K5 = (KF N Q(F))(KFNUg(F)), ou Q est le parabolique de composante
de Levi L opposé a Q. Donc K% = (Q(F) N K%)(KF NUg(F)). On sait que I'ensemble
KY% N Normg(A)(F) est non vide. Mais un élément de Normg(A)(F) qui appartient a
Q(F)Ug(F) appartient forcément a Normy(A)(F). Soit donc w € K% N Normg(A)(F).
Il agit naturellement dans A et conserve Ay;,. Par définition de M = Mz,, Ay est le
plus grand sous-tore de Ajs,. contenu dans I’ensemble des points fixes de 'action de w.
Puisque w € L(F'), ce sous-tore contient Ay. Donc A;, C Ay et M C L. Cela démontre
la premiere assertion de (3).

Supposons maintenant M C L. Alors, pour [ € L(F) et u € Ug(F), on a lu € K% si
et seulement si | € K%, et u € Ug(F) N K (cela résulte de [20] lemme 6). On voit que
la fonction fry, est a support dans K, et que, pour un élément [ de ce groupe, on a
fruo(l) = mes(Ug(F) N KF)f(I), ot I est I'image de [ dans LY, (kp) ~ M., (kp). Par
définition de la fonction frr, on obtient la deuxiéme assertion de (3), ce qui acheve la
preuve de cette assertion.

Supposons maintenant M C L. Posons

Iur(5.0)= [ IO

Montrons que

(4) st FL' £ F Ipew(f,f)) = 0; si F¥ = F',alors M = L, FM = F' et
Ire o (f, ') = mes(K%) < f, f' >.

Ici, tout se passe dans L, on peut aussi bien supposer L = G pour simplifier les
notations. On a donc FL' = F. Supposons F # F'. Dans I'appartement App(A), fixons
un segment [z, '] joignant un point x € F¥ & un point 2’ € F¥. L’hypothese F # F'
entraine que x # 2'. Il y a une facette F” € Fac(G, A) et un élément z” €|z, 2| tel que
le segment [z”, 2 soit contenu dans F”. D’apres ce que sont les supports de fr et f%,
on a

et f) = [ xlo)iplo)ds
KYNKY,
Si K% N K% = 0, cette intégrale est nulle et on a démontré la premiére assertion de
(4). Sinon, considérons un élément g € K% N K%, L’action de g sur 'immeuble fixe x et
2', donc aussi tout le segment [z, 2']. En particulier, il fixe [2”, 2'[, donc g € K},,. On a
we(g) = v, donc g € KY%,. Alors [2”,2/[C F'¥. Cela entraine F” # F' car I'hypothese
(F',v) € Fac,,,(G, A) (rappelons que 'on a supposé L = G) signifie que F* est réduit a

max
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un unique point, qui est donc 2. Le point 2 est adhérent a F”, donc toute la facette F’ est
contenue dans l'adhérence de F”. On sait qu’alors il existe un sous-groupe parabolique
propre P de Gz et un sous-espace parabolique P” de G associ¢ a P, de sorte que
I'image de K%,NKY, dans Gz (kr) soit P(kr) et que 'image de K%,NKY, dans G%, (kr)
soit P¥(kp). Il est facile d’identifier 'ensemble Up (kr) en décrivant les facettes F’ et F”
comme en 2.2. On a forcément Xz C X g, Corr = Cop S 0 € Xpr €t Co 77 = Co 7 OU
Cor Sl € Xp — Npn. Notons = l'ensemble des v € Ly — Xpv tels que co 70 = Co 7
Alors Up(kp) est 'image dans Gz (kp) de [] Uayc, - Notons V' ce dernier groupe.
Il est inclus dans K%, Montrons qu'il est inclus dans K}. En effet, soit a € =. Les
définitions entrainent que «a(z”) > a(2’) = co . A fortiori, a(z) > a(z’) > cor. Si
a € Xg, on a cor = a(r) > cor done ¢, x> cor et KENUL(F) = Usez, O Uase
Sia € X, cor est le plus grand élément de I', qui soit strictement inférieur & a(z), donc
CaF = Car. On a encore K+ NUL(F) = Usiar 2 Uy - Cela démontre ’assertion.
On peut alors écrire

ac=

a,F!"

Irr(f. f) :/

(K¥NKY,

/ f7(gv) fr(gv) dvdg.
)V JV
On vient de voir que V' C K7 et fr est invariante par ce groupe donc l'intégrale se récrit

|

7(9) | frg0)dvdg.
(KYNKY,)/V 1%
Pour ¢ intervenant dans cette intégrale, notons g son image dans G% (kr). On a en fait
g € P”(kp). A une constante positive pres provenant des mesures, 'intégrale intérieure

n’est autre que
> flgw).
TLEUP(]CF)

Ceci est nul car f’ est cuspidale. Donc Iz #(f, f') = 0, ce qui démontre la premiere
assertion de (4).

Supposons maintenant F = F'. Alors M = Mz, = Mz, = G puisque (F',v) €
Fact,,. (G, A). Don FM = F = F'. Un calcul immédiat donne la derni¢re formule de
(4), ce qui démontre cette assertion.

Apres ces préliminaires, démontrons la proposition. Notons N un ensemble de représentants
du quotient

Normp(A)(F)\Normg(A)(F)/(Normg(A)(F)N K%).

On sait que G(F) est union disjointe des ensembles L(F)nK% quand n décrit N. Fixons
un sous-groupe parabolique @) € P(L). On définit comme en 3.1 une pseudo-mesure sur
Q(F)\G(F). Pour tout n € N, introduisons la fonction ¢, sur G(F') a support dans
Q(F)nKY telle que p(lunk) = dg(l) pour tous | € L(F), u € Ug(F), k € K%. On note
m,, la valeur de son intégrale contre la pseudo-mesure sur Q(F)\G(F'). Puisque fr est
invariante par K%, la définition de D% (fr) se récrit

(5)  DE(fr) =D maDH(("(f)vy)-

neN

Pour n € N, T'action de n transporte F en une facette nF, le Levi M = My, en le
Levi nMn™' = M,z,, la facette FM en une facette nF™ € Fac(nMn™' A) et f en
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une fonction "f € Ceyep((nMn™1)” 1), On a "(f£) = ("f)nr. On applique (3) en y
remplagant F par nF et fr par ("f),r. Cette assertion nous dit que la contribution
Di(("fr)ug) de n ala formule (5) est nulle si nMn~" ¢ L. On note N le sous-ensemble
des n € N tels que nMn~' C L. Pour n € N°, cette contribution est mes(Ug(F) N
K 7)D%((" f)(nre)- Par définition, on a

© DU Drn) = | e / (D @

Notons N/, un ensemble de représentants du quotient
AL(F) (K% N Normy(A)(F)\Normy(A)(F)/(K{,z. N Norm(A)(F)).
On utilise maintenant la décomposition en union disjointe
L(F) = Upen, AL(F) K3 K{ 7).
Pour n’ € N}, notons m!, la mesure de
AL(PN\AL(F)K3n'K{ 51

Puisque les fonctions (" f)(,z)z, resp. f7, sont invariantes par conjugaison par K? (nF)L>

resp. K%, la formule (6) se récrit

DL(" Puryp) = 3 m / o (D ) dl

n’eN},

’

. . / ’ o . . .
Pour n" apparaissant ci-dessus, on a ™ (" f)nrz = (""" f)@mr)r avec des définitions simi-
laires aux précédentes. Remarquons que M, 7, = n'nM(n'n)~!. La formule ci-dessus
se récrit

DL< Zm/[(nn]:L]:’< ff)

n’eN/,

Pour tout n/, on applique (4) en y remplacant F par n'nF et f par "™ f. Cette assertion
nous permet de nous limiter aux n’ tels que n’'nM(n'n)~! = L, (n'nF)* = n'nFM = F'.
Notons N, l'ensemble des n' € N/ vérifiant ces conditions. En utilisant la derniere
assertion de (4), on obtient

DL Fr) = Y mlymes(K%) < 7F, f' >

!
n’eN,?

En rassemblant ces calculs, on obtient

(1) DE(fr) =Y. > mumes(Ug(F) N K, z)mjmes(K%) <" f, f >

neNO n/eN/O
On vérifie que 'application
{(n,n");n € N°n' € N°V — Normg(A)(F)

(n,n’) — n'n
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est une bijection de I’ensemble de départ sur le quotient
AL (F)(K% N Normg(A)(F)\N (M, F™ L, F".

Si N(M,F™, L, F') est vide, on a donc D% (fr) = 0, ce qui démontre le (i) de I'énoncé.
Supposons N (M, FM L, F') # (. On peut supposer que N (M, FM L, F') est égal a I'en-
semble des n'n pour (n,n’) comme ci-dessus. Pour un tel couple, on vérifie les propriétés
suivantes

K9 OQ(F) = (KO O L(F)(K0r O Ug(F)), Ko L(F) = K00, K25 1 Ug(F) =
K- NUg(F), cf. [20] lemme 6;

m, = mes(K%)mes(K?nf)L)*lmes(K:f NUQ(F))™;

mes(K{, z.) = mes(K3);

m!, = mes(AL(F)\AL(F)K%) = mes(K% )mes(AL(F).) ™"

En utilisant ces propriétés, la formule (7) devient celle du (ii) de ’énoncé. [J

3.7 Un espace de fonctions

Pour (F,v) € Fac*(G), notons C(GY%) I'espace des fonctions a valeurs complexes sur
G%(kr) et notons €% l'espace des fonctions sur G(F'), a support dans K% et invariantes
par multiplication & droite ou & gauche par K*. Ces espaces s’identifient comme en 3.4 :
pour une fonction f € C(G%), on identifie f & une fonction sur K% /KX, on la releve en
une fonction sur K% puis on I’étend en une fonction sur G(F') par 0 hors de K%. On note
fr la fonction obtenue, qui appartient a £%. On note £(G) le sous-espace de C°(G(F))
engendré par les £% quand (F,v) décrit Fac*(G). On note IE(G) I'image de £(G) dans

I(G).
Pour M € L,,.,., le groupe Normg(A)(F) N Normg(M)(F) agit sur ’ensemble
Fac,..c—comp(M; A). Fixons un ensemble de représentants F'ac, .. o comp(M, A) des

*

orbites. Pour chaque (Fus,v) € Fac;, . ¢ comp(M, A), le groupe K}g agit naturellement

sur M% (kr) et sur I'espace de fonctions sur ce groupe. Cette action conserve I'espace
1,G
v v (KD . .
Ceusp(M, ) et on note Ceysy(M%, )" 7 le sous-espace des invariants. On pose

v Khe
g(Gv M) = Z Ccusp(M]-'M) 7 .
(]:Afvy)eMrnaz,chomp(MvA)
Pour tout (Fas,v) € Fac}qp 6—comp(M, A), fixons une facette Ff; € Fac(G, A) telle que

(F$,v) € Fac*(G, A), Mzc , = M et (FSOM = Fiy. Cest possible d’apres [20] lemme 7.

Pour f € Ccusp(Mgwl)K;g, on a défini la fonction frc sur G(F). L’application f — fra
se prolonge par linéarité en une application de £(G, M) dans £(G). On note e(G, M) :
E(G, M) — IE(G) la composée de cette application et de la projection £(G) — IE(G).
On note Im(e(G, M)) I'image de e(G, M).

Lemme. On al'égalité IE =), .. Im(e(G, M)).

v

Preuve. Soit (F,v) € Fac*(G) et f € C(GY%). On veut prouver que l'image de
fr dans I(G) appartient a la somme des Im(e(G,M)). On ne perd rien a supposer f
invariante par conjugaison par Gz(kr). On sait que I'on peut écrire f comme somme
finie de fonctions ”induites” Ind$y, (far) (la définition est rappelée en (1) ci-dessous), ot
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M est un espace de Levi de G” et fyr est une fonction cuspidale sur M¥ (k) invariante
par conjugaison par M(kr). On peut aussi bien supposer que f est I'une de ces fonctions
induites, disons f = Ind$y, (f'). Fixons une telle fonction et un espace parabolique P”
de composante de Levi M”. Notons f” la fonction sur G”(kr) qui est a support dans
P?(kp) et vérifie f”(mu) = f'(m) pour tous m € M (kr) et u € Up(kp). Par définition,

on a
(1) flo=IPke)" Y [z ga)
z€G(kr)

pour tout g € G¥(kp). Il en résulte que l'image de fr dans I(G) est proportionnelle a
celle de f7. Au sous-groupe parabolique P correspond une facette F' € Fac(G) dont
I'adhérence contient F. On a encore (F',v) € Fac*(G) d’apres l'existence d’un espace
P¥ de parabolique associé P. On vérifie que f7 = f%,. Cela nous ramene au probleme de
départ ol 'on a remplacé F et f par F' et f’. En oubliant cette construction, on peut
supposer f cuspidale.

On peut conjuguer F et f par un élément de G(F'), cela ne change pas I'image de
fr dans I(G). On peut donc supposer F € App(A). Posons M = Mz,. On a défini
la facette FM € I'mm(Map) associée a F. On a v € N, (FM) d’apres le (i) du
lemme 6 de [20]. La derniére assertion de ce lemme et I’égalité M = Mz, entrainent que
FM¥ est réduit & un point, c’est-a-dire que (F™,v) € Fac’,, (M, A). De nouveau, par

conjugaison, on peut supposer M € £, . et (FM v) e Fac (M, A). Les espaces

max,G—comp
% et MY, s'identifient, on peut considérer f comme un élément de Ceyep(M'y,). On

peut moyenner f par I'action par conjugaison de K;’AG/,, cela ne change pas 'image de fr
dans I(G). Alors f € £(G,M). A f, on a associé ci-dessus une fonction f(rmyc € £(G).
Pour achever la preuve, il suffit de prouver que fr a méme image dans I(G) que firumyo.
Notons simplement F' = (FM)Y. La facette F' vérifie exactement les mémes propriétés
que F, a savoir (F',v) € Fac*(G,A), Mp,, = M et FM = FM Si F/ = F, on a
terminé : fr = fz. Supposons F # F'. Notons X l'image réciproque de FM* dans
Imm(Gap). C’est un espace affine sous A/ Ag puisque FM est réduit & un point. Les
ensembles F¥ N X et F¥ N X sont ouverts dans X, cf. [20] lemme 7. Fixons des points
reF'NXeta € FYNX. Le découpage de App(A) en facettes induit un découpage
du segment [z, '] en points et segments ouverts. C’est-a-dire que 1'on a des points z;
pour i = 1,...,n, des facettes F; pour i = 1,...,n — 1 et des facettes F/ pouri =1,...,n
de sorte que

[z, 21 [= [z, 2| N F, |og, 2] = [z, 2| N F';

i, i [= [x, 2|0 Fypour i =1, ...,n — 1;

{z;} = [z, 2| N F!' pour i =1, ..., n.

Un élément k € KY%,, appartient a la fois a K% et K’%,. Donc son action sur Imm(G)
fixe tout le segment [z, 2']. Il en résulte que v appartient a N (F;) et a N (F!') pour tout i
et que 'on peut aussi bien ajouter des indices v dans les égalités ci-desssus, par exemple
|z, i1 [= [z, 2']NFY. On décrit les facettes comme en 2.2. Parce que M = Mz, D My,
ona Xr =Xzu et coF = Copm pour tout @ € Xpar. Il en est de méme en remplagant
F par F'. Fixons ¢ = 1,...,n — 1. L’ensemble ¥z est celui des a tels que, pour un
point y € F;, ou pour tout point y € F;, a(y) appartient a I',. Puisque [z, 2] N F;
est ouvert dans [z,2'], il revient au méme de dire que @ € Er N Xz et cor = CorF -
La description ci-dessus entraine alors Xz, = Yr = Yz = Yzu. Donc Mz, = Mr.
L’espace AMBW est le sous-espace des points fixes de 'action de 1’élément k ci-dessus
dans AM]-'Z-' Il en est de méme en remplacant F; par F. Puisque Mz, = Mr, cela entraine

Mz, , = Mz, = M. Enfin, on a évidlemment FM = FM. Cela démontre que chaque
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facette F; vérifie les mémes conditions que F et F'. On peut définir une fonction fx,
pour tout ¢ et il nous suffit de démontrer successivement que les fonctions fr, fz,...,
[, , et fr ont méme image dans /(G). On est ramené au cas de facettes consécutives,
autrement dit au cas n = 1 dans notre construction. Notons simplement F” = F7.
Les facettes F et F' déterminent des espaces paraboliques P et P et G%.. 1ls ont un
espace de Levi commun MY, qui est isomorphe a G% et a G% : M”(kr) est 'image
de KJ”TM N K%, dans G%, (k). Par la méme construction que ci-dessus, les fonctions fr
et fr ont méme image dans I(G) que la fonction f%,, ou f” = Indl(\;/[%”(f), le point
étant que cette induction ne dépend pas de ’espace parabolique choisi. Cela acheve la
démonstration. [

3.8 Deux espaces en dualité

Pour M € L,,;,,, notons D comp(G, M) 'image dans D —comp(G) de U'espace D eysp —comp(M).
Si M = G, Dg—comp(G; G) est simplement 1'espace D, (G) déja défini. On a Dg—comp(G) =

Y ver . Da—comp(G, M). Pour tout M € L, on vérifie que le sous-espace

e
(1) H Ccusp<M;_—M)K]:M C Dchomp(G)

(]:A{,V)EF(IC* (M,A)

= *=maz,G—comp
s’envoie bijectivement sur Deg_comy(G, M).

Proposition. (i) Pour tout M € L, ..., lapplication e(G, M) est injective et la restriction
de I'application D¢ a Dg—comp(G, M) est injective.

(i) IE, resp. DC(Dg-—comp(G)), est somme directe des Im(e(G, M)), resp. DY(Dg—comp(G, M)),
quand M décrit L,,,;,,.

(iii) Soient M,L € L,,,,. L’application

DG’—comp(Ga M) — Im(e(Ga L))*
f — (DfG)Hm(e(G;L))

est nulle si M # L et est un isomorphisme si M = L.

Preuve. Tous ces espaces sont sommes ou produits d’espaces indexés par des couples
(Far,v). Pour des raisons de support, on peut fixer v € N et remplacer tous les espaces
par les sous-espaces analogues ou on se limite au couples (Fy, V') tels que v/ = v, cf.
3.5. On gagne que ces espaces sont de dimension finie. En fait, d’apres (1), les espaces
De—comp(G, M) et E(G, M) deviennent isomorphes. Fixons une base (£ a7)i=1,. 5, de

17,G
E(G, M), réunion de bases orthogonales des espaces C’cusp(M”fM)KfM intervenant. En
appliquant la proposition 3.6 et la remarque (2) qui la suit, on voit que la matrice

(chj,M (e(G, L) <fJ—L>>) M,LeL, . i=1,..naj=L,...nL

mins?

est diagonale, de coefficients diagonaux non nuls. Compte tenu du lemme précédent, cela
entraine toutes les assertions de I’énoncé. [
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3.9 Un corollaire

Corollaire. (i) L’application linéaire D¢ : Dg_comp(G) — I(G)* est injective.
G
(ii) L’application linéaire composée D.ys,(G) 2T (G)* = Iusp(G)* est injective.

Cela résulte de la proposition précédente, en se rappelant que £(G;G) est formé
d’apres sa définition de fonctions cuspidales. [

3.10 Injectivité de D¢
Pour M € L notons D(G, M) I'image dans D(G) de l'espace D ysp(M). On a

=main>

D(G) = Yree,, D(G.M).

Proposition. (i) L’application D¢ : D(G) — I1(G)* est injective.
(ii) Pour tout n € Z, l'espace DY(D(G)) N Ann"I(G)* est égal a la somme des
DY (D(G, M)) ott M parcourt les éléments de L,,;, tels que ayr > n.

Preuve. Notons D"(G) la somme des D(G, M) ou M parcourt I'ensemble de Levi
indiqué ci-dessus. Par construction, on a

D'G)=D""(G)+ > DG, M).

MeL?

=min

Il résulte des définitions que, pour tout M € L. = D(G, M) est 'image naturelle dans
D(G) de Dcusp(M)WG(M). On a aussi DY(D"(GQ)) c DY (D(G)) N Ann™I(G)*. On en
déduit une suite d’applications

EBMEE” Dcusp<M)WG(M) — EBMEQﬁnnlD(Ga M) — DH(G)/DH+1<G> ﬁ)

=min

(D(D(G))NAnn"1(G)*) /(DY (D(G)NAnn™ ' T(G)*) = GrI(G)* =~ @nrern . Teusy(M)™ D,

min

Le corollaire précédent, appliqué aux Levi M € L. . implique que l'application com-

posée est injective. Les deux premieres applications de la suite sont surjectives. Il en
résulte que §, est injective. Pour n = ag, on a DY(D(G)) N Ann® 1(G)* = DY(D(G)) =
D%(D™(@)). L’injectivité de 6, pour tout n entraine alors par récurrence que, pour tout
n,ona DY(D(G))NAnn"I(G)* = D(D(G)) et Ker(DY) C D*(G). Pour n = ay,,, +1,
cette derniere relation implique I'injectivité de D¢. O

3.11 Variantes avec caractere central

Pour un groupe topologique abélien et localement compact X, nous appelons ca-
ractere de X un homomorphisme continu de X dans C*. Soit € un caractere de Ag(F).
On note CZ(G(F)) l'espace des fonctions sur G(F'), a valeurs complexes, localement
constantes, telles que f(ag) = £(a) ™' f(g) pour tous a € Ag(F) et tout g € G(F) et telles
que I'image dans Ag(F)\G(F') du support de f soit compacte. Pour f € C°(G(F)), no-
tons fe la fonction définie par fe(g) = fAG(F) f(ag)é(a) da. L'application linéaire f — f
est une surjection de C°(G(F)) sur C2¢(G(F)). De méme que 'on a défini I(G), on
définit l'espace I¢(G). L’action de Ag(F) sur C°(G(F)) se descend en une action sur
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I(G). Le groupe Ag(F) agit dualement sur I(G)*. L’espace I¢(G)* dual de I¢(G) s'iden-
tifie au sous-espace des éléments de I(G)* qui se transforment selon £. Précisément, un
élément d de ce sous-espace s'identifie a 1’élément de I¢(G)* qui envoie f; sur d(f) pour
tout f € CX(G(F)).

Soit F € Fac(G). Le groupe Ag(F) est contenu dans K;. 11 agit par multiplication sur
ce groupe. La multiplication par a € Ag(F) envoie un sous-ensemble K% sur K% ou on
a posé v, = wg(a). Si (F,v) € Fac,,,(G), on a aussi (F,v+v,) € Fac},,.(G). Dans ce
cas, la multiplication par a se descend en un isomorphisme encore noté a : Cysp(GY%) —
Crusp(G57*). Ces isomorphismes définissent une action de A(F) sur l'espace Dysp(G)
(on prendra soin de la distinguer de I'action par conjugaison, qui est triviale). L’action
du sous-groupe Ag 4, (F') est triviale. L’action se descend en une action sur D,,s,(G) que
I'on note (a,f) — £ Soit £ un caractere modérément ramifié de Ag(F), c’est-a-dire
trivial sur Ag 4, (F). On note Deyspe(G) le sous-espace des éléments f € D yq,(G) tels
que f* = £(a)f pour tout a € Ag(F).

Plus généralement, on définit de méme les variantes ”a caractere central” de beaucoup
d’objets déja définis (au sens ci-dessus : il s’agit d'un caractere £ de Ag(F)). On les note
en ajoutant un indice £ dans les notations. Notons en particulier 1’égalité

(1) DE(D(G)) N I(G): = DE(DE(G),
qui résulte aisément de I'injectivité de D. Plus généralement, si &1, ..., &, sont des ca-
racteres de Ag(F),

(2) DE(D(G) N Sy, HG)) = DOy D ()

Preuve. On peut supposer les &; distincts. Par interpolation, si d appartient au membre
de gauche, les composantes d; de d dans chaque [ (G)g sont combinaisons linéaires finies
de translatés d® pour des a € Ag(F). Or ces d* appartiennent tous & DY(D(G)). Donc
d; € DY(D(G)) N I(G);, et il reste & appliquer 'égalité (1). O

4 Eléments compacts, p’-éléments

4.1 Retour sur les éléments topologiquement unipotents

Pour z € Gy, (F), 'homomorphisme n — 2" de Z dans G(F') se prolonge en un
homomorphisme continu z +— 2* de Z, dans G(F). 1l en résulte que,

(1) si J C G(F) est un sous-groupe fermé et s’il existe un entier ¢ > 1 premier a p
tel que z¢ € J, alors x € J.

On a

(2) T'application naturelle Gy, (F) — Gap(F) est surjective; ses fibres sont les
orbites de l'action par multiplication de (Z(G)%)s(F) dans Gy, (F).

Preuve. Notons m : G — Gap 'homomorphisme naturel. L’hypothese (Hyp)(G)
entraine que Gap(F)/m(G(F)) est d’ordre premier a p. Pour y € Gapw(F), il y a
donc un entier ¢ > 1 premier a p tel que y* € w(G(F)). D’apres (1), y appartient
a m(G(F)). Soit x € G(F) tel que 7(z) = y. On décompose & = T4y, OU Tg est
semi-simple, x, est unipotent et z,, et x, commutent. Fixons un sous-tore maximal T’
de G tel que =4 € T(F) et fixons une extension galoisienne finie F’ de F', de degré
d premier a p, de sorte que T' soit déployé sur F’. Posons T,y = T/Z(G). L’élémént
m(xss) est topologiquement unipotent. La projection Ty, (F') — Toawn(F') s'identifie a
Xi(T) @z (14+pp) = Xi(Toq) @z (14 pp). Elle est surjective car 'hypothese (Hyp)(G)
implique que I'image de X, (T') dans X, (7,4) est un sous-groupe d’indice fini premier a p.
On peut donc choisir z; € T3, (F') tel que 7(z1) = 7(xy,). L'élément x5 = Normep:/p(1)
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appartient a Ty, (F) et on a 7(z,) = w(2d,). D’apres (1), cela implique qu'il existe z3 €
T (F) tel que m(x3) = m(xss). L'élément x3x,, appartient a Gy, (F) et vérifie m(z3z,) = y.
Cela démontre la premiere assertion.

L’hypothese (Hyp)(G) entraine que Z(G)/Z(G)° est d’ordre premier a p. La seconde
assertion s’en déduit par le méme argument qui prouvait ci-dessus que y appartenait a
m(G(F)). O

On a

(3) pour = € Gy, (F'), I'image réciproque de Zg ,, (7.q) dans G est égale a Zg(x).

Preuve. Notons simplement Zg(z.q) cette image réciproque. Il est bien connu que
Za(x) est un sous-groupe distingué d’indice fini dans Zg(x.q) et 'hypothese (Hyp)(G)
implique que cet indice est premier a p. Soit g € Zg(x.q). 1l existe donc un entier ¢ > 1
premier a p tel que ¢¢ commute a z. Puisque g € Zg(x4q) il existe z € Z(G) tel que
g 'xg = zx. On a alors z¢ = 1. Or, puisque x et g~'zg sont topologiquement unipotents,
z est lui-aussi topologiquement unipotent. L’égalité 2¢ = 1 entraine alors que z = 1, donc
g € Z(;(l‘) ]

4.2 Eléments topologiquement nilpotents et exponentielle

On note g 'algebre de Lie de G. On appelle ”conjugaison” par G l'action adjointe de
G dans g. Pour g € G, on note cette action de g, soit ad(g), soit X — gXg~!. On note
Oreg I'ensemble des éléments semi-simples réguliers de g.

Soit X € g(F), fixons un sous-tore maximal 7" de G tel que X, € t(F) et fixons une
extension finie F’ de F telle que T soit déployé sur F'. L’élément X est dit topologique-
ment nilpotent si et seulement si x(Xs;s) € pp pour tout x € X*(7) (cela ne dépend pas
du choix de T). Une autre caractérisation est la suivante. Fixons une sous-algebre d’Iwa-
hori b de g, c’est-a-dire b = £x pour une facette F € Fac(G) de dimension maximale.
Notons u son radical pro-p-nilpotent, c¢’est-a-dire u = E} pour la méme facette. Alors
X est topologiquement nilpotent si et seulement si X est conjugué par un élément de
G(F) a un élément de u(F'). On note g4, (F) 'ensemble des éléments topologiquement
nilpotents de g(F').

On peut définir une application exponentielle exp qui envoie un voisinage de 0 dans
g(F) sur un voisinage de 1 dans G(F') et qui est équivariante pour les actions par conju-
gaison de G(F'). Sous I'hypothese (Hyp)(G), ces voisinages sont les plus grands possibles,
c’est-a-dire qu’on dispose de I’application exponentielle

exp : gin(F) = Gu(F)

équivariante pour les actions par conjugaison de G(F') et qui un homéomorphisme entre
les ensembles de départ et d’arrivée, cf. [6] appendice B pour cette propriété et celles
ci-dessous.

Pour F € Fac(G), 'exponentielle se restreint en des homéomorphismes de gy, (F)NEx
sur Gy, (F) N K% et de £ sur K. Il s’en déduit une bijection

(90 (F) N £2)/E5 = (G (F) N K%) /KL

On peut prolonger les paires K% D K}L ettr D E} en des suites (Kx ) nen €t (8£ .5 )nen
de sorte que

K% =Kro, K¥ = Kr1, Krn D Krpi1, MpenKr,n = {1};

br=tro, b =tr1, Er, D trop1, Muentr, = {0};
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pour n > 1, Kr, est un sous-groupe distingué de K} et €r,, est un op-idéal de £r;
pour n > 1, Kz, = exp(tr,) et 'exponentielle se réduit en un isomorphisme de
groupes de tx,,/tr i1 sur Kr,/Kr 1.

4.3 Eléments p’-compacts

Soit x € G(F). On dit que x est

p’-compact si et seulement s’il existe un entier ¢ > 1 premier a p tel que z¢ = 1;

p/-compact mod Z(G) si et seulement si l'image x4 de x dans Gap(F) est p'-
compacte.

Pour x € G(F), fixons un sous-tore maximal de G contenant x4 et fixons une exten-
sion finie de F telle que T soit déployée sur F’. Alors :

x est p’-compact si et seulement x = x,, et il existe un entier ¢ > 1 premier a p tel
que x(z)¢ =1 pour tout xy € X*(7T);

x est p’-compact mod Z(G) si et seulement x = x4 et il existe un entier ¢ > 1 premier
a p tel que x(x)® =1 pour tout x € X*(T') dont la restriction a Z(G) est triviale.

Puisque les classes de conjugaison de sous-tores maximaux de G sont en nombre fini,
on peut ci-dessus choisir F’ indépendant de z. Puisque F'* ne contient qu’un nombre
fini de racines de I'unité, on voit qu’il n’y a qu’'un nombre fini de classes de conjugaison
par G(F') d’éléments p’-compacts. A fortiori, il existe un entier ¢ > 1 premier a p tel que
x¢ =1 pour tout élément p’-compact de G(F'). On a

(1) tout élément compact x € G(F) s’écrit de fagon unique x = xpy Ty, ol Ty est
p/-compact, xy, € Gy, (F) et x, et x4, commutent; de plus, z, et x4, appartiennent a
xZ.

Preuve. Pour ¢ comme ci-dessus, il résulte de ce qui précede que z¢ est topologique-
ment unipotent. Soit ¢’ I'inverse de ¢ dans Z,. On pose x4, = (2°)¢ et z, = xx;,. Ces
termes vérifient les conditions requises et on voit que ce sont les seules solutions possibles.
O

On déduit de (1) et de 4.1 (2) et (3) que

(2) tout élément x € G(F) compact mod Z(G) sécrit © = xyxy, ot 2y est p-
compact, zy, € G (F) et z, et xy, commutent; le groupe (Z(G)%).(F) agit sur en-
semble des solutions : un élément 2z € (Z(G)%)w(F) envoie le couple (x,,y,) sur
(2271, 24,2) ; les solutions forment une unique orbite pour cette action; de plus, pour

toute solution (x,,zy,), les deux éléments z,, et xy, appartiennent a l'adhérence du
groupe Z(G)(F)z%.

4.4 p'-éléments

Soit x € G. On lui associe un sous-groupe parabolique Q[z] de G et une composante
de Levi L[z] de Q[z] de la fagon suivante, cf. [4]. L’élément z,, agit par conjugaison sur
g. On fixe une extension galoisienne finie F” de F telle que toutes les valeurs propres
appartiennent & F'*. On note ¥ I’ensemble de ces valeurs propres et, pour o € %, g,
I'espace propre. Alors 'algebre de Lie q[x] est la somme des g, sur les o € ¥ telles que
lo|r < 1 et lz] est la somme des g, sur les 0 € ¥ telles que |o|z = 1. Le couple
(Q[x], L[z]) étant uniquement défini et ne dépendant que de w4, il est défini sur F et
conservé par Zg(zss). Cela entraine

(1) Zg(zss) C Llz], a fortiori Zg(z) C L[z et x € Llx].
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Par construction, z, vu comme élément de L[z], est compact mod Z(L[z]) (on dira
que z est compact dans L[z] mod Z(L[x])). Le Levi L[x] est le plus grand Levi L de G
tel que = appartienne a L et que x soit compact dans L mod Z(L).

Nous dirons que z est un p’-élément si et seulement si x est p’-compact dans L[z] mod
Z(L[x]). Avec les notations ci-dessus, cela équivaut a ce que x = x4, soit semi-simple et,
pour tout o € ¥ telle que |o|p = 1, ¢ soit une racine de 'unité d’ordre premier & p. On
note G(F'), 'ensemble des p'-éléments de G(F).

Lemme. (i) Tout élément x € G(F) s’écrit © = xpyxy, ol x,y est un p'-élément, xy, est
topologiquement unipotent et x, et x;, commutent.

(ii) Pour une telle décomposition, les éléments x,y et xy, appartiennent a L{z](F) et
on a Lxy| = L[z].

(iii) Pour une telle décomposition, on a Zg(x) = Za(xy) N Za(tw) et Go = (Gy ), )y, -

(iv) La décomposition est unique modulo Paction de (Z(L[z])°)sw (F) similaire a celle
de 4.3(2).

Preuve. Considérons une décomposition x = yxy, ou xy, est topologiquement uni-
potent et y et z;, commutent. Montrons que

(2) y, x4, € Llz] et L[x] = L[y].

Les éléments y et x;,, commutent a x et la premiere assertion résulte de (1). Notons
icl Zady Yad €6 Truaa les images de x, y et xy, dans L{z]ap(F). L'adhérence ;%d du groupe

engendré par y,q est contenue dans le produit des deux groupes zZ, et :ctzuvad. Ce dernier
groupe est compact puisque x, est topologiquement unipotent. Le premier est compact
par définition de L[z]. Donc yZ, est compacte, ¢’est-a-dire que y est compact mod Z(L[x]).
Or L[y| est le plus grand Levi L tel que y € L et y soit compact mod Z(L). Donc
Liz] C Lly]. On obtient l'inclusion opposée en échangeant les roles de = et y (on a
y = xx;,'). Cela prouve (2).

On a vu que x appartenait a L|x] et était compact mod Z(L[z]). En appliquant 4.3(2)
dans le groupe L[z], on obtient une décomposition = = Ty Ty, OU Ty, Ty, € L[z|(F), zy
est p’-compact mod Z(L[z]), x4, est topologiquement unipotent et Ty et xy, commutent.
D’apres (2), on a L[xy| = L[z], donc z, est p’-compact mod Z(L[z,]), donc c’est un
p/-élément. Cela démontre (i).

Pour une décomposition x = x,xy, comme en (i), les éléments x,y et x4, commutent
a = donc appartiennent a L[z] d’apres (1). Cela démontre la premiere assertion de (ii) et
la seconde résulte de (2). En définitive, les décompositions © = x4, vérifiant (i) sont
exactement les décompositions dans L{z](F") ou 'on impose que x, est p’-compact mod
Z(L[zx]). Le (iv) résulte donc de 4.3(2) appliqué dans le groupe L|x].

Pour (iii), les commutants Zg(x) et Zg(x,) sont contenus dans L[z] d’apres (1) et la
derniere assertion de (ii). On ne perd rien & supposer L[z| = G. Il est clair que Zg(z,) N
Za(xw) C Zg(z). L'image x4y 0q de x4, dans Gap appartient a I'adhérence du groupe
engendré par z,q. L'image g,q d'un élément g € Zg(x) commute donc a x4y, qq. D’apres
4.1(2), cela implique que g € Zg(xy,). Alors g appartient forcément aussi a Zg(x, ). Cela
démontre la premiere égalité de (iii). La composante neutre de Zg(z,) N Zg(2w,) est
clairement (G )z, d’olt la seconde égalité. [

Pour = € G(F), appelons p/-décomposition de z une décomposition z = x4,
vérifiant les conditions du (i) de I’énoncé.
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4.5 Décomposition de G(F') associée aux p'-éléments

Pour tout € € G(F)y, posons C(e) = €Gc,(F) = eexp(gen(F)). Evidemment,
'action de G(F) par conjugaison conserve G(F), et, pour g € G(F), on a gC(e)g~* =
C(geg™"). Posons

Cale) = UgeG(F)C(g_1€g) = UgEG(F)g_lc(e)g-

On a déja utilisé le discriminant de Weyl D%(z) d'un élément x € G(F). Il y a de méme
un discriminant de Weyl DY(X) pour un élément X € g(F).

Lemme. (i) Pour ¢ € G(F),, I'ensemble Cg(€) est ouvert et fermé.
(ii) Pour € € G(F),, il existe un nombre réel d°(e) > 0 tel que, pour tout X €
getn(F), on ait
DY%(eexp(X)) = d°(e) D% (X).

(iii) On a les égalités

GF)= |J clo= |J Cale.

EEG(F)p/ EEG(F)p/

(iv) Soient €,¢' € G(F),. Alors C(e) = C(¢') ou C(e) N C(¢') = 0. L’égalité a lieu si
et seulement s'il existe z € (Z(Le])?)w,(F) tel que € = ez. Dans ce cas, on a Lle] = L[¢'],

Ge=Go et z € Ge(F).

Preuve. La propriété suivante est bien connue : soit x € G(F) un élément semi-
simple ; alors il existe un voisinage V' de 1 dans G, (F) tel que I'ensemble {g 'zyg;y €
V,g € G(F)} soit ouvert et fermé. On voit que, pour € € G(F),, C(e) est réunion finie
de tels ensembles. D’ou (i).

Les deux parties de la formule (ii) sont insensibles au remplacement de X par sa
partie semi-simple. On peut donc supposer X semi-simple. On fixe un sous-tore maximal
T de G, tel que X € t(F). On a aussi € € T(F) puisque 7" commute a e. Fixons une
extension finie F’ de F telle que T soit déployé sur F’. On note Y ’ensemble des racines
de T dans G, XM resp. X% le sous-ensemble des racines dans Lle], resp. G.. On a

»Ge ¢ L, Par définition,

D(e) = | [] (1 = aleeap(X)))lr

aEeX

po(x) = | I[ a(X)lr.
aeXxCe

Puisque exp(X) est topologiquement unipotent, a(exp(X)) est un élément 1 + pp pour
tout a € . A fortiori |a(exp(X))|m = 1. Sia € X=X on a |a(e)|z # 1 par définition
de Lle]. Puisque |a(exp(X))|m =1, on a |1 —a(eexp(X))| = |1 —a(e)|p qui est non nul.
Si a € B, a(€) est une racine de I'unité d’ordre premier a p puisque € est p’-compact
mod Z(L[e]). Cette racine est égale a 1 si et seulement si @ € 3. Si o € REd — 3G,
on a afe) € o, — (1 +ppr) et a(exp(X)) € 1+ pp donc encore |1 — aeexp(X))|pr =
|1 — a(e)| = 1. Enfin, si @ € X% on a a(e) = 1 donc |1 — aleexp(X))|m = |1 —
alexp(X))|r = |1 —exp(a(X))|p avec a(X) € ppr, done |1 — a(eexp(X))|p = |a(X)|p.
L’assertion (ii) en résulte. O
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Le (i) du lemme 4.4 implique la premiere égalité du (iii) d’otu trivialement la deuxieme.

Soient €, ¢ € G(F'),. Supposons C(e) N C(¢') # O et fixons x dans cette intersection.
On peut écrire x = eu = €'u’ avec u € G, (F) et v/ € G 4, (F'). Ces deux décompositions
sont des p/-décompositions. D’aprés le (iv) du lemme 4.4, il existe z € (Z(L[e])?)sw(F) tel
que € = ez. Inversement, s'il existe un tel z, I’assertion (2) de 4.4 appliquée a z = € = ez
nous dit que Lle] = L[€¢']. D’apres 'assertion (1) de 4.4, on a G = Lle|. et Go = L[€']o =
Lle]o. Puisque 2z € Z(L[e])°(F), I'égalité € = ez entraine que Lle]o = Lle]. donc aussi
Ge = Ge. Ona aussi z € Gy, (F) et on en déduit que C(€') = € G 1u(F) = €2Geu(F) =
€Geu(F) = C(€). Cela démontre (iv). O

4.6 Le cas d’un Levi

Soit M un Levi de G. On a dans M la méme propriété que dans G, a savoir

Mp) = |J M.

e€EM(F),
ot CM(€) = eexp(m, 4, (F)). Le lemme ci-dessous énonce une propriété plus fine.

Lemme. Soit M un Levi de G. Alors
(1) G(F)y "M(F)C M(F), 3\4
(i) M(F) = UEEG’(F)p/ﬂM(F) CH(e).

Preuve. Soit € € G(F'), "M (F'). Pour démontrer que ¢ € M(F),,, on doit prouver que
toute valeur propre de ad(e) dans m(F') qui est de valeur absolue 1 dans une extension
convenable de F', est une racine de 'unité d’ordre premier a p. Mais une valeur propre
de ad(e) dans m(F) est aussi une valeur propre de ad(e) dans g(F). La propriété voulue
résulte du fait que € € G(F),.

Soit x € M(F'). Ecrivons une p’-décomposition de = dans G(F) : © = eexp(X), ou
X € gewn(F). On a Lz] = L[e] d’apres le (ii) du lemme 4.4. On a Ay C G, puisque
x € M(F) et G, C L[z] d’apres 4.4 (1). Donc Z(Lle]) = Z(L[z]) est contenu dans le
commutant de Ay, qui est M. On fixe un entier ¢ > 1 premier a p tel que €© € Z(L[e])(F).
Alors exp(cX) = ¢ appartient a M (F'). Cela entraine comme toujours X € my, (F')
donc aussi € = zexp(—X) € M(F) et X € m,(F). La décomposition = = eexp(X)
montre que z € CM(¢). O

4.7 Un lemme sur les classes de conjugaison et les éléments
p/-compacts mod Z(G)

Lemme. Soit € € G(F) un élément p'-compact mod Z(G) et soit F € Fac(G).
Supposons € € K;. Soit X € gem(F) NEx. Alors, pour tout élément x € eexp(X)KF, il
existe Y € g.(F) NEL tel que x soit conjugué a eexp(X +Y') par un élément de K.

La preuve est standard, on la rappelle pour étre complet.
Preuve. Fixons un entier ¢ > 1 premier a p tel que €¢ € Z(G)(F). On introduit les
deux polynomes

PT)=c (T '+ . +T+1), QT)=c'A=T)c—1+(c=2)T 4 ...+ T2
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a coefficients dans Z,. On a P(T) + Q(T') = 1. L'opérateur ad(e) dans g(F") est semi-
simple et ses valeurs propres dans F sont des racines c-iemes de 1'unité. Alors I’espace
g se décompose en somme de l’espace propre associé a la racine 1, qui est g., et de
I'espace somme des espaces propres associés aux racines différentes de 1, notons-le g.;.
L’opérateur P(ad(e)), resp. Q(ad(e)), est le projecteur sur l'espace g, resp. g1, relati-
vement & cette décomposition. On introduit des suites (K, )nen €t (87, )nen comme en
4.2. L’action ad(e) par conjugaison conserve £x,, pour tout n. On a donc

trn =trnc®tr, 11,

ou EJ",n,g =trn N gc(F) = P(ad(e))(tz,) et brnz = trn N gil(F) = Q(ad(e))(tz, ).
Posons £, = €r,/r 11. L'opérateur ad(e) se réduit en un opérateur de cet espace, que
'on note encore ad(¢e). On a encore

(1) E]—‘,n = E/—-,n,e S¥) E/—-,n,;ﬁlu

ou E.7:,7175 = E.7:,n,e/%]:,n—l—1,e = P(ad(e))(k]:,n) et E.7:,n,;aé1 = E.7",71,#1/E]:,n—i—l,;él = Q(&d(G))(E]:m)
On va prouver par récurrence sur n > 1 qu'il existe Y,, € g.(F) N ?}, Zn € tr, et
k, € Kt tels que k,'zk, = eexp(X +Y,)exp(Z,). Pour n = 1, il suffit de prendre ¥; = 0,
ki1 = 1 et pour Z; I'élément de €% tel que = eeaxp(X)exp(Z;). Supposons ces termes
définis au rang n. Posons z,, = eexp(X +Y,,). Notons 7, la réduction de Z, dans %f,n
et décomposons Z, en Zme + Zn77£1 conformément a la décomposition (1). Relevons ZM
en un élément Y, € £r, .. Les opérateurs ad(exp(X +Y,)) et ad(x,) conservent eux-
aussi les espaces £r, pour tout n’ et ils se descendent en des opérateurs sur €z ,,. Parce
que exp(X + Y,) commute a €, ces opérateurs commutent a ad(e) donc préservent la
décomposition (1). Sur I'espace & 741, les valeurs propres de ad(e) sont toutes différentes
de 1 tandis que 'opérateur ad(X + Y,) est nilpotent. Il en résulte que 1 — ad(z, ') est
inversible sur cet espace. On peut donc fixer un élément Y € €z, tel que Z,, 4 soit la
réduction de (1 — ad(x,')(Y,”). Posons h,, = exp(Y,’). C’est un élément de Kr,.On a

hnanexp(Zp)hy' = pexplad(z, ) (Y,)))exp(Z,)exp(=Y,)).

Mais on voit que exp(ad(x,)(Y,)))exp(Z,)exp(—=Y") € exp(Y,!)Kr ni1. 1l existe Y, 1 €
9. (F) N EL tel que exp(X + Yy, )exp(Y,) = exp(X + Y, 41). En posant k,.q = h,k,, on
obtient k:;ill‘k:n_Fl = eexp(X + Yi41)2n41 avec 2,41 € Kz 41 et il reste a prendre pour
Zp41 Vélément de £, tel que 2,41 = exp(Z,,41) pour obtenir les éléments cherchés au
rang n + 1.

On peut extraire des suites (Y;,),>1 et (k,)n>1 des sous-suites convergentes (en fait, on
n’en a méme pas besoin, les suites définies ci-dessus convergent). A la limite, on obtient
des éléments Y € g.(F) NEL et k € K£ tels que k™ 'zk = eexp(X +Y). Cela acheve la
preuve. []

4.8 Un lemme sur les éléments p’-compacts et les espaces de
Levi

Lemme. Soit € € G(F') un élément p'-compact mod Z(G) et soit (F,v) € Fac*(G).
Supposons € € KY%. Notons € la réduction de € dans G%(kr). Soit P¥ un espace parabo-
lique de GY%. Supposons € € P¥(kp). Alors il existe une composante de Levi M de P
telle que € € M (kp).

26



La preuve s’inspire de celle du lemme 9 de [16].

Preuve. On note P le sous-groupe parabolique de Gz associé a P”. L’espace up
possede une filtration finie (w;);—1,. , définie par récurrence par w; = up et, pour ¢ > 1,
u;,1 est espace engendré par les [Uy, U;] pour Uy € uy et U; € ;. La filtration se termine
par u, = {0}. On note U; = exp(u;). Les U; sont des sous-groupes distingués de Up,
les quotients U;/U,,; sont abéliens et isomorphes aux u;/u; 1. On a U, = {1}. Nous
allons prouver par récurrence sur i que

(1) il existe une composante de Levi M; et un élément u; € U;(kr) tels que ad(€)(M;) =

Pour ¢ = 1, on choisit pour M; n’importe quelle composante de Levi de P. Puisque
€ € PY(kp), ad(€)(M;) est encore une telle composante de Levi de P et on sait que deux
telles composantes sont conjugués par un élément de Up(kr) = U;(kg). On choisit pour
uy I'élément qui conjugue M; en ad(€)(M;). Supposons le probleme résolu au rang i > 1.
Fixons un entier ¢ > 1 premier a p tel que ¢ € Z(G). On voit par récurrence sur un
entier m > 1 que

ad(€™)(M;) = ad(um)(M;),

olt Uiy = ad(e€™ 1) (u;)...ad(€)(u;)u;. Pour m = ¢, on obtient M; = ad(u;.)(M;), donc
u;. = 1. Remarquons que ad(€) conserve la filtration (Uj;);=1, ». En notant X; la
réduction de u; dans U;(kp)/U;11(kp) et en écrivant ce groupe additivement, on ob-
tient

ad(E€ ) (Xi) + ... + ad(6)(X;) + X; = 0.

Par le méme argument que dans la preuve précédente, cela entraine l'existence d’un
élément Y; € U;(kp)/U;1(kr) tel que X; =Y; — ad(€)(Y;). On releve Y; en v; € U;(kp)
et on pose M; 1 = ad(v;)(M;). On calcule

ad(€)(Miy1) = ad(uir1)(M;11),

ot w1 = ad(€)(v;)uv; . Par construction de v;, on voit que u;y; € Ugyy(kr), ce qui
résout le probleme en i + 1.

Pour i = n, le Levi M = M, est conservé par ad(é). Alors M” = éM est une
composante de Levi de P” contenant €. []

4.9 Points fixes dans I'mm(Gap) d’un élément p'-compact mod
2(G)

Soit € € G(F') un élément p’-compact mod Z(G). Notons M le commutant dans G du
tore déployé Ag, . C’est un Levide G.Onae € M et G. C M (e et Ge commutent a Ag., ).
On a aussi Ay = Ag,. En effet, puisque Ge C M, ona Ag, C M et, puisque M commute a
Ag, par construction de M, on a Ag, C Aps. Inversement, puisque € € M, on a Ay, C G,
et, puisque Ay, commute a M, donc aussi au sous-ensemble G, on a Ay; C Ag,. Notons
J la réunion dans I'mm(Gap) des appartements App(Ayr) associés aux Levi minimaux
M'" de M. L’action de M (F') sur Imm(G sp) conserve le sous-ensemble J, il en est donc
de méme des actions de € et de G(F'). L’espace vectoriel A/ Ag agit naturellement
sur J (il agit sur chaque App(Ays) et ces actions se recollent). Cette action commute &
celles de € et de G.(F'). Notons Imm(Gap)° et J les sous-ensembles de points fixes de
l'action de € dans Imm(Gap), resp. J. L’ensemble J¢ est stable par 'action de A,/ Ag.
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On note J/(Ap/Ag) Pensemble quotient. L’action de G.(F') se descend en une action
sur ce quotient.

Proposition. (i) On a Iégalité Imm(Gap)¢ = J°.

(ii) L’ensemble J/( Ay /Ag) muni de son action de G.(F') s’identifie canoniquement
a Imm(G. ap).

(iii) Soit F € Fac(G) telle que FNImm(G ap)¢ # (. Alors I'image de FNImm(G ap)*
est contenue dans une facette F' € Fac(G.). L’action naturelle de ¢ sur K% se descend
en une action algébrique sur Gr et le groupe G, s’identifie a la composante neutre
G}O du sous-groupe des points fixes G% par cette action. Le groupe K%, est le groupe
des g € Go(F) N K% tels que wg (g) = 0. On a Kf = G(F) N KF, tr = g(F) N tx,
¢t =g (F)NeL.

Preuve. Dans la seconde preuve du théoreme 1.9 de [17], G. Prasad et J.-K. Yu
démontrent que I'mm(Gap)¢ = J¢ et que cet ensemble, muni de son action de G (F),
s'identifie a 'immeuble étendu du groupe G oq = G¢/Z(G). L'identification est canonique
a translations pres par les éléments de A/ Aq. Cela équivaut aux assertions (i) et (ii).
Soit F € Fac(G) telle que F N Imm(G ap) # 0. Soit x € F N Imm(Gap)* # (), notons
y son image dans Imm(G. ap). Soit F' € Fac(G.) la facette a laquelle appartient y.
Plongeons les immeubles pour les groupes adjoints dans les immeubles étendus. Comme
on le sait, on peut définir un schéma en groupes G, défini sur op vérifiant entre autres
que G(op) est le sous-groupe des éléments de G(F') dont 'action sur I'immeuble étendu
Imm(G) fixe z. On sait que la partie réductive de la composante neutre de sa fibre
spéciale n’est autre que G z. Dans le paragraphe 3 de [16], cf. en particulier les définitions
de 3.1 de cette référence, Prasad montre que € agit naturellement sur G, et il définit la
composante neutre G&° du sous-schéma des points fixes G¢. Il prouve que la composante
neutre ggy de G., s’identifie a ce schéma g;o. En passant aux parties réductives des
fibres spéciales, on obtient que G, z s’identifie a G}’O. Cela entraine

(1) K% C K¥ NG(F).

En passant aux algebres de Lie, 1’égalité ng = G entraine aussi

(2) tr = E]—'QQE(F>7 = EJ}C mge(F)'

L’égalité

(3) K3, = Kf N C.(F)
se déduit par I'exponentielle de la seconde égalité de (2).

On peut préciser (1). D’apres la définition de K%, K%, est contenu dans l'ensemble
des g € K% NG (F) tels que wg, (g) = 0. Inversement, un tel g fixe z donc aussi y (la
projection de Imm(Gap)® sur Imm(G. ap) étant compatible avec I'action de G(F)).
Donc g € KY,. Puisque wa.(9) =0, on a g € K%,. Cela démontre I’assertion de 1’énoncé
concernant K%,. Mais alors, ce groupe ne dépend pas de x et, d’apres 2.2 (5), cela entraine
que F’ est uniquement déterminée, ce qui est la premiere assertion de (iii). O

5 Quasi-caracteres

5.1 Transformées de Fourier et intégrales orbitales

Plusieurs notions que 'on a introduites sur le groupe G(F') ont des analogues sur
l'algebre de Lie g(F'). Pour f € CX(g(F)) et X € grey(F), on définit I'intégrale orbitale
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I9(X, f). On définit aussi 'espace I(g) quotient de C>°(g(F')) par le sous-espace des
fonctions dont toutes les intégrales orbitales sont nulles.

On fixe un caractere continu @ de F' de conducteur pp et une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée < .,. > sur g(F'), invariante par conjugaison par G(F'). On
sait que l'on peut la choisir telle que, pour toute F € Fac(G), £ soit le "dual” de
tr, c’est-a-dire que E} est 'ensemble des X € g(F) tels que < X,Y >€ pp pour tout
Y € £x. On suppose qu’il en est ainsi. On définit la transformation de Fourier f — f
dans C°(g(F)) par

f(x) = / L0 XY Say

ot dY est la mesure auto-duale. La transformation f — f de C°(g(F)) se descend en
une transformation de I(g).

Notons Nil(g) 'ensemble des orbites nilpotentes dans g(F'). Pour tout O € Nil(g),
on fixe une mesure sur O invariante par conjugaison. Cela permet de définir I'intégrale
orbitale I sur C°(g(F)), puis sa transformée de Fourier f — Io(f). Notons g, I'en-
semble des éléments semi-simples et réguliers de g. D’apres Harish-Chandra, il existe
une fonction j(O) localement intégrable sur g(F) et localement constante sur g,.,(F),

de sorte que

Io(f) = / | fmiey)ay

pour toute f € CX(g(F)).

Notons E l'espace des fonctions sur or engendré par les fonctions A — |A|" pour
n € Z. Il est immédiat que, si deux éléments de E coincident sur p% pour un entier
n > 0, alors, ils sont égaux.

On sait que, pour tout O € Nil(g) et pour tout Y € g,.,(F), la fonction A —
7(O, \?Y), définie sur op, appartient a F.

5.2 Quasi-caracteres et quasi-caracteres de niveau 0

Si 0 est une fonction localement intégrable sur G(F') et invariante par conjugaison, il
lui est associée la distribution invariante D sur G(F') définie par

D(f) = /G , F900)ds.

On appelle quasi-caractere de G(F') une distribution invariante D sur G(F') associée a
une fonction 0p sur G(F') localement intégrable et invariante par conjugaison, qui vérifie
la propriété suivante :

(1) pour tout z € G(F') semi-simple, il existe un voisinage U de 0 dans g,(F) et,
pour tout O € Nil(g,), il existe un nombre complexe ¢p o de sorte que, pour presque
tout Y € U, on ait 'égalité

Op(zexp(Y)) = Y cpoj(0.Y).

OeNil(gz)

Remarques. (2) Le voisinage U n’est évidemment pas uniquement déterminé, par
contre les constantes cp o le sont car les fonctions 7(O) sont linéairement indépendantes
dans tout voisinage de 0.
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(3) Appliquée a z fortement régulier, cette propriété implique que, quitte a modifier
0p sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer 6p définie et localement constante
sur Greg(F).

(4) La condition que 0p est localement intégrable est redondante car une fonction
invariante par conjugaison et vérifiant la condition (1) est automatiquement localement
intégrable.

(5) Soit D € I(G)* et soit o une fonction sur G(F), localement constante et invariante
par conjugaison. On définit la distribution a.D par (aD)(f) = D(af). Si D est un quasi-
caractere, alors aD l'est aussi.

Soit f € C°(G(F')) une fonction tres cuspidale. On a défini la distribution Dy en
3.1.0mn a

(6) Dy est un quasi-caractere.

Cf. [18] 5.9. La fonction Op, se calcule de la fagon suivante. Soit z € Gleg(F'). Notons
M?* le commutant de Ag, dans G. C’est le plus petit Levi M’ tel que =z € M'(F). De
plus z est elliptique dans M7 (F'). On sait définir I'intégrale orbitale pondérée

Sl f) = D@ [ (g™ xg)onr-(9) dy.
Anmz (F)\G(F)
Le poids vy« est calculé relativement a un sous-groupe compact spécial de G(F') fixé, cf.
[1], mais, parce que f est tres cuspidale, I'intégrale ci-dessus ne dépend pas de ce choix,
cf. [18] lemme 5.2. Pour tout tore déployé A’, posons m(A’) = mes(A'(F').). D’apres [20]
9(1), on a alors

() Op,(a) = (=1 %0 D% (2) Y m( Ay )m(Ag) " TG (x, ).

On appelle quasi-caractere de niveau 0 une distribution invariante D associée a une
fonction 0p sur G(F) localement intégrable et invariante par conjugaison, qui vérifie la
condition

(8) pour tout € € G(F),y, pour tout O € Nil(g.), il existe un nombre complexe cp o
de sorte que, pour presque tout Y € g, (F), on ait I'égalité

Op(eexp(Y)) = Z CD,(’)}(07Y>'

O€eNil(ge)

On a des variantes de ces définitions pour l'algebre de Lie. Soit D une distribution
invariante sur g(F’) associée a une fonction 0p sur g(F') localement intégrable et invariante
par conjugaison. On dit que D est un quasi-caractere si #p vérifie la condition

(9) pour tout X € g(F) semi-simple, il existe un voisinage U de 0 dans gx(F') et,
pour tout O € Nil(gx), il existe un nombre complexe cp o de sorte que, pour presque
tout Y € U, on ait 'égalité

9D<X+Y) = Z CD7(95<O,Y).

O€eNil(gx)

On dit que c’est un quasi-caractere de niveau 0 si 0p est a support dans gy, (F) et
que, pour tout O € Nil(g), il existe un nombre complexe cp o de sorte que, pour presque
tout Y € g4, (F), on ait I'égalité

Op(Y) = Z cp.0j(0,Y).

OeN:il(g)
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Si f € CX(g(F)) est une fonction tres cuspidale, on définit la distribution Dy sur
g(F') comme on l'a fait sur le groupe. Cette distribution est un quasi-caractere.

Lemme. (i) Tout quasi-caractére sur G(F'), resp. g(F'), de niveau 0 est un quasi-
caractere.

(ii) soit D un quasi-caractére sur G(F) ; alors D est de niveau 0 si et seulement si,
pour tout € € G(F), et presque tout X € g (F), la fonction X — Op(eexp(N\*X))
définie sur op appartient a F, cf. 5.1 .

(iii) Fixons une décomposition G(F') = |J.c5Cal(€), ot B est un sous-ensemble de
G(F)y. Soit D une distribution invariante associée a une fonction 6 qui vérifie la condi-
tion (8) restreinte aux e € B. Alors D est un quasi-caractére.

Preuve. Il résulte de [18] lemme 6.3(iii) que, pour tout quasi-caractere D de niveau 0
sur g(F), il existe une fonction tres cuspidale f telle que D coincide avec Dy sur g, (F').
Puisque Dy est un quasi-caractere, D 'est aussi, cf. remarque (6).

Soit maintenant D un quasi-caractere de niveau 0 sur G(F'). Soit z € G(F) un
élément semi-simple. Ecrivons une p’-décomposition z = eexp(X) avec X € geum(F).
Soit Y € g,(F). D’apres 4.4(1), on a Y € g.(F) et Y commute a X. Donc zexp(Y) =
cexp(X +Y). Si Y est assez petit, X + Y est topologiquement nilpotent. Par hypothese
sur D, on a donc

Op(zexp(Y)) = Op(eexp(X +Y)) = Z o(D,0)j(0,X +Y).
OeNil(ge)

Notons D’ le quasi-caractere de niveau 0 sur g.(F') dont la fonction 0p associée est
définie par
Io(Z)= ) (D 0)j(0,7)

OeNil(ge)

pour Z € g4 (F'). On vient de voir que c¢’est un quasi-caractere. L'hypotheése que z est
semi-simple implique que X l'est aussi. Il existe donc un voisinage U de 0 dans (g.)x (F')
tel que, pour presque tout Y € U, on ait 1’égalité

GD/(X—O—Y) = Z CD’,O,}(O7Y)'

OeNil((ge)x)

Autrement dit, 0p(zexp(Y')) est égal a 'expression de droite pour presque tout Y € 0.
Puisque (g.)x = @., c’est exactement la condition (1) requise. Donc D est un quasi-
caractere, ce qui démontre (i).

Soit D un quasi-caractere sur G(F'). Si D est de niveau 0, la propriété énoncée au (ii)
résulte de ce que les fonctions A — j’((’), A2X) appartiennent & E. Inversement, supposons
la propriété en question vérifiée. Soit € € G(F),y, fixons un voisinage U et des constantes
¢p,o, de sorte que (1) soit vérifiée. Soit X € g, 1, (F) et supposons eexp(AX) € G, pour
tout A\ € op (ceci est vérifié pour presque tout X). Les fonctions

A= O(eexp(A2X))

et
A= Z CD7(93(O, )\QX)

OeNil(ge)
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appartiennent toutes deux a F (la premiere par hypothese). Pour un entier n assez grand,
A2X appartient & 20 pour tout A € p’, donc les deux fonctions coincident sur p%. Elles
sont alors égales. Pour A = 1, cela démontre 1'égalité

Op(eexp(X)) = Z CD,(’)j<07X)

OeNil(ge)

et cela pour presque tout X € g (F). Donc D est un quasi-caractere de niveau 0, ce
qui démontre (ii).

Pour (iii), il s’agit de voir que (8) est aussi vérifiée pour € € G(F'),, — B. Ce probleme
étant insensible a la conjugaison par G(F), on peut supposer que € € C(€) pour un
¢ € B. Ecrivons € = 'exp(Z), avec Z € ge4n(F). D’apres le (iv) du lemme 7.6, on
a G. = Go et Z est un élément central dans g, (F). Pour Y € g4 (F), on a alors
cexp(Y) = €exp(Z +Y) et, en appliquant I’hypothese (8) pour €, on a

Op(eexp(Y)) = Z cp.0j(0,Z +Y).

OeNil(ge)

Mais les fonctions j(©) sont invariantes par translations par tout élément central dans
g.(F). Le Z disparait de I’expression ci-dessus et on aboutit & une expression comme en
(8) de Op(eexp(Y)). O

Remarque. Cette preuve et la remarque (4) entrainent qu'une fonction 6p inva-
riante par conjugaison par G(F') et vérifiant la condition (8) est forcément localement
intégrable.

5.3 Induction de quasi-caracteres

Lemme. Soient M un Levi de G et D™ un quasi-caractére de M(F). Posons D =
Ind§;(DM) .

(i) La distribution D est un quasi-caractere.

(ii) Si DM est de niveau 0, D est de niveau 0.

Preuve. Le (i) est démontré dans [19] lemme 2.3.

On note Opu la fonction associée & DM. Pour x € G,ey(F), I'ensemble {g~'zg;g €
G(F) N M(F) se décompose en un nombre fini de classes de conjugaison par M (F).
Fixons un ensemble X /() de représentants de ces classes. Par un calcul d’intégration
facile, D est associé a la fonction §p définie sur G,.,(F) par la formule

(1) bp(z) = Z D ()2 DM (y)*pm (y).

yEXM (:L‘)

Soit € € G(F), et X € gen(F). Posons x = eexp(X) et supposons z € Gey(F'). Pour
tout y € Xp(x), soit g, € G(F) tel que g;lxgy = y. Posons ¢, = g;legy et X, = g;legy.
On a y = eexp(X,) et ceci est une p’-décomposition de y. Le groupe Ay commute
a y puisque y € M(F). Il commute a €, et X, d’apres 4.4 (1). Donc ¢, € M(F) et
X, € m, (F). De plus €, est un p-élément dans M(F) d’apres le (i) du lemme 4.6.
Soit A € F* tel que AX soit encore topologiquement nilpotent. Posons ' = eexp(AX).
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L’élément 2’ appartient encore & Gyey(F). Les éléments e, exp(AX,) = g, '2'g, sont tous
des éléments de M (F') conjugués a =’ par un élément de G(F'). Montrons que

(2) si y,y € Xu(x), avec y # ', alors e exp(AX,) et ey exp(AX,) ne sont pas
conjugués par un élément de M (F).

Supposons qu'il existe m € M(F) tel que m™te exp(AX,)m = e exp(AX,). En
posant h = gymgy_,l, on a alors h™'z'h = 2/. Puisque @’ € G,ey(F), on a h € Gu(F),
d’ou h € G(F) d’apres le (iii) du lemme 4.4. On voit alors que m™'e,m = €,, d’ol aussi
m~IAX,m = AX,. Il en résulte que m~*X,m = X/, puis que m'ym = y'. Mais cela
est contradictoire avec la définition de X,,(z), ce qui démontre (2).

En conséquence de (2), ’ensemble Xj/(2") a au moins autant d’éléments que X /().
La situation étant symétrique en x et 2/, ces deux ensembles ont méme nombre d’éléments.
Alors (2) nous dit que I’on peut choisir pour X (z) 'ensemble {e,exp(AX,);y € Xy (2)}.
On remplace maintenant A par A2, avec A € op. L’égalité (1) pour eexp(\2X) devient

Op(cexp(N\’ X)) = Z D% (eexp(N2X))"V2DM (e exp(A\2 X)) /20 pu (e exp( N2 X,)).

yGXM (:L')

D’apres le (ii) du lemme 7.6, cela se récrit

Op(eerp(N’X)) = > d%e,) /*D% (X X)72dM (¢,) > DMov (N X)) *Opu (e,eap(V’X,)).

yGXM (:B)

Comme fonction de A, le terme D% (A\2X)~Y2 vesp. DMev(A\2X,))1/2, est produit d’une
constante et d'une puissance entiere de |A|r. Si D™ est de niveau 0, le terme 0 pu (e,exp(A2 X))
appartient & £ d’apres le (ii) du lemme 5.2. Donc la fonction A — 0p(eexp(N\2X)) ap-
partient a F, ce qui prouve que D est un quasi-caractere de niveau 0 d’apres le méme
lemme. [

Un cas particulier de la formule (1) nous servira plus tard. Supposons z € Gey(F) N
M., (F). Fixons un ensemble de représentants N (M) du quotient Normg(M)(F)/M(F).
On vérifie que I'on peut choisir pour ensemble X/ (x) 'ensemble Xy, (z) = {n~"tan;n €
N(M)}. On a aussi DM(n~tzn) = DM(z) pour tout n. La formule devient

(3)  Op(x) =Dx)"’DM(2)"* " Opu(n'an)

neN(M)

5.4 L’espace D(g)

Soit F € Fac(G). On note gz l'algebre de Lie du groupe Gr et gz, son sous-
ensemble des éléments nilpotents. On note Ceysy (85 i) I'espace des fonctions sur gz (kr),
a valeurs complexes, a support nilpotent, qui sont invariantes par conjugaison par G =(kr)
et cuspidales. On note Fac,.,(G) 'ensemble des facettes réduites a un point (c’est-a-dire
les sommets de 'immeuble).

A Taide de ces objets, on définit des espaces D.ysp(9), Dewsp(8), D(g) et D(g) de
fagon similaire a ceux de 2.1. On pose

’Dcusp(g) = Z Ccusp(Q]—",nil)’

FeFacmaz(G)

D(Q) = EBMDcusp<m)7
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ou M parcourt les Levi de G. Le groupe G(F) agit naturellement sur ces espaces et
on note Deysp(g) et D(g) les espaces de coinvariants. On définit une application linéaire
DY : D(g) — I(g)* : pour un Levi M, une facette Fp; € Facmq.(M) et une fonction
[ € Ceusp(Mir, nit), on releve f en une fonction fr,, sur M(F) qui est tres cuspidale et

on pose D? =1 ndf/[(D%TM). L’application DY se quotiente en une application définie

sur D(g).

Proposition. (i) L’application D¢ : D(g) — I(g)* est injective.
(ii) Son image est 'espace des quasi-caractéres de niveau 0 sur g(F').

Preuve. Pour F € Fac(G), notons Ex ,; 'espace des fonctions sur g(F) a valeurs
complexes & support dans €N gy, (F) et invariantes par translations par €. Notons £(g)
le sous-espace de C°(g(F')) engendré par les Ex iy pour F € Fac(G). On note 1E(g)
son image dans I(g). Les démonstrations des paragraphes 3.6 a 3.9 qui concernent des
fonctions sur G(F') s’adaptent a ’algebre de Lie et conduisent aux mémes conclusions :

(1) la composée de D et de la restriction I(g)* — I€(g)* est un isomorphisme de
D(g) sur cet espace;

(2) lapplication linéaire composée Dysp(9) s I(g)* — I.usp(g)” est injective.

L’assertion (1) entraine que D¢ est injective.

Notons H le sous-espace de C'°(g(F') engendré par les fonctions f pour lesquelles il
existe une sous-algebre d’Iwahori b de g de sorte que f soit invariante par b. En notant u
le radical pro-p-nilpotent de b, cette invariance équivaut a ce que f soit a support dans
u. En se rappelant que g,(F) est U'ensemble des X € g(F) tels qu'il existe une telle
algebre u de sorte que X € u, on voit facilement que H est ’ensemble des fonctions f
tels que le support de f soit contenu dans gy,(F). Remarquons que, pour f € £(g), le
support de f est contenu dans g, (F"), donc f € H. Notons IH 'image de H dans I(g)
et I€(g) l'image de I&(g) par transformation de Fourier.

Rappelons qu'un élément X € g(F') est dit entier s'il existe une facette F € Fac(G)
de sorte que X € tr. Notons I(g)?,, l'espace des distributions invariantes sur g(F) a
support entier.

Soient M un Levi de G, Fyy € Facpe(M) et f € Ceusp(Mmz,, nir). On a D? =

1 nd]\G/[(D% . ). On vérifie que la transformée de Fourier ﬁ? de la distribution D? est égale

*

a Ind]\G/[(D%TM ). La fonction fr,, étant & support dans k,, donc entier, on a lA)? € 1(g)k

On note D%(D(g)) I'image de D% (D(g)) par transformée de Fourier.
Notons i : C[Nil(g] — I(g)* application qui, a une orbite nilpotente O, associe
'intégrale orbitale I». Son image est bien sir contenue dans (g)%,,. On a un diagramme

*
ent*

commutatif
IH*
| res / N T
DYD(g) L H(e) mt 1£(g)
[N /P2
C[Nil(g)]

L’application j est I'injection naturelle. Les applications res et r sont les restrictions. Les
applications p; et ps sont celles qui rendent le diagramme commutatif. Dans [5] théoréeme
2.1.5, Debacker a prouvé les assertions suivantes :
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(3) les applications res et p; ont méme image;

(4) p1 et po sont injectives.

Soit f € D(g). Par construction, D§ est & support dans g, (F). Pour prouver que
D est un quasi-caractere de niveau 0, il suffit de prouver que D¢ coincide sur cet
ensemble avec une combinaison linéaire de transformées de Fourier d’intégrales orbitales
nilpotentes. D’apres ce que 'on a dit ci-dessus, il suffit de prouver que 15? coincide sur H
avec une combinaison linéaire d’intégrales orbitales nilpotentes. Autrement dit, il suffit
de prouver que res o j(D§) appartient 4 I'image de p;. Cela résulte de (3).

Inversement, soit d un quasi-caractere de niveau 0. Notons d, € I'H* la restriction
de d & I'H. Le quasi-caractére d coincide sur g (F') avec une combinaison linéaire de
transformées de Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes. Donc d coincide sur H avec
une combinaison linéaire d’intégrales orbitales nilpotentes. C’est-a-dire que d appartient
a Vimage de py. Soit Ny € C[Nil(g)] tel que dy = py(N,). Par transformation de Fourier,
'assertion (1) dit que I'application roresoj est un isomorphisme. Il existe donc f € D(g)
tel que r(d;) = roresoj(DE). D’apres (3), il existe Ny € C[Nil(g)] tel que resoj(DF) =
p1(NV3). On a alors

pa(Na) = 70 pi(No) =roreso j(Df) =r(dy) =rop(Ny) = pa(Ny).
D’apres (4), cela entraine N1 = N,. D’ou
di = pr(Ny) = p1(No) = res o j(DE).

Autrement dit, les distributions d et D¢ coincident sur #. Donc d et D§ coincident sur
9in (F). Mais elles sont toutes deux & support dans cet ensemble. Donc d = D§, ce qui
acheve la démonstration. [

5.5 Filtrations sur I’algebre de Lie

Pour tout n € Z, notons Fil"I(g) I'image dans I(g) du sous-espace des f € C(g(F))

qui vérifient la condition : pour tout Levi M tel que dim(Ay;) > n et tout X € g,.4(F)N
m(F), ona I%(X, f) =0.On a

Fil's"'1(g) = {0} C Fil*1(g) = Lousp(g) C ... C Fil*¥minI(g) = I(g),
et, en posant Gr"I(g) = Fil"I(g)/Fil"'I(g), on a
GrI(g) = Sares Lousp(m) "0,
Notons Ann"I(g)* Pannulateur de Fil"~'I(g) dans I(g)*. On a
Ann®min T ()" = {0} € Ann™min [(g)* C ... C Ann®¢1(g)* = I(g)*,
et, en posant Gr"I(g)* = Ann"I(g)*/Ann""11(g)*,
(1) Gr"I(g)" ~ @urepn Losp(m)™ 0D,

Notons Qco(g) 'espace des quasi-caracteres de niveau 0 sur g(F'). Notons Qcj(g) la
somme des Ind$;(Qco(m)) sur les Levi M tels que dim(Ay;) > n. Notons aussi D"(g) la
somme des images dans D(g) des Deysp(m) sur les mémes Levi M.
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Lemme. Pour tout n € Z, on a I’égalité

Qc(g) = Qco(g) N Ann"I(g)* = D(D"(g)),

et I'isomorphisme

Qch(9)/Qy(8)" = @aresr DM (Deysp(m) D).

Preuve. Légalité Qch(g) = D(D"(g)) résulte des définitions et de la proposition
5.4 appliquée aux Levi M tels que dim(Ay) > n. Notons I(g)*, le sous-espace des
distributions sur g(F') a support nilpotent. Autrement dit 1(g)*.,, = ¢(C[Nil]) avec les
notations de la preuve précédente. On a prouvé en [14] proposition 1.5.3 que I(g)f, N
Ann™I(g)* était la somme des Ind§;(I(m)*,,) ot M parcourt les Levi tels que dim(Ay) >
n. Les filtrations sont invariantes par transformées de Fourier. Cela résulte de ce que, pour
toute f € C°(g(F)), tout Levi M et tout X € m(F) N greq(F), I(X, f) ne dépend que
des IG(Y, f) pour Y € m(F) N gyey(F). Notons I(g)*,, I'image de I(g)%,; par transformée
de Fourier. On obtient que I(g)*, N Ann™I(g)* est la somme des Ind$,(I(m)*,) ot M
parcourt les Levi tels que dim(Ay) > n. Soit d € Qco(g) N Ann"1(g)*. Par définition
d'un quasi-caractére de niveau 0, d est la restriction & g, (F) d'un élément dy € I(g)*,,.
Puisque d € Ann™I(g)*, dy annule tout élément de Fil"~11(g) & support topologiquement
nilpotent. L’espace Fil" 'I(g) est invariant par I'action de F'* par homothétie. Puisque
I (g)k; est engendré par des éléments homogenes, sinon par 'action de F*, du moins
par l'action du sous-groupe des carrés, dire que dy annule tout élément de Fil"1I(g) &
support topologiquement nilpotent équivaut a dire qu’il annule tout F' il"1(g), c’est-
a-dire que dy € I(g)%,; N Ann"I(g)*. Donc dy = 3_,, IndS;(dyso), ott Pon somme sur
les Levi M tels que dim(Ay) > n et ot dyg est un certain élément de I(m)*,,. Donc
d =", IndS§;(dyr), ot dyy est la restriction de dar o & my, (F). Cet élément dy, appartlent
a Qco(m). Donce d € Qcf(g). Cela démontre l'inclusion Qcy(g) N Ann"1(g)* C Qcj(g) et
I'inclusion opposée est évidente.

On a

nil

Qci(9)/Qcs ™ (9)" = DY(D"(g))/ D (D" (g))
et, d’apres ce que 'on vient de prouver, cet espace s’envoie injectivement dans Gr"I(g)*.
Par définition, DY(D"(g)) est la somme de D%(D"*1(g)) et de DE(DrrenDeysp(m)). Ce
dernier espace a donc méme image dans Gr"I(g)* que Qcl(g)/Qcot(g)*. Soit M €
L et f € Deygp(m). L'image de D dans Gr™I(g)* est nulle dans les composantes
Lusp (/)W) de 1a décomposition (1) pour M’ # M et est 'image naturelle de
DY dans Iy, (m)*™VM) pour M’ = M (cest-d-dire Vimage de DM dans I,,.,(m)*
que Pon restreint au sous-espace Iz, (m)"7M))
on obtient que Qci(g)/Qci™ (g)* s’identifie & la somme des images de Deysp(m)
dans I,s,(m)*™V M) Dapres le (2) de 5.4, Deysy(m)W ) genvoie injectivement dans
Icusp(m)*WG(M)

. En moyennant sur le groupe W% (M),
W (M)

, ce qui acheve la démonstration. [

5.6 Un premier théoréeme

Théoréme. L’image de I'application D¢ : D(G) — I(G)* est formée de quasi-caractéres
de niveau 0 sur G(F).
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Preuve. En vertu du (ii) du lemme 5.3, il suffit de prouver que, pour tout élément
f € Deusp(G), DE est un quasi-caractere de niveau 0 sur G(F). La famille f peut étre
infinie mais la définition des quasi-caracteres de niveau 0 est locale et, localement, seuls un
nombre fini de fonctions de la famille f interviennent. On peut donc aussi bien supposer
qu’il y a une seule fonction. C’est-a-dire que l'on peut fixer (F,v) € Fac,,.(G) et
f € Ceusp(G%) et supposer que f est réduit & 'unique fonction f. On a alors Df = D$ .
C’est un quasi-caractere d’apres 5.2 (6). On note 6 sa fonction localement intégrable
associée. Soit € un élément p'-compact de G(F'). On doit calculer §(eexp(X)) pour tout
X € gem(F) tel que eexp(X) soit fortement régulier. On peut évidemment supposer
v = wg(€), sinon cette fonction est nulle. Fixons X. Notons 7' le commutant de X dans
G., qui est aussi le commutant de eexp(X) dans G. Notons M le commutant de Ar dans
G. C’est un Levi de G contenant € et exp(X) d’apres le (iii) du lemme 4.4. On pose
M. =G.N M. Cest un Levi de G et on a X € m(F). L’élément X est elliptique dans
m.(F) et eexp(X) est elliptique dans M (F'). Notons que Ap = Ay = Ay D’apres 5.2
(7), on a

(1) B(ecap(X)) = (=1) D (ecap(X)) " *m(Ar)m(Aa) " J5j (eexp(X), f7)

— (L) Ay)m(Ag) / e TP X0 do.

Pour g € G(F), on a

(2) g teexp(X)g € K% si et seulement si g 'eg € K% et g texp(X)g € K%.

En effet, soit ¢ > 1 un entier premier a p tel que € € Z(G)(F'). Supposons g~ teexp(X)g €
K%. Alors g 'eexp(cX)g € KL Onaaussi g~'¢°g € Z(G)(F) C K. Donc g leap(cX)g €
K;. Il en résulte que g 'exp(X)g € K et, puisque c’est un élément topologiquement
unipotent, on a forcément g 'exp(X)g € K%. Puisque g teexp(X)g € K%, cela entraine
g leg € K%. La réciproque est évidente. D’ou (2).

On a aussi :

(3) la classe de conjugaison par G(F) de € coupe K% en un nombre fini de classes de
conjugaison par K%.

En effet, notons Cl(e) cette classe de conjugaison par G(F'). C’est un sous-ensemble
fermé de G(F’), donc son intersection avec K% est compacte. On sait que I'application

Za()(FN\G(F) — Cl(e)
g — g 'eg
est un homéomorphisme. Puisque les orbites de I'action de K+ sur I’ensemble de départ
sont ouvertes, il en est de méme de celles sur 'ensemble d’arrivée. Puisque Cl(e) N K
est compact, il n’y a donc qu'un nombre fini de telles orbites, d’ou (3).
Notons T'. 'ensemble des g € G(F) tels que g 'eg € K%. En conséquence de (3),
'ensemble G (F)\I'./K% est fini. Fixons-en un ensemble de représentants ~. Pour tout
v € =, définissons comme en 3.4 la facette vF et posons

my = mes(G(F) N KJz) ™,

la mesure étant calculée relativement a la mesure implicitement fixée sur G¢(F'). On
vérifie la formule d’intégration

/ plg)dg = m, / /
App(F)\Le Ap(F)\Ge(F) J K%

TEY

©(g7vk) dk dg
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pour toute fonction intégrable ¢ sur Ay (F)\I'.. On applique cela a la fonction ¢(g) =
fr(g teexp(X)g)vr(g). La fonction fr est invariante par conjugaison par K%. On voit

que fr(k~'v tg teexp(X)gvk) = (7f),r(eexp(g' X g)) pour tous v € v, g € G(F) et
k € K%. Pour de mémes 7 et g, posons

(o) = [ o)

0
F

Grace a (1) et (2) et a I'égalité Ay, = A, on obtient

(4)  Bleexp(X)) = (—1)™~Cm(Ay ym(Ag) ™Y m,

TEY

/ (' )lecanly™ Xg) oo ) do.
Ame (F\Ge(F)

Fixons v € ~ et simplifions provisoirement la notation en supposant v = 1. Par
définition de v, on a € € K%. Introduisons la facette 7' € Imm(G. ap) associée a F,
cf. proposition 4.9 (iii). Le groupe G,z est la composante neutre de (Gz)¢. Notons
€ la réduction de € dans G%(kr) et f’ la fonction sur G, z(kp), & support unipotent,
définie par f'(x) = f(éx), pour tout élément unipotent z € G, = (kr). De f’ se déduit une
fonction f% sur G.(F). Pour y € K$NG,(F), la réduction y de y dans G (kr) appartient
a (Gx)“(kr). Mais, si y est topologiquement unipotent, on peut remplacer dans cette
relation le groupe (Gx)¢ par sa composante neutre G, 7. De plus cette réduction g est
unipotente. On voit alors que, pour g € G(F'), on a I'égalité

(5) fr(eexp(g~'Xg)) = [r(exp(g~' Xg)).

Montrons que

(6) si dim(Ag,) > dim(Ag) ou si F' n’est pas réduit a un point, f = 0.

Notons A z le plus grand sous-tore central et déployé de G, . Notons M’ son com-
mutant dans Gz, qui est un Levi de ce groupe. Fixons un élément z, € X,(Az) en
position générale, notons P’ le sous-groupe de Gz engendré par M’ et par les groupes
radiciels relatifs a 'action de A 7 associés aux racines « telles que < a, x, >> 0. C’est un
élément de P(M'). Le tore Az est contenu dans I'ensemble des points fixes de 'action
de € sur Gz. Il en résulte que cette action conserve M’ et P’. Alors P = €P’ est un
espace parabolique de G's d’espace de Levi M = eM’. Sur la cloture algébrique kp,
les valeurs propres de l'action de € dans ups sont des racines de 1'unité, puisque € est
p’-compact mod Z(G). L'espace des points fixes de I'action de € dans g est g, 7, qui
est inclus dans m’ par définition de M’. Donc les valeurs propres de I'action de € dans
ups sont toutes différentes de 1. Il en résulte aisément que, pour tout élément unipotent
n € M'(kr), Paction 1 — ad(én) dans up/(kp) est un isomorphisme. Pour un tel élément
n, il s’en déduit 1’égalité

Z f(enu) = Z flu‘enu).

’HEUP/(k‘F) ﬂEUP/(k‘F)

Puisque f est invariante par conjugaison, le membre de droite n’est autre que |Up/(kp)| f(€n).
Supposons que P’ soit un espace parabolique propre de G%. Alors le membre de gauche
est nul puisque f est cuspidale et invariante par conjugaison. Dans ce cas f(én) = 0. A for-
tiori, cela est vrai pour tout élément unipotent n € G, z (kr), auquel cas f(en) = f'(n).
D’ou f' = 0. Pour achever la preuve de (6), il reste a prouver que, sous les hypotheses
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de cette assertion, Iespace parabolique P est propre, ou encore que M’ # Gz. On
démontre la contraposée de cette assertion. Supposons donc M’ = Gz. Notons Ar
le plus grand sous-tore central déployé dans Gz et notons A’ le plus grand sous-
tore contenu dans l’ensemble des points fixes de I'action de € dans A . L’hypothese
M’ = G signifie que Ax C Ax. Puisque € agit trivialement sur Az, cela entraine
Ar C A% dou l'égalité Ax = A’z car 'inclusion opposée est immédiate. Puisque
(F,v) € Facme:(G), on a dim(A%) = dim(Ag). D’ou dim(Ax) = dim(Ag). Or on a
évidemment dim(Ax) > dim(Ag,) > dim(Ag). Ces trois dimensions sont donc égales.
L’égalité dim(Az) = dim(Ag,) équivaut a ce que F' soit réduit a un point. L’égalité des
trois dimensions précédentes est donc le contraire de I'hypothese de (6), ce qui acheve la
démonstration de cette assertion.

Supposons maintenant que dim(Ag,) = dim(Ag) et que F’ soit réduit a un point,
c’est-a~dire F' € Facpq.(G.). Montrons que

(7) f" est cuspidale.

Fixons un sous-groupe parabolique propre P, de G, r de composante de Levi M.
Notons A’ le plus grand sous-tore central déployé de M. et M’ le commutant de A’
dans Gz. Fixons un élément x, € X,(A’) tel que < «a,z, >> 0 pour toute racine «
de A’ dans up,. On définit un sous-groupe parabolique P’ de G par la condition :
up: est la somme des espaces radiciels associés aux racines o de A’ dans g telles que
< a,x, >> 0. En supposant z, en position générale, P’ a pour composante de Levi M’ et
on a P'NG, 7 = P.L. De plus P’ est propre puisque P, 'est. L’argument est maintenant
similaire a celui de la preuve de (6). L’ensemble PV = &P’ est un espace parabolique
de G4 d’espace de Levi MV = éM’. Pour un élément unipotent 7 € M’ (kr), on a les

égalités
> S = Y s
u€Up (kF) u€Up (kF)
= [Up/(kp)| " ) > flaenuz ') = [Upi(kp)| }Up,(kp| > f(ena)
z€Up/ (kF) TLEUPQ (kr) z€Up/(kF)

et cette derniere expression est nulle car f est cuspidale. La nullité de la premiere ex-
pression signifie que f’ I'est. D’ou (7).

Rétablissons le v que 'on avait supposé égal a 1 pour simplifier la notation. On note
F! la facette de Imm(G. ap) que 'on avait notée F' et (7f) I'analogue de f" pour la
fonction 7 f. On note +,),,, le sous-ensemble des v € « tels que F soit réduit a un point.
Si dim(Ag,) > dim(Ag), assertion (6) et la formule (4) impliquent que 6(eexp(X)) =0
et on a terminé. Supposons désormais dim(Ag,) = dim(Ag). Alors les assertions (5) et
(6) entrainent que la formule (4) se transforme en

(8)  Bleexp(X)) = (—1)™~Cm(Ay )m(Ag)™" Y m,

’767777,0,1

/ O ) (explg™ X g))or(9) do.
Ap (F)\Ge(F)

Fixons v € 7,,.. et calculons vy ,(g) pour g € G(F). Le poids vy est calculé grace
au choix d’'un sous-groupe compact spécial de G(F'). Fixons aussi un tel sous-groupe
compact K, du groupe G.(F'), qui permet de définir un poids vy, . Une formule d’Arthur,
que l'on a reprise en [18] lemme 3.3, dit que, pour g € G.(F), va~(g) — va.(g) est
une somme finie de termes vée(g), ol Q). est un sous-groupe parabolique propre de G,
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contenant M, et vg,_est une fonction localement intégrable sur G'(F) invariante a gauche
par M.(F) et par Ug, (F'). Pour de telles données, notons L. la composante de Levi de
Q. contenant M,.. En utilisant la décomposition d’Iwasawa, on calcule

/ O (cxplo™ X g) vl (g) dg =
Apre (FON\Ge(F)

¢ / / / () (k7 ™ exp(X)luk)vy, (k) du dl dk,
Ke J Ay (F)\Le(F) JUq, (F) K

ou ¢ > 0 ne dépend que des mesures de Haar. Puisque X est régulier, I'intégrale intérieure
en u se transforme en

o) [ (Y6 epl )tk
Uq. (F) !

ou ¢(X) > 0 est un certain déterminant. Or cette intégrale est nulle car () est tres
Y

cuspidale. Les fonctions vg, ne contribuent donc pas a la formule (8) et on peut récrire
cette formule

Blecap(X)) = (—1)™~om( Ay )m(Ae) " S m,

V€Y max

/ O ) (explg™ X g))ow (9) do.
Apre (F)\Ge(F)

En comparant avec 5.2 (7), on obtient

Beeap(X)) = (—1)% Cm(Ag,)m(Ac) ™ Y m b, (exp(X)),

YEYmax

ou on a noté 6, la fonction associée au quasi-caractere D(ij),. Pour tout v € v,,,.., notons
¢+ la fonction sur g@f;(k:p), a support unipotent, telle que ¢, (Y) = (7 f)'(exp(Y')) pour
tout élément unipotent Y € gﬁﬂ(kF). Il est clair que la fonction Y — 6, (exp(Y)),

définie sur g..,(F), n'est autre que la fonction associée a la distribution ng sur g.(F).
Notons 6, cette fonction. On obtient la formule finale

9)  Bleexp(X)) = (—1) @ m(Ag,)m(Ac) " Y myb,, (X).

YEYmaz

On applique le (ii) de la proposition 5.4. Il entraine que chaque fonction 6, est combi-

naison linéaire de fonctions Y+ 5(O,Y) ott O parcourt les orbites nilpotentes de g (F).
Il en est donc de méme de la fonction X +— 6(eexp(X)). Cela signifie que D$ est un
quasi-caractere de niveau 0 sur G(F'). O

5.7 Restriction d’un quasi-caractére sur G(F') de niveau 0 aux
éléments elliptiques

Soit D un quasi-caractere sur G(F'), notons 0p sa fonction associée. Disons que D
est de niveau 0 sur les elliptiques si et seulement si 6p vérifie la condition suivante :
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(1) pour tout élément € € G(F') qui est p’-compact mod Z(G) et pour tout X €
Gein(F) tel que eexp(X) € Goy(F), la fonction A — 0p(cexp(A\2X)) sur op appartient a
E.

Remarques (2) Pour € € G(F), et X € gen(F), eexp(X) ne peut étre elliptique
que si Ag, = Ag. A fortiori, € est p’-compact.

(3) La méme preuve qu’au (ii) du lemme 5.2 montre que (1) équivaut a la condition :

pour tout élément € € G(F') qui est p’-compact mod Z(G) et pour tout O € Nil(g.),
il existe cp o € C de sorte que, pour tout X € g4, (F) tel que eexp(X) € Gey(F), on ait
I'égalité

Op(eexp(X)) = > cpoj(0,X).

OeNil(ge)

(4) Compte tenu de la remarque précédente, la méme preuve qu’au (iii) du lemme
5.2 montre que, si B est un sous-ensemble de G(F), tel que G(F) = U.epCq(e), alors
D est un quasi-caractere de niveau 0 sur les elliptiques si et seulement si la condition (1)
est vérifiée pour tout € € B.

Proposition. Soit D un quasi-caractére sur G(F') de niveau 0 sur les elliptiques. Alors
il existe f € Deysy(G) tel que D coincide avec DE sur G (F).

Preuve. Comme on ’a vu dans 3.5, P'espace D,,s,(G) se décompose en produit d’es-
paces indexés par N. Il en est de méme de I'espace des quasi-caracteres de niveau 0 sur
les elliptiques. On peut donc fixer v € N et supposer que D est & support dans ’wél(l/).
L'intersection wg'(v) N Gey(F) est contenue dans une réunion finie d’ensembles Ci(e),
ou € est p’-compact mod Z(G). Ces ensembles sont disjoints ou confondus et ils sont
ouverts et fermés. On peut fixer un élément p’-compact mod Z(G), supposer que D est
a support dans Cg(€) et prouver :

(5) il existe f € Clysp(G) tel que DE soit & support dans Cg(e) et coincide avec D
sur Cg(€) N Gey(F).

Comme on 'a dit dans la remarque (2), on peut supposer Ag, = Ag, sinon la solution
de (5) est triviale.

Ecrivons comme dans la remarque (3)

Op(eexp(X)) = Z CD,(’)j(OaX)
O€Nil(ge)

pour tout X € g, (F) tel que eexp(X) € Geu(F). Notons 7 la fonction sur g.(F), a
support topologiquement nilpotent, qui est égale sur cet ensemble au membre de droite ci-
dessus. En la moyennant sur le groupe Zg(€)(F)/G.(F), on peut la supposer invariante
par Zg(e)(F). La fonction 7 est la fonction associée a un quasi-caractere de niveau 0
sur gc(F). Celui-ci est de la forme DZc pour un élément ¢ € D(g.) d’apres le (i) de
la proposition 5.4. Si on se restreint aux éléments elliptiques, les distributions induites
disparaissent. Donc il existe ¢ € D.ysp(ge) tel que 7 coincide avec epge sur geen(F).
Fixons un tel ¢ = (pp)pen, ou B est un sous-ensemble fini de Fac,q(Ge). Puisque
Aq. = Ag, Imm(Geap) s'identifie & Imm(Gap)©, cf. 4.9. Pour tout b € B, il y a donc
une unique facette 7, € Imm(Gap) telle que F, N Imm(Gap)® =b. On a e € K%, et Fy
est réduit a un point, autrement dit (Fy,v) € Fac’,,.(G). De la fonction ¢y, on déduit

max
une fonction f; sur G”fb(k r) de la fagon suivante. Par I'exponentielle, on identifie ¢}, a une
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fonction f,1 sur G (kr) a support nilpotent, telle que fy1(exp(X)) = ¢p(X) pour tout
élément nilpotent X € g, ,(kr). En notant € la réduction de € dans G%, (kr), on définit
une fonction fy o sur G, (kr), a support dans €Gy(kr), telle que f,2(€x) = fy1(z) pour
tout © € G¢(kr). Enfin, on pose

fo@) = 1GR kD) Y fraly ay)

yeGx, (kr)

pour tout x € G'%, (kr). Montrons que

(6) fo € Cousp(G,).
On doit prouver que, pour tout espace parabolique propre P de G'z et pour tout

x € PY(kp), on a
Z fo(zu) = 0.

ueUp (k‘p)

Il suffit de prouver que, pour tout espace parabolique propre P de G'z, et pour tout
x € PY(kp), on a

(7) > fralau) =0

ueUp (kF)

En effet, la premiere assertion pour P” résulte de la seconde appliquée a chaque espace
y'P"y pour y € Gg (kr). Fixons donc P”. Si P¥(kr) ne coupe pas le support de
fo.2, Vassertion (7) est claire. Supposons que P¥(kp) coupe ce support. Il existe donc
un élément nilpotent X € g _,(kr) tel que éexp(X) € PY(kp). Puisque € et exp(X)
commutent, puisque ad(€) est d’ordre premier a p tandis que ad(exp(X)) est d’ordre
une puissance de p, ad(€) appartient au groupe engendré par ad(éexp(X)). Ce dernier
opérateur conserve P, donc ad(€) conserve lui-aussi P, c’est-a-dire € € P”(kg). D’apres
le lemme 6.6, on peut fixer une composante de Levi M" de P” qui contient €. Notons M,
et P, les composantes neutres des groupes des points fixes de 'opérateur ad(é) dans M
et P. Le groupe P, est un sous-groupe parabolique de G et M, en est une composante
de Levi. Montrons que

(8) P, # Gep.

Notons A, resp. A 7, le plus grand sous-tore central déployé de M, resp. Gy,. Notons
An, resp. Ay, ., la composante neutre du sous-groupe des points fixes de l'opérateur
ad(€) dans Ay, resp. Agx,. Puisque P” est propre, Az contient strictement Ag, .
Donc dim(Am,.) > dim(Ag ) > dim(Ag). Le tore Ay, est contenu dans le plus
grand sous-tore central déployé Ay, de M. Donc dim (A, ) > dim(Ag). On a supposé
dim(Ag) = dim(Ag,) et on a dim(Ag,) = dim(Ag,,) puisque b est un sommet de
Imm(Geap). Donc dim(Awn, ) > dim(Ag,,), ce qui signifie que M, est un Levi propre
de G¢p. Cela démontre (8).

On peut dans (7) se restreindre au cas ou x € M"(kp), c’est-a-dire x = ém avec
m € M(kg). Montrons que

(9) si m & exp(Mcni)(kr), U'ensemble des v € Up(kp) tels que zu appartient au
support de f,o est vide; si m = exp(Y) avec Y € m,;(kr), alors cet ensemble est
contenu dans celui des exp(N) pour N € up_(kp).

Dire que zu appartient au support de f,o implique que zu = eexp(X) avec X €
O pnit(kr), ou encore mu = exp(X). Si on applique ad(€) a cette égalité, puisque X
commute & € et que ad(€) conserve M et Up, on obtient mu = ad(€)(m)ad(€)(u), ce qui
entraine m = ad(€)(m) et u = ad(€)(u). Cette derniere relation implique que u = exp(N)
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pour un N € up,_(kr). La premiere, jointe au fait que m est forcément unipotent (puisque
exp(X) lest), entraine que m = exp(Y’) pour un Y € m ,;(kr). Cela démontre (9).

On peut donc supposer m = exp(Y) avec Y € m i (kp). 11 résulte de (9) et de la
définition de fp 2 que

Z foo(zu) = Z (Y + N).

uEUp(kF) Neupe(kp)

Puisque P, est un sous-groupe parabolique propre de Gy, ceci est nul puisque ¢, est
cuspidale. Cela acheve la preuve de (6).

On définit la distribution D?b. Notons #, sa fonction associée. Il est clair que son sup-
port est contenu dans la réunion des conjugués du support de f;,. D’apres la construction
de cette fonction et le lemme 4.7, ce support est contenu dans ensemble des k~1C/(e)k
pour k € K%b. Donc le support de 6, est contenu dans Cg(€) et il nous suffit de cal-
culer Oy(eexp(X)) pour X € g, (F). Clest le calcul que l'on a fait dans le paragraphe
précédent. L’ensemble I contient Zg(e)(F)KY, . Montrons que

(10) on peut remplacer I'ensemble I'c par Zg(e)(F)KY, .

I suffit de montrer que, si y € T'e — Za(e)(F)KY, et si g € G(F)vKg,, g~ eeap(X)g
n’appartient pas au support de f;,. Supposons que g~ eexp(X)g appartienne & ce support.
Comme on 'a dit ci-dessus, il existe donc k € K%b et Y € gesn(F) tels que g~ teeap(X)g =
k~leexp(Y)k. En fixant un entier ¢ > 1 premier & p tel que ¢ € Z(G)(F), et en
élevant I’égalité précédente a la puissance c, on obtient exp(cg™'Xg) = exp(ck™'Yk),
d’ott exp(g~'Xg) = exp(k~1Yk), d’'ott aussi g~leg = klek. Mais alors gk—! € Zg(e)(F)
et v € Za(e)(F)KY, contrairement a I'hypothese. Cela démontre (10).

On peut donc supposer v C Zg(€)(F). On modifie légerement les calculs du para-
graphe précédent en remarquant que la contribution d'un v € Zg(€)(F) a 0,(eexp(X))
est égale a celle de v = 1, ot 'on remplace X par v~ X+. L’assertion (9) de 5.6 devient

Op(eexp(X)) = aly| "D 0, (v X7),
YEY

ou ¢, est une certaine constante non nulle. On pose f = (cg1 fo)ven- Cest un élément de
Deusp(G). D’apres les calculs ci-dessus, D est a support dans Cg(€) et, en notant 6’ sa
fonction associée, on a

0 (cexp(X)) = ||~ IZZG% “1X7)

y€Y beB

=) (' Xy)

vEY
=7(X),

puisque la fonction 7 est invariante par Zg(€)(F'). Donc 0 (eexp(X)) = 0p(cexp(X)) si
X € gen(F) et eexp(X) € Gey(F). Cela prouve (5) et la proposition. [

5.8 Filtration sur le groupe et quasi-caracteres

Notons Qc(G) 'espace des quasi-caracteres sur G(F). Notons Qc"(G) la somme des
Ind$;(Qe(M)) sur les Levi M tels que dim(Ay) > n.

Proposition. Pour tout n € Z, on a I'égalité Qc™*(G) = Qc(G) N Ann"I(G)*.
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Preuve. L’inclusion Qc"(G) C Qc(G) N Ann™I(G)* est évidente. Soit D € Qc(G) N
Ann™I(G)*, notons 6 sa fonction associée. L'hypothese que D appartient a Ann"I(G)*
signifie que, pour tout Levi M tel que dim(Ay) < n et tout m € Moy (F) N Grey(F), on
a 8(m) = 0. Pour M € L", notons ), la fonction définie presque partout sur M (F') par
Opr(z) = DY(2)/2DM (2)71/20(z) pour x € M(F). Notons Dy, la distribution qui s’en
déduit. Par 'isomorphisme (1) de 3.2, D s’envoie sur la somme des restrictions des D)y,
a [cusp(M)WG(M). Montrons que

(2) il existe un quasi-caractere D), € Qc(M) tel que Dy et D'y, aient méme restriction
a Loysp(M).

Commencons par fixer un élément semi-simple x € M (F') et prouvons que

(3) il existe un voisinage U de 0 dans m,(F') et, pour tout O € Nil(m,), il existe
un nombre complexe cp o de sorte que, pour presque tout Y € U tel que zexp(Y') soit
elliptique dans M (F'), on ait 1’égalité

O (zexp(Y)) = Z cp.0j(0,Y).

OeNil(mg)

Si dim(Ap,) > dim(Apr), un tel élément zexp(Y') n'est jamais elliptique dans M (F)
et lassertion est triviale. Supposons dim(Ay,) = dim(Ay) = n. Puisque D est un
quasi-caractere, on peut en tout cas fixer un voisinage U’ de 0 dans g, (F) et, pour tout
O € Nil(g,), un nombre complexe cj, , de sorte que, pour presque tout Y € U’, on ait
I'égalité

(4)  Oezp(Y)) = > ¢peil0.Y).

OeNil(gs)

Notons 7 la fonction du membre de droite, qui est définie presque partout sur g,(F).
Soit L* un Levi de G, tel que dim(Ar=) < n et soit Y € [Z,(F) N Y. On note L
le commutant de Ajp. dans G. Alors x € L(F), L, = L*, A, = Ap= et xexp(Y) est
elliptique dans L(F'). Puisque dim(AL) < n, 8(zexp(Y)) = 0. Donc 7(Y) = 0. Puisque 7
est combinaison linéaire de fonctions homogenes pour 'action de F*2 par homothéties,
on peut supprimer ci-dessus la restriction : Y € 2’. La restriction de 7 & gy 4,,(F') est
donc la fonction associée a un élément de Qcy(g,) N Ann"1(g,)*, avec les notations de
5.5. D’apres le lemme de ce paragraphe, on peut écrire cet élément comme somme sur
les L* € L% de distributions Indfﬁf(dm), ou dr= € Qc(I*). On peut supposer que
M, € L™ et que dy, est invariante par WS (M,). Notons 7, la fonction associée &
dp, . En utilisant 5.3 (3), on vérifie que l'on a 'égalité

7(Y) = DY (V) V2 DMy (Y)V27,(Y)

pour presque tout Y € m, o (F)Nm, 4, (F), ott ¢ = |W%(M,)|. D’autre part, si 0’ est as-
sez petit, il existe ¢ > 0 tel que D (xexp(Y))/2DM (zexp(Y))~V2 = ¢ D (Y) /2 DMy (Y)~1/2
pour tout Y € U’ Nm,(F) tel que zexp(Y) € Grey(F). L'égalité précédente devient

O (zexp(Y)) = cc'a(Y)

pour presque tout Y € U’ N my (F) N my4,(F). Cette fonction est de la forme du
membre de droite de ’égalité de I’assertion (3). En prenant U = 0’ Nm,(F'), cela résout
cette assertion (3).

On peut supposer que le membre de droite de 1’égalité de cette assertion est invariant
par l'action du groupe Normg, (M,)(F). Posons V, = {m ™ zexp(Y)m;m € M(F),Y €
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U}. Quitte a restreindre U, cet ensemble est ouvert et fermé dans M (F'). On définit un
quasi-caractere d, de M(F'), a support dans V,, dont la fonction associée vérifie

04, (m twexp(Y)m) = Z cp.0j(0,Y)
O€eNil(mg)

pour tout m € M(F) et Y € . Cette fonction coincide avec @y, sur V, N My, (F).
On construit ces ensembles V. et ces quasi-caracteres d, pour tout élément semi-simple
x € M(F). La réunion des V, est M (F') tout entier, on peut en extraire un recouvrement
localement fini M(F) = UjcsV,,;. Il existe une famille (a;);ecs, ot @; est une fonction
localement constante sur M(['), invariante par conjugaison et a support dans V., de
sorte que Y ;a;(m) = 1 pour tout m € M(F). En utilisant la remarque (5) de 5.2, la

distribution
DEM = Z Ozjdxj
j€J
est bien définie puisque le recouvrement est localement fini, ¢’est un quasi-caractere et
elle coincide avec D) sur les éléments elliptiques de M (F'), donc elle a méme restriction
que Dys & Ieysp(M). Cela démontre (2).

La distribution
> AW (M) IndS (D))
MeLm™
appartient a Qc"(G) et, d’apres 3.2, son image dans Gr"I(G)* est égale a celle de D.
Cela démontre l'inclusion

Qc(G) N Ann"I(G)* C (Qc(G) N Ann" T I(G)*) + Qc™(G).

L’inclusion Qc(G) NAnn™I(G)* C Qc™(G) s’en déduit par récurrence descendante sur n.
Cela démontre la proposition.[]

5.9 Un deuxieme théoreme
Notons Qcy(G) 'espace des quasi-caracteres de niveau 0 sur G(F).

Théoréme. L’application D¢ : D(G) — I(G)* est un isomorphisme de D(G) sur
QCO(G).

Preuve. Compte tenu du théoreme 5.6, il suffit de prouver que Qcy(G) est contenu
dans I'image de I'application D%. Soit n € Z. Prouvons que

(1) Qco(G) N Ann™I(G)* est contenu dans la somme de DY(D"(G)) et de Qco(G) N
Ann" T (G)*.

Remarquons que D%(D"(G)) est contenu dans Qcy(G) N Ann™I(G)* d’apres 5.6. Soit
D € Qcy(G) N Ann™I(G)*. Pour M € L. . on a défini dans le paragraphe précédent
la distribution Dy, sur M (F'), de fonction associée ), et on a prouvé I'existence d'un
quasi-caractere D, sur M(F') qui coincidaient avec Dy; sur M, (F'). Montrons que

(2) D}, est de niveau 0 sur les elliptiques.

D’apres les remarques (2) et (4) de 5.7 et le lemme 4.6, on peut fixer € € G(F'),NM(F)
et démontrer que, pour tout X € m. ., (F) tel que eexp(X) € My (F), la fonction
A= Op (eexp(N*X)) appartient & E. Pour un tel X, on a par définition

O, (cexp(A\ X)) = Oy (eexp(\2X)) = D (eeap(\2X))/2DM (eexp(A X))/ 20p (ecexp(X? X)),
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D’apres le (ii) du lemme 7.6, la fonction A — D% (eeap(A\2X))Y/2DM (cexp(N2 X))~/
est produit d’une constante et d’une puissance entiere de |A|. Puisque D € Qcy(G),
la fonction A — Op(cexp(A\?X)) appartient & E. Il en résulte que la fonction A\
Op: (cexp(X\*X)) appartient & E, d’out (2).

D’apres la proposition 5.7, il existe donc DY, € D™(D,,s,(M)) tel que D}, coincide
avec D, sur M, (F'), donc aussi avec D). La distribution

Y (WM IndS(D5))
MeL"
appartient alors & DY(D"(G)) et son image dans Gr"I(G)* est égale a celle de D. Cela
prouve (1).
Pour n = Ui + 1, on a Qco(G) N Ann™I(G)* = {0} = DE(D"(G)). Grace a (1),
on démontre par récurrence descendante que Qcy(G) N Ann"[ (G)* = DY(D"(G)) pour
tout n. Pour n = ag, cela démontre I'égalité Qcy(G) = DY(D(G)). O

6 Représentations et représentations de niveau 0

6.1 Représentations de niveau 0

Notons Irr(G) 'ensemble des classes d’isomorphismes de représentations lisses irréductibles
de G(F) (dans des espaces complexes). Une telle représentation 7, dans un espace V,
est dite de niveau 0 si et seulement s'il existe une facette F € Fac(G) telle que es-
pace des invariants VX7 soit non nul. On note I rr(G)Y le sous-ensemble des (classes
d’isomorphismes de) représentations de niveau 0 et Irr(G)>° celui des représentations
qui ne sont pas de niveau 0. On note pY la projection C[Irr(G)] — C[Irr(G)°] qui
annule C[Irr(G)>°]. On sait que p® est associée a Paction d’un idempotent du centre
de Bernstein. Il se déduit de cet idempotent une action sur divers objets, par exemple
C*(G(F)), que 'on note encore p°. On sait que p® commute, en un sens compréhensible,
aux opérations d’induction et de passage au module de Jacquet : par exemple, si P est
un sous-groupe parabolique de G de composante de Levi M et si 7™ € Irr(M), alors
p*(Indg(x™)) = Indg(p°(=™)).

On note T'emp(G) le sous-ensemble de Irr(G) des représentations tempérées et on
pose Temp(G)° = Temp(G) N Irr(G)°.

Si € est un caractere de Ag(F), on note Irr(G)e le sous-ensemble de Irr(G) des
représentations dont le caractere central coincide avec £ sur Ag(F). On définit de méme
Irr(G)g, Temp(G)e ete... Evidemment, Irr(G)¢ est vide si € n’est pas modérément ra-
mifié et Temp(G)¢ est vide si € n’est pas unitaire.

Pour toute représentation irréductible 7, on note © son caractere-distribution. D’apres
Harish-Chandra, c¢’est un quasi-caractere. On note 6, sa fonction associée. Par linéarité,
I’application 7w +— O, se prolonge en une application

O : ClIrr(GQ)] — I(G)*

qui est injective.

6.2 Représentations elliptiques

Arthur a défini un ensemble de "représentations elliptiques”, cf. [2] paragraphe 3.
Une telle représentation est une combinaison linéaire finie, a coefficients dans C, de
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représentations irréductibles tempérées. Sa définition dépend de divers choix, en parti-
culier de normalisations d’opérateurs d’entrelacement. Nous supposons ces choix fixés
et nous notons FEll(G) 'ensemble des représentations elliptiques. C’est un ensemble
linéairement indépendant. L’espace C[E!l(G)] ne dépend pas des choix. Pour un Levi
M € Lyin, le sous-espace C[EI(M)] C C[Temp(M)] est invariant par 'action natu-
relle du groupe W (M) sur C[Temp(M)]. On note C[EN(M)]"“M) le sous-espace des
invariants. On a alors la décomposition en somme directe

C[Temp(G)] = Bare,,, IndS (CIEUM)]V D).

Introduisons I'application d’Harish-Chandra Hg : G(F') — Ag, notons Ag, l'espace
vectoriel réel dual de Ag et Af ¢ son complexifié. Un élément x € A définit un
caractere de G(F'), que l'on note encore x, défini par x(g) = exp(< x, Hg(g) >). Si
7 € Irr(G), on note m, la représentation m,(g) = x(g9)7(g). Si x € 1A, cette opération
7 +— m, conserve l'espace C[Ell(G)]. On note Ell(G)g 'ensemble des m, pour m € Ell(G)
et x € A¢. On a alors la décomposition plus générale

(1) ClIrr(G)] = @ureg,,, IndS (CIEL(M )]V M),

Via l'injection ©, cette décomposition est compatible avec la filtration de I(G)* définie
en 3.2. C'est-a-dire que, pour n € Z, l'intersection de Ann™I(G)* et de I'image de © est
égale a I'image par cette injection de la sous-somme de I'expression ci-dessus, ou on limite
la sommation aux M tels que dim(Ay;) > n. En particulier, I'application composée

(2)  ClEU(G)z] D I(G)* = Lusy(G)*

est injective.

En fait, chaque représentation elliptique est combinaison linéaire de sous-représentations
d’une méme induite d’une série discrete d’un Levi de G. Il en résulte d’une part que toute
représentation elliptique admet un caractere central. D’autre part que ou bien toutes ces
composantes sont de niveau 0, ou bien aucune ne U'est. On note Ell(G)°, resp. Ell(G)>°,
les représentations elliptiques du premier cas, resp. du second. Puisque p° ”commute” &
I'induction, on obtient des variantes des égalités précédentes telles que

3)  C[Temp(G)’] = Brrer, . IndS (CIEN(M)]WIOD);
ClIrr(G)°] = @areg,,, IndSy (CEU(M)F]VOD);

ClIrr(G)°) = ®urec, . IndS (CIEU(M)ZOV D),

Il y a aussi des variantes de ces égalités en imposant que toutes les représentations se
transforment selon un caractere fixé € de Ag(F).

6.3 Le résultat de [20]

Soit 7 € Irr(G)°. En [20], on a associé & 7 un élément de D¢, (G) que I'on avait noté

O¢ .sp- On modifie légerement la définition en y incluant les mesures mes(Aq(F)\K5)™
qui intervenaient dans les formules de cette référence. On note A% Iélément de

D.usp(G) ainsi obtenu.
Soit M un Levi de G. Choisissons un sous-groupe parabolique P € P(M). On associe

/14 M M . .
au module de Jacquet 7p un élément Az .- Notons AT o o ., sa projection dans
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Deusp.G—comp(M ), autrement dit sa restriction au sous-ensemble des éléments de M (F)
qui sont compacts mod Z(G). Elle ne dépend pas du choix de P.

Le résultat principal de [20] est que

(1) O, coincide sur Geom,(F) avec la distribution

Z |WM||WG|_1DG[AM

7rM,cusp,G’—comp] :
Meﬁmin

Autrement dit, notons A, I'image naturelle de

> IWMwETAY

6 scusp,G—comp
MeLmin

dans Dg_comp(G). Alors O, coincide avec DY[A,] sur Gepmp(F). On prolonge 7 +— A,
par linéarité en une application

A ClIrr(G)Y] = Da—comp(G).
Remarque. La somme intervenant dans (1) peut se récrire

(2) > W) DYAY

TN 7cusp,chomp] .
MeL

=min

6.4 Surjectivité

Soit £ un caractere unitaire et modérément ramifié de Ag(F). L’application A se
restreint en une application linéaire C[T'emp(G)¢] = Da—comp.e(G).

Lemme. (i) L'application A : C[Temp(G)¢] — Da—compe(G) est surjective.
(ii) L’application Aysp : CIEN(G)Z] — Deusp,e(G) est bijective.

Preuve. Notons ici ¢ la projection de C2°(G(F)) dans Cg2(G(F)) ou de I(G) dans
I¢(G). On a le diagramme naturel

D —compe(G)
AG P\
C[Temp(G)?] D% (gc(IE(G)))*
AN p2
I(G)”

L’application p, est la restriction et p; = p, 0 DY, Le triangle de droite est donc commu-
tatif. Celui de gauche 'est d’apres 6.3(1). Montrons que

(1) ps 0 © est surjective.

Notons que l'espace (ge(/E(G)))* est de dimension finie. Chaque élément de £(G) est
invariant par un groupe K 5 pour une certaine facette F € Fac(G). Donc £(G) est annulé
par toute représentation qui n’est pas de niveau 0. D’apres le théoreme de Paley-Wiener
(avec caractere central), 'application C[Temp(G)¢] = (qe(IE(G)))* similaire & py 0 © est
surjective. D’apres la propriété précédente, on peut aussi bien remplacer T'emp(G)¢ par
Temp(G)Z, d’ott (1).

48



Une variante avec caractere central de la proposition 3.8 nous dit que ’application
p1 est un isomorphisme. Alors le (i) de I'énoncé se déduit de (1).

En utilisant 6.3 (1), U'injectivité de I'application du (ii) se déduit de celle de I'appli-
cation (2) de 6.2 D’apres le (i) déja démontré et la relation (3) de 6.2, pour démontrer
la surjectivité de I'application du (ii), il reste a prouver que, si M est un Levi propre
de G, si 7" € C[EI(M){] et si Pon note 7 = Ind§(7"), alors AS ., = 0. La pro-
jection I(G)* — I.us(G)* annule toutes les distributions dont le support ne coupe pas
G(F)comp, car tout élément elliptique régulier est compact mod Z(G). La projection de
O, est donc égale a celle de D[A%]. Cette projection I(G)* — I..s(G)* annule aussi
toutes les distributions induites a partir d'un Levi propre. Il en résulte que la projection

de O, est nulle et que la projection de DY[AY] est égale & celle de DY[AS . ]. Donc la
projection dans Ie,s,(G)* de DY[AS ] est nulle. D’apres le (i) du corollaire 3.9, on a
donc Af,cusp = 0, ce qui acheve la démonstration. [

6.5 Produit scalaire elliptique

Fixons un caractere unitaire £ de Ag(F’). L'espace
ClTemp(G)e] = @wec,,, Indsy (CLEU(M)] ")

est muni d’un produit scalaire elliptique noté < ., >y, cf. [2] paragraphe 6. Les com-
posantes ci-dessus indexées par un Levi propre sont dans le noyau de ce produit. Par
contre, le produit se restreint en un produit hermitien défini positif sur C[El(G)¢], pour
lequel Ell(G)¢ est une base orthonormale. Rappelons la définition du produit scalaire.
Fixons un ensemble T; de représentants des classes de conjugaison de sous-tores ellip-
tiques maximaux de G. Pour T' € Ty, on pose W(T) = Normg(T)(F)/T(F) et on
munit Ag(F)\T'(F) de la mesure de Haar de masse totale 1. Pour m, 7" € C[Temp(G)],
on a alors

W) < sa= 3 WO [ 800 (1) D(1) .

Remarquons que ceci ne dépend d’aucune mesure.

On va munir D, ¢(G) d'un produit scalaire que 'on appelle aussi elliptique. Pour
F,F' € Fac(G), notons N(F,F') I'ensemble des g € G(F) tels que gF = F’ et fixons
un ensemble de représentants N (F, F’) du quotient

Ac(F)KL\N(F, F).

On a établi en 3.5 une décomposition

(2)  Desp(G) = [ [ Peusn(G)".
veN

On écrit f = [[, . f* la décomposition d'un élément f € D, (G). Fixons v € N. Soient
(F,v), (F,v) € Fac},,.(G) et soient f € Ceusp(GY%) et f' € Ceusp(GY). On pose

< [ f = mes(Ag(P)\Ac(F)KS)? Y <9f,f' >

gEN(F,F)
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Ce produit se prolonge par linéarité en un produit sur D s, (G)". Soient f, f € D yspe(G).
On voit que < f*+' £+ >—< f £V > pour tout v € N et tout v’ € wg(Ag(F)). On
pose
< f, f >ell= Z < fy, fly >ell -
veN /wa(Ag(F))
On vérifie que, pour g € G(F), < 9f.f > =< f ' >.;. Cest-a-dire que 9f —f appartient
au noyau du produit scalaire elliptique. Celui-ci se descend donc en un produit sur

Deuspe(G)-

Proposition. L’application

C[Ell(G)g] — Dcusp ¢(G)
T — A%

T,CUSP

est un isomorphisme isométrique pour les produits scalaires elliptiques.

Preuve. On peut supposer que ’ensemble de representants Faz; .. (G A) est stable
par lopération (F,v) — (F,v + /) pour tout v/ E wa(Ag(F)). Représentons AY

T,cusp
comme un élément de H(F,u)em* (G.A) Crusp(GH)E ]-' cf. 3.8. Onnote (fr 7. ) (Fu)cFac:
cet élément. Soit T' € Toy et t € T(F) N Gyey(F'). D’apres [20] 18(3), on a 'égalité

0.(t) = DE(t)~1/? > IG(t, frrw)-

(Fv)eFac),,..(G,A)

(G,4)

max

max

On a identifié ici I'élément f; r, a la fonction (f; r,)r. La somme est finie car les termes
ne sont non nuls que si v = wg(t).

Remarque. La formule de la référence contient un terme mes(Ag(F)\KL)™! que
I'on a incorporé a la définition de fr 7.

Fixons un ensemble de représentants A/ des orbites dans A pour l'action de wG( a(F))
par addition. Notons Fac, . (G, A; N) le sous-ensemble des éléments (F,v) € Fac!, . (G, A)
tels que v € N. La formule ci-dessus se récrit

9W<t) = DG@)il/Q Z Z [G(tu fﬂ,]-',u+1/)'

(Fw)eFack, .. (G, AN) vV ewa(Ag(F))

max

Parce que la restriction & Ag(F) du caractere central de 7 est &, on voit que la somme
intérieure n’est autre que

mes(Aq(F).) ™ / I%(ta, frr.)€(a) " da.

Ag(F)
D’ou
0,.(t) = mes(Ag(F).) ™" / D (ta)~/? > I(ta, frrp)E(a)"" da.
Ac(F) (Fw)eFack, .. (G AN)
La formule (1) devient
<, >aq=mes(Ag(F).)™" Z
(Fw)eFac, .. (G, AN)
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ST DO Trr) O (1) dt

TeTen T(F)

Les fonctions fr r, sont cuspidales, leurs intégrales orbitales sont nulles hors des éléments
elliptiques. La formule de Weyl conduit donc a 1’égalité

< 7,7 >a=mes(Ag(F).) ! Z Or(fraru)
(Fw)EFacy, ., (G, AN)

max

Fixons (F,v) intervenant ci-dessus. Puisque la fonction fr », est a support compact
mod Z(G), on peut exprimer O (f; r,) a l'aide de A,. Puisque la fonction f; r, est
cuspidale, les distributions induites ne comptent pas, d’ou

@W'(fw,f,v) = DG[AE’,cusp](fW,f,u)'
Ceci est calculé par la proposition 3.6 et la remarque (2) qui la suit. On obtient
@ﬂ/(fw,}',l/> =cr < f7r,.7-',l/7 f7r’,.7-',l/ >,

cr = mes(K%)?mes(Aq(F).) KL - Ag(F)KY).

De la méme facon, on a

< fﬂ—’}—’y’ f”/v}—”/ ell= d]'— < fﬂ',]‘—,ln fﬂ",]‘—,l/ >,

ou
dr = mes(Ag(F)\Ag(F)K$) KL : Aq(F)KY].
D’ou
O (frrw) = crdz" < frru: [ Fu >eu,
puis
< 7,7 >a= mes(Ag(F).) ™" Z crdZ < frFus forFw el -
(Fw)eFack, . (G A:N)

On vérifie que
mes(Ag(F).) terdr = 1.

D’ou
<m, 7w >q= Z < frFw [ Fw >eul -
(Fv)€Eacs, ., (G, AN)
Par définition, la membre de droite n’est autre que < AY ., A% = >. Cela démontre

que P'application de I’énoncé est isométrique. Elle est bijective d’apres le (ii) du lemme
6.4. Cela acheve la démonstration. [
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6.6 Un lemme préliminaire

Rappelons que 1'on a défini en 5.7 la notion de quasi-caractére sur G(F') de niveau 0
sur les elliptiques.

Lemme. Soit 7 € C[Ell(G)gr]. Supposons que O, soit un quasi-caractere de niveau 0
sur les elliptiques. Alors m appartient a C[Ell(G)Y].

Preuve. On peut décomposer la représentation m en m = Zz’:l,...,h m; ou chaque 7; est
combinaison linéaire de représentations irréductibles dont le caractere central se restreint
a Ag(F) en un méme caractere &. On suppose les &; tous distincts. Par interpolation,
on peut trouver une famille de nombres complexes (¢;j);j=1,.., et une famille (a;);=1 p
d’éléments de Ag(F') de sorte que

On(9)= D ¢Oxlasg)

j=1,...h

pour tout g € G(F'). Puisque ©, est un quasi-caractére de niveau 0 sur les elliptiques,
cette formule entraine que O, l'est aussi. Cela nous ramene au cas ou 7 elle-méme est
combinaison linéaire de représentations irréductibles dont le caractere central se restreint
a Ag(F) en un méme caractére que 'on note £. On peut aussi tordre le probleme par
un élément x € AF : O est encore un quasi-caractere de niveau 0 sur les elliptiques
et, si Uon prouve que m, appartient a C[El(G)§], la méme assertion s’ensuit pour 7.
On peut donc supposer £ unitaire. D’apres la proposition 5.7, il existe d' € D ysp(G)
tel que O, coincide avec DY[d'] sur G (F). Rappelons que Ag(F) agit naturellement
sur Deysp(G). On note (a,d) — 0% cette action. L’élément d’ n’a pas forcément de ca-
ractere central pour l'action de Ag(F) mais on peut le remplacer par un élément qui
admet & pour tel caractere central. En effet, on peut d’abord remplacer d’ par l'intégrale
f Ag(F).e 3 (a)_ld/“ da. Cela ne modifie pas la propriété ci-dessus puisque 7 se transforme
par Ag(F) selon £. Mais cela assure que Ag(F'). agit sur d’ selon le caractere £. Utilisons
la décomposition (2) de 6.5 et écrivons d' = [, .\ d". Pour tout v € N, DY(d") est
a support dans w,'(v) et coincide avec O, sur Gey(F) Nwg'(v). Fixons un ensemble
de représentants N des orbites de 1'action par addition de wg(Ag(F')) dans /. On voit
quiil existe un unique d € Deyspe(G) tel que d” = d” pour tout v € N. Puisque 7 se
transforme par Ag(F) selon &, O, coincide avec D%(d) sur G (F). D’apres le (ii) du
lemme 6.4, il existe 7 € C[EI(G)g] tel que Agygp(°) = d. Alors, d’apres Passertion (1)
de 6.3, ©0 coincide sur G (F) avec D%(d), donc aussi avec ©,. D’apres l'injectivité de
'application (2) de 6.2, on a 7 = 7°, ce qui achéve la démonstration. []

6.7 Caractérisation des représentations de niveau 0

Théoréme. Soit m € C[Irr(G)]. Alors m € C[Irr(G)°] si et seulement si O, est un
quasi-caractére de niveau 0 sur G(F).

Preuve. Supposons © € C[Irr(G)°]. D’apres 6.3 (1) et le théoreme 5.6, ©, coincide
avec un quasi-caractere de niveau 0 sur les éléments de G(F') qui sont compacts mod
Z(G). Soit € € G(F),y, supposons que € n’est pas compact mod Z(G). Alors L[e] est un
Levi propre et on a Llcexp(X)] = Lle] et Qeexp(X)] = Q[e] pour tout X € geum(F).

o2



D’apres le théoreme 5.2 de [4], on a Or(eexp(X)) = dop(eexp(X)) /0, (eexp(X))
pour tout X comme ci-dessus. Un méme calcul qu'au (ii) du lemme 7.6 montre que
dog(eexp(X)) = dgq(€). La représentation mgy est de niveau 0. Puisque Lle] € G, on
peut raisonner par récurrence sur le rang semi-simple de G et suppos¢ prouvé que O,
est un quasi-caractere de niveau 0 sur L[e|(F'). Autrement dit que, pour des constantes
co convenables, on a

gy (ccap(X)) = 3 coj(0,X)

OEcNil(I[e]e)

pour tout X comme ci-dessus. Puisque [[¢]. = g, on en déduit un développement ana-
logue de 6, (eexp(X)). Donc O, coincide avec un quasi-caractere de niveau 0 sur Cg(€).
Ceci est donc vrai pour tout € € G(F),y et cela signifie que ©, est un quasi-caractere de
niveau 0.

Pour n € Z, notons C[Irr(G)]™ la sous-somme de 1’expression 6.2 (1) ot 'on somme
sur les Levi M € L. pour m > n. On va prouver

(1) soit m € C[Irr(G)]"; supposons que O, est un quasi-caractére de niveau 0 sur
G(F); alors 7 appartient a la somme de C[Irr(G)]"! et de

Sarecr, Ind$§ (CIEN(M)Y]WEOD,

Ecrivons m = 37,/ Indg (7"), on 7' € C[EU(M)g]VMD et 7™ = 0 si apr < n.
Le caractere ©, appartient a Qcy(G) par hypothese donc a Qco(G)NAnn™I(G)*. D’apres
le (ii) de la proposition 3.10 et le théoreme 5.9, cet espace a méme image dans Gr™I(G)*

que
Garecr IndS (DM (D sy (M)W EODY),

Autrement dit, pour tout M € L. . on peut fixer d? € Dy, (M YWEAD) tel que Opm
coincide avec DM (d™) sur les éléments elliptiques de M (F). A fortiori, 7™ est un quasi-
caractére sur M (F) de niveau 0 sur les elliptiques. D’apres le lemme 6.6, 7 appartient
a C[EI(M)Y] et donc aussi & C[EU(M)2]WAD Posons o = Dowreer, Indgp(w'). Alors
O, et ©, ont méme image dans Gr"I(G)*. Donc m—o appartient & C[Irr(G)]" L. Puisque
o appartient au dernier espace indiqué dans I’assertion (1), cela démontre cette assertion.

D’apres le sens ”seulement si” déja démontré du théoreme, I’assertion (1) implique le
sens ”si” par récurrence descendante sur n. [

7 Endoscopie

7.1 Données endoscopiques

On note Wy le groupe de Weil de F'. Il contient le groupe d’inertie Ir. On note I} le
groupe d’inertie sauvage de F', c’est-a-dire le p-Sylow du groupe Ip.

La théorie de ’endoscopie a été développée par Langlands et ses successeurs. Nous ne
la reprendrons pas et nous adopterons sa formulation telle qu’elle figure dans [14]. Une
donnée endoscopique de G est un triplet G’ = (G',G’, s), ou G’ est un groupe réductif
connexe défini et quasi-déployé sur F', G’ est un sous-groupe du L-groupe LG =G xWp
et s est un élément semi-simple du groupe complexe G. Le groupe G’ g'identifie A la
composante neutre Z;(s)? du commutant Z4(s). On dit que la donnée est elliptique si

et seulement si Z(G)' est un sous-groupe d’indice fini de Z(G')'.
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L’hypothese (Hyp)(G) a les conséquences suivantes :

(1) il existe une extension de F' de degré premier a p telle que le groupe G’ soit
déployé sur cette extension;

(2) Wr N G est un sous-groupe de Wr d’indice fini premier a p.

Preuve. Le (1) résulte de ce que le rang de G’ est le méme que celui de G et que 'on
a déja remarqué que, pour tout tore sur I’ de dimension inférieure ou égale a ce rang, il
existe une extension F’ de F' de degré premier a p telle que ce tore soit déployé sur F”.
Pour (2), fixons une telle extension galoisienne F” de F' de degré premier a p, telle que G’
soit déployé sur F'. L’action de I'ps sur G’ est triviale, a fortiori Paction de I'p sur G est
triviale. Le noyau de ’homomorphisme naturel Wr — Gal(F'/F) est Wy Par définition,
la projection G' — Wy est scindée, c’est-a-dire que 'on peut fixer un homomorphisme
continu i : Wr — G’ qui est une section de cette projection. Pour w € W, écrivons
i(w) = (j(w),w). La restriction de j & W est un caractére de ce groupe a valeurs dans
Zz(s). Notons W le sous-groupe des w € Wi tels que j(w) € Za(s)". Lhypothese
(Hyp)(G) implique que Z4(s)" est un sous-groupe de Z4(s) d’indice premier & p. Donc
W1 est d’indice fini premier & p dans Wy, donc aussi dans Wy. Pour w € W1, on a
(1,w) = j(w)~i(w) et ce terme appartient & G’ puisque j(w) € Zx(s)° = G’ € G'. Donc
Wt C WrpNG et (2) est démontré. [J

On a besoin de munir toute donnée endoscopique G’ de données auxiliaires G, C1, 51,
cf. [14] 1.2.1. Le tore C1(F) est naturellement muni d’'un caractere A\; : Cy(F) — C*.
Il y a une notion d’unitarité pour de telles données, cf. loc. cit. 1.7.1, qui implique que
A1 est unitaire. Nous dirons que les données auxiliaires sont modérément ramifiées si et
seulement si elles vérifient les conditions suivantes :

(3) G et C; sont déployés sur une extension de F' de degré premier a p;

(4) on a & (1,w) = (1, w) pour tout w € I3.

Lemme. Sous notre hypothése (Hyp)(G), il existe des données auxiliaires modérément
ramifiées et unitaires.

Preuve. Choisir une suite
1-C -G -G —1
équivaut a choisir une suite duale
1—>@/—>(§’3—>C*1—>1

Pour celle-ci, il y a le choix standard suivant. Fixons une paire de Borel (B',T) de ¢
préservée par action galoisienne. On pose G = (G x T)/dmg( (G")), ou diag est le
plongement diagonal. Le centre de G” est isomorphe & T', donc est connexe. Le tore C}
est T /Z(G) et on sait bien que c’est un tore induit. Si F” est une extension finie de F' de
degré a p sur laquelle G’ est déployé, les actions galoisiennes sur (A}”l et C} sont triviales
sur ['p. Dualement, C est déployé sur F” et, puisque G’ l'est aussi, G 1'est également.
Pour construire él vérifiant (4), le mieux est de reprendre la preuve de Langlands
[12] lemme 4. On s’apercoit qu’il y a un unique argument & préciser. La clé de la
preuve est que, quand S — S; est une injection de tores définis sur F', tout caractere
9+ So(F) — C* se prolonge en un caractere x; : S1(F) — C* (rappelons que, pour
nous, caractere signifie homomorphisme continu). On doit préciser que tout caracteére
modérément ramifié y, se prolonge en un caractere modérément ramifié ;. Le sous-
groupe S, (F) de Si1(F) est compact, donc le produit Se(F')Sy+u(F') est fermé dans
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S1(F). Puisque x2 est modérément ramifié, il est trivial sur Sy 4, (F) = So(F) N Sy 4u(F).
Donc on peut prolonger s en un caractere X' : Sa(F)Sy 4 (F) — C* qui est trivial sur
S1.u(F). Puisque So(F)Sy 4 (F) est fermé dans S;(F'), on peut ensuite prolonger x’ en
un caractere y; : S1(F) — C*. Il est encore trivial sur Sy4,(F), c’est-a-dire qu’il est
modérément ramifié.

Avec ce complément,la preuve de [12] permet de construire él vérifiant (4). Le méme
argument qu’en [14] 1.7.1(3) permet de le modifier afin d’assurer que les données sont
unitaires. [J

On fixe un ensemble de représentants £(G) des classes d’équivalence de données
endoscopiques elliptiques de G. Pour tout G’ = (G',G',s) € £(G), on fixe des données
auxiliaires G}, C1, él. On suppose que ces données auxiliaires sont modérément ramifiées
et unitaires. On peut alors fixer un facteur de transfert unitaire A;. Signalons que, pour
nous, ce facteur ne contient pas le terme Ay, de [13], que nous avons incorporé a la
définition des intégrales orbitales en suivant Arthur. Il n’est pas clair que 'hypothese
(Hyp)(G) que nous avons posée entraine (Hyp)(G') pour tout groupe endoscopique G’
de G, et encore moins qu’elle entraine (Hyp)(G)) pour un groupe auxiliaire G. Nous
renforgons ’hypothese (Hyp)(G) en 'hypothese suivante :

(Hyp)endo(G) : 'hypothese (Hyp)(G) est vérifiée; pour tout G' € £(G), les hy-
potheses (Hyp)(G') et (Hyp)(G)) sont vérifiées.

Toute donnée endoscopique G’ de G apparait comme une ”"donnée de Levi” d’une
donnée endoscopique elliptique G”. Les données auxiliaires que 1'on a fixées pour cette
derniére se restreignent en des données auxiliaires pour G'. Les hypotheses (Hyp)(G")
et (Hyp)(GY) entrainent (Hyp)(G') et (Hyp)(G}) puisque G, resp. G, est un groupe de
Levi de G”, resp. G}. En conséquence, I'hypotheése (Hyp)endo(G) implique que, pour toute
donnée endoscopique (pas forcément elliptique), on peut supposer fixées des données
auxiliaires G, Oy, &; modérément ramifiées et unitaires, de sorte que (Hyp)(G') et (Hyp)(GY)
soient vérifiées. On suppose aussi fixé un facteur de transfert unitaire A;.

7.2 Représentations de niveau 0 et données auxiliaires

Soit G’ = (G',G’,s) une donnée endoscopique de G. On s’intéresse exclusivement
aux représentations irréductibles de G’ (F') dont le caractere central coincide avec Ay sur
C1(F). Onnote Irr(G)),, 'ensemble de ces représentations, avec les variantes Temp(GY ),
Irr(GY)3, ete... Ces ensembles dépendent du choix des données auxiliaires. Pour que les
résultats qui suivent aient vraiment un sens, il vaut mieux qu’ils n’en dépendent pas trop.
Selon le formalisme que 'on a développé en [14], pour deux choix de données auxiliaires,
il y a une bijection canonique entre les ensembles associés a chacune des données. Expli-
quons cela. Choisissons d’autres données auxiliaires modérément ramifiées (GY, Cs, 52)
Notons G, le produit fibré de G| et G, au-dessus de G’. On a deux suites exactes

150Gy =G —1, 150 -G, —>G,— 1.

On a introduit en [14] 1.2.5 un homomorphisme A2 : Gi5(F) — C*. Sa restriction a
C1(F) x Oy(F) est le produit des caractéres A\, et Ay '. Soit m € Irr(G))y,, réalisée dans
un espace complexe V. Par la premiere suite ci-dessus, 7 se releve en une représentation
m12 de G5 (F). La restriction a Cy(F'), resp. Co(F'), de son caractere central est Ay, resp.
1. Posons ma; = A5 @ 1a. Alors la restriction & C1(F), resp. Co(F), du caractere central
de mo; est 1, resp. 9. La représentation me; se descend par la deuxieme suite ci-dessus
en une représentation my de G5(F') dans V' dont le caractere central coincide avec Ay sur
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Cy(F). L’application m — o est une bijection de Irr(GY)a, sur Irr(GY),,. Parce que
A1 et Ay sont unitaires, le caractere Ao l'est aussi et la bijection envoie T'emp(GY),, sur
Temp(GY),,. Parce que les données auxiliaires sont modérément ramifiées, le caractere
A1z est "modérément ramifié” au sens que sa restriction a I’ensemble G, ;, (F') est triviale.
Remarquons de plus que Imm(G) 4p) = Imm(Gyp) = Imm(G, 4p). Une facette F €
Fac(G') détermine un sous-groupe Kj de G'(F) et des sous-groupes similaires dans
G (F) et G4(F), que 'on note K7 et K3 ». On voit que si m; admet des invariants non
nuls par le sous-groupe Kff 7, alors my admet des invariants non nuls par le sous-groupe
K3 7. La bijection envoie donc Irr(G1)}, sur Irr(G5)S,.

7.3 Correspondance entre éléments semi-simples

Soit G’ = (G', G, s) une donnée endoscopique de G. On définit comme en [14] 1.1.10
une correspondance entre classes de conjugaison stable d’éléments semi-simples dans
G'(F) et G(F) (on parlera aussi bien d’'une correspondance entre éléments semi-simples
dans G'(F') et G(F)). Soient 2’ € G}, (F) et © € G,e(F) deux éléments qui se corres-
pondent. Notons 7”7 et T' les commutants de ' dans G’ et de x dans GG. Ce sont des tores
et il y a un unique isomorphisme &g/ @ T — 17 défini sur F' de sorte que &rp(x) = 2,
cf. loc. cit.. D’olt un isomorphisme encore noté &p g 1 t — t.

Lemme. (i) Siz = eexp(X) est une p'-décomposition de z, alors ' = & p/(€)exp(§r (X))
est une p'-décomposition de x’.

(ii) Soit © = eexp(X) une p'-décomposition de x. Pour tout A € F* tel que A\X €
Gein(F), Er.v(€)exp(Er(AX)) est un élément de G ,(F) qui correspond a eexp(AX).

(iii) Supposons G’ elliptique. Alors = est compact mod Z(G) si et seulement si x’ est
compact mod Z(G'). Si ces conditions sont réalisées, 'application (e, X) — (¢/, X’) =
(&r1(€),&r (X)) réalise une bijection entre les p'-décompositions x = eexp(X) de x et
les p'-décompositions z' = €' exp(X') de x'.

Preuve. Puisque {777 est un isomorphisme, I'élément &7 /(X)) est topologiquement
nilpotent. Posons ¢ = &r.7(€), introduisons le Levi Lle] de G et le Levi similaire L'[€']
de G'. Notons X 'ensemble de racines de T' dans G, Y’ celui des racines de 7" dans G’ et
S H et L les sous-ensembles des racines dans L[e], resp. L/[¢']. L'isomorphisme 7,7
transporte ¥ en un sous-ensemble de X*(7") et on sait que ¥/ C & (X). 11 résulte alors
des définitions que X1 = /' N &7 (BH). Do &rv(Z(L[e])) € Z(L/[€]). 11 existe un
entier ¢ > 1 premier a p tel que ¢ € Z(L[e]). Cela entraine (¢')¢ € Z(L'[¢]). Donc € est
un p'-élément dans G'(F'). Cela démontre le (i).

Le (ii) est immédiat.

Supposons G’ elliptique. Alors Z(G)(F) est un sous-groupe d’indice fini de Z(G")(F)
et la premiere assertion du (iii) en résulte. Compte tenu de (i), il reste a voir que, si
x’ est compact mod Z(G') et si &' = exp(X’) est une p’-décomposition de ', alors
T = 57?’1T/(e’ )exp(ﬁilT/(X ’)) est une p’-décomposition de z. Comme ci-dessus, filT/(X ")
est topologiquement nilpotent. Puisque 2’ est compact mod Z(G’), € est p’-compact.
Mais I'hypothese (Hyp)(G) entraine que l'indice de Z(G)(F') dans Z(G')(F') est d’ordre
premier & p. Il en résulte que filT,(e’ ) est p’-compact mod Z(G), ce qui acheve la preuve.
U
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7.4 Facteur de transfert

Soit G’ = (G', G, s) une donnée endoscopique de G. Rappelons que le facteur de trans-
fert est une fonction définie sur 'ensemble D des couples (z7, z) tels que : 2 € G .., (F),
x € Grey(F) et, en notant 2’ 'image de 2} dans G'(F'), les classes de conjugaison stable de
2’ et de x se correspondent. Considérons un tel couple et fixons une une p’-décomposition
x = eexp(X). Par le (i) du lemme 7.3, on en déduit une p’-décomposition 2’ = €'exp(X’).
L’application g ,,(F) — g;,(F) est surjective. Fixons X| € g}, (F) au-dessus de X'.
Définissons €] € G (F) par 'égalité z] = €jexp(X]). On voit que €] est un p’-élément,
donc que I'égalité x| = €| exp(X]) est une p’-décomposition. Pour A € o — {0}, le couple
(€lexp(AX7]), eexp(AX)) appartient encore a l’ensemble de définition D; du facteur de
transfert.

Lemme. Pour tout A\ € op — {0}, on a I'égalité

A (€exp(N2X}), cexp(N2X)) = Ay (e eap(X]), ceap(X)).

Preuve. Notons 7', T et T} les commutants de z, 2’ et 2} dans G, G’ et G). Pour
calculer le facteur de transfert, on peut choisir des y-data modérément ramifiées. Les
termes A; et Arjrq de [13] ne dépendent que des tores T et T7. Le terme Ajjro est
la valeur en z; d'un caractere de T7(F). Celui-ci est construit a l’aide des x-data et est
modérément ramifié. Donc Ay o(€hexp(X7), eexp(X)) ne dépend pas du couple (X1, X).
Il reste le terme Aj;. Un calcul similaire & celui de [19] montre que, comme fonction
de (X1, X), Arr(ejexp(X7), eexp(X)) est proportionnel au terme analogue A (X', X)
défini sur les algebres de Lie, cf. [21] 2.3. D’apres le lemme 3.2.1 de [7], la fonction
A= Arp(AX’, AX) définie sur F'* est un caractere quadratique. Elle est donc constante
sur les carrés. Le lemme en résulte. [

7.5 Actions des centres

Soit G’ = (G', ', s) € £(G). Puisque cette donnée est elliptique, le groupe Z(G)(F)
s'identifie & un sous-groupe d’indice fini de Z(G')(F). Grace a I'hypothese (Hyp)(G),
cet indice est premier a p. Il en résulte une égalité Z(G)w(F) = Z(G)w(F). D’autre
part, le sous-groupe Ag(F) C Z(G)(F) est égal au sous-groupe Ag/(F) C Z(G')(F).
Le groupe Ag: (F) s’envoie surjectivement sur Agr(F) (parce que C; est un tore induit).
Notons Z; le groupe des 2| € Z(G)(F) tels que I'image de 2] dans Z(G")(F') appartienne
a Z(G)(F). Ce groupe contient le groupe engendré par Cy(F), Ag (F) et Z(GY)w(F).
Pour tout couple (z},z) € Dj et pour tout z; € Zi, le couple (z]z, zx) appartient
aussi & Dy, ol z est I'image de 2| dans Z(G)(F'). D’apres [13] lemme 4.4.A; il existe un
caractere (; de Z; de sorte que, pour (27, x) € Dy, on ait 1’égalité

Ay (22, zx) = ((21) Aq (27, ).

Ce caractere coincide avec A;' sur C;(F). Grace a 'hypothese (Hyp)endo(G), on a
(1) le caractere (; est trivial sur le sous-ensemble Z(G)):,(F) de 2.
La preuve est similaire a celle du lemme précédent.
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7.6 Décomposition de C[ElI(G)]

Il y a une décomposition

L:usp(G) = @G’GE(G) L:usp(G)G/

ou chaque facteur I.,.,(G)g’ est le sous-espace des f € I.,,(G) dont les transferts a
tout G” # G’ sont nuls, cf. [14] proposition 1.4.11. Fixons un caractére unitaire £ de
Ag(F). Il y a une variante de la décomposition ci-dessus ot ’'on impose que les fonctions
se transforment selon ce caractere £. Dualement, il y a une décomposition

(1) ClEU(G)e] = Beree)CIEN(G)ele

Elle est orthogonale pour le produit scalaire elliptique. Pour 7 € C[EIl(G)¢], notons
T = ZG'@S(G) g l'écriture de 7 selon cette décomposition.

Proposition. (i) Si 7 € C[EI(G)]], alors ng € C[EI(G){] pour tout G’ € £(G).
(ii) Si m € C[EI(G)"), alors ngr € C[EI(G)Z°] pour tout G’ € £(G).

Preuve. Soient m € C[El(G)¢] et G’ € E(G). Soit x € Gy (F). On sait que les classes
de conjugaison par G(F') contenues dans la classe de conjugaison stable de x forment un
espace principal homogene sous I'action d’un groupe abélien fini K (x). Pour k € K(x),
notons kx un représentant de I'image par k de la classe de conjugaison de = (on choisit
lz = z). Notons K (x)¥ le groupe des caracteres de K (x). Chaque G’ € £(G) détermine
un sous-ensemble K (z)&, de K(x)Y et K(x)" est union disjointe des K(z)& quand G’
décrit £(G). Pour tout G’ € £(G), on a alors I'égalité

(2)  Ong (@) = LY D sl

K€K (2), k€K (2)

Soient € € G(F') un élément p’-compact mod Z(G) et X € g1 (F). Posons z = eexp(X)
et supposons x € Gyy(F). Pour tout k € K(z), fixons g, € G(F) tel que kx = g; 'z gy.
Posons ¢ = g; ‘g et Xy = g ' Xgp. Alors 7y, = epexp(Xy) est une p'-décomposition de
Ty Soit A € op — {0}, posons y = cexp(A\?X). On a K(x) = K(y) et on voit comme dans
la preuve du lemme 5.3 que 'on peut choisir yp = epexrp(A\2Xy) pour tout k € K(y).
L’égalité (2) pour y devient

O, (exp(N*X)) = Z Z O (exexp(N2X)).

kEK (z )V keK(x)

Supposons 7 € C[EI(G)Y]. Comme fonctions de A, les termes du membre de droite
appartiennent & F. Donc aussi la fonction A — 0., (eexp(A*X)). Cest-a-dire que Oy,
est un quasi-caractere de niveau 0 sur les elliptiques. D’apres le lemme 6.6, 7g/ appartient
a C[El(G)]]. Cela démontre le (i) de I"énoncé.

Supposons 7w € C[EII(G)Z"], soit o € C[El(G)g]. Parce que la décomposition (1) est
orthogonale, on a

<TG, O =< TGH 0@ Zdl=< T,0G! ell -

On vient de prouver que og: était de niveau 0. Donc le produit de droite est nul. Il en
estde méme de celui de gauche. Cela étant vrai pour tout o € C[Ell(G) ], cela entraine

e € CIEU(G)Z°]. O
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7.7 Le cas quasi-déployé

Supposons G quasi-déployé. On note SI(G) le quotient de C°(G(F')) par le sous-
espace des fonctions dont toutes les intégrales orbitales stables sont nulles. En identifiant
les intégrales orbitales a des formes linéaires sur I(G), c’est aussi le quotient de I(G)
par le sous-espace des éléments dont toutes les intégrales orbitales stables sont nulles.
Notons SI(G)* I'espace des distributions stables sur G(F'), c’est-a-dire le dual de SI(G).
On note C[Irr(G)]** le sous-espace des m € C[Irr(G)] telles que ©, € SI(G)*. On définit
de méme des espaces C[EIl(G)]* etc...

On définit une projection linéaire p** : C[Irr(G)] — C[Irr(G)]** de la fagon suivante.
Il y a une donnée endoscopique elliptique maximale G = (G,%G, 1) que 1'on suppose
appartenir & £(G). Dans la décomposition (1) de 7.6, on a 'égalité C[EU(G)]* =
C[ElN(G)¢]g. Alors p** : CIEI(G)¢] — C[EU(G)]*" est la projection associée a cette
décomposition (1) de 7.6, c’est-a-dire qu’elle annule les composantes C[Ell(G)¢]g pour
G’ # G. Plus généralement, le sous-espace C[El(G)r]* est engendré par les m,, ou 7
parcourt C[El(G)¢]*, £ parcourt le groupe des carcatéres unitaires de Ag(F') et x par-
court Ag.. On définit p* : C[EU(G)r] — C[EU(G)r]* de sorte que, si m € C[ElU(G)] et
X € Ag, on ait p**(m,) = p*(m)y. On a I'égalité suivante, similaire & 6.2 (1) :

1) ClUrr(G)* = ®wrer,,, IndS;(CLEU(M)g)*tW Oy,

Des projections que 1'on vient de définir pour chaque Levi se déduit alors la projection
p*t cherchée.

Corollaire. (i) Pour € C[Irr(G)°], on a p**(r) € C[Irr(G)°]*. Pour = € C[Irr(G)>"],
on a p*(m) € C[Irr(G)>]*.
(ii) On a I'égalité p° o p** = p*t o p°.

Preuve. Le (i) résulte immédiatement de la proposition 7.6 et le (ii) est équivalent au

(i). O

7.8 Un premier résultat de transfert
Soit G’ = (G', G, s) € £(G). On note SI,,(Gy) la variante de SI(G;) ou I'on impose

que les fonctions se transforment par translations par C;(F) selon le caractere A;'.
On définit de facon similaire STy, (G1)* (c’est le dual de SIy,(G;)). On note Aut(G’) le
groupe d’automorphismes de G/, cf. [14] I.1.5. Ce groupe agit naturellement sur ST, (G1)
et STy, (Gy)*, cf. [14] 1.2.6.

Remarque. La définition adoptée ici et dans [14] n’est pas celle que l'on trouve
dans d’autres références. Elle differe de la définition adoptée notamment par Arthur
par torsion par un caractere de sorte que le facteur A; soit invariant par cette action.

Cela explique la disparition dans nos formules des caracteres que 'on trouve dans celles
d’Arthur.

On sait définir un transfert I(G) — S1I,,(G1), dont I'image est contenue dans le sous-
espace des invariants par Aut(G’). Une conséquence de [3] est qu’il existe dualement une
application linéaire de transfert spectral

transfert : C[Irr(Gy)x]*" — ClIrr(Q)].
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Elle est invariante par l'action de Aut(G’), c’est-a-dire qu’elle se factorise en
transfert : C[Irr(Gy)a ] — ClIrr(Gy)y, 554G — ClIrr(G)),
ou la premiere application est la projection naturelle.

Proposition. Cette application transfert envoie C[Irr(Gy)} ]* dans C[Irr(G)°].

Preuve. Soit 7' € C[Irr(G1)§ |*, posons m = transfert(n’). Soit € € G(F), et soit
X € gen(F). Posons x = eexp(X) et supposons © € G,ey(F). Fixons un ensemble de
représentants X&' (2) des classes de conjugaison stable dans G'(F) qui correspondent
celle de x dans G(F). Pour tout ' € X' (), on fixe un relevement 2 de 2’ dans G (F).
Par définition, on a I’égalité

(1) O(@)D2) = Y Ai(ay,2)0u(2h) DY ()2,

' €XG' ()

On note T le commutant de 2 dans G et, pour tout 2/ € X% (), on note T,y celui de
7" dans G'. On a des isomorphismes &pp, : T — Ty, cf. 7.3. On pose e = &rr, (€),
Xo = &1, (X). Alors 2’ = eperp(X,) est une p'-décomposition. On fixe un relevement
X1, de Xy dans g ,,,(F) et un relevement €,/ de ¢ dans G (F) de sorte que z} =
€1 exp(Xy ). Soit A € F* tel que AX € gem(F'), posons y = eexp(AX). Alors, pour
tout 2’ € X' (1), I'élément e, exp(AX,) correspond & y. Montrons que

(2) s/, 2" € XG'(2) et 2’ # 2", alors eyexp(AX,) n'est pas stablement conjugué a
€z exP(AXyr).

Supposons qu’ils sont stablement conjugués. 1l existe alors h € G'(F) tel que
h7tepexp(AXy)h = emexp(AX,n). Puisque les éléments en question sont fortement
réguliers, 'opérateur de conjugaison par h se restreint en un isomorphisme Int, : T.» —
T,:. Le composé = = filT, o Inty o &, est un automorphisme de T' fixant y. De plus,
par construction des isorﬁorphismes Srr, et &, = est forcément de la forme Inty,
pour un élément b € Normg(T)(F). Puisquil fixe y et que y est fortement régulier,
c’est Iidentité. Mais alors Inty(en) = €4, Inty (X)) = X done h=lz’h = 2, ce qui
contredit la définition de X' (x). Cela démontre (2).

Cette assertion entraine que X' (y) a au moins autant d’éléments que X< (). La
situation étant symétrique en x et y, ces ensembles ont méme nombre d’éléments. Alors
(2) entraine que I'on peut choisir pour X% (y) I'ensemble des ey exp(AX,) pour z’ €
X&' (x). On applique cela en remplacant A par A\? pour A € o — {0}. L’égalité (1) pour
y = eexp(A\?X) devient

(3) 0 (eexp(A\2 X)) DY (ecxp(N2X))/? = Z Ai(er pexp( N X 1), cexp( A2 X))

'€ XG' (x)

0. (617x/61‘p(>\2X17x/))DG/ (ex/e:pp()\sz/))l/Q.

On considere ces termes comme des fonctions de \. Comme on ’a dit plusieurs fois, les
discriminants de Weyl contribuent par des puissances de |A|p. D’apres le lemme 7.4, le
facteur de transfert est constant. Puisque 7’ est de niveau 0, le théoreme 6.7 dit que O,/
est un quasi-caractere de niveau 0. Donc les termes 6,/ (e exp(A\* X ,/)) appartiennent
A E. Donc A — 0, (cexp(\2X)) appartient & F, c’est-a-dire que O est un quasi-caractere
de niveau 0. D’apres le méme théoréme 6.7, m appartient a C[Irr(G)°].0
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7.9 Une réciproque partielle

Soit G’ = (G', G, s) € £(G). Lapplication transfert se restreint en une application
linéaire

transferty : CIEI(Gy)y ] — C[EIU(G)].

Proposition. Soit m € C[Ell(G)°]. Supposons que 7 appartienne a I'image de I'appli-
cation trans fertyy. Alors il existe 7' € C[EI(G1)} ]* telle que transferty(n') = .

Preuve. Fixons o' € C[EIl(G1)y,]* tel que transferty(o’) = m. Décomposons o’
en somme y ., 0%, ol o} est une combinaison linéaire de représentations elliptiques
de G(F) dont le caractére central se restreint en un méme caractore £ de Ag (F). On
suppose les £ distincts. On a introduit un caractere (; en 7.5. Le caractere §§(C1)|AG/1 () de

Agqy (F) se factorise par la projection Agr (F') — Ag(F) en un caractere &; de ce dernier
groupe et les caracteres §; sont tous distincts. On a l'égalité 7 = > ., , transferte (o))
et, puisque 7 est de niveau 0, on en déduit par interpolation que toutes les composantes
transfertq (o)) sont de niveau 0. On peut remplacer 7 par chacune de ces composantes
et cela ramene le probleme au cas ot Ag (F)) agit sur o’ selon un caractere &'. Ensuite,
on peut encore tordre ¢’ par un élément de .A*C;,1 et supposer que & est unitaire.

Pour tout élément ¢; € G} (F') qui est p’-compact mod Z(G), fixons un voisinage U,
de 0 dans g ., (F) et une famille (cq, 0)oeniy, .,) de nombres complexes de sorte que,

pour tout X; € U, tel que e;exp(X1) € G, (F), on ait I'égalité

(1) O, (e1exp(X1)) = Z Ce.07(0, X1).

(’)ENil(g/l’q)

Le voisinage Y., n’est pas uniquement déterminé mais les nombres complexes c, o le
sont. Soit z; € Z(G)w(F). On peut remplacer €; par €;2;. Cela ne change pas ’ensemble
Nil(g} ., )- Montrons que :

(2) pour tout O € Nil(g] ), la fonction 21 = ¢, 0 est localement constante

(3) on peut choisir les voisinages Y., de sorte que la fonction z; — U, ., soit locale-
ment constante.

En effet, choisissons un sous-groupe 9., C g., (F) de sorte que Y., + V., C Y. On
vérifie que, si 21 € 9).,, on peut choisir Y,,,, = V., et quel'on a ¢ ., 0 = ¢, 0 pour tout
O € Nil(g) .,)- Cela prouve (2) et (3).

Puisque Z(GY)w(F) est compact, 'assertion (3) se renforce immédiatement en : on
peut choisir les voisinages Y., de sorte que V.., = V., pour tout z; € Z(G))w(F). On
suppose désormais qu'il en est ainsi. Pour O € Nil(g] ., ), posons

o0 = mes(Z(Gh)w(F)) ™ / Cerzy.0dz1.
Z(GY)eu(F)

On a ¢, 2,0 = Cqy 0 pour tout z; € Z(G)w(F). On définit une fonction 7 sur G, (F),
a support contenu dans 'ensemble G ,,,,(F') des éléments de G’ (F') qui sont compacts
mod Z(G}) de la fagon suivante. Pour z; € & (F)NGY,..(F), on choisit une p'-

1,comp 1,reg
décomposition z1; = e;exp(X;). L’élément € est p’-compact mod Z(G)). On pose

Tr) = > C.0i(0,X1).

(’)eNil(g/l’q)
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Cela ne dépend pas de la p’-décomposition choisie car, d’apres 4.3(2), toute autre décomposition
est de la forme 1 = (e1exp(Z;))exp(X1 — Z1), avec Z1 € 3(G)wm(F) et on a fait ce qu’il
fallait pour que la formule ci-dessus soit insensible a un tel changement. Il résulte de
cette définition que, pour tout élément ¢, € G{(F) qui est p’-compact mod Z(G}) et
pour tout X; € Y., tel que e;exp(Xy) € Giey(F), on a I'égalité

(4) T(erexp(X,)) = mes(Z(G)w(F)) ! /Z(G/) . Oy (e1z16xp(X7)) d2y.

Montrons que

(5) la fonction 7 est constante sur les classes de conjugaison stable.

Soient x1, T3 € Gy ,eq(F) que I'on suppose stablement conjugués. On fixe h € Gng(F)
tel que o = h~'z;h. On choisit une p’-décomposition z; = e;exp(X;). Posons e =
h=teth et Xo = b1 X h. Alors x5 = exexp(Xy) et cette égalité est une p’-décomposition.
On veut prouver que 7(z;) = 7(x2). Remarquons que, ou bien x; et xs sont tous
deux compacts mod Z(G}), ou bien aucun d’eux ne l'est. Dans le second cas, on a
7(z1) = 7(x2) = 0. Supposons que x; et xs sont compacts mod Z(G}). Pour A € op—{0},
les éléments e;exp(A\?X) et esexp(A?X3) sont encore stablement conjugués. Si valg(N)
est assez grand, on a \*°X; € Y., et \2X, € Y., donc 7(e;exp(A\2 X)) et T(e2exp(A\*X3))
sont calculés par la formule (4). Pour 21 € Z(G))w(F), les éléments €,z1exp(A\2X;) et
eaz1exp(A2X5) sont encore stablement conjugués. Puisque o’ est stable, on a donc

O, (6121 63727()\2)(1)) = 0o (622165517()\2)(2))-

La formule (4) entraine alors 'égalité 7(e;exp(A\2X1)) = T(e2exp(A2X5)). Cela est vrai
pour valg(\) assez grande. Mais, comme fonctions de A, les deux termes de cette égalité
appartiennent a FE. Ils sont donc égaux pour tout A\. En A = 1, cela entraine 1’égalité
cherchée 7(z1) = 7(22) qui prouve (5).

En particulier, 7 est invariante par conjugaison. Alors 7 est la fonction associée a
un quasi-caractere sur G (F') de niveau 0. Comme ©,, ce quasi-caracteére se transforme
par Ag: (F') selon le caractere ¢ et par C1(F) selon A;. D’apres le théoreme 5.9, il existe
un élément dy € Deomp(GY) tel que ce quasi-caractere soit égal a D%[d;]. Notons di cusp
la composante cuspidale de d;. Cet élément conserve les mémes propriétés que ci-dessus
de transformation par Ag (F) et Cy(F). On note ' I'élément de C[EII(G])?)] tel que
Acusp(m") = di cusp, cf. le (ii) du lemme 6.4. Par définition, 6, coincide avec 7 sur Gll,ell<F>
et cette fonction est invariante par conjugaison stable. Parce que 7’ est elliptique, cela
entraine que 7’ est stable, c’est-a-dire 7' € C[EI(G))$]™, cf. [3] théoreme 6.1. Tl est clair
que la restriction a C}(F') du caractere central de 7’ est A;.

Pour prouver la proposition, il suffit de prouver que transfertq(n') = . Or 7 et 7’
sont elliptiques. D’apres [3] théoreme 6.2, il suffit de prouver que transferty(n') et =
coincident sur Gy (F'). C’est-a-dire qu’en posant I1 = transfert.; ('), il suffit de prouver

(6) pour tout x € Ge;(F'), on a I'égalité Oy (x) = 0, (x).

On fixe une p’-décomposition = = eexp(X). Soit A € op — {0}. L’égalité (3) de 7.8
dit que

O (ecxp( N2 X)) DE (eeap(X))/? = Z A (e pexp(N X ), cexp( N2 X))

€X' ()

0. (el,x/exp()\ZXl,x/))DG/ (ex/e:pp()\QXx/))l/Q.
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Les éléments intervenant a droite sont elliptiques, on peut remplacer la fonction 6, par
7. Si valp est assez grand, on utilise (4) et on obtient

Our(ccap(\2X)) D (ceap(X )2 = mes(Z(G,)(F))~" / 3
Z(G)eu(F) '€ X G (z)
Al(el,x/exp()\QXl,x/), ee:pp()\QX))H(,/ (6173&/2’161‘])()\2)(1@/))DG,(Ex/GZL‘p()\QXJ;/))l/Q dz,.

Notons z et 2’ les images de z; dans Z(G)w (F) et Z(G')(F'). D’apres 7.5 (1), on peut
remplacer ci-dessus A (€ pexp(A\2 X ), eexp(A\? X)) par A (e 21exp(N2 X 1), ezexp( A2 X)).
On peut aussi remplacer D (erexp(A\2X,)) par D (e, 2 exp(A2X,)). On obtient

(7) Bnlecap(N*X) D eap(X))'? = mes(Z(Gu(F) " | o Bl

ol
B(z) = Z Aq (€10 21€xp(N X1 1), ezexp(N’ X))

' eXC' ()
O (€102 exp()\ZXl,x/))DG/ (ex/z'exp()\ZXw/))l/Q.

Il est clair que B(z;) est le membre de droite de la formule (3) de 7.8 appliquée a la
représentation o, pour le point ezexp(A2X) de G(F). Puisque 7 = transfert.(c’), on
obtient

B(z) = 0, (ezexp(A\2 X)) D% (ezexp(\2 X)) Y2

Le z disparait du discriminant de Weyl. Il disparait aussi du premier terme car 7 est de
niveau 0 par hypothese. D’ou

B(z) = 07r(eexp()\zX))DG(eexp()\QX))1/2,

puis, d’apres (7),
O (ecxp(N°X)) = 0, (cexp(\2X)).

On a supposé valp(\) assez grande. Mais, puisque 7’ est de niveau 0, IT T'est aussi
d’apres la proposition 7.8. Il en est de méme pour 7 par hypothese. Les deux membres
de la formule ci-dessus appartiennent donc a F. Etant égaux pour valg(\) assez grande,
ils sont égaux pour tout A. En A\ = 1, cela prouve (6) et la proposition. [

7.10 Le théoreme principal
Soit G = (G, G, s) € £(G).

Théoreme. L’application
transfert : C[Irr(Gy)x,]*" — ClIrr(G)]

vérifie 1'égalité p° o transfert = transfert o p°.

Remarque. Les deux p° de I’égalité ne sont pas les mémes : le premier vit sur le
groupe G et le second sur G.
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Preuve. On a I'égalité
(1) ClIrr(Gy)\)" = @M’egﬁ;nlndf/}{ <C[Ell<M{>R,A1]St’WG (M’)>’

cf. 7.7 (1), dont on a adapté les notations de fagon que 'on espere compréhensible.
En particulier, chaque Levi M’ de G’ détermine un unique Levi M| de G/ (son image

réciproque dans ce groupe). Notons me G—rel Vensemble des éléments de £§m qui sont

"relevants” pour G (dans le cas ou G est quasi-déployé, tout élément de Emm est relevant).
Il y a une application naturelle de meG o dans £, cf. [14] 1.3.4. Si M’ — M par
cette application, il se déduit de G’ une donnée endoscopique M’ = (M’, M', sM) de M,
qui est elliptique. Soit M’ € ‘sznG o, notons M € L£E.le Levi qui lui correspond.
On a l'égalité Ay = Ayp. Lapplication transferty, : C[EU(M]),]* — C[EU(M)]
se prolonge en une application linéaire C[ElU(M])g ] — C[ElU(M)g] compatible aux
opérateurs de torsion par des éléments x € A}, = Aj},. On la compose avec la projection
naturelle sur les invariants par W% (M) et on obtient par restriction une application
linéaire ,

CIEU(M)g, )W M) s CIEU(M)]"V O,
Le transfert commute a l'induction et on en déduit une application linéaire de I'es-
pace IndJ\G}{(C[EZZ(M{)R,\I]“’WG/(M/ ) dans le membre de droite de la relation (1) de 6.2,

est-d-dire dans C[Irr(G)]. Si maintenant M’ € LS. — LS

=min

Ind]\G}{(C[EZZ(M{)R,\I]“’WG (M) dans C[Irr(G)] par application nulle. La somme des

applications ainsi définies sur tout M’ € LY est une application linéaire du membre de
droite de (1) ci-dessus dans C[Irr(G)]. C’est I'application transfert. Il résulte de ces
considérations que, pour démontrer le théoreme, il suffit de prouver 1'égalité analogue
pour les applications transfert.; associés aux différents Levi de G’ qui sont relevants
pour G. On ne perd rien a considérer seulement 'application transfert.; associée a G’
lui-méme. C’est-a-dire qu’il suffit de prouver

(2) on a I'égalité p° o transferty = transfertq o p°.

Comme dans le corollaire 7.7, cela équivaut aux deux assertions

(3) si 7" € C[EU(GY)},]*, on a trans ferto(n') € C[EU(G)"];

(4) si " € CIEI(GY)x, ] vérifie p°(7') = 0, alors p° o transfert(n') = 0.

La proposition 7.8 est justement 1’assertion (3). Démontrons (4). Comme toujours, on
peut décomposer 7’ en Y, 7 ol m; est une combinaison linéaire de représentations
elliptiques de G (F') dont le caractere central se restreint en un méme caractere unitaire
£ de Agr (F). Ces représentations vérifient les mémes hypotheses que 7’ et il suffit de
prouver que p° o transfert.(r.) = 0 pour tout 7. En oubliant cette construction, on
peut fixer un caractere unitaire ¢’ de Ag (F) et supposer que ' € C[EI(G))e, ,\I]St.
Le caractere ' détermine un caractere & de Ag(F) comme on 'a vu dans la preuve
de 7.9 et Papplication transfert.,; envoie C[ElU(G))e A,]* dans C[El(G)¢]. L’action du
groupe Aut(G) conserve le premier espace : elle préserve le caractere £’ car celui-ci est
uniquement déterminé par £&. On peut remplacer 7’ par sa projection sur le sous-espace
des invariants, cela ne change pas transfert, (7). Cela ne modifie pas non plus la
condition p°(7') = 0 car I'action de Aut(G’) conserve le sous-espace C[EI(GY) 5, 1%
Bref, on peut supposer ©' € C[EU(G))er 554" E). On pose m = transferty(n’). 1l
faut maintenant se rappeler la décomposition (1) de 7.6. L’application transfert.; se
restreint en un isomorphisme

CIEU(GY)gp ") — CIEU(G)]er

mmG el» ONL envoie l'espace
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qui est une similitude pour les produits scalaires elliptiques. On note ¢ le rapport de
similitude. En particulier, 7 € C[El(G)¢]gr. Il résulte de la proposition 7.6 que p°(m)
appartient aussi a C[Ell(G)¢]q/, donc appartient a l'image de trans fert.,. D’apres la pro-
position 7.9, il existe 7’0 € C[EU(G1)3,]* telle que trans fert.y(m'®) = p°(r). Les mémes
arguments que ci-dessus permettent de supposer que 7° € C[Ell(G’l)g,7 Al]St’A“t(G/). Parce
que p° est une projection orthogonale, on a < p°(7), p°(7) >=< p°(), ™ > Donc

< p(m), p° (1) =< transferte”(ﬂlo), transferto () >

_ -1 0 -1 0 0(t
=c <71 >g=c <7, p(r) >,

toujours parce que p° est une projection orthogonale. Puisque p°(7’) = 0, cela entraine
< pP(7), p°(7) >e= 0, d’ott p°(7) = 0. Cela acheve la preuve de (4) et du théoreme. O]

8 Quelques conséquences

8.1 Le cas quasi-déployé derechef
Supposons G quasi-déployé.

Corollaire. La projection de Bernstein p° de I(G) se quotiente en une projection p° de

SI(G).

Preuve. Notons I™%(G) le noyau de la projection I(G) — SI(G). On doit prouver
que p° conserve ce sous-espace. C’est-a-dire, soit f € I™(G), on doit prouver que
p°(f) € I'*Y(@G). 1l suffit pour cela de prouver que, pour tout 7t € C[Irr(G)]*, on a
Ot (p°(f)) = 0. D’apres les propriétés des projecteurs de Bernstein, on a

Ot (p(f)) = Opomery (f)-

D’apres le (ii) du corollaire 7.7, on a p°(75t) = p® o p*t(7t) = p* 0 p°(7*"). Donc p°(7*t) €
ClIrr(G)]*". Alors ©po(rst)(f) = 0 puisque f € I"(G). O
8.2 Transfert de fonctions

Soit G’ = (G', G, s) € E(G).

Corollaire. L’application transfert : I(G) — SIy,(G1) vérifie I'égalité p’ otrans fert =
transfert o p°.

Cela se déduit du théoreme 7.10 comme le corollaire précédent se déduisait du corollaire
7.7.

8.3 Stabilité dans l’espace D,

Supposons G quasi-déployé. Disons qu'un élément d € D.,,(G) est stable si la dis-
tribution DY[d] l'est et qu'il est stable sur les elliptiques si la distribution DY[d] l'est,
c’est-a-dire si Opeg est constante sur les classes de conjugaison stable contenues dans
Geu(F). On note Deysy(G)® le sous-espace des éléments stables dans Deys,(G).
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Proposition. Soit d € D,,s,(G). Alors d est stable si et seulement si d est stable sur
les elliptiques.

Preuve. Utilisons la décomposition Deysp(G) = [],cpr Peusp(G)Y- 1l est clair que d est
stable, resp. stable sur les elliptiques, si et seulement si chaque composante d” est stable,
resp. stable sur les elliptiques. On peut donc fixer v € N et supposer d € Deysp(G)”.
Notons X I'ensemble des restrictions a Ag(F). de caracteres modérément ramifiés de
Ag(F). Pour € € X, posons dg = mes(Ag(F).)™! fAG(F)c (a)~'dda. Alors d = Y7 de.
De nouveau, d est stable, resp. stable sur les elliptiques, si et seulement si chaque com-
posante dg est stable, resp. stable sur les elliptiques. On peut fixer { € X’ et supposer que
d se transforme par Ag(F). selon £. Prolongeons ¢ en un caractere unitaire de Ag(F).
Alors il existe un unique d € Dy, (G) tel que :

d € D.yspe(G), c'est-a-dire d se transforme par Ag(F') selon & ;

pour / € N, la composante d”" est nulle si v/ ¢ v + wg(Ag(F));

d” =d".

On voit que d est stable, resp. stable sur les elliptiques, si et seulement si d I'est. En
oubliant cette construction, on peut fixer un caractére unitaire £ de Ag(F') et supposer
d € Deusp,e(G). D’apres le (i) du lemme 6.4, il existe un unique 7 € C[EI(G)] telle que
Acysp(m) = d. Alors, d’apres 6.3 (1), O, est stable sur les elliptiques. D’apres [3] théoreme
6.1, 7 est stable. Soient M € L,,;,, et P € P(M). Puisque 7 est stable, il en est de méme
du module de Jacquet wp. D’apres 6.3 (1), AY cusp €5t stable sur les elliptiques. A fortiori,
sa projection AM = o omp A0S Deysp —comp(M) est stable sur les elliptiques (cette
projection consiste a restreindre le support a un sous-ensemble invariant par conjugaison
stable). Supposons que M est un Levi propre. On peut raisonner par récurrence et
supposer notre proposition déja démontrée pour M. Donc A%Mumcfcomp est stable.
Clest-a-dire que DM (AM | o o comp) €st une distribution stable sur M(F). La stabilité
se conserve par induction donc DY(AY = o ..., est une distribution stable sur G(F).
La formule 6.3 (1) exprime alors D[d] comme la différence entre ©, qui est stable et la
somme sur les M # G de distributions stables. Donc DY[d] est stable et d I’est alors par

définition. [J

8.4 Transfert et module de Jacquet

Soit G’ = (G',G', s) € £(G). On arappelé dans la preuve du théoreme 7.10 I'existence
d’une app}ication

(1) égin,Gfrel — éng

On note simplement M’ — M cette application. Rappelons quelques-unes de ses
propriétés. Elles sont ”bien connues des spécialistes”, bien que nous n’en ayons pas trouvé
d’énoncé clair dans la littérature ([14] est tres incomplet).

Si M' e é??’mlin,G—rel s'envoie sur M € L&, M’ est complété en une donnée endosco-
pique M’ = (M’, M', sM) de M, qui est elliptique. En particulier, il y a un isomorphisme
Apr >~ Ayy. Les racines de Ay dans G sont aussi des racines de Ay, dans G. Ainsi, la
chambre dans A}, associée a un sous-groupe parabolique P € P(M) est contenue dans
la chambre dans A}, associée a un certain sous-groupe parabolique de composante de
Levi M’, que l'on note Pp.

On sait définir une correspondance entre classes de conjugaison stable dans G, (F)
et dans G,¢y(F'). On définit de méme a I’aide de M’ une correspondance entre classes de
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conjugaison stable dans M], (F') et dans M,.,(F'). Appelons correspondance pour G’ la
premiere et correspondance pour M’ la seconde. On a

(2) soient 2’ € M'(F') et x € M(F)NG,eq(F'); supposons que x et ' se correspondent
pour M’ ; alors ils se correspondent pour G’.

Signalons que la réciproque est fausse. Des données auxiliaires que 1'on a fixées pour
G’ se déduisent des données pour M'. En particulier M| est I'image réciproque de M’
dans G}. On a fixé un facteur de transfert pour la donnée G’, notons-le plus précisément
AS". On peut fixer un facteur de transfert AM pour la donnée M’ de sorte que

(3) pour x, 2’ comme en (2) et pour #; € M} (F) au-dessus de 2/, on ait AM (2, 2) =
A (2, 2).

Il existe un plongement W& (M) — W (M) vérifiant la condition suivante. Soient
n' € Norme (M')(F) et n € Norme(M)(F). Supposons que I'image de n’ dans W' (M")
s’envoie par ce plongement sur 'image de n dans W (M). On a

(4) soient x’ € M’(F) et x € M(F) N Gyey(F); alors x et 2’ se correspondent pour
M’ si et seulement si /az’n'~! et nan~! se correspondent pour M'.

Considérons maintenant un Levi M’ € £S, — L& Greti- On &

(5) pour 2" € M'(F) NG, (F), il n'existe pas de © € Grey(F') correspondant a 2’
pour G'.

Soit " € C[Irr(G")]*, posons m = transfert(s’). Soient M € L,... et P € P(M).
Notons mp le module de Jacquet normalisé de 7 relatif a P et O,y la restriction de

O,, & My (F).

P

Lemme. Sous ces hypotheses, on a I’égalité

Orplell = Z |WG/ M|~ Z w™t o transfert(0, » lell)-

P
M'eLl M'—M weWEG (M) Fue)

=min?

Preuve. Soit © € M;(F). Notons X&' (2) 'ensemble des classes de conjugaison stable
dans G'(F) qui correspondent a celle de  pour G'. Pour M’ € Egmc - tel que
M' + M, notons X™ (z) I'ensemble des classes de conjugaison stable dans M/, (F)
qui correspondent a celle de 2 pour M. Relevons tout élément de W (M) en un élément
de Normg(M)(F) et identifions WY (M) & I'ensemble de ces éléments. On va prouver

(6) toute classe C™M' € U epeanX™ (wzw™!) est contenue dans une classe apparte-
nant & X (z);

on note M’ : UyeweanX™ (wzw™) — X (z) l'application qui, & un élément C™
de I'ensemble de départ, associe la classe qui la contient ;

(7) la fibre de M au-dessus de tout élément de son image a |[W& (M’)| éléments ;

(8) pour deux éléments M, M} € ESWLG e bels que M| # Mj et Mj, M} — M, les
images de (™M1 et (M2 sont disjointes;

(9) X&' (z) est réunion des images des M quand M’ décrit les éléments de £
tels que M’ +— M.

Démontrons (6). Soient w € W&(M), CM ¢ XM (wzw™) et 2/ € CM. Alors 2’
correspond & wxw ! pour M’ donc aussi pour G'. Puisque wzw ™! est conjugué & = par
un élément de G(F), 2’ correspond aussi & x pour G’. Par définition, 2’ appartient donc
a une unique classe C¢" € X' (2) et alors CM' c C%'.

Commencons la preuve de (7). Soient w € W (M), CM € XM (wrw™") et 2’ €
CM'. On identifie comme ci-dessus W& (M’) & un sous-ensemble de Norme (M')(F).

/ ’_ N _ N /I
Pour w' € WY (M'), w'a'w ~* correspond & w'wx(w'w)™! d’apres (4). Donc w'z'w

min,G—rel
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appartient & une unique classe w'(C™') € XM (w'wx(w'w) ™) et on voit qu’elle ne dépend
pas du choix de . Par construction, w'z’w' =" et 2’ sont stablement conjugués dans
G'(F) donc O™ et w'(C™M') ont la méme image par t™'. Montrons que, si w’ # 1 (dans
W& (M), les deux classes O™ et w'(CM’) sont distinctes. Sinon, il existe m’ € M'(F)
tel que m'w'z’w'~'m'~' = 2. Puisque 2’ est régulier dans G'(F) (parce qu’il correspond
a z par G’ et = est régulier dans G), cela entraine m'vw’ € G',(F) ¢ M'(F). Alors
w € M'(F), don w' = 1 dans W& (M’), contrairement & I'hypothese. Cela démontre
que le groupe WG'(M ') agit librement sur Iespace de départ de M et que chaque orbite
est contenue dans une fibre de cette application.

On va démontrer la réciproque et en méme temps la relation (8). Pour ¢ = 1,2,

soient M! € L& w; € WEM), C’iM; € XMi(waw; ') et 7} € C’iM;. Notons
Ti’ le commutant de ) dans G’. Supposons que LMII(C?/IQ) = LMQ(C;V[,Q). Alors ) et
xQ sont stablement conjugués dans G'(F'). C'est-a-dire qu'il existe h € G'(F) tel que
rhy = ha',h~!. Puisque 7 et %, appartiennent & G, (F), on a

(10) o(h) € hT{(F) pour tout o € I'p.

=min,G—rel’

Cela implique hAT{h_1 = Aq. Pour i = 1,2, z} correspond pour M; a w;rw; !
qui est par hypothese elliptique dans M (F'). Donc 2} est elliptique dans M/(F'), ce qui
entraine Ay = App. 1l en résulte que hAM/h = Apy. Donc la conjugaison par h

envoie le commutant Mj de Ay sur le commutant My de AMr Soit P| € P(M]), posons
P} = hP/h~L. Alors (10) 1mphque que Pj est défini sur F' et P’ € P(M }). De telles paires
(M{, P[) et (M3, P;) qui sont conjugués par un élément de G’(F) le sont par un élément
de G'(F). Par définition de L,,,;,,, on a donc M| = M. Cela démontre (8). Continuons le
calcul en posant simplement M’ = M| = M}. On a maintenant h € Norme(M')(F). La
relation (10) entraine que I'image de h dans Normg: (M')(F)/M'(F) est fixée par I'p. On
sait qu’alors cette image est aussi celle d'un élément v € Norme (M')(F'). Autrement
dit, on peut écrire h = um’, ot u € Normg (M')(F) et m’ € M'(F). En notant encore
u I'image de u dans W (M’), on montre facilement que C} est alors I'image de CM
par 'action de u. Cela démontre que les fibres de I'application M sont exactement les
orbites de I'action du groupe W& (M’) sur I'espace de départ de M. Dot (7).

Démontrons (9). Soient C¢ € X () et 2/ € C%. Quitte & conjuguer 2/, on peut
supposer qu'il existe un Levi M’ € LS tel que 2/ € M!,,(F). D’apres (5), M’ appartient

EimG rer- S0it M limage de M’ dans L, par I'application (1). Parce que M’ est

une donnée endoscopique elliptique de M et que 2’ est elliptique dans M’, on sait que
2" correspond pour M’ & un élément y € M, (F). D’apres (2), 2’ correspond aussi a
y pour G'. Cela entraine que z et y sont stablement conjugués dans G(F'). Le méme
raisonnement que dans la deuxiéme partie de la preuve de (7) montre alors d’une part
que M = M donc M' — M, d’autre part que la classe de conjugaison stable de y dans
M(F) est I'image de celle de z par un élément w € W (M). 1l en résulte que la classe
de conjugaison stable CM' de 2’ appartient & X™' (wzw™'). D’ou (10).

Maintenant, on note pour simplifier w(z) = wrw™' et on identifie les ensembles
X (2) et XM (w(z)) a des ensembles de représentants des classes en question. En
conséquence des propriétés ci-dessus, 1'égalité 7.8(1) peut se récrire

QW(ZL‘)DG(ZL‘)UQ _ Z |WG’(M/)|—1 Z

M'eLl, MM weWE (M)

=min,G—rel’

Y. AV w())bu(2h) DY (@),

e XM (w(z))
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Soit a € Ay (F'). Pour tout M’ € Ef,’;m(; o tel que M' — M et tout w E WE(M), w(a)

s'identifie & un élément ™’ € Ay (F), que I'on reléve en un élément aw’l € Ay (F). En
remplacant x par ax dans la formule ci-dessus, on obtient

() o(@n)D%n) = 3T et Y
M'eLS i M'—M weWE (M)
> AVl wan)b (@)t DY (0l )2
e XM (w(zx))

Supposons |a(a)|r assez petit pour toute racine o de Ay, dans l'algebre de Lie de Up.
Casselman a prouvé qu’alors O, (azx) = 0p(ax)/?0,,(ax), cf. [4] théoreme 5.2. On voit
que, sous la méme hypothese sur a, on a dp(ax)/?D%(ax)'/? = DM (ax)'/?. Le membre
de gauche de (11) devient 0,,(ax)DM(ax)*/?. Pour M’ et w intervenant ci-dessus, on
voit que a’ vérifie que |a(a})|r est petit pour toute racine a de Ay dans P p)- Le

méme argument transforme le membre de droite de (11) et on obtient

(12) ‘97rP<CL.T)DM(a5L’)1/2 = Z ‘WG”(M/)‘—l Z

M'eLS” MM weWE(M)

—mzn G—rel’

> AY(ad it wlax)bx, (a2t DY (ah a) 2,
2 €XM (w(z)) )

Chaque terme est défini pour tout a € Ay (F). En décomposant mp: en représentations
irréductibles, on voit que le membre de gauche est une combinaison linéaire de caracteres
de Ay (F). Il en est de méme du membre de droite (on utilise 7.5 pour les facteurs
de transfert). On vient de voir que les deux membres étaient égaux pour a dans un
certain cone ouvert. Il en résulte qu’ils sont partout égaux. On peut donc remplacer a
par (1) dans I'égalité précédente. Pour M’ et w intervenant ci-dessus, posons s, =
transf ert(w}mp)). On reconnait la somme intérieure du membre de droite de (12) (pour
a=1), cest Q,TM,’w(w(x))DM(w(x))l/Q. On a DM (w(x))/? = DM (z)1/? et 1'égalité (12)
se transforme en

Or(z) = > WEDO[T Y by, (w(2)).

MeLé MM weWE(M)

=min,G—rel’
Ceci est équivalent a I’égalité de ’énoncé. [J
8.5 L’espace D,,,(G) et le transfert
Proposition. Soient d € D.,.,(G) et, pour tout G’ € £(G), soit d& € Deyspr, (G

Supposons que DC[d] coincide avec > Gres(G) trans fert(D[d']) sur Gey(F). Alors
DC[d] = doGres(c) trans fert(D%1[d%)).

Preuve. Soit G/ € &(G). Des injections naturelles Z(G) — Z(G') — Z(G)) se
déduisent des homomorphismes

(1) N = N¥ - N.
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Pour v € N, on définit la composante d” de d comme dans le paragraphe précédent.
On définit dS"* comme le produit des composantes d&'* sur les v/ € NC1 qui s’envoient
sur v par la suite ci-dessus. La famille ((d%")greg(q), d) vérifie 'hypothese ou la conclusion
de la proposition si et seulement si chaque famille ((dG,’V)G/eg(G), d”) les vérifie. On peut
donc fixer v € N et supposer d € Deysy(G)”. Notons X 'ensemble des restrictions
a Ag(F). de caracteres modérément ramifiés de Ag(F'). Pour G’ € £(G), cet ensemble
sidentifie a celui des restrictions & A, (F'). de caracteres modérément ramifiés de Ag; (F)
qui coincident avec Ay sur Ag (F)NCL(F) :a& € X, on associe d’abord 'image réciproque
de ¢ par la surjection Ag (F). — Ag(F)., puis le produit ¢G" de ce caractere par la
restriction de ¢; a Ag, (F).. Ainsi, comme dans le paragraphe précédent, on associe a
d, resp. d%', des composantes dg, resp. dch;,, pour £ € X. La famille ((dG/)G/eg(G),d)
vérifie I’hypothese ou la conclusion de la proposition si et seulement si chaque famille
((d?c;/)gleg(g), d¢) les vérifie. On peut fixer £ € X et supposer que d = d¢ et d¥ = dfé/
pour tout G’. Prolongeons £ en un caractere unitaire de Ag(F'), qui s’identifie comme
ci-dessus pour tout G’ & un caractere €& de Agy (F) dont la restriction a Ag, (F)NCy(F)
coincide avec la restriction de A;. On construit un élément d € D,y ¢(G) comme dans le
paragraphe précédent et de facon similaire des éléments d& € D yspr, £ (G'). La famille
((dG/)G/eg(G), d) vérifie 'hypothese ou la conclusion de la proposition si et seulement si
la famille ((d¥")qreg(q),d) les vérifient. En résumé, on peut fixer un caractere unitaire
¢ de Ag(F), qui détermine pour tout G’ un tel caractere €& de Agy (F), et supposer
d € Dewspe(G) et d¥' € D.sprcc (G7) pour tout G'.

A ce point, on peut simplifier le probleme en se ramenant au cas ou une unique
donnée G’ intervient. Pour cela, on introduit la représentation = € C[EIl (G)g] telle que
Acysp(m) = d. On utilise la décomposition (1) de 7.6 et on écrit conformément m =
ZG’eg(G) ma . On sait que mgs vérifie les mémes propriétés que m d’apres la proposition
7.6. On note dg' = Acysp(mar). Ona d =Y 4, dgr. On voit que si ((dG/)G/eg(G), d) vérifie
I'hypothese de 1’énoncé, alors, pour tout G’ € £(G), D%[dg/] coincide sur G (F) avec
trans fert(D%[d%']). Inversement, si D%[dg/] = transfert(D[d%]) pour tout G/, la
conclusion de I’énoncé est vérifiée. Cela nous ramene au cas ou la famille (dG,)G/eg(G) a
au plus une composante non nulle. On note désormais G’ l'indice de cette composante
et on note (d',d) € Deyspryer (G1)* X Dewspe(G) le couple auquel se réduisent les données
de départ.

On introduit la représentation 7 € C[El(G)¢] telle que Ay ¢y, = d et la représentation

7 € CIEU(GY)S, o) telle que Af,%cusp = d'. Alors, d’apreés 6.3 (1), O, coincide avec
Otransfert() sur les elliptiques. D’apres [3] théoreme 6.2, m = transfert(n’). Soit P €
P(M). D’apres 6.3 (1), le lemme 8.4 entraine que DM[AM 1 coincide sur M, (F) avec

Tp,Cusp

(3) 3 WA ST w e transfertDMAY ).
w(P)

M/E€LS, o yesM'—M weWE (M)
Remarquons que, pour M’ et w intervenant ci-dessus, on peut transformer la donnée
endoscopique M’ de M en une donnée w~!(M’). Le terme que 1’'on somme peut se récrire
trans fert(D® MD[gw ™ MD]) pour un élément convenable d¥ ' (M1) ¢ Deuspw—10) (w1 (M7)).
C’est-a-dire que la somme (3) est de la méme forme que celle qui intervient dans I’énoncé
de la proposition. Supposons M # G. En raisonnant par récurrence, on suppose notre

proposition prouvée pour M. Alors DM[AM | T est égal a (3). Pour un couple (#/,z) €
Lreg(F) X Greg(F) d’éléments qui se correspondent, z est compact mod Z(G) si et

70



seulement si x] est compact mod Z(G)) : cela parce que Z(G)(F') est un sous-groupe
de Z(G")(F) d’indice fini. Restreindre DM[AY | 1 & M(F) N Geomp(F) équivaut a res-
treindre chaque terme de (3) indexé par M' a M'(F) NG ., (F). Apres restriction a
M(F) N G eomp(F), on sait que le terme AM - ne dépend plus de P. Il en est de méme
est égal a

des termes intervenant dans (3). On obtient que DM[AM | = o ]

Z W (M| Z w™t o trans fert(DM [A

MM weWE(M)

M/,cusp G fcomp])

M/E‘cgznG rel?
Induisons a G. Evidemment, I'induction est insensible & la torsion par un élément de W&,
Les w disparaissent de la formule et la somme en w est remplacée par la multiplication
par [W¢(M)|. D’autre part, I'induction commute au transfert. On obtient

(4) D [A%u,cusp,G’ comp] = Z |WGI<M,)‘_1‘WG<M)‘
M'eLl’ M M

=min,G—rel’

trans fert(D [A

M’ ,cusp,G 7comp] ) :

On utilise I'égalité 6.3 (2) qui peut se récrire

DO[d) = Or|Gopmp(F) — Z (WMDY AM

M 7cusp,chomp] ’
MeL M+#G

min’

Ol O |G omp(F) €5t la restriction de O & Geomp(F). En utilisant (4), on obtient

DG[d] = Or(Gromp(F) — Z Z |WG (M|~ 1transfert(DG [A M“cuspG 7comp])
M64m1n7M¢G M/e['g/zn G— rel’M/’_)M
= On|Gromp(F) — Z (W (M| transfert(DH AN 1)
T|Gcomp w" ,,cusp,G|—comp

]Mlv
M'eLl’

=min,G—rel’

M/AG!

On peut remplacer I’ensemble de sommation EmmG el DAr Emm pour un Levi non
relevant, le terme que I'on somme est nul. En utilisant de nouveau 6.3 (2) cette fois dans
|, on obtient

DY[d] = Or|Geomp(F) T t'rcmsfe'r’t(DG'l [d] — O en mmp(p)).

On a déja dit que, grace a Arthur, on avait 7 = transfert(n’) donc les termes O, (F)
et transfert(©.c (g disparaissent. D’olt

1,comp
DC[d] = trans fert(D¢1[d]),

ce qu’il fallait démontrer. [
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