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Résumé — Les effets de site, qu’ils soient d’origine topographique ou lithologique, influencent la pro-
pagation des ondes sismiques et peuvent provoquer une amplification ou atténuation du mouvement sis-
mique, ainsi que la modification de son spectre. Ce travail concerne le développement d’une stratégie de
calcul numérique pour la prise en compte des effets de sites dans les calculs d’Interaction Sol-Structure.
Il repose sur une nouvelle stratégie de couplage des éléments finis aux éléments de frontiere accélérés
par la méthode multipole rapide.

Mots clés — Interaction Sol-Structure, effets de site, méthode multipdle rapide, méthode des éléments
de frontiere accélérée.

1 Contexte et objectifs

L’analyse du risque sismique est un des enjeux de siireté des structures de génie civil. Il est important
de proposer une stratégie de calcul pour combiner les effets d’interaction sol-structure (ISS) avec les
effets de site. Les effets de site (figure 1) sont dus principalement a la géométrie du site (topographie),
aux hétérogénéités des couches de sol (lithologie) ou aux non-linéarités dans celles-ci [5].

L’ objectif de ce travail est de développer une approche numérique permettant d’effectuer des calculs
ISS avec prise en compte des effets lithologiques et topographiques du site. Il existe différentes méthodes
numériques pour simuler la propagation des ondes, chacune avec des avantages et des inconvénients. Un
couplage entre la méthode des éléments finis (FEM), utilisée pour modéliser la structure et éventuel-
lement son environnement proche (cette région pouvant alors comporter des détails géométriques fins
ou présenter des comportements non-linéaires), et la méthode multipdle rapide appliquée aux éléments
de frontiere (FM-BEM), modélisant la propagation dans le sol, trait¢ comme un milieu non borné a
comportement élastique linéaire, est proposé.
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FIGURE 1 — Illustration d’un bassin ou les effets de site ont une influence sur I’interaction sol-structure.
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FIGURE 2 — Schématisation d’une méthode de sous-structuration.

2 Modélisation de I’Interaction Sol-Structure

L’Interaction Sol-Structure consiste a étudier le comportement du sol et le comportement de la struc-
ture sous chargement sismique (représenté par un champ de déplacement incident u; donné dans le sol,
créé par une source €loignée) . Il s’agit d’évaluer I’action du mouvement du sol sur la réponse de la
structure et ’action du mouvement de la structure sur 1’onde sismique incidente. L’évaluation de cette
interaction n’est ni triviale, ni facile a évaluer analytiquement, car elle implique le couplage de plusieurs
phénomenes. Elle requiert, dans la plupart des cas, le passage par une résolution numérique du probléme.
Les modeles a prendre en compte pour étre proche de la réalité peuvent étre lourds et cofiteux en terme
de calcul. En effet, il faut considérer un probléme multi-échelles : la structure dont la taille est de 1’ordre
de la dizaine de metres et le sol dont la longueur caractéristique de variation des hétérogénéités peut étre
de I’ordre de quelques kilometres.

Les problemes d’ISS peuvent étre traités soit de maniere monolithique [12] soit par sous-structuration
[3, 9]. Dans ce travail, nous utilisons la méthode de sous-structuration, qui consiste a découper le domaine
global en plusieurs sous-régions (et s’apparente donc a une méthode de décomposition de domaine). Dans
le cas de I’ISS, les sous-domaines sont en général (a) un domaine borné €, contenant le(s) batiment(s)
et pouvant aussi contenir une portion du sol (environnement proche) et (b) un domaine Q; semi-infini
(sol modélisé comme un milieu élastique linéaire). Il est alors naturel d’associer les éléments finis pour
modéliser le domaine €2, et les équations intégrales de frontiere pour le domaine non borné €, ces deux
domaines étant raccordés sur une interface I' (Fig. 2). Au sein d’EDF, le code Miss3D de résolution
de problemes de propagation d’ondes par la méthode des éléments de frontiere issu de la these de D.
Clouteau [3] (reposant sur les solutions fondamentales du demi-espace stratifié, et évitant ainsi toute
discrétisation de surface libre ou d’interfaces horizontales) est utilisé de facon opérationnelle en couplage
avec Code_Aster [13]. Dans ce travail, nous proposons d’associer Code_Aster avec une formulation
intégrale élastodynamique accélérée par multipoles rapides, afin de dépasser les limitations bien connues
(en taille de probleme et en temps de calcul) affectant les solveurs intégraux non accélérés, tels que
Miss3D, induites par le caractere a priori dense des opérateurs intégraux.

La modélisation par éléments finis de €, s’appuie sur la formulation faible (ici écrite dans le domaine
de Fourier) :

/Q o) s (w)dV @ [ ppupwdV = F(w) + (b, (w) wir, e € W 1)

ol uy, le vecteur de déplacement de Q,, W est I’espace des déplacements virtuels admissibles sur Qy,
o(uyp) est la contrainte associée a u;, par le modele de comportement choisi dans €y, et ¢, représente
le vecteur contrainte relatif a Q, sur I" ( 5, (up) = o5 (up).nyp). La forme linéaire F regroupe 1’ensemble
des excitations appliquées a Q; hors de I’interface I

Le champ u, dans Q; vérifie I’équation homogene de propagation élastodynamique div (o7s(uy)) +
ps®*u; = 0 (le comportement u; — o (uy) étant supposé élastique linéaire), ainsi que la condition de
surface libre t,, (us) = 0 sur I'p. En notant u, le déplacement dans le sol, la compatibilité des solutions
dans les domaines Qg et ;, se traduit par

Up = Us, tn,(up)+tn,(us) =0 sur I



Pour résoudre le probléme, on décompose le déplacement dans €, comme uy = u; + U, + U, OU :
(i) u; est un champ incident donné, c’est-a-dire une solution de 1’équation div (os(u;)) + ps@’u; =
0 dans le demi espace infini homogene €y (donc en 1’absence de structure ou de perturbation
lithologique ou topographique), vérifiant ¢,, (u;) = 0 sur I'y.

(ii) Le champ w, vérifie div (os(u,)) + ps@’u, = 0 dans Q,, u; +u, = 0 sur T et t,, (u,) =0 sur [y;
il représente la diffraction du champ incident w; due aux perturbations lithologiques et topogra-
phiques.

(iii) Le champ wu, est le déplacement rayonné dans Q; engendré par le mouvement de €, transmis via
I'interface I' : la condition u; +u, = 0 sur I" implique que les traces de u; et u. sur I" sont égales.

Développons le terme (t,,, (up), w)r en prenant en compte la décomposition de u; :

(tn, (up), w)r = —(tn, (us), w)r = —(tn,(w; +u,),w)r — (tn,(u:), w)r. )

On pose f; := —tn, (u;+u,) : f; est la force sismique sur I" résultant du champ incident. Elle dépend
linéairement de w; (et est donc nulle si u; = 0). Introduisons d’autre part le probleme auxiliaire définissant
le champ u; = u,[v] dans Qg engendré par un déplacement v imposé sur I’interface :

div (o (us)) + ps@’us = 0 (dans ), tn (u;) =0 (surlp), wuz=v (surD). 3)

Avec cette définition, on a en particulier u, = —u,[u;]. On définit alors I’opérateur linéaire d’impédance
2, donnant les efforts sur I induits par le déplacement v imposé au sol sur I' (c.a.d. opérant la conden-
sation du sol sur I’interface I'), par la relation

tn, (us[v])) = Z(0)v sur . 4)
Avec ces définitions, et puisque up = u. sur I, (2) devient
(tn, (up), w)r = (fs, w)r — (Z(@)up, w)r. o)
L’équation (1) peut s’écrire, apres incorporation de (5), sous la forme condensée
K (wp, w) + 0 M (up, w) + Z(w) (wp, w) = F(w) + (£, w)r. ©6)

On choisit alors un espace d’approximation de la forme W), = Vect ((®;)1<i<n, (¥;)1<j<m ), les ®;
s’annulant sur I". Pour évaluer la contribution de (¢, (us),w)r a la formulation faible (1), on écrit que
up = Zj ui\Ilj sur I" et choisit w = ¥y (1 < k < m), ce qui donne

(Z(@)up,w)r = Y ul (tn, (), T )r = Y ul (28, T )r =Y u]Z;. (7
J J J

L’évaluation de la projection de I’ opérateur d’impédance Z sur le sous-espace Vect ( (®i)1<i<n ) demande
donc la résolution des m problémes (3) correspondant a v = ¥; (1 <i <m). Le calcul de la force sismique
fs demande la résolution de (3) avec v = —u;.

La résolution numérique de la formulation faible (6) par éléments finis requiert le calcul de 1’opéra-
teur d’impédance Z projeté sur W, c’est-a-dire les coefficients Z; définis par (7), ce qui nécessite la
résolution numérique des problemes (3) dans ;. Nous choisissons pour ces derniers d’utiliser la mé-
thode des éléments de frontiere (boundary element method, ou BEM) accélérée par la méthode multipdle
rapide, bien adaptée a la prise en compte de milieux infinis et applicable aux cas ou la discrétisation de
Q,, par éléments finis crée un nombre élevé de DDLs sur I'; 1a réside 1’apport principal de ce travail.

3 Meéthode des éléments de frontiere accélérée

La BEM s’appuie sur la discrétisation et la résolution d’une équation intégrale, qui relie les traces
(déplacement u et efforts surfaciques t) sur la frontiere dQ d’un domaine Q d’un champ satisfaisant
dans Q (supposé a propriétés linéaires et homogenes) 1’équation de propagation [1]. Dans le cas de
I’élastodynamique 3D, I’équation intégrale s’écrit :

Cik(w)ui<x) - Agti(y)Uik(wvyakpak‘Y)dSy+ (PV) /E;Q ui(y)Tik<xay7kp7ks)dSy = 0 (8)

ou (PV) indique une intégrale singuliere évaluée en valeur principale de Cauchy et ¢z = %Sik si la fron-
tiere 0Q est suffisamment réguliere au voisinage de . La BEM nécessite la connaissance des solutions



fondamentales Uik(:r, y) et Tik(a:, y) (composante i du déplacement ou du vecteur contrainte en y € R3,
respectivement, engendré dans un milieu infini élastique linéaire et homogene par une force ponctuelle
unitaire appliquée en = € R? selon la direction k).

La BEM est bien adaptée a la modélisation de milieux infinis, sa formulation prenant intrinséque-
ment en compte la condition de rayonnement. Elle est en revanche potentiellement cofiteuse en temps
de calcul et en mémoire car la matrice du systéme est pleine, contrairement aux méthodes d’éléments
finis dont la matrice est creuse. Ainsi, I’assemblage de la matrice du systeme linéaire a une complexité
de I’ordre de O(N?), N étant le nombre d’inconnues du systéme. Ces limitations correspondent a 1’ap-
proche traditionnelle de mise en oeuvre et ne sont pas absolues, des travaux plus récents ayant développé
des méthodes d’accélération de la BEM, telles que la méthode des matrices hiérarchiques (utilisée par
exemple dans [4]) ou la méthode multipdle rapide (fast multipole method, ou FMM).

La FMM a été introduite par Greengard et Rokhlin [7]. Elle repose sur une reformulation des solu-
tions fondamentales U¥(x,y) et T*(z,y) comme somme (infinie en théorie, tronquée en pratique) de
produits de fonctions de x et de y. Cette séparation des variables permet des économies de calcul, des
intégrales par rapport a y étant calculées une fois pour toute et réutilisées en parcourant les points de col-
location . La version optimale (multi-niveaux) de la FMM permet de passer d’une complexité d’ordre
O(N?) a une complexité de 1’ordre de O(Nlog(N)) pour chaque itération du solveur itératif [2]. Dans ce
travail, nous utilisons le code de calcul FM-BEM Coffee, développé par S. Chaillat [2], pour résoudre
des problemes visco-élastodynamique 3D par éléments de frontiere.

La figure 3 illustre I’accélération qu’on peut attendre de la FM-BEM. On a effectué différentes ré-
solutions de problémes de propagation d’onde dans un milieu élastique semi-infini en faisant varier le
nombre de degrés de liberté du systeme. On compare le temps CPU nécessaire a 1’effectuation d’une
itération du solveur GMRES. Le temps CPU requis par la BEM devient assez rapidement inacceptable
(de méme que la mémoire nécessaire au stockage des opérateurs denses, non représentée), tandis que la
FM-BEM permet aisément de traiter des modeles de taille beaucoup plus importante.

4 Couplage FEM — FM-BEM

La FM-BEM est obligatoirement utilisée en conjonction avec un solveur itératif. Dans ce contexte,
I’opérateur d’impédance Z ne peut étre assemblé compleétement, sa discrétisation conduisant a priori
a une matrice dense de taille Nr x N (Nr désignant le nombre de degrés de liberté éléments finis
portés par l'interface de couplage I') et exigeant Nr résolutions itératives completes de problemes du
type (3). On choisit alors de discrétiser (6) au moyen d’une base réduite : I’espace d’approximation
‘7/1/;, = Vect( ((I)i)lgign, (‘I’j)lgjgm ) est tel que :

— Les (®;)1<i<, sont des modes dynamiques de €, avec interface I" bloquée,
— Les (¥;)1<j<m sont des extensions a ©, de modes de I'interface I',

100 — —

50— -

CPU time per iteration

0 T 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L
0 25000 50000 75000 1e+05 1,25e+05 1,5e+05
number of degrees of freedom

FIGURE 3 — Temps CPU par itération en fonction du nombre de DDLs entre la FM-BEM et la BEM.



(a) mode de tamis (b) mode de pompage (c) mode de balancement (d) mode de torsion

FIGURE 4 — Modes de corps rigide d’une fondation.

et on suppose m < Nr. Les déplacements inconnu et test sont alors respectivement supposés de la forme
u, =Y, qi%i+Y;pj®jetw=Y,q%;+Y; p;ﬁI)j. Les opérateurs K, M et Z de (6) doivent étre évalués
dans la base réduite. L’évaluation de Z repose alors sur :

— Résolution des m probleémes (3) avec v = ¥; par Coffee;

— Calcul des coefficients de I'impédance projetée : Zy = (¢(¥;).Py)r, 1 < ik <m.
Cette approche permet de diminuer considérablement le cotit de calcul, I’évaluation de 1’opérateur d’im-
pédance ne demandant que m résolutions de problemes (3) par Coffee, au lieu des Nt > m problémes
que I'utilisation de I’espace d’approximation éléments finis complet aurait nécessité.

5 Validation

Pour valider le calcul des coefficients d’impédance, qui jouent un rdle essentiel dans la stratégie de
calcul proposée et dont la mise en oeuvre est en cours, les résultats numériques obtenus pour ces quantités
sont comparés a deux solutions de référence : I'une tirée d’un manuel de fonctions d’impédance [11],
I’autre du dossier de validation de Miss3D.

Les comparaisons présentées ci-apres portent sur des impédances projetées sur les modes d’interface
correspondant aux mouvements de corps rigide d’une fondation circulaire (de rayon R = 0.5m) reposant
sur un demi-espace élastique homogene (figure 4) :

— mode de tamis : translation selon les axes horizontaux ey, ey ;

— mode de pompage : translation selon I’axe vertical e; ;

— mode de balancement : rotation autour des axes horizontaux ey, e,.
— mode de torsion : rotation autour de I’axe vertical e,.

I est nécessaire de mailler (une portion tronquée de) la surface libre, choisie ici comme un disque
concentrique de rayon 4R, Coffee reposant sur les solutions fondamentales de I’espace infini. Les pro-
priétés mécaniques du sol sont prises unitaires : g = 1,p = 1,v = 0.33. Le modele numérique contient
11985 ddls. Les impédances présentées sont normalisées par la raideur statique relative a chaque mode
d’interface. Les impédances étant complexes, on présente séparément la partie réelle, la partie imagi-
naire, le module et la phase. Sur les figures 5 a 8, les impédances sont tracées en fonction de la fréquence
adimensionnelle ag := COR\/WL



Mode de tamis : Les résultats obtenus avec Coffee s’approchent des deux références. Cependant, on
observe des oscillations de la partie réelle, autour de la solution de référence, de la solution obtenue avec
Coffee. Ces oscillations sont moins apparentes dans la partie imaginaire, le module et la phase a cause
du facteur d’échelle.
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FIGURE 5 — Mode de tamis.

Mode de pompage : De méme que pour le mode de tamis, le mode de pompage montre des oscillations
pour la partie réelle obtenue avec Coffee, tout en s’approchant en général des solutions de référence. Les
solutions du manuel d’impédance de Sieffert et de ceux de Miss3D, bien qu’ayant la méme allure, ne
sont pas superposées. Les résultats obtenus par Coffee se situent entre les deux.
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FIGURE 6 — Mode de pompage.



Mode de balancement :

Pour le mode de balancement, les écarts entre I’'impédance calculée par Cof-

fee et les deux autres références deviennent notables, les courbes présentantant toutefois des allures
similaires. La non-superposition des résultats, méme entre les deux références, est due a la sensibilité
des méthodes utilisées aux parametres du modele tel que la finesse du maillage.
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FIGURE 7 — Mode de balancement.

Mode de torsion :

Pour le mode de torsion, les oscillations disparaissent. On peut déduire que celles-ci

dépendent du mode traité, et que certains modes s’y apprétent plus que d’autres. Les courbes calculées

par Coffee reproduisent bien les courbes de référence.
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FIGURE 8 — Mode de torsion.



Discussion. Ces tests numériques montrent que les coefficients de I’opérateur d’impédance calculés
par Coffee sont proches des solutions de référence (pour les modes d’interface de corps rigide, pour
lesquels des références de comparaison sont disponibles). Nous avons pu déterminer que les oscillations
observées des fonctions ® — Z;;(®) calculées par Coffee sont dues a I’approximation de la surface libre
infinie par une surface tronquée, car (i) elles disparaissent sur des cas-tests similaires effectuées sur des
domaines bornés dont la fronti¢re est alors entierement maillée, et (ii) elles varient avec des modifications
du rayon de troncature de la surface libre.

6 Conclusions

Les calculs réalisés avec Coffee ont permis de tester les possibilités offertes par la FM-BEM : la
méthode est peu couteuse en terme de temps de calcul et mémoire, contrairement a la méthode BEM
classique.

On a développé ici une stratégie de calcul d’impédance de sol projetée sur base réduite, en passant
par une résolution accélérée de la BEM par méthode mulitpole rapide. Cette impédance est un constituant
essentiel de la méthode couplée FEM — FM-BEM, dont la mise au point et la validation sont en cours.

La suite du travail concernera la validation des efforts sismiques relatifs a 1’application d’un champ
incident, puis I’application de la méthode couplée FEM — FM-BEM a un cas réel (modele du bassin de
Grenoble).
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