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Nature et fondement des différentielles leibniziennes

Dans la présentation scolaire a l'usage des classes terminales, les
différentielles sont introduites dans le cadre de la théorie des fonctions et dans
le sillage de la notion de dérivée. Bel exemple d'inversion de l'ordre pédago-
gique par rapport & l'ordre historique. Le bien-fondé de cette inversion est
cependant hors de doute dans la mesure ot la théorie des fonctions fournit au
calcul différentiel une assise solide et cohérente. Or au moment ou Leibniz
introduit son nouveau calcul, la théorie et 1'idée méme de fonction ne sont pas
encore constituées, en outre la présentation qu'il en donne n'est nullement liée
4 une quelconque prémonition de l'idée de fonction au sens ou nous
I'entendons. La question est donc la suivante : la conception proprement leib-
nizienne des différentielles est-telle capable d'apporter 4 son nouveau calcul un
fondement satisfaisant ? '

La nature des différentielles

La difficulté semble d'abord tenir & l'introduction d'étres mathématiques
d'un type spécial, pouvant apparaitre tantdt sous forme de rapport, tantdt de
maniére isolée !, tantdt comme de vraies grandeurs, tantdt comme égales a
zéro. Cette difficulté, qui ne tient pas seulement & leur petitesse, est bien
résumée par Lazare Camot dés les premiéres pages de ses Réflexions sur la
Métaphysique du calcul infinitésimal : « on n'a jamais pu se former qu'une
idée imparfaite de ces éléments, espéces d'étres singuliers, qui tantSt jouent le
rdle de véritables quantités, tantdt doivent étre traités comme absolument nuls,
et semblent par leurs propriétés équivoques, tenir le milieu entre la grandeur
et le zéro, entre l'existence et le néant » 2.

Une autre nouveauté du calcul différentiel réside dans les différentielles
d'ordre supérieur 2 un, nouvelle source de difficultés et d'incompréhensions.
Car si on pouvait se faire une idée des différentielles d'ordre un par référence
aux infiniment petits traditionnels, utilisés par exemple dans le calcul des
tangentes, il n'en va pas de méme des différentielles d'ordre supérieur ne
correspondant 4 aucune réalité géométrique immédiate 3.

Ces remarques posent deux problémes que la démarche leibnizienne
permet de dissocier : celui de la nature des différentielles et celui de la rigueur
des démonstrations.

La désinvolture de Leibniz

! En particulier dans les équations différentielles.

2 Réflexions sur la Métaphysique du calcul infinitésimal, réédition Blanchard, 1970, p. 3.

3 Clest précisément le calcul différentiel qui permettra d'élaborer les notions de courbure et
de rayon de courbure,



Ce qui surprend dans les articles publiés par Leibniz a partir de 1682 dans
les Acta Eruditorum, et en particulier dans la Nova Methodus pro Maximis et
Minimis de 1684 4, c'est sa désinvolture a l'égard de ce qu'il nomme la
rigueur métaphysique. Que signifie ici ce terme dont I'usage se prolonge au
XVIIIe siécle 5 ?

On peut l'interpréter en disant que les mathématiques ont un objet. En
particulier toute courbe géométrique posséde une nature, et n'est pas une
construction abstraite, encore moins la représentation d'une relation
algébrique 6. Or le r6le d'une équation est de représenter, pour employer le
vocabulaire leibnizien d'exprimer, cette nature 7. La désinvolture leibnizienne
doit donc tout d'abord é&tre située historiquement et nous devons nous garder
de projeter sur les mathématiques du XVII€ siécle notre propre conception de
la rigueur.

Une autre remarque historique s'impose : le calcul différentiel leibnizien
n'a pas di son succés a la force de conviction de ses principes, qui demeurent
pour beaucoup énigmatiques mais & la force de conviction de ses
« applications », bien que ce mot soit incorrect 3. Ce fait historique est
conforme i l'idée que Leibniz se fait lui-méme de son calcul, congu non
comme une théorie relevant des mathématiques pures mais comme un
instrument destiné i sonder les arcanes de la nature. Dés lors enseigner son
maniement est aussi important qu'en assurer le fondement théorique. Or sa
découverte répond A un impératif de rapidité. Il comprend qu'en ce domaine
son siécle est celui des commencements et qu'il faut aller de l'avant, sans
s'embarrasser de trop de scrupules. Néanmoins ce projet ne condamne nulle-
ment son calcul 2 reposer sur un fondement approximatif.

1l est vrai que les objets qu'il met en @uvre imposent de prendre quelque
distance par rapport  la métaphysique, en apparaissant comme des &tres de
raison, étres proprement mathématiques, idéaux voire fictifs, sans correspon-
dants directs dans I'ordre de 1'étre. Mais il s'agit moins d'une nouveauté radi-
cale que du prolongement d'un mouvement déji amorcé par l'emploi des
racines négatives et « imaginaires ».

En outre dans le cadre de la philosophie leibnizienne, cet écart initial est
suivi d'un refour A la métaphysique, ne serait-ce que parce que les différen-

4 Nova Methodus pro Maximis et Minimis, itemque Tangentibus, quae nec fractas nec
irrationales guantitates moratur et singulare pro illis calculi genus, paru en Octobre 1684 (cf..
C.1. Gerhardt, Leibnizens mathematische Schriften, Haile, 1850-1863, cit¢ M.S., réédition
Olms, 1962, V p. 220).

5 Comme en témoigne le traité de Lazare Carnot.

6 De ce point de vue ce serait une erreur de considérer que la géométrie analytique de
Descartes ait constitué un tournant immeédiat et définitif.

711 en va de méme des nombres.

8 Les courbes que le calcul différentiel permet de découvrir (la trajectoire isochrone, la
brachystochrone, trajectoire selon laquelle un mobile descend d'une hauteur h dans le temps le
plus bref sous I'effet de la pesanteur, et surtout la plus prestigieuse, la Chainette) ne sont pas
des applications des mathématiques a la physique, mais relévent d'un domaine propre, celui des
« Mathématiques Mixtes ».



tielles vont trouver leur analogon dans d'autres domaines de la connaissance,
en particulier dans la théorie des « petites perceptions » exposée dans la
préface des Nouveaux Essais sur I'Entendement humain °. Ce double mouve-
ment 4 l'égard de la métaphysique se fait conformément & une maxime souvent
alléguée par Leibniz : il faut faire un saut dans l'inconnu pour trouver du
nouveau. Voild pourquoi Leibniz pourra déclarer que les régles de la véritable
métaphysique sont d'un usage plus étendu qu'on ne pense, au point d'étre
capables de justifier des procédures de démonstration mathématique. Ainsi le
principe de continuité (« la nature ne fait pas de sauts ») s'appliquera tant en
mathématiques qu'en physique et en métaphysique. Mais il apparait bien vite
que la « véritable métaphysique » ne sera plus seulement une métaphysique de
I'étre, mais une métaphysique de la relation 10.

La diversité des fondements possibles

Le deuxidme trait le plus surprenant & nos yeux est que dans les articles
publiés, Leibniz non seulement n'aborde pas « de front » la question du fon-
dement de son calcul, mais en suggére ici et 1a des justifications diverses et
disparates. Donnons-en quelques exemples.

A en croire un Mémoire de Leibniz touchant son sentiment sur le calcul
différentiel 11, celui-ci ne serait qu'un abrégé, un raccourci d'écriture des
méthodes anciennes, en particulier de la méthode d'exhaustion d'Archimede :
« on ne différe du style d'Archiméde que dans les expressions qui sont plus di-
rectes dans notre méthode et plus conformes & l'art d'inventer » 12. On
pourrait penser i tort que toute démonstration effectuée par le nouvean calcul
pourrait &tre refaite 3 nouveaux frais par la méthode d'Archimede 13. Or
Leibniz est le premier 4 souligner que dans les nouveaux problémes la
« méthode directe » est en réalité la seule praticable, et que la méthode an-
cienne fondée sur des démonstrations par l'absurde conduirait & des calculs
beaucoup trop complexes, au bout du compte irréalisables 4. Or quelle est la
valeur théorique d'un calcul ou d'une démonstration irréalisables ? A supposer
que la référence aux méthodes anciennes ne soit pas de pure élégance, elle
signifie que Leibniz ne voit aucun inconvénient a faire confiance & une
« démontrabilité virtuelle ».

Une telle justification a le mérite de mettre en évidence le caractére indis-

9 Qui n'est pas seulement une théorie psychologique mais métaphysique.

10 Ce point a été mis en évidence par Christiane Frémont (L'Etre er la relation, Paris,
1981).

11 Pary dans le Journal de Trévoux en 1701 (M.S. V p. 350).

12 Cette idée est de nouveau alléguée dans la Réponse @ Niewentijt que nous étudierons
plus loin, pour justifier une nouvelle définition de I'égalité : « Le procédé d'Archimede permet
toujours de le confirmer au moyen d'un raisonnement par l'absurde. »

13 Certains mathématiciens se sont consacrés 4 de telles justifications, par exemple La
Hire, a 'intérieur d'une sorte de « querelle des anciens et des modernes ».

14 Elle exigerait notamment dans le calcul des tangentes des extractions de racines,
difficulté & laquelle fait référence le titre de la Nova Methodus, cf.. supra note 4.
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pensable des abrégés, des raccourcis d'écriture, en mathématiques et plus géné-
ralement dans toute pensée abstraite. On ne peut pas penser et inventer sans
aller vite, et par conséquent sans user de raccourcis. D'ou l'importance
nouvelle accordée aux caractéres : tout caractére est un abrégé dans la mesure
ou il représente toujours plusieurs choses 2 la fois, & savoir des termes et leur
relation 15, C'est pourquoi Leibniz situe la supériorité de sa méthode, en
particulier sur la méthode des fluxions de Newton, dans la supériorité de sa
notation, plus exactement de sa caractéristique, dx. Celle-ci est tout 4 fait
nouvelle parce qu'elle comporte une « articulation » au sens linguistique du
terme, dx indiquant non seulement un terme, mais aussi et surtout la relation
opératoire entre d et x 16.

C'est néanmoins une autre « justification » qui a suscité le plus d'incom-
préhensions : I'analogie entre les différentielles et ce que Leibniz nomme les
incomparables. Pour comprendre pourquoi on peut négliger certains termes
dans les formules 17, Leibniz nous dit qu'on peut procéder comme s'il ne
s'agissait que d'incomparables, par exemple un grain de poussiere par rapport
au diamétre de la terre, ou ce diamétre par rapport a celui de la sphére des
fixes 18,

Ces déclarations suggérent faussement que le nouveau calcul se fonde sur
des procédures d'approximation apparentées a celles de la physique ou de
I'astronomie et ne font que brouiller davantage les pistes. Il n'est donc pas
surprenant que certains commentateurs aient jugé qu'effrayé par sa propre
audace, Leibniz esquissait une sorte de « pas en arriére » et renoncait aux
infiniment petits pris & la rigueur. En réalité, il faut comprendre que Leibniz
ne cherche pas ici 4 fonder son calcul, mais 3 en faciliter 'usage ; son analogie
est de nature pédagogique. Nous en trouvons la preuve dans une lettre a
Varignon : « j'ai cru que pour rendre sensible le raisonnement, il suffisait
d'expliquer l'infini par l'incomparable » 1. En effet la logique de son calcul
ne doit rien & celle de I'approximation, dans la mesure ol une différentielle ne
constitue pas une partie d'une grandeur, pas plus qu'un point n'est une partie
d'une ligne.

Si la notion d'analogie peut servir  justifier le calcul, c'est prise dans son
sens technique d'égalité de rapports, telle qu'elle apparait dans une des deux

15 Ceci est particuliérement évident dans l'utilisation par Leibniz de « signes ambigus »,
par exemple +, et dans la justification qu'il en donne (cf. De la méthode de l'universalité,
publiée par L. Couturat, Opuscules et fragments inédits, Paris, 1903, réédition Olms, 1988,
p. 99-105)

16 En outre Ia méthode directe s'oppose aux méthodes anciennes dans la mesure ou,
comme nous le verrons, elle repose sur un infini actuel et non sur un passage a la limite.

17 Par exemple pour établir la formule d(xy) = xdy + ydx.

18 « ...quand il y a plusieurs degrés d'infini ou d'infiniment petits, c'est comme le globe
de 1a terre est estimé un point a I'égard de la distance des fixes » (Tenramen de coelestium
causis, M.S. VI, p. 144). La méme analogie est reprise dans un autre article, Observatio quod
rationes sive proportiones non habeant locum circa quantitates nihilo minores, et de vero sensu
Merhodi infinitesimalis, paru en Avril 1712 (M.S. V p. 387).

19 M.S., IV p.91.




découvertes qui ont rendu possible l'invention du calcul différentiel, le
« triangle caractéristique ». Celui-ci résulte bien d'une égalité de rapports
entre un triangle assignable et inassignable et permet de définir une différen-
tielle comme une quatriéme proportionnelle : « Les méthodes en usage... re-
courent 3 un segment DX ou autre du méme type, mais non au segment dy,
quatriéme proportionnelle de DX, XY, dx, ce qui bouleverse tout » 0.

Or la considération de rapports peut servir de justification aux différen-
tielles parce qu'un rapport n'est pas dans la géométrie du temps une simple
fraction, pas plus que I'analogie une simple égalité. Un rapport, défini par
Leibniz comme la plus simple des relarions, ne peut intervenir qu'entre des
termes homogénes, d'autre part il comporte une réalité autonome par rapport
aux termes qui le composent (par exemple on peut connaitre le rapport entre le
nombre de nez et d'yeux dans une ville sans connaitre le nombre de ses
habitants), ainsi qu'une mesure spécifique, le logarithme. Ainsi un rapport est-
il défini comme un invariant, ce qui signifie que ses termes ne sont plus des
termes A proprement parler mais des « places » (en langage moderne des ar-
guments) 2!, Leibniz assume donc une conception archaique de la notion de
rapport qui paradoxalement lui permet de faire un pas vers la notion
d'application au sens moderne.

La considération des rapports de différentielles permet de dépasser une
définition purement quantitative des dx (dans la Nova Methodus Leibniz ne dit
pas que les différentielles sont des accroissements, mais qu'elles peuvent étre
considérées comme proportionnelles & des accroissements d'une variable), ainsi
que leur définition « métaphysique », dans la mesure ot les rapports sont des
relations, des « notions idéales ».

Nous percevons ici l'effort de Leibniz pour séparer la question du fonde-
ment du calcul de celle de la nature de ses objets. Son idée est bien que les
régles du nouveau calcul peuvent &tre non seulement utilisées mais en partie
fondées sans référence i la nature propre des différentielles 2, et ceci pour
une raison évidente : de son aveu méme cette nature demeure « amphibie » et
s'apparente tantdt 3 'étre de raison tantét & la « fiction ». La nature des diffé-
rentielles sera seulement précisée par leur rapprochement avec d'autres notions
idéales du méme type devenues indispensables en mathématiques, notamment
les racines imaginaires 23,

20 Nova Methodus, traduction in M. Parmentier, Naissance du calcul différentiel, Paris,
1989, p. 111.

21 Ceci apparait clairement dans la cinquieme lettre 2 Clarke : « ... il faut dire que ce
rapport... est bien hors des sujets, mais que n'étant ni substance ni accident, cela doit étre une
chose purement idéale dont la considération ne laisse pas d'étre utile... c'est ainsi que pour
expliquer ce que c'est que la place, j'ai voulu définir ce que c'est que la méme place. »
(Oeuvres de Leibniz, éditées par L. Prenant, Paris, 1972, p. 440).

22 Tel est précisément l'intérét des caractéres adéquats permettant de raisonner sur les
signes sans avoir A l'esprit leur signification, c'est-a-dire de pratiquer ce que Leibniz nomme la
« pensée aveugle » ou symboligue. La « démontrabilité virtuelie » du calcul résulte dés lors
du fait que la signification des symboles peut elle-méme demeurer virtuelle.

23 Mais A vrai dire la Nature, mére des diversités éternelles, ou plutdt l'esprit Divin,
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Les objections et les fausses interprétations

Il ne faut pas sous-estimer les difficultés de compréhension rencontrées par
les mathématiciens contemporains, difficultés accusées par le fait que dans la
présentation formelle de son calcul et de ses algorithmes 24, Leibniz se
contente d'énoncer une série de régles, ne prenant méme pas la peine de justi-
fier la formule qu'il a eu cependant un certain mal & établir
d(xy) = xdy + ydx. On s'explique d&s lors que pendant quelques années le
calcul leibnizien ait suscité plus de réticences que d'adhésions.

Un des premiers mathématiciens 4 élever des objections est le hollandais
Bernard Niewentijt 25. La réponse de Leibniz constitue un des textes les plus
féconds quant aux justifications de son calcul 2.

La premidre objection porte sur I'élimination des quantités infiniment
petites dans les mises en équation. Le dilemme dans lequel Niewentijt prétend
enfermer le calcul différentiel est le suivant : ou bien une différentielle est une
véritable grandeur, et dans ce cas elle n'est pas négligeable, ou bien elle est
nulle. Cette objection semble pétrie bon sens et fondée sur une définition
évidente de 'égalité : des grandeurs ne sont égales que si leur différence est
nulle.

Niewentijt définit en effet l'infini comme une quantité infiniment grande m
et une quantité infiniment petite comme la mi®me partie d'une quantité finie, il
en résulte qu'une grandeur qui, multipliée par un nombre infini, n'est pas
égale 2 une quantité assignable est pur néant. En particulier le carré d'une
quantité infiniment petite est nul, car son produit par m ne donne qu'une
quantité infiniment petite, ce qui Ote toute réalité aux différentielles d'ordre
supérieur 4 un et fournit le principe de sa troisiéme objection 27.

Lazare Camot quant 4 lui, considérera que I'opération fondamentale du

sont trop jaloux de leur merveilleuse variété pour permettre qu'un seul et méme modele puisse
dépeindre toutes choses. C'est pourquoi ils ont inventé cet expédient élégant et admirable, ce
miracle de I'Analyse, prodige du monde des idées, objet presque amphibie entre 'Etre et le
Non-étre, que nous appelons racine imaginaire » (Specimen novum Analyseos pro Scientia
infinizi, M.S., V p. 383, traduction in Naissance du calcul différentiel, p. 396).

24 Que constitue la Nova Methodus.

25 Considerationes circa analyseos ad quantitates infinite parvas applicarae principia, et
calculi differentialis usum in resolvendis problematibus geomeiricis, Amsterdam, 1694, et
Considerationes secundae circa calculi differentialis principia, er responsio ad virum
nobilissimum C.G. Leibnitium, Amsterdam, 1696.

26 Responsio ad nonnullas difficultates a Dn. Bernardo Niewentiit circa Methodum
differentialem seu infinitesimalem motas, A.E. Juillet 1695 (M.S. V p. 320, traduction in
Naissance du calcul différentiel, p. 316).

27 Objection partagée par exemple par Huygens qui déclare « ne rien entendre aux ddx ».
La seconde objection prétend démontrer l'incapacité du calcul & traiter les équations
exponentielles.



calcul infinitésimal consiste & exprimer un probléme par approximation, faute
de pouvoir le faire de manidre exacte (par exemple en considérant une courbe
comme un polygone ayant un grand nombre de cdtés), pour ensuite négliger
les termes trés petits. L'ensemble des deux opérations se trouve justifié soit que
parce que l'erreur n'est pas sensible, soit parce que les erreurs commises Se
« compensent ». Selon Carnot, on voir que les erreurs se sont compensées
lorsque les grandeurs trés petites disparaissent du calcul, aprés n'y avoir joué
qu'un rdle d'auxiliaires. Résultant de la substitution de grandeurs a d'autres qui
ne leur sont pas égales, les équations différentielles sont des équations impar-
faites, dont l'exactitude n'est pas démontrée.

Or cette reconstitution de la méthode infinitésimale ne correspond pas a la
conception leibnizienne, ne serait-ce que parce que, comme nous l'avons vu,
Leibniz n'assimile nullement les différentielles a des accroissements de
grandeurs.

Nous pouvons également mentionner la conception de D'Alembert, qui
accentue le caractére purement algorithmique du calcul et avance l'idée que
celui-ci porte ses preuves avec soi. Nous lisons 4 l'article application de
'Encyclopédie : « il suffit de savoir que les principes du calcul sont certains,
]a main calcule en toute sfireté et arrive presque machinalement a un résultat
qui donne le théoréme ou le probléme qu'on cherchait ». Cette conception al-
gorithmique, voire mécaniste, a le mérite de souligner une propriété
remarquable du calcul différentiel, 4 savoir la possibilité d'en faire usage sans
entendre parfaitement la logique de l'infini qui le sous-tend, D'Alembert
poussant au paradoxe une suggestion contenue dans la réponse de Leibniz a
Niewentijt : « la méthode directe consistant 3 négliger les quantités incompa-
rablement plus petites... porte en elle-méme sa propre justification » 28.

Caractéres des différentielles leibniziennes

I1 importe a présent de montrer en quoi les caractéres propres au calcul
différentiel leibnizien permettent de répondre & ces objections et de corriger
ces interprétations. _

Pour répondre 3 la premiére objection de Niewentijt Leibniz renverse le
probléme : plutdt que de chercher ce que doivent étre les différentielles pour
justifier les équations qui les font intervenir, il pose une nouvelle définition de
I'égalité : « Je juge dailleurs que des termes sont égaux non sculement
lorsque leur différence est absolument nulle, mais aussi lorsqu'elle est incom-
parablement petite. 2° » 1l précise ensuite ce qu'il entend par comparables :
des grandeurs sont comparables lorsqu'elles sont homogénes (c'est-a-dire en
substance archimédienncs).

Cette nouvelle définition est dans la ligne d'antres tentatives de redéfini-
tions de notions en apparence évidentes et fait apparaitre que 1'égalité n'est pas

28 Naissance du caleul différentiel, p. 327
29 Loc. cit., p. 326.




une relation primitive mais dérivée d'autres relations non quantitatives (par
exemple la congruence). 1l s'agit bien d'un renversement car la nouvelle
égalité permet de définir l'infiniment petit : « C'est précisément dans ce cas
qu'on dit qu'une différence est plus petite que toute grandeur donnée. »

La suite de la réponse montre que le calcul différentiel fait intervenir une
infinité d'infinis, que I'infini n'est donc ni une grandeur ni un nombre, ce qui
ouvre la possibilité des différentiations successives. Cette possibilit¢ montre
que P'élimination des différentielles n'est pas due a leur narure mais a leur re-
lation avec les autres termes d'une équation.

Une telle définition de l'infiniment petit écarte toute confusion entre
infiniment petit et trés petit 3 et montre que la méthode différentielle ne doit
rien 2 la logique du passage a la limite : il ne s'agit pas rendre une erreur tres
petite pour déclarer que deux grandeurs sont égales, mais de poser que deux
grandeurs sont bel et bien égales d&s que leur différence est (par définition)
infiniment petite. Leibniz précise en effet qu'une erreur moindre que toute er-
reur donnée est nulle : « lorsque nous appelons une erreur infiniment petite,
nous voulons dire moindre que toute erreur donnée et partant nulle en
réalité. » 3t. Ces définitions se fondent sur la conception leibnizienne de
I'infini actuel et sur les travaux de Leibniz sur les séries infinies, lesquelles ne
sont pas approximativement mais rigoureusement égales 4 leur somme finie.

Le pendant géométrique de cette définition de 1'égalité est fourni par ce
que Leibniz nomme principe général pour la mesure des courbes : considérer
qu'une figure curviligne équivaut A un polygone d'une infinité de cotés, ou
polygone infinitangulaire 32. La « relation d'équivalence » montre que ce
principe n'est pas de nature métrique : le polygone infinitangulaire ne
constitue pas une approximation de la courbe, mais équivaut la courbe,
conformément au principe de continuité en vertu duquel toute ligne droite
n'est qu'une ligne courbe particuliere 3.

Mais la caractéristique principale des différentielles leibniziennes réside,
comme 1'a mis en évidence H.J. M. Bos 34, dans leur indétermination. Cette in-

30 ] a distinction est bien formulée par Lazare Carnot : « les dx et dy sont des quantités
infiniment petites non parce qu'on les regarde comme trés petites, mais parce gu'on les
considire comme pouvant devenir encore plus petites... il s'ensuit que toute quantité infiniment
petite peut se négliger dans le cours du calcul, vis-a-vis de ces mémes quantités dont on cherche
la relation. » (Op. cit., p. 4).

31 Observatio quod rationes...M.S. V p. 389.

32 Ce principe est énoncé dans le De dimensionibus Figurarum inveniendis paru en Mai
1684 (M.S. V p. 93) puis dans la Nova methodius.

33 En vertu du principe de continuité, reposant en mathématique comme en physique, sur
un infini actuel, la limite est toujours interne, intrinséque 4 la série : « dans les continus on
peut considérer une limite externe comme une limite interne. » (Epistola ad V. Cl. Christianum
Wolfium, Professorem Matheseos Halensem, circa Scientiam infiniti, A.E. Supplementa 1713,
M.S. V p. 382).

34 H.J.M. Bos, « Differentials, Higher Order Differentials and the Derivative in the
Leibnizian calcul », Archive for history of exact sciences, 1974.
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détermination doit s'entendre en plusieurs sens.

En premier licu les différenticlles sont quantitativement indéterminées au
sens ol elles ne désignent aucune grandeur assignable.

Elles sont indéterminées dans leur définition : dans la Nova Merhodus
Leibniz n'identifie dx a l'accroissement de x mais considére les accroissements
des variables comme une interprétation possible des différentielles 35,

Enfin et surtout elles sont indéterminées au sens o dans une équation dif-
férentielle elles ne sont pas rapportées a4 une variable de référence. Cette indé-
termination marque l'indépendance de la logique des différentielles & I'égard
de l'idée de fonction 36. Ceci explique que dans la Nova Merhodus les regles de
calcul soient livrées sans hypothése sur le mode de progression des variables :
dans la mesure ot abscisse, ordonnée, abscisse curviligne, constituent au méme
titre et de plein droit des réalités géométriques, un polygone infinitangulaire
peut étre segmenté d'au moins trois fagons : en supposant égaux ses cotes, ses
projections sur l'axe des x ou ses projections sur I'axe des y. Cette indétermi-
nation offre donc la possibilité d'un choix des variables différentiables. Or
cette possibilité offre 4 Leibniz la solution d'une des versions du redoutable
probléme de l'inversion des tangentes : trouver la tangente unique a une infi-
nité de courbes données 37 au moyen d'une permutation des roles entre
variables et constantes. La solution, constituée par I'enveloppe d'une famille de
courbes, résulte d'une analyse des différents types de constantes intervenant
dans une équation et met en évidence la possibilité de différentier selon
certaines d'entre elles. En d'autres termes Leibniz invente ici la notion de
différentiabilité (se traduisant par la formule « différentier selon... ») et
dégage une opération autonome indépendante des objets auxquels elle devra

35 Philosophiquement parlant, 1a notion d'intérmination est d'autant plus essentielle que 1a
notion de détermination est directement liée au principe de raison : plus un étre est déterming,
plus grande est sa raison d'étre ¢ « Il y a toujours dans les choses un principe de détermination
qui doit se tirer d'un maximum et d'un minimum, de maniére, pour ainsi dire, que le plus grand
effet soit fourni par la moindre dépense... », De l'origine radicale des choses, traduction Lucy
Prenant, in Qeuvres de Leibniz, p. 340). Or le calcul différentiel révele dans l'indétermination
de l'infiniment petit une condition de la détermination.

36 Que la logique du calcul différentiel ne doive rien  1a notion de fonction ne signifie pas
que cette idée soit étrangeére A Leibniz, ni que ses travaux n'aient pas contribuc a sa
constitution ; d'une part Leibniz emploie le mot fonction, mais dans un sens purement
géométrique, par exemple dans la Nova calculus differentialis applicatio : « J'appelle fonction
un segment de droite déterminable exclusivement a partir de droites menées entre un point fixe
et un point donné de la courbe, par exemple : abscisse, ordonnée, tangente, sous-tangente,
normale etc... (traduction in Naissance du calcul différentiel, p. 280). D'autre part un
appendice 2 1a réponse 4 Niewentijt dégage la construction de la dérivée en considérant les
rapports de différentielles (Ibid., p. 336). Enfin Leibniz contribue 4 faire des relations en
général (dont la plus simple est le rapport) l'objet principal des mathématiques, ce qui ie conduit
A l'idée d'application au sens moderne (par exemple dans les Initia rerum metaphysicarum
mathematica, M.S. VII p. 17).

37 La solution de ce probléme conduit Leibniz a dégager la notion d'enveloppe d'une
famille de courbes, cf. Nova Calculi differentialis applicatio et usus ad multiplicem linearum
constructionem ex data Tangentium conditione, AE. Juillet 1694 (M.S. V p. 301).
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s'appliquer.

C'est donc bien l'indétermination des différentielles qui rend leur manie-
ment si aisé, en permettant par exemple, sans autre justification, de réitérer
l'opération de différentiation, puis de noter par un simple exposant une diffé-
rentielle d'ordre quelconque (Leibniz allant méme jusqu'a s'interroger sur la
possibilité de différentielles d'ordre non entier). En d'autres termes, l'indé-
termination des différentielles leur confére un caractére opératoire permettant
de définir dx comme une affection de x et justifiant la supériorité d'une
notation représentant distinctement l'opération d et son argument.

Ce caractére opératoire résulte également de la découverte de la relation de
réciprocité entre différentiation et intégration. Cette réciprocité conduit
Leibniz & établir une remarquable analogie entre l'opération de différentiation
et l'opération puissance, rendue sensible par lintroduction artificielle d'un
opérateur puissance p et des notations p0 et d0. L'analogie revient & considérer
la différenticlle du produit xy comme la somme des « différenticlles
partielles » selon x et selon y, de la méme fagon que prendre la puissance
supérieure de x+y revient & multiplier une polynéme par x puis pary :

« Cette analogie entre la différentiation et 1'élévation & une puissance se
perpétue si nous poursuivons cette derniére (c'est-a-dire si nous prenons une
puissance supérieure), ainsi que la différentiation. Car pour obtenir une nou-
velle puissance du Bindme, nous multiplions le résultat antérieur tout entier a
la fois par y et par x, dans le premier cas nous augmentons p d'une unité
devant y, dans le second devant x. De la méme maniére, dans la différentiation,
nous différentions I'ensemble du résultat antérieur a la fois par rapport 4 y et
par rapport i X, dans le premier cas nous augmentons d d'une unité d'abord
devant y, dans le second devant x. A titre d'exemple :

plx ply - o
pOx ply } multiplié par y devient :
p'x ply : : - _
pOx p2y } si au contraire nous le multiplions par x :
2x p0
plx ply } et ainsi de suite.
p'xply
De méme :
1x do
goi g% } différentié selon y devient :
1x d!
dxdy si au contraire nous le différentions selon x :
dOx dZy
d2x d%
dix dly }

I s'ensuit également que d3(xy) vaut
1d3x doy + 3d2x dly + 3dlx d2y + 1 d% d3y, ou encore, dans la notation
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habituelle : y d3x + 3ddx dy + 3dx ddy + x d3y. Plus généralement nous
obtenons en différentiant, au moyen de la lettre d, le résultat suivant, analogue
3 celui que nous avions obtenu pour les puissances au moyen de la lettre p :

deé(xy) = Idex d0y + % de-1x dly + _?'Te;—l de-2x d2y
ee—-le-2 . . ee—le-2e-3 »
123 dx Ly 1.2.3.4 de-x dy + ete. »

L'indétermination caractéristique des différentielles leibniziennes conduit
donc 3 l'intuition d'un calcul symbolique dont on a toutes les raisons de penser
qu'elle aurait été impossible si Leibniz avait été trop préoccupé par l'ancienne
rigueur « métaphysique ». Mais Leibniz n'abandonne cette derniére que pour
jeter les bases d'un nouveau type de fondement en mathématiques voire d'une
nouvelle conception de la rigucur.

Marc Parmentier
Université Charles de Gaulle, Lille III.

38 Symbolismus memorabilis Calculi Algebraici et Infinitesimalis in comparatione
potentiarum et differentiarum, et de Lege Homogeneorum Transcendantali, M.S. V p. 377-
382, traduction in Naissance du calcul différentiel, p. 409-421,
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