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Résumé —

La loi de Landau est un modèle de matériau visco-hyperélastioque qui est largement utilisé dans

le domaine de la physique acoustique. Dans ce travail, elle est introduite pour la première fois dans

une formulation des éléments finis (EF) pour modéliser le comportement non linéaire des ondes de

cisaillement dans les solides mous, tels que dans les tissus biologiques. Les simulations numériques de

la propagation d’onde de cisaillement non linéaire sont basées sur les expériences de Xavier et al. [1].

Les résultats de la simulation sont en accord avec l’étude expérimentale.

Mots clés — onde de cisaillement non linéaire ; élastographie ; éléments finis

1 Introduction

L’élastographie transitoire est une technique d’imagerie médicale qui caractérise les propriétés élas-

tiques des tissus biologiques in vivo par l’observation de la propagation des ondes de cisaillement. Ces

propriétés mécaniques fournissent des informations cliniques utiles pour le processus de diagnostic.

En général, la technique d’élastographie transitoire peut être décrite comme suit : tout d’abord, les

petites ondes de cisaillement avec faible fréquence sont générées par un vibrateur mécanique [2] ou par

une force de rayonnement acoustique [3]. Ensuite, la réponse dynamique des tissus est mesurée par la

méthode de suivi et la vitesse des ondes de cisaillement est calculée. En supposant que le tissu mou est

homogène, isotrope et élastique linéaire, le module de cisaillement µ peut être estimé par :

µ = ρc2
s (1)

Où ρ est la masse volumique (constant) et cs est la vitesse d’onde de cisaillement. Bien que la mesure

puisse être influencée par de nombreux facteurs tels que les conditions aux limites, des fréquences ou

des géométries, il a été cliniquement prouvé que cette technique permettant de détecter de nombreuses

maladies telles que les cancers et la fibrose hépatique.

Ces derniers temps, des efforts ont été faits pour déterminer les propriétés non linéaires des tissus

mous biologiques. Catheline et al. [4, 1] ont mesuré le comportement non linéaire des ondes de cisaille-

ment à forte amplitude. Gennisson et al.[5, 6] ont caractérisé les modules d’élasticité d’ordre élevé à

l’état précontraint. Ces expériences ont été effectuées sur des gels artificiels. Récemment, Jiang et al.

[7, 8] ont développé leurs expériences pour les tissus biologiques ex vivo and in vivo.

Grâce à sa flexibilité, la méthode des éléments finis (MEF) pourrait être un outil performant pour

analyser la propagation des ondes de cisaillement élastographie. Dans la littérature, Chen et al. [9, 10]

ont étudié les effets des conditions aux limites et la fréquence d’excitation en utilisant des modèles EF

simples. Pour tenir compte de l’hétérogénéité (i.g. les tumeurs dans les tissus sains), des modèles EF

en 2D [11] et 3D [12] ont été proposées. Mais à notre connaissance, la plupart des modèles mentionnés

ci-dessus utilisent des matériaux élastiques linéaires (loi de Hooke) avec ou sans viscosité. Très peu

considèrent les lois hyperélastiques, comme dans [8], le modèle de Fung est utilisé.

Cependant, aucune étude n’a été réalisée sur le modèle EF précis pour la propagation des ondes de

cisaillement non linéaire dans les tissus biologiques. Ceci peut probablement s’explique par le fait que la
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loi de comportement dans le domaine acoustique est différente que les lois classiques de la mécanique.

Dans ce travail, la loi de Landau non linéaire qui est souvent utilisé dans le domaine acoustique est

développée dans la formulation des éléments finis. Les simulations EF sont effectuées pour modéliser

la réponse dynamique non linéaire des tissus mous quasi-incompressible. Nos résultats permettent de

retrouver les résultats expérimentaux de la littérature, typiquement, ceux du travail de Xavier et al.[1].

2 Modèle d’élasticité non linéaire : loi de Landau

En biomécanique, le choix du modèle de comportement matériau adapté est une condition essentielle

pour obtenir des simulations numériques de haute fidélité. Comme les matériaux biologiques sont soumis

à une déformation importante, ils sont généralement modélisés par des modèles hyperélastiques, où la loi

de comportement est décrite par le potentiel de déformation W . La loi de Landau [13] est largement utilisé

dans l’étude acoustique médicale, où le potentiel W est écrit en fonction du teneur de Green-Lagrange E.

De plus, en considérant l’incompressibilité des tissus mous, Hamilton et al. [14] ont développé la forme

découplée du potentiel de déformation, dans lequel les composants volumétriques et déviatoriques sont

séparés :

W =W dev +W vol (2)

Où

W dev = µI2 +
A

3
I3 +DI2

2 (3)

avec Ik = tr(Ek) pour k = 2,3. µ, A et D représentent les modules de cisaillement en seconde, troi-

sième et quatrième ordre. Ils ont tous le même ordre de grandeur (kPa) dans les tissus mous, et jouent un

rôle clé dans la propagation des ondes de cisaillement non linéaire.

Le potentiel volumétrique joue le rôle de la fonction de pénalité dans la MEF pour assurer la condition

d’incompressibilité. Nous prenons l’expression la plus simple :

W vol =
1

2
K(J−1)2 (4)

avec K le module volumique qui est plus grand que les modules de cisaillement, de l’ordre de GPa

en général.

Ce modèle est utilisé dans de nombreux travaux pour étudier le comportement des solides mous

[15, 16, 13, 7, 8]. Cependant, il n’y a pas de simulation numérique qui prenne en compte le modèle de

Landau. Ce travail est le premier à utiliser la loi de Landau dans la formulation EF.

2.1 Implémentation

Pour un modèle hyperélastique, la contrainte de seconde Piola-Kirchhoff (PK-2) S est obtenue en

dérivant le potentiel W :

S = 2
∂W vol

∂C
+

∂W dev

∂E

= pJC−1 +2µE+AE2 +4Dtr(E2)E

(5)

où p indique la pression hydrostatique,et obtenu par p = K(J−1).
Certains codes MEF sont basés sur la configuration actuelle. L’expression de la contrainte de Cauchy

σ est nécessaire. Elle est obtenue par la relation de transformation :

σ =
1

J
FSFT (6)

Afin d’utiliser un modèle hyperélastique dans un solveur implicite (e.g. ABAQUS/Standard [17]), le

quatrième ordre du tenseur d’élasticité doit être dérivée. Dans la configuration de référence, le tenseur

d’élasticité est donné comme
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C= KJ(J−1)(C−1
⊗C−1

−2IC−1)+KJ2C−1
⊗C−1

+2µI+2AE : I+8DE⊗E+4Dtr(E2)I
(7)

Où I= 1
2
(δikδ jl+δilδ jk) représente le tenseur d’identité de quatrième ordre, et (IC−1)i jkl =−

1
2
(C−1

ik C−1
jl +

C−1
il C−1

jk ).
Le tenseur d’élasticité spatiale peut être obtenu par l’opération de push-forward


i jkl =
1

J
FiIF jJFkKFlLCIJKL (8)

2.2 Viscoélasticité : modèle de Voigt

Dans la propagation des ondes d’amplitude finie, l’élasticité non linéaire génère des harmoniques

supérieures à la fréquence fondamentale. D’autre part, l’absorption du milieu diminue l’amplitude de

la déformation qui limite la génération de ces harmoniques. En conséquence, la propagation des ondes

non linéaire ne peut être modélisée sans tenir compte de la viscosité. En acoustique non linéaire, la

viscoélasticité des solides mous est souvent décrite par le modèle Voigt où la (PK-2) contrainte totale est

la somme de la contrainte élastique et la contrainte visqueuse :

S
tot = S

elas +S
visco (9)

Pour un matériau isotrope quasi-incompressible, la contrainte visqueuse peut être écrit en termes de

partie déviatorique et volumétrique comme l’élasticité, qui est,

Svisco = 2ηĖ
dev

+ξĖ
vol

(10)

Où Ė représente la dérivée temporelle de E, η et ξ sont respectivement les coefficients de viscosité de

cisaillement et volumique. La relation de la séparation des vitesses de déformation est vu d’après [18],

Chapitre 5 :

Ė
vol

=
1

3
(Ė : C−1)C, Ė

dev
= Ė− Ė

vol
(11)

3 Simulation numérique

FIGURE 1 – Dispositif experimental permettant de générer une onde de cisaillement plane non linéaire

dans un tissu mou [1]

Dans la propagation des ondes d’amplitude finie, l’élasticité non linéaire déforme le forme d’onde

en générant des harmoniques. Dans le même temps, la viscosité a deux effets : d’une part, il diminue

l’amplitude de l’onde qui limite la génération des harmoniques. D’autre part, le coefficient d’absorption
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augmente avec la fréquence, de sorte que les harmoniques supérieures s’atténuent rapidement, conduisant

à une perte d’énergie. Par conséquent, la distorsion de l’onde est générée par la non-linéarité élastique,

mais est limitée par la dissipation. Dans cette section, la propagation d’onde de cisaillement plane non

linéaire est simulée par MEF, les résultats de simulation sont validés par la comparaison avec les travaux

expérimentaux dans des gels[1].

Dans l’expérience, le fantôme est un solide mou composé d’agar et de gélatine mélangée avec de

l’eau chaude qui a solidifié. Une plaque rigide est placée sur un côté du fantôme et génère une onde

de cisaillement de faible fréquence, voir Fig. 1. L’onde de cisaillement se propage transversalement à

une vitesse très faible (plusieurs mètres par seconde). Ce mouvement est détecté par le dispositif de

l’élastographie impulsionnelle en bas. Il a été observé que l’onde plane ne génère que des harmoniques

impaires à 3 f ,5 f , ... ( f est la fréquence fondamentale). Pour une description plus détaillée, le lecteur est

invité à consulter l’article original [1].

Les simulations sont effectuées à l’aide de codes éléments finis développés au seins du laboratoire

et implémenté en Fortran [19]. Le modèle de Landau et le modèle Voigt présentés dessus sont mis en

œuvre dans le code, et dans les simulation, la non-linéarité matérielle et la non-linéarité géométrique

sont considérées. Pour les simulations dynamiques, un schéma d’intégration classique en explicite [18]

est utilisé. Les éléments quadrangulaires bi-linéaires combinés avec la stratégie d’intégration sélective

sont utilisés pour gérer le verrouillage volumétrique et l’effet de hourglass en même temps.

FIGURE 2 – Géométrie et modèle EF de l’onde de cisaillement plane

La géométrie et le modèle EF pour l’expérience d’onde de cisaillement plane sont représentés Fig.2.

L’hypothèse de déformation plane est utilisée, ce qui permet un énorme gain en temps de calcul. La

taille de maillage du modèle est choisie suffisamment grande pour éviter les reflets. Le modèle contient

4949 nœuds et 4800 éléments. La mesure est réalisée uniquement dans la zone où le maillage a été affiné.

Cette zone contient 2000 éléments carrés avec une longueur de côté de 1 mm. Les paramètres du matériau

sont résumés dans le Tab.1. Ils sont choisis pour être proche des valeurs rapportées dans les expériences.

Notez qu’il n’y a pas de moyen pour distinguer les troisième et quatrième modules de cisaillement A et

D séparément. Ici, nous avons mis D = 0 pour déterminer la valeur de A.

Les conditions aux limites sont définies de façon à bloquer le mouvement rigide (Fig.2). Pour générer

des ondes planes, un déplacement vertical est prescrit sur le côté droit du fantôme. La fonction suivante

est utilisée pour décrire l’excitation harmonique lissée :

Uy(t) = A0 sin(2π f t)(1− cos(
2π f

N
t)), 0 6 t 6

N

f
(12)

Où A0 = 0.8 mm, N = 5 et la fréquence f = 100 Hz.
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Les paramètres du matériau

ρ (kg/m3) 1000

µ (kPa) 4.4
A (kPa) 41.1
D (kPa) 0

K (kPa) 104

η (kPa s) 0.6×10−3

ξ (kPa s) 0.5×10−5

TABLE 1 – Les paramètres du matériau

-1.24e01     -0.1       -0.075      -0.05      -0.025         0     2.01e-02  

Dsp Y (mm)

(a) t = 0.0075 s

3.59e-01-3.91e-01 0.20-0.2

Dsp Y

(b) t = 0.0525 s

3.91e-01-5.19e-01 0.20-0.2-0.4

Dsp Y

(c) t = 0.075 s, fin de la simulation

FIGURE 3 – Distribution du déplacement vertical dans la zone raffinée au cours de la simulation. Le front

d’onde reste plan pendant la simulation qui assure l’hypothèse de la propagation des ondes plane

Le temps de simulation est de 0,075 s. La durée de la simulation est plus courte que les expériences,

car le modèle EF est plus petit que le fantôme expérimental. Donc, l’onde réfléchie perturbe la mesure

plus tôt. Toutefois, il sera montré que ce temps de simulation est suffisant pour établir l’effet non li-

néaire et éviter les reflets. Le pas de temps est ∆t = 0.5× 10−6 s pour maintenir la stabilité du schéma

d’intégration explicite.

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
−600

−400

−200

0

200

400

600

Time (s)

V
el
o
ci
ty

(m
m
/s
) Source

Depth =20 mm

0 100 200 300 400 500 600 700 800
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Frequency (Hz)

A
m
p
li
tu
d
e
(a
.u
.) Source

Depth =20 mm

FIGURE 4 – L’histoire des vitesses verticales et ses spectres

La Fig.3 montre la répartition du déplacement vertical dans la zone raffinée à trois moments dif-

férents. On observe que le front d’onde reste plan jusqu’à la fin de la simulation. L’hypothèse de la

propagation d’une onde plane est correcte.

La vitesse de la source et son spectre correspondant est affiché Fig.4. Elle montre que la source ne

contient que le composant de 100 Hz, et que la vitesse maximale atteint 500 mm/s, soit environ 24% de

l’onde de cisaillement linéaire cs. Ce ratio appelé nombre de Mach indique que la propagation des ondes

est en effet en régime non linéaire.

Dans les résultats, la vitesse verticale et son spectre sont mesurées à la distance de 20 mm de la source

(voir les courbes rouges de la Fig.4). Dans le domaine temporel, la forme d’onde est clairement différent

du signal de la source, la distorsion est d’une manière dissymétrique qui correspond aux composantes

harmoniques impaires (300, 500 Hz, ...) dans le spectre.
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Une comparaison avec les résultats expérimentaux rapportés dans [1] est donnée à la Fig.5. Les

figures représentent le spectre global à la distance de propagation de 5 à 50 mm. On peut voir que les

deux résultats sont très similaires. Ils présentent l’harmonique impaire à 3 f qui pénètrent l’ensemble

de la zone mesurée. Toutefois, les résultats expérimentaux semble plus précis dans le spectre. En effet,

l’expérience a durée plus longtemps, la transformée de Fourier est donc meilleur.

0 100 200 300 400 500

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

Frequency (Hz)

D
ep
th

(m
m
)

(d
B
)

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

(a) Les résultats numériques (b) Les résultats expérimentaux [1]

FIGURE 5 – Les spectres de la vitesse verticales en function de la distance de propagation z obtenues

numériquement (a) et expérimentalement (b)

L’évolution des amplitudes des composantes fondamentale et de la troisième et cinquième harmo-

niques en fonction de la distance de propagation sont comparées sur la Fig.6. Pour les résultats nu-

mériques (Fig.6(a)), la composante fondamentale (100 Hz) diminue de manière linéaire à cause de la

dissipation de la viscosité. Les deux composantes harmoniques atteignent respectivement 10% et 3%

de l’amplitude de composante fondamentale à la profondeur de 12 mm. Cela indique qu’une partie de

l’énergie est transmise à des fréquences plus élevées en raison de la non-linéarité élastique. De plus, on

peut voir que l’amplitude des harmoniques augmente jusqu’à 12 mm et diminue ensuite car la dissipa-

tion visqueuse devient l’effet dominant par rapport à la non-linéarité. Les résultats expérimentaux sont

présentés dans la Fig.6(b), les composantes harmoniques semblent légèrement plus grandes. Cependant,

les résultats numériques et expérimentaux restent très similaires.

4 Conclusion

Dans ce papier, la loi de Landau en cas de quasi-incompressibilité est présentée. La viscosité est

aussi prise en compte en ajoutant directement la contrainte visqueuse sur la partie élastique. Ce modèle

de matériau décrit précisément la réponse dynamique non linéaire de la propagation des ondes de ci-

saillement dans les solides mous. La simulation numérique en utilisant ce modèle sont en accord avec

les expériences de la littérature. Par conséquent, ce modèle peut être utilisé dans l’étude numérique de

l’élastographie non linéaire, ce travail est encore en cours.
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