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Résumé— L'objectif de ce papier est de présenter une méthode diogdition de macro et microgéo-
métrie de denture qui permet de minimiser les excitation@@i€ues et paramétriques qui sont générées
par les engrenages, en tenant compte de la robustesse disnsoaux défauts de fabrication. Cette
méthode met en oeuvre un modeéle analytique de flexion dergestwn algorithme génétique de type
NSGA-II. La méthode est illustrée sur I'engrenage inverskune chaine cinématique qui présente de
deux arbres contra-rotatifs.

Mots clés— optimisation macro/micro géométrique de denture, modekytique de flexion, algo-
rithme génétique

1 Introduction et principes de 'optimisation

Les systémes mécaniques qui présentent des transmissioesigrenages sont le siége d'excita-
tions internes qui peuvent déboucher sur un comportembra-gicoustique génant pour ses utilisateurs
[1]. On retient généralement comme source d’excitatiomréBr Statique de Transmission (ESX(})
qui correspond a I'écart entre la position réelle de la roemée et sa position théorique [2, 3]. Cette
excitation est due aux déformations élastiques des deunssl'sffet du couple de charge et aux écarts
microgéométriques de I'engrenage (volontaires dans leleasorrections de dentures et involontaires
dans le cas des défauts).

L'EST est a l'origine d’une fluctuation de la raideur d’enggénent k(t) qui constitue une source d'exci-
tation paramétrique. En régime stationnaire, les exoitatsont périodiques (fréquence d’engrénement
fe = Zf;, avec Z le nombre de dents &tla fréquence de rotation). Elles est a l'origine de surabsirg
dynamiques sur les dentures qui se transmettent a toutesrtgssantes de la chaine cinématique et au
carter : I'état vibratoire de ce dernier est a I'origine duibde sirénement [1, 3].

Le calcul de 'EST nécessite la connaissance de la macragiéiende I'engrenage, des caractéris-
tiques de souplesse des dentures, de leur microgéométiedatiéformation locale du contact de Hertz.
Le calcul de 'EST des engrenages a axes fixes parallélegsstrdais bien maitrisé [4, 5], de méme que
le calcul de la raideur d’engrénement [2, 6, 7, 8]. La sowgdetes dentures est généralement obtenue a
partir d'un modéle éléments finis des roues dentées.

La sensibilité de 'EST a la microgéométrie a été largeméndiée [9, 10, 11, 12], de méme que I'in-
fluence de la flexion du corps de roue et des couplages entdifflaentes dents en prise dans le pro-
cessus d’engrénement [3]. Des corrections microgéonuésigeuvent également permettre de modifier
la répartition du chargement sur les dents en prises et mindifier les contraintes et I'usure générées
par le processus d’engrénement [13, 14]. Ces correctionégalement été utilisées pour minimiser les
fluctuations d’EST et ainsi la réponse vibro-acoustiqueadshhine cinématique induite [10, 11, 15]. La
variabilité des excitations générées par les défauts dieddion des dentures a également été étudié [16].

L'objectif de ce travail est ainsi de présenter une méthddptighisation multi-objectifs appliquée
aux engrenages basée sur l'utilisation d’'un algorithmedtigne qui vise a minimiser les excitations
générées par I'engrénement en jouant sur des parametrefoia lmacro et microgéométriques, tout
en prenant en compte la robustesse des solutions liée aantsiéfe fabrication par des simulations de
Monte Carlo. Les deux objectifs que nous fixons sont la miséatdn de la moyenne de la densité de



probabilité des valeurs efficaces décrivant les fluctuatim'EST et de la raideur d’engrénement. Les
parameétres de I'optimisation sont d’'une part macrogéaqués (choix du module et de I'angle de pres-
sion 'outil de taillage des dentures, angle d’hélice,lisaides dents) et d’autre part microgéométriques
(bombé d’hélice et dépouille en téte).

L'utilisation d'un algorithme génétiqgue nécessite I'éation des fonctions objectifs pour chaque
individu de la population. En I'occurrence, il s’agit, pathiaque engrenage testé, d'effectuer un tirage
de Monte Carlo aléatoire des défauts et de calculer 'ES@ etitleur d’engrénement pour chaque cas
de Monte Carlo, les objectifs étant la moyenne de la densitgrababilité obtenue par tirage de Monte
Carlo. Il est donc nécessaire d'utiliser un modéle de recaction de 'EST compatible avec la pro-
blématique de répétition du calcul un grand nombre de foidcette optique, un modéle analytique
de flexion de dent a été mis en place, et permet de recondmsmiplesse des lignes de contacts plus
rapidement qu’en utilisant un modéle éléments-finis quessite par ailleurs d’étre maillé. Ce modéle
couple un modéle analytique de plaque épaisse et une appion de Ritz de la déflection de la dent.

Dans un premier temps, nous présentons la caractérisamextitations générées par une trans-
mission par engrenage. Par la suite, nous définissons laspaies et objectifs de I'optimisation, puis
I'algorithme génétique utilisé. Enfin, nous présentons xen®le d’'optimisation sur une pompe a vide
et un engrenage inverseur.

2 Caractérisation des excitations générées par une transgsion par en-
grenage

2.1 Erreur Statique de Transmission (EST(t))

Le calcul de I'Erreur Statique de Transmission (EST) d’'ugrenage sous une charge F, correspon-
dant a I'effort total s’exergant sur I'ensemble des coupleslents en prise, est relativement bien maitrisé
[3]. Il s’appuie sur la résolution des équations qui déerivie contact statique entre les dentures. La
figure 1 schématise les excitations liées a I'engrenage.

Pour chaque position angulaiede la roue menante, une analyse cinématique du fonctionetee
'engrenage permet de déterminer les lignes théoriqued@act (lieu des contacts potentiels sur les
surfaces des dents en prise dans le plan d’'action). Celmt discrétisées, afin d’introduire une ma-
trice de souplesskl qui relie les déformations aux efforts appliqués au nivees gbints discrets. La
matriceH est calculée a partir d’'un calcul préalable des matricedplssse des roues dentées par la
méthode des éléments-finis. Tous les phénomenes physiguesntribuent a la déformation en flexion
des dents chargées doivent étre pris en compte. Linfluemtéldsticité du corps de roue et les interac-
tions entre les différents couples de dents présents simartient dans la zone de contact sont notamment
d’autant plus grandes que les corps de roue sont minces.[@rbintégre également les déformations
locales de type Hertz dans la matrigle Les corrections de denture et les défauts de géométrie sont
introduits par l'intermédiaire d’'un vecteerqui décrit les écarts initiaux séparant les dents. Ce vecteu
e tient également compte des erreurs de parallélisme des dmrgées qui résultent des déformations
élasto-statiques de I'ensemble de la transmission. Ldutémo des équations de contact permet alors
d’accéder au rapprochement de corps rigides global des deatx charges répartiels pour chacune
des positions successivesle systéme d’équations sous contraintes qui gere lesrdafmms élastosta-
tiques de I'engrenage et permet de retrouver I'B8d) s’écrit alors :

HP =3(6)1—e
{ 1"P=F @

sous les contraintes suivantes :
HP+9(8)1>e

P >0 )

avecd(0) I'erreur de positionnement de la roue a I'an@léapprochement des corps rigideld)Ja ma-

trice de souplesse de la deRtia charge répartie sur les lignes de contact des dents en(posiposantes
P) eteles corrections de denture et les défauts de géométrie.
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2.2 Raideur d’engrénement Kk(t)

La caractérisation de I'EST permet d'évaluer la raideungrénement pour chaque position angu-
laire 8, & partir du calcul de la dérivée de la force F transmise fpgoa & 'EST() :

oF
k(B) = —— 3
Des calculs successifs pour chaque position angulaireqitsm d’évaluer les fluctuations périodiques
de la raideur qui constituent la seconde source d’excitgit@ramétrique de la transmission.

k(0): Parametric excitation of the meshing process
STE(0): Static Error Transmission (displacement excitation)

FIGURE 1 — Excitation d'une transmission par engrenage

2.3 Modéele analytique de flexion de dent

L'enjeu principal d’'un calcul d’optimisation par méthodeg&taheuristiques réside dans le temps de
calcul des objectifs. Dans notre cas, la résolution du syst@'équations (1,2) est relativement rapide.
En revanche, c’est la construction de la matticqui décrit la souplesse des lignes de contact (cf. section
2) qui peut étre longue. Elle est généralement reconstéd@sde d’'un modéle éléments finis des dents,
et nécessite non seulement un grand nombre d’inversionsatiice) mais aussi un nouveau maillage
pour chague macrogéomeétrie, ce qui est rédhibitoire.

Pour résoudre ce probléme, nous avons mis en place un maodigigue qui permet de calculer
rapidement les souplesses des lignes de contact. Poutacdtnt est modélisée par une plaque épaisse
d'épaisseur variable(x) en utilisant une théorie de Reissner-Mindlin [17, 18] opéisseur de la plaque
correspond a I'épaisseur de la dent. La figure 2 schématisedtle simplifié utilisé. La fleche de la
plague représente la flexion de la dent.

On définit ainsi I'énergie de déformatidiyet d’une plaque de surfacgdans un plar{x,y) soumise &
un effortF (Xo,Yo) au point(Xo,Yo) :

VWmZ/Z%JG—W@mWHF@mW) 4)

avece et g respectivement les déformations et contraintes généealide la plaque :
el ={exx &y &y Ex &) (5)
0" ={Mx My My Mg My} (6)

Par ailleurs, le vecteur déplacement de la plagixey) en un point de coordonné¢s,y) est approximé
par la méthode de Ritz :

w(X,y) awX+ bwXy+ Cux® + dyx®
u(xy) = { Bx(xy) ¢ = { 88X+ be,Xy+Co X +di (7)
By (X, Y) ap,X+ b Xy-+ Cg X + dg’y

avecw(x,y) la fleche de la plaque dans la directinrd(x,y) et 6y(x,y) les rotations de section autour
de l'axe x ety, ey, bw, Cw, dw, 3, , be, , Co, , dg, , A, , g, , Co, €t dy, les coefficients de Ritz qui
définissent le polynome de chacune des 3 composantesds.



L'application des équations de Lagrange aux équationsiigtete retrouver les coefficients de Ritz
et ainsi d’obtenir une formule analytique de la flexion delé&gpeu(x,y) qui dépend des caractéristiques
géomeétriques de la plaque rectangulaire (c’est-a-direadedcrogéométrie des dents), des parameétres
matériaux, de la position sur la plaq@ey) (points de la ligne de contact ou I'on souhaite observer la
flexion), de la position d’application de la forEe(points de la ligne de contact ou la force est appliquée)
et de son intensité. Ainsi, on peut remonter trés rapidemextcoefficients de la matrice de souplesse
des lignes de contaét pour lesN positions de la période d’engrénement.

Cette méthode permet de reconstruire, pour chaque engréestg, 'EST et la raideur d’engrénement
en un temps environ 1000 fois plus petit que dans un casautilisn modéle éléments-finis des dents.

Plaque

Floclie |

.
:

FIGURE 2 — Schéma du modéle analytique de flexion de dent

«—— Epaisseur ()

~dent en développante de cercle

3 Deéfinition des paramétres et objectifs de I'optimisation

3.1 Parameétres

Les paramétres de I'optimisation sont choisies sous oedaiontraintes, a savoir :
— la transmission correspond a un engrenage inverseur @oacZ,) avec les deux roues iden-
tiques,

— I'entraxe est imposé entre les deux roues,

— le jeu de dentures est imposé,

— la continuité du mouvement est assurée sans interférences

— avec une résistance mécanique suffisante.
Sous ces conditions, les paramétres de I'optimisation&tnfois macrogéomeétriques, a savoir :

— le choix de l'outil de taillage, qui définit le module m etriigle de pression,

— langle d’hélicef,

— le nombre de dents Z (aveg = Z, = Z),

— la sallliehg,
et microgéométriques, a savoir :

— un bombé d’hélice parabolique et symétrique,

— une dépouille en téte, définie par 2 paramétres qui sonidauilée elle-méme et sa profondeur.
Ainsi, un engrenage testé est une combinaison d’'une mammgée et d’'une correction microgéomeé-
trique, qui vérifie les contraintes précédemment citées.

3.2 Objectifs robustes

Pour chaque engrenage testé par I'algorithme, une sironlaé Monte-Carlo est effectuée pour
modéliser I'existence de défauts de fabrication dans uassel de qualité définie. Le choix de 1000
tirages offre un bon compromis entre précision (3%) et tet@salcul. Les défauts pris en compte sont :

— les erreurs de profil (linéaire et parabolique),

— les erreurs d’hélice (linéaire et parabolique),

— les erreurs de parallélisme entre les roues.
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Pour chacun des 1000 tirages aléatoires effectués, onstegivr’'évolution de I'EST et de la raideur
d’engrénement sur une période d’engrénement (cf. sectibn & on calcule la valeur efficace de la
fluctuation de ces deux signaux. On peut ainsi reconstruiee densité de probabilité de fluctuation
d’EST et de raideur. Les objectifs de I'optimisation soistdeiivants :
— minimisermge la moyenne de la densité de probabilité (PDF) des valeucsaeéis décrivant les
fluctuations de 'EST (la PDF est construite a partir des 1€6ulations de Monte-Carlo)
— minimisermy la moyenne de la densité de probabilité des valeurs effickams/ant les fluctua-
tions de raideur (la PDF est construite a partir des 1000lations de Monte-Carlo)
Chaque individu de I'algorithme d’optimisation est donewombinaison d’'une macro et microgéomé-
trie pour laquelle une simulation de Monte Carlo de 1000y&sade défaut aléatoires est faite, et les
objectifs sont des moyennes des EST et raideur d’engrériesnerces 1000 tirages (c’est-a-dire une
valeur moyenne des excitations qui prend en compte la vitgathue aux défauts de fabrication).

4 Algorithme génétique utilisé

L'algorithme génétique utilisé, NSGA-11[19, 20], s'inspide I'évolution des espéces dans leur cadre
naturel, et consiste a faire évoluer des populations derméividus, solutions de notre probléme, tendent
a s’améliorer en vue de nos objectifs au fur et a mesure quElErations se succedent. Dans ce cadre,
les termes utilisés pour expliquer son fonctionnement sorgruntés a la biologie, a savoir :

— une population est un ensemble d’individus (ici, un endenadlengrenages solutions du pro-

bléme),

— un individu est une solution au probléme (ici, un engrenggjevérifie le probléme),

— une génération est une itération de I'algorithme et cpord a une population.

Le fonctionnement de I'algorithme (cf. figure 3) se fait ent&pes :
— création d’'une population initiale,
— calcul des objectifs pour chaque individu de la populafi&ape "d’évaluation”),
— création de nouveaux individus par mutations et/ou cno&gs,
— formation d’une nouvelle population avec d’éventuelsveaux individus,
— réitération du processus sur plusieurs générations.

Les calculs ont été fait avec des populations de 100 engesnsigr 200 générations. La population
finale qui nous intéresse regroupe plusieurs engrenageiuious des compromis vis-a-vis des deux
objectifs que nous avons fixés, a savoir la minimisation deitduation de 'EST et de la raideur. Cette
notion de compromis est essentiel dans la mesure ol une oatidifi des parametres peut déboucher
sur une augmentation de I'un et une diminution de l'autrenéd&lement la visualisation de cette notion
de compromis débouche sur une représentation sous formmerdelé Pareto que nous utiliserons dans
la partie résultat suivante.

1. Initialisation de la population
Famille d’engrenages aléatoires

!

[ 2. Evaluations de chaque individu }

Fluctuation d’EST et de raideur moyenne sur une simulation de Monte Carlo

I

[ 3. Sélection / Mutations / Croisements J

I

2bis. Evaluations de chaque individu
Fluctuation d’EST et de raideur moyenne sur une simulation de Monte Carlo

5. Nouvelle itération/ 1
Génération Insertion dans la population

[ ( 4. Nouvelle population
L Famille d’engrenages

FIGURE 3 — Fonctionnement de I'algorithme génétique NSGA-II



5 Application

Nous prenons ici I'exemple d’une chaine cinématique co@ake deux arbres contra-rotatifs ani-
més par un engrenage inverseur. L'entraxe de fonctionneesta= 38 mm, le couple a transmettre est
C =10 N.m, et le jeu fonctionnel est imposé. Les résultats smgegmtés uniguement pour un outil de
taillage fixé (modulen= 2 mm et angle de pressian= 20° (parameétre de 'outil fixé).

La figure 4 donne le front de Pareto obtenu a la derniére gémérde I'algorithme. Chaque point
est un engrenage optimisé, défini en abscissarpda moyenne de la PDF des valeurs efficaces de la
fluctuation de raideur et en ordonnée paf.la moyenne de la PDF des valeurs efficaces de la fluctuation
d’EST (pour 1000 tirages de défauts aléatoires). Cettebeoprésente également un apercu de la dis-
persion via les écarts-types;e et ox de chaque engrenage (correspondant respectivement @-tigoa
de la PDF des valeurs efficaces des fluctuations d’'EST etaspment de raideur pour I'engrenage
représenté par son point). La prise en compte de cette dispanontre qu'il est nécessaire d'élargir
le front de Pareto a des points/engrenages qui ne sont passaéement inclus dans ce front mais qui
présentent un intérét en terme de performances mais asssbj@ment en terme d’espace de conception
possibles.

Dans ce sens, la figure 5 présente les engrenages optimugegdmar I'algorithme dans le cas d’'un
front de Pareto “élargi" sous forme d’'un nuage de points aséme plus d’engrenages. Par souci de
lisibilité, la figure ne donne pas d’apercu de la dispersion.

0.51 b

. 1 Average value of the PDF describing RMS values of STE(t) fluctuations (um)

2 4 6 8 10 12 14 16 18

m: Average value of the PDF describing RMS values of k(t) fluctuations (%)

Mg,
o

FIGURE 4 — Front de Pareto pour I'outil de taillage& 2 mm eta = 20°)

L'engrenage initial était caractérisé par une moyenne DR des fluctuations de raideur de 16%
et une moyenne de la PDF des fluctuations d'EST gden3d'optimisation nous a permis d’obtenir plu-
sieurs engrenages qui sont caractérisés par des moyenR&d-daictuations de raideur entre 8 et 12 %
et des moyennes de PDF des fluctuations d’'EST erret®5 um
Le tableau 5 donne 4 engrenages intéressants qui carantéien le type de résultats que 'on peut
obtenir (cf. points bleus dans le graphique 4).

Les trois engrenages sélectionnés ont des moyennes de ldéDlisctuations de raideur proches (entre
8.3 et 93%), et des moyennes de la PDF des fluctuations d’EST sieslé@ntre ¥4 et 17 mm), mais
présentent toutefois des géométries différentes. Le prearigrenage a un angle d’hélice faible, un
coefficient de déport quasi nul, un coefficient de saillibl@iet ne présente pas de corrections micro-
géomeétriques. Le deuxieme engrenage a un coefficient detdégérement plus important et présente
une correction microgéométrique correspondant a un borhgdick. Le troisieme engrenage a un co-
efficient d’hélice plus important (20, un coefficient de déport non-négligeable, un coefficiensaillie
plus classique et présente une correction qui correspone dépouille en téte de dent.

Le quatrieme engrenage présente I'avantage d’avoir un@éition d’EST plus faible que les trois autres,
avec néanmoins une fluctuation de raideur qui dépasse lesSE¥parameétres sont également différents,
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FIGURE 5 — Front de Pareto "élargi" pour I'outil de taillage & 2 mm eta = 20°)

avec un coefficient d’hélice de 25un coefficient de salillie trés classique et une correctimiaggéomé-
triqgue qui correspond a une dépouille en téte.

La responsabilité revient au designer/concepteur de icH@agrenage qui correspond le plus a ses
attentes aussi bien en terme d’objectifs que de configmagiode fabrication. L'utilisateur devra égale-
ment prendre en compte le systéme auquel il est intégré goemainer I'objectif a privilégier.

TABLE 1 — Sélection de 4 engrenages optimums

Outil Parametres macrogéomeétriques Paramétres micragéqoes Objectifs Robustesse
Module Angle Pres.| Dents Coeff. Hélice Coeff.| Bom. Hél. Dép. Prof. Dép.| RMS Raid.my RMS EST.mgste Oste %
(mm) @) deport 0 saillie (Hm (Hm) mm (%) (um) (%) (@m
2 20 19 -0.036 5 0.590 0 0 0.000 8.3 1.741 0.6 0.34
2 20 18 0.408 10 0.688 5 0 0.000 8.6 1.670 0.8 0.34
2 20 17 0.521 20 0.795 0 5 0.409 9.3 1.439 1.4 0.23
2 20 16 0.804 25 0.903 0 5 0.431 10.5 0.997 1.2 0.20

6 Conclusion

Ce papier présente une méthode d’optimisation multi-difjerobuste des engrenages qui vise a
minimiser les excitations générées par le processus @argrent en jouant sur des paramétres a la
fois macro et microgéométriques. Cette méthode utiliselgorithme génétique de type NSGA-II ainsi
gu’'un modéle analytique de flexion de denture basé sur unexipgation “plaques épaisses" des dents
couplé a un modele de Ritz, qui permet de reconstruire rap@de les évolutions des erreurs statiques
de transmission et de la raideur d’engrénement. Ce modaieep@ne reconstitution des excitations du
processus d’engrenement environ 1000 fois plus rapidesgc’an modeéle éléments finis. Les objectifs
prennent en compte la robustesse des solutions aux défafabrication en effectuant, au sein méme
de l'algorithme génétique et pour chaque engrenage, undation de Monte-Carlo de 1000 tirages de
défauts aléatoires. L'algorithme fournit ainsi des engges qui sont autant de compromis vis-a-vis des 2
objectifs que sont : la moyenne de la PDF des valeurs efficketsfluctuation d’erreur de transmission
et la moyenne de la PDF des valeurs efficaces de la de la ralgrénement. Cette méthode permet
de fournir a I'utilisateur un outil d’aide a la décision pahoisir une solution robuste d’engrenage qui
génére moins d’excitations, en fonction des paramétresaretamicrogéométriques préférables et de
son cas d'utilisation.
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