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Résumé — Le concept d’analyse isogéométrique (IGA) permet de lier plus directement la conception
assistée par ordinateur à l’étape d’analyse par l’utilisation de fonctions B-splines communes, plus riches
que les fonctions de Lagrange utilisées en éléments finis. La régularité élevée de ces fonctions ne permet
pas de se soustraire aux problèmes de verrouillages si une quadrature Gaussienne complète est envisagée.
Ce résumé propose des règles d’intégrations optimisées et validées dans le cas d’un domaine unique. Une
extension est proposée dans le cadre de patchs multiples pour différents types de discrétisation spatiale.
Mots clés — analyse isogéométrique, verrouillage numérique, domaines multiples.

1 Introduction

La méthode éléments finis (FEM) est actuellement la plus répandue dans le domaine de la mécanique.
Néanmoins, les géométries générées par cette dernière sont facettisées et s’écartent de la géométrie ini-
tiale issue de l’étape de conception. Une alternative a été initialement proposée par [9] et consiste en
l’utilisation de fonctions B-Splines ou plus généralement des fonctions NURBS permettant de décrire la
géométrie exacte du problème par un contour lisse. Elles sont définies par des points de contrôles, un
degré ou ordre polynomial ainsi qu’un nombre de patch. Les fonctions splines présentent une continuité
C(p−1) avec des polynômes d’ordre p plus élevées que les fonctions de forme de Lagrange ou Bézier
C0 en FEM. Une intégration complète de Gauss-Legendre requiert [(p+1)/2] points pour intégrer des
polynômes d’ordre p par patch C0 (où [x] désigne l’entier supérieur le plus proche de x). En plus du
coût en temps de calcul, des problèmes de verrouillage numérique apparaissent alors, notamment pour
les problèmes de coque. Il faut donc développer des techniques d’intégration réduite qu’il faut ensuite
étendre aux formulations multipatchs.

Ce papier est organisé de la manière suivante : dans la première partie, l’intégration Gaussienne
optimisée est présentée avec validation sur un cas 2D. Ensuite, une synthèse des formulations multipatchs
est faite et précède les applications numériques en cours de développement.

2 Intégration Gaussienne optimisée

2.1 Principe

Cette section présente les règles d’intégrations optimisées sur un modèle de coque type Reissner-
Mindlin ([2] et [3]) par extension du cas unidimensionnel des poutres ([1]). L’étude s’inscrit dans un
contexte de petites perturbations en élasticité linéaire.

Le phénomène de verrouillage numérique est présent en FEM comme en IGA. Son origine vient du
fait que des contraintes, liant les degrés de liberté, sont présentes lors d’une intégration complète. Lorsque
le nombre de ces contraintes excède le champ d’inconnues, un verrouillage apparaît : aucun champ de
l’espace d’approximation choisi ne peut alors approcher correctement la solution tout en vérifiant les
contraintes. La haute régularité en IGA ne supprime pas ce phénomène, des termes mixes dérivatifs et
non dérivatifs dans les déformations de membrane et en cisaillement constituent toujours un problème
de champ dit inconsistant.
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Afin de résoudre ce problème, des solutions d’intégrations réduites ou sélectives existent (voir [8]).
Le principe est de réduire le nombre de points de Gauss afin de relâcher les contraintes. Une intégration
réduite diminue le nombre de points de quadrature pour l’ensemble de la matrice de raideur alors qu’avec
une approche sélective, seuls les termes de membrane et cisaillement sont sous intégrés. L’intégration
réduite classique engendre une déficience de rang de la matrice de raideur et les modes à énergie nulle
Hourglass apparaissent (système sous contraint dans ce cas). Il est alors nécessaire d’ajouter une matrice
de raideur supplémentaire pour éviter ces modes non physiques. Une quadrature sélective traite séparé-
ment les deux termes explicités et peut s’avérer coûteuse en temps de calcul, particulièrement pour les
coques. La haute régularité des B-splines empêche de supprimer le verrouillage avec ces méthodes adap-
tées au FEM. Une quadrature optimale pour l’IGA est proposée, en évitant une déficience de rang de la
matrice de raideur tout en gardant la précision apportée par une continuité C(p−1) et en ne dissociant pas
les termes de membrane et de cisaillement. La quadrature en figure 1 est proposée pour un ordre p = 3.
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FIGURE 1 – Quadrature optimale proposée pour des modèles 2D sur un patch à 16 éléments

Le principe est de réduire le nombre de points de Gauss pour les éléments adjacents. Les éléments
aux angles possèdent autant d’inconnues que d’équations obtenues par les points d’intégrations et les
conditions limites. Les continuités C1 et C2 rajoutant respectivement deux et trois équations, le nombre
de points de Gauss est réduit en conséquence dans les deux directions ξ et η du problème. Il est possible
de noter que si la continuité augmente, la précision sur les résultats est accrue et le temps de calcul est
réduit car le nombre de points d’intégration diminue d’autant plus. La table 1 synthétise les règles de
quadrature réduite.

TABLE 1 – Règles d’intégrations optimales pour chaque direction - 2D

Cas considéré Éléments aux bords Éléments internes
C1 quadratique 2 points 1 point

C1 cubique 3 points 2 points
C2 cubique 3 points 1 point

2.2 Validation sur une coque de Reissner-Mindlin

Le modèle de Reissner-Mindlin envisagé possède six degrés de liberté à chaque point de contrôle.
L’hypothèse des contraintes planes est faite, en notant h l’épaisseur constante de la coque. Le cisaille-
ment transverse ne peut être négligé sans déteriorer la solution.

La définition de la normale est plus simple en IGA sachant que la surface est lissée. Le calcul de la
normale exacte, obtenue par produit vectoriel des positions par rapport aux coordonnées paramétriques,
n’est pas retenue car la méthode n’est pas compatible avec des intégrations réduites (grande précision
exigée sur les dérivées première et seconde des positions). La normale nA sera définie à l’abscisse de
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Gréville, c’est à dire aux points ξk =
ξk+1+···+ξk+p

p puis étendue aux points d’intégration choisis. Cette
dernière approche cumule les avantages suivants : compatibilité avec l’intégration réduite, précision et
temps de calcul faible (pas de projection) (voir [2]).

Une validation est faite sur le Scordelis-Lo roof, problème classique du Shell obstacle course. Il s’agit
d’une surface cylindrique bloquée à ses deux extrémités tel que u = w = θy = 0 et soumise à la gravité
(voir figure 2). Par symétrie, un quart de la structure est considéré. Sachant que R/h = 100 et L/h = 200,
il s’agit d’une coque mince. Ce problème met en évidence le verrouillage sur le terme de membrane
sachant que le cisaillement transverse est négligeable.

FIGURE 2 – Description et géométrie du Scordelis-Lo roof problème

La figure 3 résume les résultats obtenus en terme de précision et temps de calcul (déplacement relevé
au point B) pour le cas d’une intégration complète ainsi que la quadrature optimisée proposée.
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FIGURE 3 – Validation de la quadrature optimale sur le problème de Scordelis-Lo

La quadrature proposée se soustrait au verrouillage en membrane tout en réduisant le coût en temps
de calcul. Dans tous les cas la convergence est améliorée.
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3 Méthodes multipatchs

3.1 Introduction

L’objectif est de présenter les méthodes permettant de lier des calculs sur des domaines multiples en
garantissant la continuité aux interfaces de la solution obtenue tout en restant compatible avec les règles
d’intégration réduite choisies. Pour cela, des méthodes existent dans le contexte de l’IGA.

Une méthode assurant une continuité C0/G1 est proposée dans [10]. Le principe est de transmettre le
moment de flexion pour des coques type Kirchoff-Love. Pour cela, une bande de flexion fictive relie les
points de contrôle à l’interface grâce à une rigidité selon la direction transverse de la bande. La condi-
tion de continuité en angle est ainsi vérifiée. Cette méthode est adaptée pour des maillages conformes
uniquement.

La méthode statique condensée (voir [11]) permet également de vérifier ces relations de continuité.
Cette dernière fonctionne en deux étapes. D’abord une re-localisation des points de contrôles à l’inter-
face commune est réalisée de manière à obtenir un espace commun pour les traces des fonctions de base
sur l’arrête commune. Ensuite, la résolution en déplacement est faite sur un espace de dimension réduit
respectant les conditions de continuité d’interface. Elle concerne le cas de maillages conformes ou de
type hiérarchique.

Ce type de méthode a aussi été développé pour des maillages non conformes. Elles sont présen-
tées dans [4], concernant des degrés de liberté en déplacement, et comparées en terme de convergence.
Pour rappel, l’ensemble des degrés de liberté (déplacement et rotation) seront pris en compte dans les
formulations.

3.2 Traitement de la non conformité

Cette section précise la méthode employée afin d’imposer la continuité des solutions à l’interface
pour des maillages quelconques. Le principe, présenté dans [11], repose sur une re-localisation des
points de contrôles aux interfaces communes afin de créer un espace commun des fonctions de base.
Une continuité C0 est imposée au niveau des arrêtes communes. Afin d’obtenir une paramétrisation iden-
tique à l’interface, des projections orthogonales sont effectuées de manière symétrique (assimilable aux
T-splines).

En notant p l’ordre atteint par les fonctions de base, le vecteur noeud du sous-domaine Ω(1) à l’in-
terface est Ξ = {ξ1,ξ2, · · · ,ξp+n+1} et l’ensemble des points de contrôles associés (poids homogène w)

est Bw,1 =
{

Bw,1
1 ,Bw,1

2 , · · · ,Bw,1
n

}
. De même pour le sous-domaine Ω(2) avec les notations

H = {η1,η2, · · · ,ηp+m+1} et Bw,2 =
{

Bw,2
1 ,Bw,2

2 , · · · ,Bw,2
m

}
. Ainsi, sur l’espace commun à l’interface

Z = Ξ∪H , les nouveaux points de contrôles sont notés Pw = {Pw
1 ,P

w
2 , · · · ,Pw

r }. L’algorithme d’Oslo
(voir [5]) permet de construire des points de contrôle d’interface :

Pw
j =

n
∑

i=0
ap

i, jB
w,1
i ,

Pw
j =

m
∑

i=0
cp

i, jB
w,2
i , avec a et c définis de manière récursive.

La figure 4 décrit les projections permettant la continuité C0 par égalité des degrés de liberté aux
points de contrôles communs. Cela s’écrit, avec des points de contrôles P confondus à l’interface sous la
forme matricielle :

Pw,1 = Pw,2 ⇒
[
A1,1

2r×2n
−C2,1

2r×2m

][B1,1
2n×1

B2,1
2m×1

]
= 0 (1)

La condition (1) est l’écriture matricielle de la condition de continuité des inconnues à l’interface.
Une attention particulière doit être portée à l’espace commun des fonctions de base. Le champ étant ap-
proximé par les fonctions de base liées à cet espace, plus il est étendu et meilleure est l’approximation. Si
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le maillage est conforme ou en T, l’espace commun possède autant de fonctions de base que le plus petit
nombre de fonctions des sous-domaines adjacents : raffiner le maillage assure une meilleure solution. Si
le maillage est non conforme, cette affirmation n’est pas vérifiée et l’espace commun peut être très petit.

Points de contrôles avant

Points de contrôles après

Insertion virtuelle 1

Insertion virtuelle 2

Espace commun des fonctions de base pour une continuité C⁰

(1) (2)

FIGURE 4 – Description du traitement de la non conformité à l’interface, continuité C0

3.3 Formulation

Les notations Γd et Γc désigneront respectivement les bords en condition de Dirichlet et les inter-
faces communes des sous-domaines. Soit L2(Ω) = H0(Ω) l’espace des fonctions de Lebesgue de carré
intégrable, auquel nous associerons le produit scalaire classique 〈u,v〉L2 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.
Les sous-domaines, notés Ω(α) avec α = {1,2} dans cet exemple, vérifient les propriétés suivantes :

Ω
(1)∩Ω

(2) = /0 (non recouvrement),

Ω = Ω
(1)∪Ω

(2),

Γc = ∂Ω
(1)∩∂Ω

(2).

Les espaces d’approximation construits par NURBS seront notés respectivement V1,h, V2,h et
Vh =

{(
v1,h,v2,h

)
∈ V1,h×V2,h,v1,h = v2,h sur Γc

}
. Cet espace peut également s’écrire à partir de l’es-

pace continu V en notant Q la quadrangulation réalisée et R l’ensemble des polynômes rationnels
Vh =

{
v ∈ V , v ∈ (R (Qi))

2 pour chaque Qi ∈ Qh

}
. En notant Φ = (φ

1
,φ

2
, · · · ,φ

3n
) les fonctions de

bases pour les déplacements, l’espace discret s’écrit κ =
{
(ṽi)

3n
i=1 = ṽ ∈ R3n, ∑

3n
i=1 φ

i
ṽi ∈ Vh

}
, le tilde

précise la nature non interpolante des NURBS. Chaque vh ∈ Vh peut ainsi se décomposer tel que
vh = ∑

3n
i=1 φ

i
ṽi.

En termes de degrés de liberté P, la condition de continuité prend la forme de l’équation matricielle
(1). Le problème s’écrit :

a(u,v) = L(v), ∀v ∈ Vh

où a(u,v) = a1(u,v)+ a2(u,v) sont les formes bilinéaires caractérisant la raideur élastique des do-
maines 1 et 2 respectivement.

4 Calcul de solutions multipatchs

4.1 Approche par pénalité pour l’application de la contrainte d’interface

Cette méthode consiste à rajouter un terme de raideur à la structure globale, le problème résolu
n’étant pas rigoureusement identique au problème initial. L’écriture de la formulation variationelle est
modifiée pour prendre en compte les conditions d’interface en déplacement et rotation. Le problème peut
s’exprimer sous la forme : trouver

{
u,u,n

}
∈ V1,h×V2,h avec χ = u(1)−u(2) et ζ = u(1),n −u(2),n sur Γc tel

que :
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ap(u,v) = a(u,v)+β1

〈
χ,Ψ

〉
L2,Γc︸ ︷︷ ︸

déplacement

+β2

〈
ζ,µ
〉

L2,Γc︸ ︷︷ ︸
rotation

= L(v), ∀
{

v,v,n
}
∈ V1,h×V2,h, (2)

avec Ψ = v(1)−v(2) et µ = v(1),n −v(2),n sur Γc (de normale continue et bornée). Le second terme repré-
sente la condition d’interface sur les degrés de liberté en déplacement et le troisième terme correspond à
la rotation. Les valeurs de β1 et β2 sont indépendantes de la discrétisation spatiale tel que :

β1 = r1
ES
L2 et β2 = r2

EI
L2 ,

avec r1 et r2 les facteurs adimensionnés de pénalité, respectivement pour le déplacement et la rotation.
Après ré-écriture de l’équation (2), les matrices de raideur et de couplage pour des structures minces
sont :

K(α)
p,i, j = β1

〈
φ
(α)
i

,φ(α)
j

〉
L2,Γc

+β2

〈
φ
(α)
i,n

,φ(α)
j,n

〉
L2,Γc

,

C(1)
p,i, j =−β1

〈
φ
(1)
i
,φ(2)

j

〉
L2,Γc
−β2

〈
φ
(1)
i,n
,φ(2)

j,n

〉
L2,Γc

,

C(2)
p,i, j =−β1

〈
φ
(2)
i
,φ(1)

j

〉
L2,Γc
−β2

〈
φ
(2)
i,n
,φ(1)

j,n

〉
L2,Γc

.

Le vecteur des déplacements sur les degrés de liberté étant
[
ũ(1) ũ(2)

]T
= ũ ∈ κ, le système à ré-

soudre est de la forme : [
K(1)+K(1)

p
C(1)

p
C(2)

p
K(2)+K(2)

p

][
ũ(1)

ũ(2)

]
=

[
F̃(1)

F̃(2)

]
D’une manière analogue, pour des structures épaisses, les degrés de liberté en rotation apparaissent

explicitement dans le système à résoudre. En notant Φθ = (φθ

1
,φθ

2
, · · · ,φθ

3n
) les fonctions de base pour les

rotations, la matrice de raideur ajoutée par pénalité se décompose en deux parties :

K(α)
p

=

[
β1

〈
φ
(α)
i

,φ(α)
j

〉
L2,Γc

, β2

〈
φ

θ,(α)
i

,φθ,(α)
j

〉
L2,Γc

]
,

avec le vecteur sur les degrés de liberté en déplacement et rotation ũ =
[
ũ(1) θ̃

(1) ũ(2) θ̃
(2)
]T

. Le
même raisonnement est applicable aux matrices de couplage.

Il s’agit d’une méthode classique dont le choix du facteur de pénalité est décisif : s’il est trop petit,
la contrainte ne sera pas appliquée et trop grand, la matrice K sera mal conditionnée. Elle est également
appelée forme variationnelle inconsistante car la forme faible présentée ne retrouve pas rigoureusement
les conditions d’interface présentées par la forme forte. Néanmoins, l’unicité de la solution est assurée
sachant que la forme bilinéaire ap(u,v) est elliptique, cette dernière propriété est essentielle.

4.2 Approche duale pour l’application de la contrainte d’interface

Il s’agira d’appliquer la contrainte par l’ajout d’inconnues proportionnelles aux efforts à l’interface.
L’introduction de ce champ supplémentaire amène le problème classique de point-selle. L’écriture de la
formulation faible est : trouver

{
u,u,n

}
∈ V1,h×V2,h avec χ = u(1)−u(2) et Σ = u(1),n −u(2),n sur Γc et

{λ,λ∗} ∈ V λ

h tel que :
aL
[
(u,λ);(v,µ)

]
= a(u,v)+

〈
λ,ψ

〉
L2,Γc

+
〈

χ,µ
〉

L2,Γc︸ ︷︷ ︸
déplacement

+
〈

λ
∗,ζ
〉

L2,Γc
+ 〈Σ,Π〉L2,Γc︸ ︷︷ ︸

rotation

= L(v),

∀
{

v,v,n
}
∈ V1,h×V2,h et ∀

{
µ,Π

}
∈ V λ

h

avec Ψ = v(1) − v(2) et ζ = v(1),n − v(2),n . La séparation de traitement pour les termes de déplace-
ment et rotation est analogue à l’approche précédente (λ∗ est l’inconnue de Lagrange, duale des ro-
tations). L’espace lié à la discrétisation spatiale des Lagrange est noté V λ

h ⊂
[
H−1/2 (Γc)

]2
tel que
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V λ

h =
{

λ ∈
[
H−1/2 (Γc)

]2
, λ ∈

(
R
(
Q λ

i

))2
pour chaque Q λ

i ∈ Q λ

h

}
. En notant Φλ = (φλ

1
,φλ

2
, · · · ,φλ

3nλ

)

les fonctions de bases pour les grandeurs duales des déplacements, l’espace discret s’écrit
κλ =

{
(λ̃i)

3nλ

i=1 = λ̃ ∈ R3nλ , ∑
3nλ

i=1 φ
λ

i
λ̃i ∈ V λ

h

}
. Nous utiliserons la discrétisation spatiale ∑

3nλ

i=1 φ
λ

i
λ̃i = λh ∈

V λ

h . Les matrices de couplage pour des structures minces s’écrivent :

C(α)
λ,i, j = (−1)α+1

[〈
φ
(α)
i

,φλ

j

〉
L2,Γc

+
〈

φ
(α)
i,n

,φλ

j,n

〉
L2,Γc

]
.

Finalement, le système à résoudre par l’approche duale est :
K(1) 0 C(1)

λ

0 K(2) C(2)
λ(

C(1)
λ

)T (
C(2)

λ

)T
0


ũ(1)

ũ(2)

λ̃

=

F̃(1)

F̃(2)

0


Par un procédé analogue à l’approche par pénalité, le cas des structures épaisses peut être traité en

ajoutant des degrés de liberté indépendant en rotation et en dissociant les matrices de couplage associées.
La formulation permet une application plus précise des conditions à l’interface (voir [4]), mais le

choix de l’espace V λ

h reste délicat : il doit vérifier les conditions inf-sup (ou L.B.B) sinon l’unicité de la
solution n’est pas assurée.

Un premier choix à tester sera de prendre V λ

h = (V1,h
⊕

V2,h)
∣∣
Γc

garantissant ainsi que la solution
du problème mixte satisfait exactement la condition de continuité (1).

5 Conclusion

Ce travail a permis de mettre en évidence la qualité des résultats obtenus lors d’une intégration
réduite en IGA et sur un domaine unique. La méthode de quadrature proposée permet de s’affranchir du
verrouillage numérique tout en diminuant le temps de calcul par rapport à une intégration complète ou
sélective classique. Aucun mode à énergie nulle n’est observé dans ce cas.

Des méthodes de décomposition de domaine ont été présentées afin d’étendre les bénéfices d’une
telle quadrature au cas du multi-domaines et ce en particulier aux interfaces. L’intégration optimisée
devra permettre de s’affranchir du verrouillage numérique en conservant une continuité C0 entre les
différents patchs. Différents tests, soit en pénalité, soit en dualité, seront présentés à la conférence.
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