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Résumé — La 6 méthode permettant d’évaluer le taux de restitution d’énergie G est fondée sur le
calcul de la dérivée de I’énergie potentielle par rapport a I’avancée de fissure. La méthode permet
d’obtenir de trés bons résultats dans le cas 2D mais ne permet pas d’atteindre une précision
raisonnable sur des calculs en volume, méme lorsque le cas 3D est une simple extrusion du cas 2D.
Dans ce travail, nous tentons d’analyser les écarts observés dans le cas d’extrusion et d’apporter des
améliorations afin de les réduire.

Mots clefs —taux de restitution d’énergie, 6 méthode

1 Introduction

La méthode des éléments finis étendue (X-FEM) [1] couplée avec une représentation de la fissure
par des fonctions de niveau s’est révélée intéressante pour simuler la propagation de fissures.
L’avantage principal de la combinaison de ces deux outils est la possibilité d’introduire la fissure
indépendamment du maillage. La fissure est représentée par deux fonctions de niveau orthogonales
entre elles et il suffit d’actualiser ces fonctions pour simuler la propagation de fissure. Pour représenter
correctement I’avancée et le trajet de la fissure, il est donc important d’évaluer correctement les
quantités d’intérét que sont le taux de restitution d’énergie ou les facteurs d’intensité de contrainte.
Pour le calcul numérique du taux de restitution d’énergie, les techniques les plus utilisées consistent a
mettre 1’expression du taux de restitution d’énergie G sous la forme d’une intégrale de contour ou de
domaine plus facile & évaluer dans le cadre d’une méthode numérique. On retrouve principalement
deux méthodes : I’intégrale de Rice [2], intégrale de contour, qui est la plus ancienne expression de G,
et la méthode 6 [3] qui s’exprime sous la forme d’une intégrale de domaine. Pour 1’évaluation
numérique des facteurs d’intensité de contrainte, la méthode d’extrapolation des déplacements [4] [5]
[6] rencontre beaucoup de succeés par sa simplicité de mise en ceuvre : elle est cependant moins précise
que les méthodes énergétiques [4] [5].

2 Méthode 0

On considére un solide élastique fissuré occupant le domaine Q de ’espace R? ou R3. Soit :

e u le champ de déplacement,

e T le champ de température,

e T, désigne la position du fond de fissure,

e f le champ de forces volumiques appliquées sur Q,

e F le champ de forces surfaciques appliquées sur I'x € 91,
e U le champ de déplacements imposes sur I, € 9.
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Figure 1 : solide élastique fissuré.

Par définition [7] le taux de restitution d’énergie est défini comme étant 1’opposé de la dérivée de
I’énergie potentielle par rapport & la longueur de la fissure.

W
G= aT,

Ce taux de restitution peut étre calculé par la méthode 6 proposée par Destuynder et al. [3] qui est
fondée sur la dérivation lagrangienne de 1’énergie potentielle. On introduit des transformations
géométriques fictives F7 : M - M + nf(M) de tous les points M du domaine de référence Q en un
domaine Q"7 modélisant des propagations de la fissure, ou n est un temps fictif (n = 0 correspond a
la configuration de référence) et (M) est une vitesse initiale de transformation (pour 1’extension
virtuelle de la fissure Iy). Ces transformations doivent modifier la position du fond de fissure Iy sans
modifier le contour extérieur du solide fissuré. Les champs 0 doivent donc étre tangents a 91, ¢’est-a-

dire en notant n lanormale adQ,ona@ € O = {u tels que - n = 0 sur IQ}.

D’aprés [8], le taux de restitution d’énergie locale G (s) est solution de 1’équation suivante :
fro G(s)0(s) -m(s)ds = G(0) ,VO € O ,

ou m est la normale unitaire a T, située dans le plan de la fissure, ou s est I’abscisse curviligne de T
permettant de discrétiser le fond de fissure en 3D et ou ¢(0) sous sa forme la plus générale vaut :

. . oY
—-Q(0) = J Wdiv(0) — a: (Vuve) dv + f (Vf.0)u + f - udive dV + f -5 (VT.0) av
n

N 0

- f FT(Vu.0)ds + f(an) - (Vu.0) ds
l—‘F l—‘u
Le premier terme de I’intégrale ci-dessus, fait intervenir @, qui est singulier au voisinage du fond de

fissure. Il est donc intéressant de définir des champs @ permettant d’éviter le calcul d’intégrales dans
ce voisinage. Cela revient a demander 1’annulation de VO dans ce voisinage.
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Figure 2 : a gauche, la couronne d’intégration de la méthode 6 permettant de s’affranchir d’un calcul
par intégrale au voisinage du fond de fissure, ou r est la distance au fond de fissure T,. A droite, les
valeurs de la norme de @ en fonction de la distance au fond de fissure.

Dans la suite de cette présentation, on considére des transformations isothermes (T = Ty), et des
forces volumiques nulles f = 0. Compte tenu des conditions limites, les termes de bords sont nuls et
on a directement que :

—Q(0) = f wdiv(0) — o: (Vuve) dV (Eq.1)

0

2.1 Discrétisation du fond de fissure en 3D

Le champ scalaire G(s) peut-étre discrétisé sur une base que nous noterons(yj (s)) .
1<j<N

Soient G; les composantes de G(s) dans cette base :

N
6() =) Gry(s)
=1

]
On choisit une base de fonctions tests pour le champ 0 tel que : ® = {8; tels que 8; - n = 0 sur 9Q}.
Les G; vérifient alors :

N

J Gjy;(s) 0'(s) -m(s)ds = ¢(8') ,vi € [1,P]
T, \J=1

Les G; peuvent donc étre determinés en résolvant le systéme linéaire a P équations et N inconnues :

a;j = fpo ¥;(s)0'(s) - m(s)ds

Z?Izl aijGj = bi ,i=1,P avec: { )
b, = ¢(8%)



Ce systéme a une solution si on choisit P champs @ indépendants tels que : P > N.

Comme base, on utilise la famille de polyndome de Legendre y;(s) de degré j normee ou y;(s) =

Zj;'le (Zl—s - 1) avec [ la longueur du fond de fissure et P; le polyndme de Legendre de degré ;.

2.2 Test d’une fissure débouchante en mode | pur

On présente un test de fissure en mode | pur afin d’étudier les résultats obtenus par la méthode 6.

facegep

Z
‘ y
X
Figure 3 : fissure droite débouchante.

Dans cette étude, on pose E = 10°Pa,v = 0 etK; = 1 Pa.V/m.

Pour les conditions limites, on impose une condition de Dirichlet sur facege,; a I’aide de la solution
analytique en déplacement du mode | pur.
1 4+ [T 903 — 4y —
Uy == J;cos(z)(B 4v — cos(0))
I _ (1+U) L . g _ _
Uy =-—F— \/;sm(z)(B 4v — cos(0))

u = K,UleY + K,Ule? avec:

ou {U{, UL} représentent les composantes du champ de déplacement pour le 1° mode de fissuration,
définies dans le repére local ( el,e?, e3) en coordonnées cylindriques (r, 8, z) [9].

Pour toutes les autres faces du cube, une condition de Neumann est appliquée F = - n ou n est la
normale sortante a la face et o le tenseur des contraintes du mode 1. La forme du tenseur des

contraintes dans le repére (e*,e”,e?)est:
[ 1 9 . (0 . (36
0414 = |—cos (—) (1 — sin (—) sin (—))
2nr 2 2 2
— . 1 0\ . (9 36
o = 0116,0e, + 0,,¢,Qe, + 01,(e,Be, + e,8e,) {7y, = ’Z—W cos (E) sin (E) cos (7)

(722 = Jz 03 (5) (1 =5in ) sin ()




Une étude de convergence sur le déplacement et sur I’énergie montre que le modéle est correct et que
I’on retrouve les ordres théoriques de convergence pour des éléments X-FEM linéaires avec un
enrichissement géométrique, c’est-a-dire 1 en énergie et 2 en déplacement [10].
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Figure 4 : a gauche, ordre de convergence sur le déplacement et sur I’énergie pour des éléments X-FEM ;
a droite, le champ de déplacement pour une ouverture en mode 1 pur.

2.3 Calcul du taux de restitution d’énergie par la méthode 0

On estime le taux de restitution d’énergie en utilisant la méthode 6 mise en ceuvre dans le logiciel
libre de calcul des structures Code_Aster [11]. Dans ce test, le cas 3D est obtenu par extrusion du cas
2D. Comme v = 0, I’hypothése des déformations planes est identique a celle des contraintes planes et
les mémes résultats sont attendus pour la solution 2D et la solution 3D. L’erreur prise pour 1I’étude de
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Figure 5 : a gauche, les courbes de convergence de G en 2D et en 3D obtenues par la méthode 8 (X-
FEM) ; a droite, la courbe de G en fonction de I’abscisse curviligne s pour différents raffinements de
maillage.

On observe sur la figure 5 que le niveau d’erreur est considérablement amplifié dans le cas 3D. En
revanche, les ordres de convergence correspondent a ceux donnés par la théorie pour des éléments X-
FEM [10]. En revanche, figure 5, on observe des oscillations importantes de G le long du fond de
fissure, alors que dans le cas d’une fissure droite, un G uniforme est attendu tout le long de ce dernier.



Pour éliminer les éventuelles erreurs d’intégration dues a 1’utilisation d’éléments X-FEM sur les
champs de déplacements et de contraintes, 1’étude a été réalisée avec des éléments FEM. On aboutit &
des résultats similaires, a savoir une différence importante sur le niveau d’erreur sur G entre le cas 2D
et le cas 3D et des oscillations de G le long du fond de fissure.

Ze-
1,2¢-05 T T T T T T T T T T T T T T

E-41 2D FEM (slope = 0.9) ] 1.15¢-05
©-0 3D FEM (slope = 1.1} 3 I

1.1e-05
asE e E

0125 G 3 1,05¢-05
ssE © I

0,0625 F le-05

00312 E Z 0.5¢06|-%

relative error G

00156 o = 9¢-06
000781 - g = 8.5¢-06
0,00391 —— 1 Be-06

0.00195 - 7.5e-06

1 1 1 | 1 1 1 .
2 2 2 Te-06

Figure 6 : & gauche, les courbes de convergence de G en 2D et en 3D obtenues par la méthode 6 (FEM) ;
a droite, la courbe de G en fonction de I’abscisse curviligne s pour différents raffinements de maillage.

Les résultats des figures 5 et 6 sont obtenus pour une discrétisation de G par les cing premiers
polynémes de Legendre G(s) = ]5-20 Gjy;(s). En observant les coefficients de G(s) dans cette base,
au niveau du tableau 1, on remarque que pour le degré 2 et le degré 4, une contribution non
négligeable est apportée a la solution. Ce résultat est en contradiction avec le fait que pour une fissure
droite, seule la contribution du polynéme de degré 0 doit étre non nulle et doit permettre de représenter

un G uniforme le long du fond de fissure.

Degré 0 8.23 x107°
Degré 1 1.09 = 10720
Degré 2 1.84 % 1077
Degré 3 1.25 % 10722
Degré 4 8.18 x 1077
Degré 5 1.4 10720

Tableau 1 : coefficients de G(s) dans la base des polyndmes de Legendre.

Pour identifier les problemes rencontrés, on s’intérrese au calcul du champ @ qui s’exprime en
fonction des polynémes de Legendre et de la norme 6, :
0'(x) = yi(s(x))0o(r(x))t(x) se€Ty,i€[15]

avec y; le polyndme de degré i et t la direction de propagation.



Pour garantir la continuité du champ 6%, on interpole ce champ aux points de Gauss. Dans la mise en
ceuvre initiale, linterpolation est faite sur toutes les variables de ce champ: [ (Hi) = I1(y;0,t).
Néanmoins, on remarque que 1’équation 1 fait intervenir V@ et donc 6,’, qui est discontinue a travers
le domaine de la figure 2. On constate donc que seule I’interpolation sur 6, est nécessaire pour
retrouver les propriétés liées a la continuité. Cette analyse est proposée dans [12], ou on remarque que
I’interpolation n’est appliquée que sur la fonction de r, donc sur 6,.

On propose alors de modifier I’interpolation du champ 6% pour interpoler uniquement 6, :

1(6%) = 1(8p)yt

Suite a cette modification, on compare les résultats de la figure 7 obtenus en FEM entre les deux
interpolations. On constate une nette amélioration du taux de restitution d’énergie, avec un G
uniforme le long du fond de fissure en concordance avec les valeurs analytiques du test présenté ici.
En revanche, méme si le niveau d’erreur a diminué, il n’atteint pas encore celui du cas 2D.
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Figure 7 : en haut a gauche, variations de G le long du fond de fissure pour P’interpolation globale initiale ;
en haut a droite, variations de G le long du fond de fissure suite a la modification de ’interpolation du
champ 6. En bas, comparaison entre les convergences obtenues pour les deux interpolations.

3 Conclusions et perspectives

L’interpolation proposée dans le cas 3D montre une nette amélioration du résultat sur les valeurs de G.
En revanche, on n’atteint toujours pas la précision du cas 2D, ce qui montre que des problémes



persistent dans le cas tridimensionnel. On propose dans la suite de ces travaux d’étudier le cas X-FEM,
afin de comparer les résultats entre les méthodes suite a la modification de I’interpolation du champ 6.
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