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Avant-propos

«. ..l prefer concrete things and | don't like to learn more about abstract stuff
than | absolutely have to. . ..». Marc Kac (1914 — 1984), in Enigmas of Chance :
An Autobiography (1985, chapitre 5 page 112).

Ce recueil est une collection accumulée au fil du temps que nous souhai-
tons partager avec plaisir et enthousiasme. Il a été conc¢u pour étre consulté
ponctuellement, au hasard, en feuilletant les pages, en consultant la table des
matieres ou 'index. Ce type de document nous semble utile dans un univers
scientifique hyperspécialisé laissant peu de place a I'ouverture et a ’éclectisme.

Le premier public visé est celui des enseignants-chercheurs en probabili-
tés, débutants ou confirmés. Ce recueil a pour but de les aider a enrichir leur
culture probabiliste en excitant leur curiosité. Nous espérons qu’il les inspi-
rera pour la conception de leur enseignement de master ou ’encadrement de
stages d’ouverture a la recherche. De nombreux chapitres peuvent également
bénéficier directement a des étudiants de master ou préparant ’agrégation.

Le parti pris de cet ouvrage est de polariser la rédaction par les modeéles
plutdt que par les outils, et de consacrer chaque chapitre & un modele. Bien que
parfois reliés, les chapitres sont essentiellement autonomes. Ils ne contiennent
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pas ou peu de rappels de cours. Nous fournissons toutefois en fin d’ouvrage,
juste avant la bibliographie, une liste de références conseillées concernant les
théoremes limites, les martingales a temps discret, les chaines de Markov
a espace d’états au plus dénombrable, et les bases du calcul stochastique.
En téte de chaque chapitre sont proposées des listes de mots-clés et d’outils
utilisés, ainsi qu’une indication du degré de difficulté (de une a trois étoiles).
L’introduction et surtout la section «Pour aller plus loin» de chaque chapitre
ont pour but de mettre en perspective le théme abordé et de proposer des
références bibliographiques.

Ce recueil ne prétend pas constituer une référence sur des modeles proba-
bilistes en biologie, informatique, ingénierie, ou physique, et prétend encore
moins fournir des solutions pour les praticiens de ces domaines d’applica-
tion. Les modeles considérés dans ce recueil ne sont souvent qu’inspirés des
applications, et le traitement ne concerne en général que des versions consi-
dérablement simplifiées. Cela est déja beaucoup !

Ce recueil puise sa source dans les cours de Master de mathématiques
appliquées et de préparation a 1’épreuve de modélisation de l'agrégation de
mathématiques, que nous avons dispensés aux étudiants des universités de
Toulouse, Rennes, Marne-la-Vallée, Paris-Dauphine, et Tours. La qualité du
texte, aussi bien sur le fond que sur la forme, doit beaucoup & nos tous pre-
miers lecteurs, petits et grands. Grand merci, donc, & nos anciens étudiants!
Grand merci également & Arnaud Guyader, & Bernard Bercu et a Olivier
Zindy pour leur relecture substantielle. Grand merci aussi a Jiirgen Angst,
Amine Asselah, Jean-Baptiste Bardet, Charles Bordenave, Raphaél Butez,
Marie-Line Chabanol, Bertrand Cloez, Yan Doumerc, Olivier Durieu, Lucas
Gerin, Hélene Guérin, Bénédicte Haas, Igor Kortchemski, Jamal Najim, Julien
Poisat, Justin Salez, Pierre Tarres, Marie-Noémie Thai, Frédérique Watbled,
et Pierre-André Zitt pour leur aide. Ce recueil a également bénéficié des re-
lectures attentives et constructives de plusieurs rapporteurs anonymes. Nous
sommes enfin reconnaissants a Sylvie Méléard de nous avoir incités a trans-
former un polycopié en un livre, puis d’avoir mené un solide travail éditorial.
Malgré tout, et comme toute ceuvre humaine, ce recueil reste limité et impar-
fait. Un erratum sera disponible sur Internet, ainsi que les programmes ayant
fourni les illustrations.

Bonne lecture!

Djalil Chafai et Florent Malrieu
Vincennes et Saint-Avertin, automne 2015
Mis a jour a I’hiver 2021
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Toutes les variables aléatoires de ce recueil sont définies sur cet espace.
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Pile, face, coupons

Mots-clés. Combinatoire ; loi discrete ; distance en variation totale; loi
des petits nombres ; convergence abrupte ; loi de Gumbel.

Outils. Loi des grands nombres; théoreme limite central; inégalité de
Markov.

Difficulté. *

Ce chapitre est consacré au jeu de pile ou face et au probleme du collec-
tionneur de coupons, deux objets probabilistes importants qu’il est bon de
connaitre et savoir reconnaitre. Ce chapitre contient également une étude de
la distance en variation totale pour les mesures de probabilité discretes.

1.1 Jeu de pile ou face

Le jeu de pile ou face consiste en des lancers successifs d’'une piece de
monnaie qui donnent & chaque fois soit pile (succes, codé 1) soit face (échec,
codé 0). On modélise cela par une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées de loi de Bernoulli Ber(p) :

P(X,=1)=1-P(X,,=0)=pecl0,1].
Le nombre de succes dans les n premiers lancers

est une variable aléatoire & valeurs dans {0,1,...,n} qui suit la loi binomiale
Bin(n,p) de taille n et de parameétre p, donnée pour tout k =0,1,...,n par

P(S, =k) = (Z)p’“(l —p)"h = k,(n!k)!p’“(l —-p)" k.

\n—
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La moyenne et la variance de S, sont donnés par
E(S,) =np et Var(S,) =np(l—p).

Le temps T' du premier succes, qui est aussi le nombre de lancers pour obtenir
un premier succes, est donné par

T:=inf{n>1:X,=1}
Sip >0, T suit la loi géométrique Geo(p) sur IN* de parametre p donnée par
P(T=k)=(1—-pFtp, kelN*

OnaT =oc0sip=0etP(T < oo)=1sinon. De plus

1 1-
B(T) = et Var(T) = p2p.

Le nombre d’échecs avant le premier succes
T :=inf{n>0: X,;1=1}=T-1
suit la loi géométrique Geon(p) sur IN et de parameétre p donnée par
P(T' =k)=P(T—-1=k)=(1-p)rp, ke,
et on a

1—p

B(T') = B(T) ~ 1= =% et Var(T") = Vax(T) = 1=p

p2

Pour tout r € IN*, le nombre de lancers T;. nécessaires pour obtenir r succes
est défini par récurrence par

Th:=T e Trp1:=inf{n>1T,:X, =1}

Les variables aléatoires 17,15 — 11,13 — 15, ... sont indépendantes et identi-
quement distribuées de loi géométrique Geo(p). La variable aléatoire T, suit
la loi de Pascal ou loi binomiale-négative Geo(p)*”. On a pour tout k > r,

P(T.=k)= > (1=-plp-(1=prp=0-p"p <Ij - i)

et
r
E(T,) =rE(T)=- et Var(T,)=rVar(T)=r
p p
Le processus de Bernoulli (Sp)n>0 a des trajectoires constantes par mor-
ceaux, avec des sauts d’amplitude +1, et les temps de saut sont donnés par

(Tr)r>1 (temps inter-sauts i.i.d. géométriques). Il constitue le processus de

1-p
—.
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comptage de tops espacés par des durées indépendantes de méme loi géomé-
trique, analogue discret du processus de Poisson. Comme S, est une somme
de variables indépendantes, (Sy,)n>0 est une chaine de Markov sur IN de noyau
P(z,y) = ply—zt1 + (1 —p)Ly—y, et (S, — np)n>0 est une martingale.

Par la loi des grands nombres (LGN) et le théoréme limite central (TLC)

Sn PRy et W (STL—p) £>N(0,1).

Cela permet notamment de construire un intervalle de confiance asymptotique
pour p appelé intervalle de Wald, qui est cependant peu précis.

Remarque 1.1 (Intervalle de Clopper-Pearson). Il est également possible de
confectionner des intervalles de confiance pour p mon asymptotiques, comme
celui de Clopper-Pearson par exemple, basé sur la correspondance Beta-
binomiale. Soit Uy,...,U, des v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. No-
tons Uqpy < o+ < U,y leur réordonnement croissant. Alors pour tout
k=1,...,nlav.a.r. Uyy suit la loi Beta(k,n —k + 1) sur [0,1] de densité

tk71(1 _ t)nfk
Beta(k,n — k + 1)

1
tel0,1] — , ot Beta(a,b) ::/ 57711 — s)P7 1 ds,
0
et
P(Sh 2 k) = P(Liv,<py + - + Lu,<py 2 k) = P(Ukn) < p)-

On déduit de cette identité une expression exacte de la probabilité que S,
appartienne a un intervalle donné. Notons que comme S, est discréte, ses
quantiles sont aussi discrets, ce qui empéche de fabriquer un intervalle exact
de niveau a € [0,1] arbitraire, et suggére de procéder d un lissage.

Remarque 1.2 (Motifs répétés et lois du zéro-un). Lorsque 0 < p < 1, le
lemme de Borel-Cantelli (cas indépendant) entraine que toute suite finie de 0
et de 1 apparait presque surement une infinité de fois dans la suite X1, Xo, ...
L’indépendance est capitale. Un singe éternel tapant sur un clavier finira tou-
jours par écrire les ceuvres complétes de William Shakespeare! Alternative-
ment, on peut déduire ce résultat de la nature géométrique du temps d’appari-
tion du premier succés dans un jeu de pile ou face obtenu en découpant le jeu
de pile ou face en blocs successifs de méme longueur que la chaine recherchée.

Remarque 1.3 (Jeu de pile ou face et loi uniforme sur [0,1]). Si U est une
variable aléatoire sur [0,1] et si U = > "7 | b,27™ est son écriture en base 2,
alors U suit la loi uniforme sur [0,1] si et seulement si les bits (by),,~, de son
écriture en base 2 sont des v.a.r. i.i.d. de Bernoulli de paramétre 1/2.

Remarque 1.4 (Algorithme de débiaisage de von Neumann). Soit (X»),,>,
une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de paramétre
0 < p <1 inconnu. On fabrique la suite (Yn)n>1 de variables aléatoires indé-
pendantes et de méme loi sur {0,1,2} comme suit
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X1 Xo X3Xy---
—— ——
Yy Y

en posant Yy, = 0 si (Xop—1,X0,) = (0,1), Y, =1 si (Xapn_1, Xon) = (1,0), et
Y,, = 2 sinon. La suite (Zn)n>1 obtenue a partir de (Yn)n>1 en effacant les 2
est constituée de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parameétre
1/2. La production de chaque terme de la suite (Zy),,~, nécessite un nombre
aléatoire géométrique de termes de la suite (Xy),,5,-

1.2 Approximation binomiale-gaussienne

Soit (X,),5; des v.ar. iid. de moyenne m et variance 0 < o < oo, et
S, = X1+ -+ X,,. Le théoréme limite central indique que pour tout ¢t € R,

lim IP(Snnm < t> = / Lef72 dz.
n—00 Vno o V2T

Le théoréme limite central de Berry-Esseen raffine ce résultat asymptotique en
fournissant une borne quantitative uniforme : si X, Xo, ... sont de Bernoulli
de parameétre p €]0,1[, on a m := E(X1) = p, 0% := E((X —m)?) = p(1 — p),
7= E(|X1 —mf*) = p(1 - p)(1 — 2p(1 — p)), et

2
JR
t 2

]P(Sn < \/W—p)t—knp) —/ e\/%dx

— 00

sup
teR

73 B 1—-2p(1—p)

S Ve T ol o

Cette approximation de la loi binomiale par la loi gaussienne est d’autant
meilleure que (1 — 2p(1 — p))/+/np(1 — p) est petit. A n fixé, cette borne est
minimale pour p = 1/2 mais explose quand p se rapproche de 0 ou de 1. Pour
ces régimes extrémes, il est plus approprié d’utiliser une approximation par
la loi de Poisson, abordée dans la section 1.4.

Lorsque X1, X, ... sont des variables de Bernoulli de parametre p €0, 1],
le TLC suggere d’approcher la loi binomiale Bin(n,p) de S,, par la loi gaus-
sienne N'(nm,no?) lorsque n est grand. Le théoréme limite central de de
Moivre et Laplace précise que pour tous —oo < a < b < +00,

(kfnp)2 )
€xp (—ni_
lim vn sup |P(S,=k)— i) | 0
n—00 " per (a,b) 2mnp(1 —p)

ou

np(l—p

I,(a,b) = {O<k’<n: k:—np) € [a,b]},
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Lois binomiales

L A
02 4 [
L : ------ Bin(42,0.1) [ ]
- — Bin(42,0.5) P 1
L --- Bin(42,09) | i ]
0.15 .
= I o]
x 0.1Ff P
T i AR
0.05 - ; Lo-
0 - -

T T N R N S N TR S S N TR TR SR N

0 10 20 30 40

n

Fig. 1.1. Lois binomiales de méme taille, pour trois valeurs du second parameétre,
illustrant la pertinence de ’approximation de la loi binomiale par une loi gaussienne
et par une loi de Poisson selon les cas.

qui redonne le TLC par intégration :
Sy — 1[0 .2
lim P| 22" [a,b] | = —/ e 2 dx.
n—oo np(l —p) V21 Ja

1.3 Distance en variation totale

Dans toute cette section, E est un ensemble au plus dénombrable muni de
la topologie et de la tribu discrétes P(E). L’ensemble des lois sur E est un
espace métrique complet pour la distance en variation totale

dvr (p,v) = sup u(A) —v(A)].
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Notons que dyt (1, v) = ||pt — v||yp ot [[n]lyr = supscg [n(A)| pour toute
mesure signée 7 de masse finie sur E. On a 0 < dyr (i, v) < 1 car le diametre
de [0,1] est 1. De plus dyr (u,v) = 1 si p et v ont des supports disjoints.

Théoréme 1.5 (Autres expressions). Si u et v sont des lois sur E alors?

[ran- [rav

De plus, le supremum dans la définition de dy (-, ) est atteint pour 'ensemble

1
dyt (u,v) ==  sup
2 B

=2 lu(a) — w(a)].

zel

A=z € B pla) > v(a)},
et il est atteint dans Uexpression variationnelle fonctionnelle de dyr (-, ) pour
f - ]lA* - ]lAi .

Démonstration. La seconde égalité provient de 'inégalité

‘/fdu—/fdv

qui est saturée pour f =14, — 1 4. Pour la premicre égalité, on écrit

< I @)llue) - v(@)] < sup | /()] > lu(e) — v(z)

rel relE

) =) = | [~ [ saar

ou f =14 — 14, ce qui donne

= 5 3 ) — (o)

z€E

1
) v <G e \ [rau- [san

qui est saturée pour A = A, car, par définition de A,,
20u(A.) — V(AL = (AL — V(AL) + p(AS) — p(AS)
= |w@) —v(@)|+ Y |ux) - v(z).

zEA., TEAS
O

Théoréme 1.6 (Convergence en loi). Si(X,),, sont des variables aléatoires
sur E et si p, désigne la loi de X,,, alors pour toute loi p sur E, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1. limy, oo [ fdpyn = [ fdu pour toute fonction bornée f : E — R ;
2. limy, o0 pin(z) = p(z) pour tout x € E;

L. En particulier on a 2||-[|yr = ||l g)-
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3. limy, o0 dvr (/f’/nv /1') =0.
Lorsqu’elles ont lieu on dit que (X,,) converge en loi vers u quand n — oo.

Toute fonction £ — R est continue pour la topologie discrete sur F.
Démonstration. Pour déduire 1. de 3. il suffit d’utiliser I’expression varia-

tionnelle fonctionnelle de dyr (+,). Pour déduire 2. de 1. on peut prendre
f = 1y,y. Pour déduire 3. de 2. on observe que pour tout A C E,

D k(@) = (@) =Y pnl@) = p@) + D lual@) — ple)].

el r€EA rEA®

Gréce & 2., si A est fini, alors pour tout € > 0, il existe un entier N = N (A, ¢)
tel que le premier terme du membre de droite est majoré par € pour tout
n = N. Le second terme du membre de droite peut se controler comme suit :

D (@) = pl@)] < Y7 pal@) + Y pla).

TEAC TEAC TEAC

Puisqu’on a

> (@) = () =Y pal@) + Y (),

TEAC TEA T€EA TEAC

on obtient

> pn(@) = @) <Y (@) — pl@) +2 Y p(x).

rEAC z€A reA°

Puisque p € P, pour tout ¢’ > 0, on peut choisir A fini tel que u(A°) < €.
Ainsi, on obtient

lim Y () — pl@)| =0,
el

qui n’est rien d’autre que 3. d’apres le théoreme 1.5. a
Remarque 1.7 (Dispersion a linfini). Si (un),s, sont des lois sur E et
p(x) :=limy, o0 pin(x) alors p n'est pas forcément une loi, sauf si E est fini.
En effet, lorsque E est infini, il peut se produire un phénomene de dispersion

de masse a l'infini. Un contre-exemple est fourni par E = IN et ., qui affecte
la masse 1/n auzx singletons {1}, ...,{n}, ce qui donne u identiquement nulle.

Théoréme 1.8 (Minimum). Si p et v sont des lois sur E alors

dvr (,v) =1 =Y (u(@) Av(x)).

zEE

En particulier, dyr (u,v) = 1 ssi u et v ont des supports disjoints.
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Démonstration. Rappelons que a A b = min(a,b). I suffit d’écrire

> (ulz) Av() = % > (ul@) +v(e) = |u@) = v(@)]) = 1= dvr (g, v).

zeE zel

Théoréme 1.9 (Couplage). Sip et v sont des lois sur E alors
d = inf P(X#Y
v (1, V) ()I(I}Y) (X #Y)

ou linfimum porte sur les couples de variables aléatoires sur E X E de lois
marginales p et v. De plus, il existe un couple de ce type pour lequel I’égalité
est atteinte c’est-a-dire que l'infimum est un minimum.

Le théoreme 1.9 est souvent utilisé de la maniére suivante : on construit
explicitement grace au contexte un couple (X,Y") de variables aléatoires tel
que X ~ pet Y ~ v, et on en déduit que dyr (i, v) < P(X #Y).

Démonstration. Soit (X,Y) un couple de v.a. sur E' x E de lois marginales y
et v. Comme P(X = x,Y = z) < p(z) A v(z) pour tout = € E,

1—dyr (1) =Y (@) Av(@) > S P(X =2,Y =2) =P(X =Y).

zER el

11 suffit donc de construire un couple (X,Y) pour lequel I’égalité est atteinte.
Posons p = 1 — dyr (1, V) € [0,1] et distinguons trois cas.

— Cas ot p = 0. On prend (X,Y) avec X et Y indépendantes de lois
respectives p et v. Puisque dyr (i, v) = 1, p et v ont des supports
disjoints, d'ou P(X =Y) =3 o pu(z)v(z) = 0;

— Cas ot p = 1. Alors dyr (p,v) = 0, d’oit p = v. On prend (X,Y) ou
X~petY =X,

— Cas ou 0 < p < 1. Soit U, V, W des variables aléatoires de lois

pHuAv), (L=p) Hu—(uAv), (1=p)~'(v—(uAv)).

Notons que p = > p(u(z) Av(x)) (théoreme 1.8). Soit B une v.a.
de loi de Bernoulli Ber(p) indépendante du triplet (U, V, W). Posons
(X,)Y)=(U,U)si B=1et (X,Y) = (V,IW) si B=0.On a alors
X ~ puetY ~ v, et puisque les lois de V et W ont des supports
disjoints, on a P(V=W) =0, et donc P(X =Y)=P(B=1) =p.

O

1.4 Approximation binomiale-Poisson

Si S, suit la loi binomiale Bin(n,p) alors pour tout k£ € IN, on a,
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_ 7np(np)k7 n n—k+1 n Cp (np)k
P(Sy = k) — 0 (n(l—p>"'n(1_p)(1p) . )k'

Ceci montre que si p dépend de n avec lim,_,., np = A alors la loi de S,
tend vers Poi(\). La distance en variation totale permet de quantifier cette
convergence en loi : I’inégalité de Le Cam du théoréme 1.10 ci-dessous donne

>

k=0

k
(0
P(S,=k)—e p% < 2np?,

utile si np? est petit. Si par exemple p = \/n alors np = X et np? = \?/n.

Théoréme 1.10 (Inégalité de Le Cam). Soient Xi,...,X, des variables
aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli Ber(py),...,Ber(p,). Soit u, la
loide S, = X1 +---+ X, et soit v, =Poi(p1 + -+ pn) la loi de Poisson de
méme moyenne que Sy. Alors on a

Avr (fin, Vn) < P2+ -+ p2.

Démonstration. On établit par récurrence sur n quesi ay,...,an et B1,..., 0,
sont des lois de probabilité sur IN alors on a I'inégalité sous-additive

dyr (a1 % -k, B1 %+ % By) < dvr (01, 1) + -+ - + dvr (an, Bn)-

On établit ensuite que dyr (Ber(p), Poi(p)) < p?, et on exploite le semi-groupe
de convolution des lois de Poisson : Poi(a) * Poi(b) = Poi(a + b). O

L’inégalité £2 — {1 — (> suivante

2 2

Prto P S (ot pa) max pr

permet de retrouver la loi des petits nombres : si (Xpnx);<pc,, €St un tableau
triangulaire de variables aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli avec
Xn i ~ Ber(py, 1) pour tous n > k > 1, et si

lim pp1+--+pnn=A et lim max p,r =0,
n—oo” ’ nyoo 1<k<n

alors X, 1 +---+ X, », converge en loi vers Poi(\) quand n — oo.

1.5 Probléeme du collectionneur de coupons

Le probleme du collectionneur de coupons est dans la méme boite & outils
que le jeu de pile ou face ou le jeu de dé, auquel il est intimement relié. Un
grand nombre de situations concretes cachent un collectionneur de coupons
ou une de ses variantes. Nous nous limitons ici a sa version la plus simple.
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11 faut jouer un nombre de fois (aléatoire) géométrique a pile ou face pour
voir apparaitre les deux cotés de la piece. Si on remplace la piéce de monnaie
par un dé a r > 2 faces, combien de fois faut-il lancer le dé pour voir appa-
raitre les r faces différentes 7 On modélise cela, pour un entier fixé r > 2, en
considérant la variable aléatoire

T:=min{n>1:{X5,...,. X,,} ={1,...,r}}
=min{n > 1:card{Xy,..., X} =r}

ol (Xy,)n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur
{1,...,r}. La variable aléatoire T est le premier instant ou les r faces du
dé sont apparues. Ce temps dépend bien entendu de r mais, par souci de
simplicité, nous omettrons cette dépendance dans la notation. Le nom col-
lectionneur de coupons provient des coupons & collectionner présents dans
certains paquets de céréales.

Théoréme 1.11 (Combinatoire). On a T > r, et pour tout n > r,

P(T =n) = Z{Z‘i}

ot la notation en accolades désigne le nombre de Stirling de seconde espece,
qui est le nom donné en combinatoire au nombre de maniéres de partitionner
un ensemble a n — 1 éléments en r — 1 sous-ensembles non vides.

Démonstration. On a X & {X1,...,Xr_1} car le coupon qui termine la col-
lection n’a forcément jamais été vu auparavant. Si on fixe n > r, ’événement
{T = n} correspond & choisir le type du dernier coupon puis & répartir les
n—1 coupons restants sur les r—1 types restants. Le résultat désiré en découle
car la loi des types est uniforme. a

Bien qu’explicite, le théoréme 1.11 n’est malgré tout pas tres parlant. Le
résultat intuitif suivant va beaucoup nous aider & étudier la variable T

Lemme 1.12 (Décomposition). Ona T =Gy +---+ G, ou Gy,...,G, sont
des variables aléatoires indépendantes avec

r—i+1
Gy~ Geo(m), mi=— 1 1<i<n
T

En particulier, on a P(T < 00) =1, et de plus
2

E(T) = r(log(r) + ) + 0r500(r) et Var(T) = %rz + orﬂoo(rz),

oty = lim,, o0 (Y, 1/i — log(n)) & 0.577 est la constante d’Euler.
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Démonstration. On pose Gy =1 et pour tout 1 <i < r
Gi=min{n >1: X¢g, ,1n €{X1,..., Xc,_, }}.

On a card({X1,...,Xg,}) = ¢ pour tout 1 < i < n. Les variables aléatoires
G1,G1 + Go,...,G1 + --- + G, sont les temps d’apparition des r premiers
succes dans un jeu de pile ou face spécial dans lequel la probabilité de gagner
change apres chaque succes : cette probabilité vaut successivement

r—1 r—2 1

, M3 = g ey T = —.
r r r

m =1, mp =

La décroissance de cette suite traduit le fait qu’il est de plus en plus difficile
d’obtenir un coupon d’un nouveau type au fil de la collection.
Calculons a présent les moments de T. La linéarité de ’espérance donne

T):ZE( ZE

i=1

_Zr—z+l TZ%:T(log(T)—i—v—l—o(l)).

i=1
D’autre part, I'indépendance des v.a. Gq,..., G, (exercice!) donne
T T 1 —
Var(T) = Var(G;) = L
() =3 Ver(@G) =3 —5

rEjT‘Z—”r‘—Mbg>+wr+mﬁy

Théoréme 1.13 (Queue de distribution). Pour tout n > 1,

r , B\
P(T >n) = ;(—1)’“*1 <k> (1 - r) .
Démonstration. On a
{I'>n}=E,1U---UE,, ou E,,:={X1#4,...,X, #i}.
Sidy,...,ix € {1,...,7} sont deux & deux distincts, alors, en notant
R={1,....,7}\ {i1, ..., ix},
on a

IP(Enﬂ‘l n---N En,ik) IP(Xl S R) (X S R)



12 1 Pile, face, coupons

—k\" E\"
r r
On utilise enfin le principe d’inclusion-exclusion ou crible de Poincaré?. O

Il est délicat de déduire le comportement de la queue de T' en fonction de
n et r a partir du théoreme 1.13 en raison de l'alternance des signes.

Théoréme 1.14 (Déviation). Pour tout réel t > 0,

T—rl
P(T > rt+ rlog(r)) = P(r’(ﬁg(r) > t> e tter
T

ot g, = (rt + rlog(r) — [rt + rlog(r)])/r € [0,1/r][.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, on peut écrire
P(T >n)=P(U_ E,;) < ZIP wi) O Enii={X1 #i,...,X, #i}.

Comme P(E,, ;) = (1 —1/r)" < e™™/", on choisit n = |rt + rlog(r)]. O

Pour o > 0 et r fixés, on peut choisir ¢ assez grand pour que e ¢T¢" < a,
par exemple ¢ = —log(a) + 1/r, ce qui donne l'intervalle de prédiction non
asymptotique [r, rlog(r) — rlog(a) + 1] de niveau 1 — a pour T

Théoréme 1.15 (Comportement asymptotique).
T L
rlog(r) r—oo
Démonstration. Fixons € > 0. Par I'inégalité de Markov et le lemme 1.12,
ol T 4oL < BT = rog(n)))
rlog(r) e2r2log(r)>?
(T

_ Var(T) + (B(T) — rlog(r))?
e2r2log(r)?

=)

Il s’agit d’une preuve par méthode du second moment. Dans le méme esprit,
une méthode du quatrieme moment est utilisée pour le théoreme 11.6.

La borne établie dans la preuve du théoréme précédent n’est pas sommable
en r et ne permet donc pas de démontrer une convergence presque sire en
utilisant le lemme de Borel-Cantelli, qui n’aurait de sens qu’avec un espace de

2 P A0 = S, () Ky P 00 A,

a
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probabilité unique valable pour tout r. D’autre part, la borne établie permet
d’obtenir un intervalle de prédiction non asymptotique : pour a = 0.05, r fixé,
et t bien choisi, on a P(|T — rlog(r)|/r > t) = O(1/t?) = . L’intervalle de
prédiction est de largeur 2rt, et se dégrade quand ¢ croit (a diminue).

Le théoréme suivant affirme que les fluctuations asymptotiques dans la
convergence précédente suivent une loi de Gumbel.

Théoréme 1.16 (Fluctuations asymptotiques). On a
T—rl T oi
I Trosln 08() =log(r)| ——= —1 L% Gumbel
T rlog(r) r—o0

ot la loi de Gumbel a pour fonction de répartition t € R — e’

La figure 1.2 illustre ce résultat.

Queue du collectionneur de coupons r=20

T T T T T T T T T T T T T T T T T T

r — Monte—Carlo N=2000
S Gumbel

0.8 |-

0.6 -

P(T>n)

04 -

0.2 -

Fig. 1.2. Approximations de la queue de distribution de la variable aléatoire T par
celle de rlog(r) + rG ou G suit la loi de Gumbel en vertu du théoréme 1.16, ainsi
que par une méthode de Monte-Carlo avec N tirages en utilisant la représentation
de T' en somme de variables aléatoires géométriques indépendantes.

Démonstration. 11 suffit d’établir que pour tout ¢ € R on a
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lim P(T > rlog(r) +tr) =S(t) :=1—e¢

r—r00

Fixons t € R et supposons que r est assez grand pour que rlog(r) + tr > 7.
Introduisons Pentier ny , = [rlog(r) + ¢r]. Le théoréme 1.13 donne

P(T > rlog(r) +tr) = P(T > ng,) = ZT:(—U’H (;) (1 - k>m

r
k=1

Comme (;) <rkF/klet 1 —u < e pour tout u > 0, on a

r 17 E Nt r i) eftk;
k r r—ooo k!l

Enfin, par convergence dominée, on obtient

k=1 k=1

Ceci acheve la preuve du théoreme. Alternativement, il est possible d’établir
le théoreme en utilisant 'approximation exponentielle des lois géométriques.
Posons Hy, := %Gr,kﬂ. Pour tout & > 1 fixé, la suite (Hk)@k converge en
loi vers la loi exponentielle de parametre k. On dispose de plus de la version
quantitative suivante sur les fonctions caractéristiques : pour tout t € R et
tout k > 1, il existe une constante C' > 0 telle que pour r assez grand,

, , C
E itHp\ E itEy g —
[B(eH) — B )] <

ou Ej est une v.a.r. de loi exponentielle de parametre k. En utilisant I'inégalité
lag - ar — by by <lag —bi|+ - +lar — by, a,be{z€C:|z] <1},

il vient, en considérant des variables aléatoires réelles Fi,..., F, indépen-
dantes de lois exponentielles de parameétres respectifs 1,...,r,

E(eit%) . E(eit(E1+-~~+Er)) < Clog(r)'
r

Le lemme de Rényi 11.3 indique que E; + - - -+ E, a méme loi que la variable

aléatoire max(Fy,..., F,.) ou Fi,..., F,. sont des v.a.r. i.i.d. de loi exponen-
tielle de parametre 1, puis on utilise la convergence en loi vers la loi de Gumbel
de la suite de v.a.r. (max(Fy,..., Fr) —log(r)),> ;- O

Le théoréme 1.16 fournit un intervalle de prédiction asymptotique pour la
variable aléatoire T : pour tous réels b > a,
—b —a

lim P(T € [rlog(r) + ra,rlog(r) +rb]) = e —e™*

r—00
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La loi de Gumbel est trés concentrée, et sa fonction de répartition fait
apparaitre une montée abrupte de 0 & 1. Cela donne un phénomeéne de seuil®
pour la variable aléatoire T'. La quantité P(T' > n) passe abruptement de ~ 1
a =~ 0 autour de n =rlog(r) sir>1:

Théoréme 1.17 (Convergence abrupte en n = rlog(r)). Pour tout réel ¢ > 0,
P(T > rlog(r) +rc) <e T ou 0<e. <1/r.
Si (¢r),en- €st une suite qui tend vers l'infini, alors

lim P(T > rlog(r) — re,) = 1.

T—00
Démonstration. La premiere majoration provient du théoreme 1.14. D’autre
part, le théoréeme 1.16 affirme que (T — rlog(r))/r converge en loi vers la loi
de Gumbel quand r — oo, ce qui donne, grace au fait que ¢, — oo,

P(T > rlog(r) —re,) = ]P(T_HOg(T) > —CT> — 1.

r r—00

1.6 Pour aller plus loin

Notre étude du jeu de pile ou face fait I'impasse sur un certain nombre de
propriétés remarquables, comme la loi de ’arc—sinus et les principes d’inva-
riance, abordées dans le livre de William Feller [Fel68, Fel71]. Ce livre contient
également une preuve du théoreme de Berry-Esseen, a base d’analyse de Fou-
rier. Un joli probléme de la plus longue sous-suite commune a deux jeux de
pile ou face est étudié dans le livre d’optimisation combinatoire randomisée de
Michael Steele [Ste97]. L’article [Ste94] de Michael Steele sur ’approximation
par la loi de Poisson est bien éclairant. On trouvera également dans le livre
[BHJ92] de Andrew Barbour, Lars Holst, et Svante Janson une version ren-
forcée de I'inégalité de Le Cam, obtenue par Barbour et Eagleson en utilisant
la méthode d’intégration par parties de Louis Chen et Charles Stein :

dyT (Ber(py) * - - - x Ber(pn), Poi(p1 + -+ + pn))
pit-+p)

< (1 _ e*(PlJr---JrPn)) .

X

A titre de comparaison, une version inhomogene du théoréme limite central
de Berry-Esseen, tirée du livre de William Feller, affirme que si (X,,),>1 sont
des variables aléatoires indépendantes alors en notant S, = X; + --- + X,
op = E(| Xk — E(Xi)?), 7 = E(| X% — E(X)]*), on a

3. «Threshold phenomenon» en anglais.



16 1 Pile, face, coupons

_ K 2
p (S B _L/ e dt
Var(S,,) V271 J oo
D’autre part, on peut voir la distance en variation totale dyr (-, -) comme
une distance de Wasserstein (couplage). Pour le voir, on observe tout d’abord

que P(X #Y) =E(d(X,Y)) pour la distance atomique d(z,y) = dz,, d'ou,
en notant I7(u,v) Pensemble des lois sur E x E de lois marginales u et v,

2
34 ... 3)2

sup < (ri + +Tn)3.

zeR (U%—‘r—f—o’%)

dvr(pr) = win [ diay)de(ay)
€l (p,v) JExE

Le probléme du collectionneur de coupons est notamment abordé dans le
livre de William Feller [Fel68, Fel71], le livre de Rejeev Motwani et Prabhakar
Raghavan [MR95], et dans les articles de Lars Holst[Hol01] et de Aristides
Doumas et Vassilis Papanicolaou [DP13]. Donald Newman et Lawrence Shepp
on montré dans [NS60] que si on impose que chaque type soit observé m fois,
alors le temps de complétion de la collection vaut en moyenne

rlog(r) + (m — 1)rlog(log(r)) + O(r).

D’autres variantes se trouvent dans le livre de Claude Bouzitat, Gilles Pages,
Frédérique Petit, et Fabrice Carrance [BPPC99]. Le théoréme 1.16 révélant
une fluctuation asymptotique de loi de Gumbel a été obtenu par Paul Erdés
et Alfréd Rényi [ER61a]. Une analyse du cas non uniforme associé a4 une pro-
babilité discrete (py,...,p,) est menée dans un article de Lars Holst [Hol01].
Lorsque r n’est pas connu, on dispose de ’estimateur

T = card{Xy,..., X, }.
Sieq,...,e, est la base canonique de R" alors le vecteur aléatoire
Cp:=(Cha,...,Cpp) =ex, +---+ex,

de IN" suit la loi multinomiale de taille n et de paramétre (p1,...,p;), et on a

?n = Zl]l{cn,i>0} =Tr— z_; ]l{cn,,iZO]w

En particulier,

T T

E(F) =r—3 P(Cpi=0)=r—> (1-p)"

i=1 =1

Notons enfin que comme les r types sont ordonnés, la variable aléatoire

max(Xy,...,X,) est un estimateur du bord droit » du support {1,...,r}.
Le collectionneur de coupons est un cas particulier du probléme du recou-

vrement abordé dans 'article [Ald91] de David Aldous, dans le livre de David
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Aldous et James Fill [AF01], dans le cours de Amir Dembo [Dem05], et le
livre de David Levin, Yuval Peres, et Elizabeth Wilmer [LPWO09] : si (X,,)n>1
est une suite de variables aléatoires, pas nécessairement indépendantes ou de
méme loi, et prenant leurs valeurs dans un méme ensemble fini E, alors le
temps de recouvrement® de E est T :=inf{n > 1:{X1,...,X,,} = E}.

4. En anglais : covering time.
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Marches aléatoires

Mots-clés. Marche aléatoire ; temps de sortie ; ruine du joueur ; probléme
de Dirichlet ; fonction harmonique ; champ libre gaussien.

Outils. Combinatoire ; chaine de Markov ; martingale ; loi multinomiale ;
transformée de Fourier ; groupe symétrique ; collectionneur de coupons.

Difficulté. *
Les marches aléatoires constituent des objets probabilistes incontour-

nables, d’une richesse et d’une diversité surprenante. Ce chapitre en présente
quelques aspects simples, en liaison notamment avec le caractére markovien.

2.1 Marche aléatoire simple sur la droite

La marche aléatoire simple sur la droite Z est la suite (X,,),,~, de variables
=
aléatoires définie par la relation récursive (ou autorégressive)

Xpr1=Xpn+enr1=Xo+e1+--+ent1

pour tout n > 0, ot (¢5,),,5, est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi de Rademacher,
indépendante de X(. On pose

p:=Pl,=1)=1-P(s, =-1) €]0,1].
La suite (X;,), - est une chaine de Markov d’espace d’états Z et de noyau de
transition donné pour tous x,y € Z par
P($> y) = pll{y:erl} + (1 - p)]l{y:mfl}

et la matrice P est tridiagonale. Une variable aléatoire B suit la loi de Ber-
noulli (1 — p)dp + pdy si et seulement si la variable aléatoire 2B — 1 suit la loi
de Rademacher (1 — p)d_; + pdy. Ainsi, pour tout n > 0,

Xn—X0+n

5 ~ Bin(n, p).
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Trajectoires de la marche simple
60 T T

Position Xn

-60
0 200 400 600 800 1000
Temps n

Fig. 2.1. Trajectoires issues de 0 de la marche aléatoire simple sur Z.

Théoréme 2.1 (Récurrence). La marche aléatoire simple sur Z est récurrente
nulle sip = 1/2 (marche aléatoire simple symétrique) et transitoire sip # 1/2
(marche aléatoire simple asymétrique).

Démonstration. Rappelons qu'un état x est récurrent lorsque la marche is-
sue de = y revient p.s. ou de maniere équivalente lorsque cette chaine visite
une infinité de fois x. Un critere utile est le suivant : I'état = est récurrent
si et seulement si ) P"(x,x) = oo. La chaine est de période 2 et donc
P2"t1(z ) = 0 pour tout n > 0. Comme la chaine est irréductible, tous les
états ont méme nature, et on peut donc se ramener a I’état 0. La formule
binomiale donne

P2"(0,0) = P(Xa, = 0] Xo = 0) = <2:>p”(1 —p)".

La formule de Stirling n! ~ v/27n(n/e)™ donne, en notant p = 4p(1 — p),

n

p
v

A présent, si p = 1 /2 alors p = 1 et la chaine est récurrente tandis que si
p# 1/2 alors p < 1 et la chaine est transitoire. Lorsque p = 1/2 la mesure de
comptage est symétrique (car la matrice P est symétrique) donc invariante,
et comme il ne s’agit pas d’'une mesure finie, la chaine est récurrente nulle.
On peut alternativement traiter le cas p # 1/2 avec un peu plus d’intuition
probabiliste. En effet, la loi forte des grands nombres affirme qu’on a presque

P?"(0,0) ~
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strement X,, = Xo +n(2p — 1 4+ 0n—00(1)), donc X,, — 400 p.s. sip > 1/2
et X,, & —oo p.s. si p < 1/2, ce qui interdit toute récurrence. a

Le théoreme suivant permet d’étudier le probleme de la ruine d’un joueur
qui gagne 1 Euro avec probabilité p et perd 1 Euro avec probabilité 1 — p.
La fortune initiale est x et le joueur quitte le jeu lorsqu’il possede a < x
Euros (ruine) ou b > = Euros (gain). On adopte la notation conditionnelle
traditionnelle P, (-) :=P(- | Xg = z) et E,(-) = E(-| Xo = z).

Théoréme 2.2 (Sortie de boite! ou ruine du joueur). Soient a < b dans Z,
et les temps d’arrét 1., Ty, et T définis par

Te=nf{n>0:X,=0a}, m=inf{n>0:X,=0}, e 7=min(r,,n).

Alors pour tout x € [a,b] N Z, il existe ¢ > 0 tel que E (e") < co. En

1—
particulier B, (1) < 0o et donc P, (7 < 00) = 1. De plus, en posant p = J,
p
b T
o’ —p"
. SiPF D
P,(X,=a)=<" "°
b—= . 1
sip=3
b—a p=3,
et b )
r—a —a)p® —p® . 1
. sip# b,
Ey(r)=41-2p 1-2ppb—pe 2
(b—2)(x—a) sip=1.

Si p = 1/2 alors la chaine est récurrente et visite presque siirement chaque
état une infinité de fois et donc P,(7, < 00) = 1 et P,(7, < 00) = 1 pour
tout @ < < b. En revanche, si p # 1/2 alors la chaine est transitoire et
les temps d’atteinte de a ou de b ne sont plus finis presque siirement (selon
la probabilité p et le point de départ z). On le voit bien dans les formules
du théoréme 2.2 en faisant tendre a ou b vers l'infini. Le temps de sortie 7
de [a,b] est identique en loi au temps d’absorption T par {a, b} de la chaine
Y = (Yn)n20 d’espace d’états fini {a, ..., b} de mémes transitions que (Xn)n>0
mais avec absorption en a et b. Comme pour Y, les états a et b sont récurrents
et tous les autres (en nombre fini) transitoires, et comme presque siirement
la chaine Y ne visite qu'un nombre fini de fois chaque état transitoire, on en
déduit que P, (7 < 00) = P, (T < 00) = 1 pour tout a < z < b.

Démonstration. Montrons que E;(7) < oo pour tout a < z < b. Il suffit
d’obtenir une majoration géométrique pour la queue de la loi de 7. Il serait
possible de procéder par couplage, comme pour le modele de Wright-Fisher,
voir remarque 12.7. Pour tout a < x < b, il existe un chemin ¢, de longueur
[€:] < (b—a) qui méne de x & a ou db. On a

1. Quoi de plus naturel pour un ivrogne modélisé par la marche aléatoire.
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P,(7 > (b—a)) < IP(XI:\ZH # Ly)
=1- ]P<X1:|€I\ = Zm)
< 1 —min(p,1 fp)MIl.

Si 7 = max,<,<p(1 — min(p, 1 — p)!%!) < 1 alors on obtient, par récurrence,
pour tout £ > 1, en utilisant I'indépendance conditionnelle du passé et du
futur sachant le présent,

P.(r > k(b—a))
= Z Po(r > k(b—a), Xg—1)(p—a) =¥, 7 > (k—1)(b—a))

a<y<b

Z Py(r > (b—a)Pe(Xk-1)p—a) =¥, 7 > (k= 1)(b— a))
a<y<b
<P(1 > (k= 1)(b—a)) <™t =1

Comme 1 < 1 on obtient que E,(e°™) < oo pour un réel ¢ > 0, et en particulier
tous les moments de 7 sont finis sous P, et P, (7 < co) = 1. Calculons

r(z) = Py(X; = a).
On a pour tout a < x < b

(@) =P, (X; =a|Xi =2+ 1)p+ P (X; =a| X1 =2—-1)(1-p)
=pr(z+1)+ (1 —p)r(z-1).

L’ensemble des solutions de cette récurrence linéaire d’ordre deux est un es-
pace vectoriel qui contient la solution constante 1. Si p # 1/2 alors p” est
aussi solution, linéairement indépendante de 1, et donc les solutions sont de
la forme A + Bp® avec A et B constantes. Les conditions aux bords r(a) = 1,
r(b) = 0 fixent A et B, ce qui donne I'unique solution

P’ —p
r(z) = .
Pb _ pa

Sip=1/2 alors p = 1 et les deux solutions fondamentales précédentes sont
confondues. Cependant, on observe que dans ce cas, x est également solution,
linéairement indépendante de 1, et donc les solutions sont de la forme A+ Bx
ot A et B sont des constantes. Les conditions aux bords r(a) = 1 et 7(b) =0
fixent A et B, ce qui donne I'unique solution

b—=x
b—a

r(z) =

Calculons a présent
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En conditionnant selon X; on obtient pour tout a < x < b la récurrence
linéaire (la méthode est valable pour toute chaine de Markov, idem pour r(z))

R(z)=pR(z+1)+(1—-p)R(x—1)+ 1.

La présence du second membre 1 fait rechercher des solutions particulieres. Si
p # 1/2 alors /(1 — 2p) est solution particuliere, et les solutions de ’équation
sont de la forme R(z) = z/(1 — 2p) + A + Bp®. Les conditions aux bords
R(a) =0 et R(b) = 0 donnent enfin

x—a (b—a)p’—p"

R = — .
S YT

Si p = 1/2 alors —a? est solution particuliere, et les solutions sont de la forme
—2 + A + Bx. Les conditions aux bords R(a) = R(b) = 0 donnent enfin

R(z) = (b—z)(xz — a).
On peut de méme calculer les fonctions suivantes :
F(z,s) =E.(s7), G(z,8) =FE,(s"1x,-q), et G(z,8) =L, (s"1x —p)
qui, pour a < z < b et s €] — 1,1], vérifient la relation de récurrence
r(z) =psr(x+1)+ (1 —p)sr(z —1)
avec les conditions aux bords respectives suivantes :
F(a,s) =F(b,s) =1, G(a,8)=1=1-G(b,s), H(a,s)=0=1—H(b,s).

On peut alors retrouver I'expression de I, (7) en dérivant la fonction généra-
trice. Les expressions explicites de F', G et H sont toutefois assez lourdes. 0O

Remarque 2.3 (Les théorémes limites a la rescousse). Voici un autre argu-
ment pour établir que P, (7 < oo) = 1. Posons m = 2p — 1 et 0? = 4p(1 — p).
Sim # 0 alors par la loi des grands nombres, presque surement (Xn)n>1 tend
vers 400 sim > 0 et vers —oo si m < 0, et donc Pp(r < 00) =1. Sim =0
alors pour tout n > 1, en posant I, = ﬁ]a,b[, on a

P,(r=00) <Pa < X, <b):]P(f/(% e[n>.

Or (’I’L_l/2Xn)n>1 converge en loi vers N'(0,02) par le théoréme limite central.
Mais I,, dépend de n. Cependant, comme (In)7121 est décroissante,

X 1 t2
limsupP( == € I,, ) < inf / e 202 dt = 0.
n%oop (\/E > nzl 4/ 2mo? I,
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Remarque 2.4 (Martingales). Si (Z,,),~ est une chaine de Markov sur E
fini de noyau P = L+1 alors pour toute fonction f : E — R, la suite (Mn)n20
donnée par My = 0 et pour tout n > 1

n—1

M, = f(Zn) = f(Zo) = > _(Lf)(Z)

k=0

est une martingale pour la filtration naturelle de la suite (Zn)nZO' La formule
ci-dessus peut étre vue comme une formule d’Ité discréte. Lorsque f est har-
monique pour L, c’est-d-dire que Lf = 0, alors (f(Z,) — f(Zo))n>0 est une
martingale. Il se trouve que le vecteur des probabilités d’atteinte d’un ensemble
clos est harmonique. Il est possible de retrouver les formules du théoreme 2.2
en utilisant des martingales bien choisies et le théoreme d’arrét. Par exemple,
la martingale (Xn —n(p — q)),,5¢ donne Eo(X;) = (p — ¢)Eo(7) tandis que
la martingale (pX")n>0 donne Eo(pX7) = 1. Cette méthode d base de mar-
tingales s’adapte au cadre des processus da temps et espace d’états continus,
et permet notamment d’obtenir des formules pour le temps de sortie pour un
processus de diffusion sur R%, voir chapitre 27. D’autre part, les équations
satisfaites par les fonctions r et R dans la preuve du théoreme 2.2 sont des
cas particuliers du probléme de Dirichlet du théoréme 2.8.

Théoréme 2.5 (Nombres de Catalan). Si 7 :=inf{n > 1: X,, = 0} alors

2 2n
Po(r =2n+2) = n+1<n)p"+1(l —p)"*tt n>o0.

Fig. 2.2. Un chemin de 0 & 0 ne restant pas positif et le chemin de 0 & —2 qui lui
est associé dans la preuve du théoréme 2.5.

On reconnait le n® nombre de Catalan n%rl (2:) Les nombres de Catalan

sont également les moments pairs de la loi du demi-cercle, voir chapitre 21.
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Démonstration. Sachant {X, = 0}, ’événement {7 = 2n + 2} correspond a
une trajectoire de longueur 2n + 2 partant de 0 et revenant & zéro en restant
strictement positive ou strictement négative. Ces deux cas sont équiprobables,
d’ou le facteur 2 dans le résultat. Dans les deux cas, il y a eu forcément n + 1
incréments +1 et n + 1 incréments —1, d’ou

Po(r = 2n +2) = 2C,p" (1 — p)" .

ou C,, est le nombre de chemins de longueur 2n+2 partant de zéro et revenant
a zéro, et restant strictement positifs. Le premier incrément est forcément +1
et le dernier forcément —1 et C,, est égal au nombre de chemins de longueur
2n partant de zéro et revenant a zéro et restant positifs. Il y a n incréments
+1 et n incréments —1. Considérons les chemins partant de zéro et revenant
a zéro et contenant n incréments +1 et n incréments —1. Il y en a (27?). Si
un chemin de ce type n’est pas positif alors juste apres la premiére position
négative, modifions tous les incréments en permutant le signe des +1 et des
—1. Un exemple d’illustration est donné dans la figure 2.2. On obtient de
la sorte un chemin avec n — 1 incréments +1 et n + 1 incréments —1, et il
s’avere que tous les chemins partant de zéro avec n — 1 incréments +1 et n+1
incréments —1 s’obtiennent de la sorte, et il y en a (fi‘l). Cette bijection

donne donc C,, = (*) — (,>")) = n%‘_l (*™) (formule de Désiré André). O
Théoréme 2.6 (du scrutin?). Sin=a+b etk =a—b avec 0 <b < a alors

k —b
P(Sl>0»~~a5n>0|50=0»5n=/€):ﬁ:24—5.

Le théoréme 2.6 indique que lors d’une élection avec deux candidats A et
B et n votants, dans laquelle A obtient a votes et B obtient b < a votes, la
probabilité que A soit devant B tout le long du dépouillement des n bulletins
de vote est (a —b)/(a +b).

Démonstration. Notons tout d’abord que 0 < k < net (n+k,n—k) = 2(a,b).
Soit P, 1 I’ensemble des chemins de la marche aléatoire simple, de longueur n,
partant de (0, 0) et finissant en (n, k). Tous ces chemins posseédent exactement
a incréments +1 et b incréments —1. Ils sont donc au nombre de (“}°). Soit
P;k I’ensemble de ces chemins strictement positifs aux temps 1,...,n. On a

p(1—p)°

P(S; >0,...,5,>0|Sy=0,8,, = k) = card(P" .
(51>0,..., 8, > 0] S )= eard(P )5, = k5 = 0)

D’un autre coté P(S, = k| Sy = 0) = card(P, ;) p*(1 — p)® et donc

card(P,)
B(S) > 0,80 > 0] Sy = 0,80 =K) = —aptts.

s

2. «Ballot theorem» en anglais.
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Il est tout a fait remarquable que cette formule ne dépende pas de p. L’en-
semble P, i \P;' i est invariant par la réflexion sur la portion du chemin située
avant le retour a 0. On reconnait 1a ’astuce de la preuve du théoréeme 2.5. Il en
découle que 'ensemble des éléments de P, i, \ P; , qui commencent par un in-

crément +1 est en bijection avec I’ensemble des éléments de 1’3717;€\P7L+ & qui com-
mencent par un incrément —1. Or ce dernier est en bijection avec I’ensemble
des éléments de P, j qui commencent par un incrément —1, lui méme en bi-
jection avec P, 1 k1. Cela donne card(P, i) —card(P;,) = 2card(Py 1 k11)-
Comme card(P, ) = ((nﬁc)m), on obtient enfin

card(P},) = ((n +nk)/2> - 2((nn_|__k;;/2> - Z<(n +nk)/2>'

En d’autres termes, card(P;k) = (k/n)card(P, k). O

La formule a base de nombres de Catalan du théoreme 2.5 s’écrit

22" 2P(S) > 0,..., 89,41 > 0[Sy =0, Soni2 = 0)

1 2n
== Card(P;l+l71) - m ( n)

2.2 Marche aléatoire simple symétrique dans ’espace

La marche aléatoire simple symétrique sur Z¢, d > 1, est définie par
Xny1=Xp+en1=Xo+er+ - +enp

ol (€n),; est une suite de variables aléatoires i.i.d., indépendantes de la
>
position initiale Xy, et de loi uniforme sur {+ej,...,+eq}, oltey,...,eq est la
base canonique de R?. La suite (Xn),,>¢ est une chaine de Markov d’espace
=

d’états Z< et de noyau de transition

1
P($>y) = ﬁ]l\xfyh:l
ou |z|, := |z1]|+- - -+]|zq|. On parle également de marche aléatoire symétrique
aux plus proches voisins pour la norme |-|,. Les incréments (en)n>1 sont de loi
uniforme sur la sphére unité pour la norme |-|,. En concevant les incréments
€1,...,En comme issus de n jets d’'un dé équilibré a 2d faces, on voit que
Loi(X,, — Xo) est I'image de la loi multinomiale

1 1 1 1 n 1 1

par 'application
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Trajectoire de marche simple sur le plan

o

Fig. 2.3. Début de trajectoire de la marche aléatoire simple sur Z>.

(k‘l, .. .,kjgd) S N2 — (k‘l — ko, .. kog_1 — k’gd) S VA

Notons que le temps (aléatoire) au bout duquel la marche aléatoire a emprunté
les 2d directions qui s’offrent a elle suit la loi du collectionneur de coupons
étudiée dans le chapitre 1 avec r = 2d.

Théoréme 2.7 (Marche aléatoire simple symétrique). La marche aléatoire
simple symétrique sur Z est récurrente nulle si d < 2 et transitoire si d > 3.

Démonstration. La preuve est basée sur I'analyse de Fourier. Rappelons tout
d’abord que pour toute variable aléatoire Z & valeurs dans Z® on a

P(Z =2 = / 230 oo (2)de ot pg(x) = Z e 2z P(Z = 7).
(0,11 z€Z

Ensuite, en introduisant un parameétre p € [0, 1] pour permuter série et inté-
grale, on a, en utilisant ce qui précede, la série d’égalités suivante :

>p (0,0):1;%12,) P'(ey+ -+ ¢en,=0)
n=0 n=0

= lim / Pt O o e () da
Ah e SV (RTC

o0
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=i (e, ()" d
3%111/[0,1[de (e, (2))" dz

n=0
1
= lim ——dx
P Jj0,1[e 1 — ppe, (z)
d
= lim v dx
711 o f_, (1 - peos(2ray))

d
/[0,1[d Zgzl(l — cos(2mxy))

dz

)

ou la commutation de la limite quand p T 1 et de l'intégrale s’obtient par
convergence monotone. Le comportement de l'intégrale obtenue dépend uni-
quement du comportement de la fonction sous le signe somme au voisinage
de 0. Un passage en coordonnées sphériques ainsi qu'un développement limité
en 0 montrent que l'intégrale est finie ssi r > 0 + 7973 est intégrable au
voisinage de 0, c’est-a-dire d > 2, c’est-a-dire d > 3 car d est entier! a

On peut étudier la récurrence de la marche aléatoire simple symétrique
sur 74 (Xn)n>0 en utilisant la combinatoire, plutét que ’analyse de Fourier.
En effet, la chaine est irréductible et de période 2 pour tout d > 1 et il suffit
donc d’étudier Y, P?7(0,0). La formule multinomiale donne

o0 - T ()

T1ye0.,T
A frag=n 1 s 12d
T1=T2,..,Td—1="d

1 (2n)!
NCTED Z 22’

ridetrg=n

Le cas d = 1 est déja traité. Restent les cas d =2 et d > 3.
Cas d = 2 (méthode directe). L’identité de Vandermonde® donne

qui n’est donc pas sommable, et la chaine est donc récurrente. La récurrence
nulle vient du fait que la mesure de comptage, qui n’est pas finie car Z2 est
infini, est une mesure symétrique et donc invariante.

Cas d = 2 (méthode astucieuse). Soient U, et V,, les projections de X,
sur les premicre et seconde bissectrices (pentes £1). On vérifie que (Un),,5,

3. 1l s’agit de la formule de «convolution» ("tm) => o (Z) (TTk)-



2.2 Marche aléatoire simple symétrique dans l'espace 29

et (Vi),so sont des marches aléatoires simples symétriques sur %Z, in-

2
dépendantes! De plus, X,, = 0 si et seulement si U, = V,, = 0, ce qui
donne P?"(0,0) ~ #, et la chaine est donc récurrente. Attention : les

composantes de (X,), -, (abscisse et ordonnée) ne sont pas des marches
aléatoires simples sur Z, mais constituent des chaines de Markov de noyau
Q(z,y) = i]l\:c—m:l + %]lz:y (il est possible d’établir qu’elles sont récur-
rentes, mais cela ne conduit & rien de bien utile).

Cas d =3 (méthode directe). La formule du multinéme donne ici

1 (2n)!
2 —
P n(()’O) h 627 Z 7’1!27"2!27’3!2
r1+re+rs=n

s X () ()

r1tr2+r3=n

Si n = 3m alors une petite étude montre que

n n
<
(Tl T9 7“3) (m m m)

et donc, grace a la formule du trinéme de taille n et de second parametre
(1/3,1/3,1/3), on obtient, pour n = 3m,

2n)! n 1/3\%2 c
P2n < ( ~ | = = .
(0,0) 22n3nn|2 (m m m) 2 <7m> n3/2
Ainsi, Y, P™(0,0) < co. Comme pour k = 1,2,

1
@P&n (07 0) < P6m+2k (0, 0)’

S P0,00= > Y P(0,0) < oo,

k=0,1,2 m

il vient,

et donc la chaine est transitoire.

Cas d > 3 (méthode astucieuse a partir du cas d = 3). Soit X' = (X},),,5¢
la chaine projetée sur Z?> c’est-a-dire constituée par les trois premiéres coor-
données de X = (X,),,5,- Il s’agit d’une chaine de Markov sur 73 de noyau

d_3>P+ﬂI

Q=(1-7 i
ol P est le noyau de la marche aléatoire simple symétrique X" sur Z3. Un
retour & zéro de X s’accompagne toujours d’un retour & zéro de X', et donc si
X' est transitoire alors forcément X 'est aussi. Or les trajectoires de X’ sont
les trajectoires de X’ avec des temporisations géométriques a chaque site, et
en particulier, les fréquences asymptotiques de passage sont les mémes, ce qui
fait que la transience de X" implique celle de X', et donc X est transitoire.
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2.3 Probléme de Dirichlet et champ libre gaussien

Soit (Xn)n>0 la marche aléatoire simple sur Z¢, et P son noyau de tran-
sition. Pour toute fonction bornée f : Z% — R et tout = € Z< on a,

E(f(Xnt1) | Xn = 2) = f(2) = (Pf)(2) - f(z) = (Af) (),

ou A :=P —1I. L'opérateur A est le générateur de la marche aléatoire simple
symétrique sur Z?. Il s’agit d’un opérateur laplacien discret, qui calcule ’écart
a la moyenne sur les voisins :

Anw=4 X W] -r@=5 X G- @)

y:ly—z|, =1 y:ly—a|, =1

On dit que f est harmonique sur A C Z< lorsque Af = 0 sur A, ce qui signifie
qu’en tout point de A la valeur de f est égale a la moyenne de ses valeurs sur
les 2d voisins. L’opérateur A est local en ce sens que (Af)(x) ne dépend que
des valeurs de f en x et ses plus proches voisins. Ainsi la valeur de Af sur A
ne dépend que des valeurs de f sur A := AU 0A ou

A={ygA:Jxec A |z—y|, =1}

est le bord extérieur de A. Le probléme de Dirichlet consiste a trouver une
fonction harmonique sur A dont la valeur sur 0A est prescrite. 1l s’agit en
fait d’un probleme d’algebre linéaire, pour lequel le théoréeme 2.8 ci-dessous
fournit une expression probabiliste de la solution utilisant le temps d’atteinte

Toa = 1inf{n > 0: X,, € 0A4}.

On s’intéresse & la méme question sur un ouvert de R¢ pour l'opérateur la-
placien classique dans le chapitre 24.

Théoréme 2.8 (Probléme de Dirichlet). Soit A C Z4 un ensemble non vide
fini. Alors pour tout x € A on a Py(1sa < o0) = 1. De plus, pour toute
fonction g : 0A — R, la fonction f: A — R définie pour tout x € A par

f(@) = Ea(9(X7p0))
est l'unique solution du systéme

f=g sur 0A,
Af=0 surA.

Lorsque d = 1 on retrouve la fonction r étudiée dans la preuve du théoreme
2.2 sur la ruine du joueur. D’autre part, d’apres la remarque 2.4, 'image d’une
chaine de Markov par une fonction harmonique pour son générateur est une
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martingale, ce qui explique apres coup la formule probabiliste pour la solution
du probleme de Dirichlet grace au théoreme d’arrét.

La quantité f(x) = Eu(9(X.,)) = ZyeaA g(y)Py(X,,, = y) est la
moyenne de g pour la loi p, sur 0A, appelée mesure harmonique, définie par

,U'm(y) = IP-T(XTBA = y), y € 0A.

On peut également parler de noyau de Poisson discret par analogie avec le
probléme de Dirichlet sur un ouvert de R¢ (voir chapitre 24).

Démonstration. La propriété P, (14 < oo) = 1 pour tout = € A peut étre
établie en procédant comme dans la remarque 2.3, ou encore comme dans la
preuve du théoréeme 2.2, qui fournit de plus une borne sous-géométrique pour
la queue de la loi de 7.

Vérifions que la fonction f proposée est bien solution. Pour tout x € 0A
on a 74 = 0 sur {Xy = z} et donc f = g sur OA. Montrons & présent que
Af =0 sur A. On se ramene tout d’abord par linéarité au cas on g = 1y,
avec z € OA. Ensuite on écrit, pour tout y € A,

F) =Py(Xrp, =2) = > Py(X, = 2,700 = n)

n=0

=1, +]ly€AZ Z P(y,z1)P(x1,22) - - - P(xp_1, 2).

n=lzi,...,zp-1€A

D’autre part, comme f = 0 sur A\ {z} et A est local, on a, pour tout = € A,

(Pf)(x)= > Pla,9)f(y) =P, 2)f(2) + Y_ P(x,9)f()-

yeZ yeA

Par conséquent, pour tout x € A,

(Pf)@) =P, 2)f(2)+>, > PyPyz) Pl@,1,2)
n=1y,z1,...,,-1€A
=P(z,2)f(2) + (f(2) — (1p=s + P(,2)))
= f(x)

ou la derniére égalité vient de 1,—, = 0 et f(z) = 1. Ainsion a Pf = f sur
A, c’est-a-dire que Af = 0 sur A.

Pour établir 'unicité de la solution, on se ramene par linéarité a établir que
f = 0 est unique solution lorsque ¢ = 0. Or, si f : A — R est harmonique
sur A, linterprétation de (Af)(z) comme écart a la moyenne sur les plus
proches voisins permet d’établir qu’a la fois le minimum et le maximum de f
sur A sont (au moins) nécessairement atteints sur le bord dA. Or, comme par
ailleurs f est nulle sur 0A, il en découle que f est nulle sur A. O
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Le théoreme 2.8 se généralise de la maniere suivante :

Théoréme 2.9 (Probléme de Dirichlet et fonction de Green). Si A C Z?
est un ensemble non vide fini alors pour toutes fonctions g : 0A — R et
h:A— R, la fonction f: A — R définie pour tout © € A par

Toa—1

f(x) = ]EI(Q(XTSA) + Z h(Xn))
n=0

est l'unique solution de

f=y sur 0A,
Af =—h sur A.

Lorsque d = 1 et h = 1 on retrouve la fonction R de la preuve du théoréme
2.2. Le théoreme 2.8 correspond au cas ou h = 0. Pour tout z € A on a

f@) = gW)Pu(roa =y) + > h(y)Galz,y)

yEOA yeA

ot G4(x,y) est le nombre moyen de passages en y en partant de x et avant
de sortir de A, c’est-a-dire

Toa—1 0
Ga(z,y) = Ex< > nxn_y> = Pu(Xy =y.,n < 704).
n=0 n=0

On dit que G 4 est la fonction de Green de la marche aléatoire simple symé-
trique sur A tuée au bord 9A. C’est I'inverse de la restriction —A4 de —A
aux fonctions sur A nulles sur 0A :

Ga= —A;l.
En effet, si g = 0 et h = 1y, alors f(z) = Ga(z,y) dott AyGa = —14.

Démonstration du théoréeme 2.9. Grace au théoreme 2.8 il suffit par linéarité
de vérifier que f(x) = 1,c4Ga(x,2) est solution lorsque g = 0 et h = 1
avec z € A. Or pour tout x € A, grace a la propriété de Markov,

(o)
F@) =Tjgmzy + Y Po(Xn = 2,n < Ton)
n=1

=T+ Y. Y PXp=zn<r1ul|X;=yP(z,y)

y:‘w—yllzl n=1

=lpeesy+ Y, [fWP(zy).

uilz—yl, =1

On a bien f = h+ Pf sur A, c’est-a-dire Af = —h sur A. O
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Les preuves des théoremes 2.8 et 2.9 restent valables pour des marches
aléatoires asymétriques sur Z%, & condition de remplacer le générateur A de
la marche symétrique par le générateur L := P —1I, qui est un opérateur local :
|z —y| > 1= L(z,y) = P(z,y) = 0. Le dépassement de ce cadre nécessite
ladaptation de la notion de bord : {y ¢ A: 3z € A, L(x,y) > 0}.

Le champ libre gaussien* est un modele d’interface aléatoire lié & la marche
aléatoire simple symétrique et au probléme de Dirichlet. Soit A C Z? un sous-
ensemble non-vide fini. Une interface est une fonction de hauteur f: A — R
qui associe & chaque site 2 € A une hauteur f (z), aussi appelée spin. Pour
simplifier, on impose la condition au bord f = 0 sur le bord extérieur A de
A. On note F4 'ensemble des interfaces f sur A nulles sur le bord 94, qu’on
peut identifier & R4. L’énergic H4(f) de I'interface f € F4 est définie par

Ha) =45 O @)~ S0

{z.y}CcA
\x—y|1=1

ol on a posé f = 0 sur OA. L’énergie H4(f) est d’autant plus petite que
I'interface f est «plate». En notant

(u,0) 4 =Y u(x)o(x)
z€A
il vient, pour tout f € Fau,

HaD) =203 3 (@) = fW)I@) = 5(-Af P

€A  ycA
lz—yl,=1

Comme H4(0) =0 et Ha(f) = 0 entraine f = 0, la forme quadratique H 4
n’est pas dégénérée, et on peut définir une loi gaussienne @) 4 sur F,4 favorisant
les faibles énergies :

QA(df)Zie_HA(f)df ou Zy ;:/ e_HA(f)df.
Z A -

Cette loi gaussienne, appelée champ libre gaussien, est caractérisée par sa
moyenne m4 : A — R et sa matrice de covariance C'y : A x A — R, données
pour tous z,y € A par

ma() = / fo Qaldf) =0
et
Calz,y) = / fo by Qadf) — ma(@)maly) = —(A3)(@,y) = Gala,y),

ou f, désigne l'application coordonnée f, : f € Fa — f(z) € R.

4. «Gaussian free field» (GFF) en anglais.
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2.4 Marche aléatoire sur le groupe symétrique

On considére r > 2 cartes a jouer empilées en un paquet vertical, et nu-
mérotées de 1 a r. On dit que la carte du dessus est en position 1, etc et que
celle du dessous est en position 7. On étudie un battage de cartes tres simple
pour mélanger le paquet de cartes, appelé «top to random shuffle» en anglais.
Plus précisément, on considere la k-insertion qui consiste a prendre la carte du
sommet du paquet et a I'insérer entre la k° et k + 1° positions. La 1-insertion
n’a aucun effet. On convient que la r-insertion place la carte du sommet sous
le paquet. On choisit d’effectuer des k-insertions successives en utilisant une
suite i.i.d. uniforme sur {1,...,r} pour choisir k.

Une configuration du paquet est codée par un élément o du groupe symé-
trique X, de sorte que o(k) désigne la position de la carte numéro k. Une
k-insertion fait passer de la configuration o a la configuration (k,k—1,...,1)o
ou (k,k—1,...,1) € S, désigne le k-cycle k > k—1—--- > 1= k.

En notant X, la configuration du paquet a l'instant n, on obtient une
suite aléatoire (X”)n>0 de X, vérifiant pour tout n > 0,

Xn+1 - 5n+1Xn =&n41- " ElXO

ou (g5),>, sont iid. de loi uniforme sur C':= {(k,k —1,...,1) : 1 < k <
r} C X,. La suite (Xn)n>0 est une marche aléatoire a gauche sur le groupe
(non abélien) X, d’incréments C. C’est aussi une chaine de Markov d’espace
d’états fini X, (de cardinal r!) et de noyau

lo(o'c™)  1c(o'oc™t)

P(o,0) = =S5 — = =5
1 o 1(1)
r O'_i(T)

Configuration initiale‘Conﬁguration apres mélange

Fig. 2.4. La carte en position k se déplace en position o (k).

Théoréme 2.10 (Convergence en loi). La chaine (X;),5, est récurrente
irréductible apériodique. Son unique loi invariante est la loi uniforme sur X, :

1 1
=y @5”25 > 6
oceX, ceX,

La chaine (X»),>q converge en loi vers pu quelle que soit la loi initiale Loi(Xo).
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Démonstration. L’ensemble de transpositions spécial

T:={(r,r—1),...,(2,1),(1,7)}

engendre X,.. Comme les k-insertions (r,7—1,...,1) et (2,1) correspondant &
k=1 et ak =2 engendrent 7, on en déduit qu’elles engendrent X',.. Donc C'
engendre X, et la chaine est irréductible. Comme 'identité (1) est également
une k-insertion (k = 1), la diagonale de la matrice de transition de la chaine
est > 0 et donc la chaine est apériodique. Comme X, est un groupe, il y
a exactement r états qui conduisent a chaque état, donc les colonnes de la
matrice de transition ont exactement r entrées non nulles, toutes égales a 1/r.
Ainsi, la transposée de la matrice de transition est également une matrice
de transition® et donc la loi uniforme est invariante. Or toute chaine finie
récurrente apériodique posseéde une unique loi invariante vers laquelle elle
converge en loi quelle que soit sa loi initiale. a

On souhaite & présent étudier la vitesse de convergence de la chaine vers sa
loi invariante, partant d’une configuration initiale X fixée. Par invariance par
translation, on peut supposer que Xy = (1), c’est-a-dire que toutes les cartes
sont dans l'ordre au départ. Au temps 0 la carte r est en position r (tout
en bas du paquet), et subit une remontée pas & pas au fil du temps jusqu’au
sommet. Cette remontée est de plus en plus rapide. Pour tout 1 < k < r — 1,
on note Ty le temps que cette carte passe en position r — k (et Ty = 0). Pour
tout £ > 1, on a, avec la convention 77 +---+Tj_1 =0si k=1,

Te=min{n >1: X7 .41 _,4n=1—Fk}
=min{n>1: X, (r)=r—k}—(T1+ -+ Ti_1).
Au temps T7 + - - -+ T,_1 la carte r est en position 1 (sommet du paquet). La
variable aléatoire
T:=1—|—T1—|-~'~+TT_1

suit la loi du collectionneur de coupons de r coupons de probabilité d’appari-
tion uniforme (chapitre 1). Les variables aléatoires 77, ..., T,_1 sont indépen-
dantes avec Ty, ~ Geo(k/r) pour tout 1 < k < r — 1. Notons que T > r.

Théoréme 2.11 (Bon mélange aprés remontée). Le temps T est un temps
fort de stationnarité : pour tout n > 0, les variables aléatoires Xpy,, et T sont
indépendantes et de plus Xpy, suit la loi uniforme p sur X,..

Démonstration. La loi uniforme sur X, peut s’obtenir en tirant uniformément
sans remise les images de 1,...,r. D’autre part, la loi uniforme sur Y, est
invariante par translation.

5. Elle est doublement stochastique (ou bistochastique). L’ensemble des matrices
doublement stochastiques n X n est un polytope (intersection de demi-espaces)
convexe et compact a (n — 1)2 degrés de liberté. Ses points extrémaux sont les
matrices de permutations (Birkhoff et von Neumann). Encore le groupe symétrique !
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Au temps T1, la carte r se trouve pour la premiere fois en position r—1, car
la carte numéro 1 a été glissée sous le paquet. Au temps T} + T5, la carte r se
trouve pour la premieére fois en position r—2 car la carte numéro 2 a été glissée
sous ou sur la carte 1. Les numéros des deux cartes sous le paquet sont 1,2 ou
2,1 avec probabilité 1/2. Par récurrence, au temps Ty +---+ T,y =T —1, la
carte r se trouve au sommet du paquet pour la premiere fois et les r — 1 cartes
qui sont sous elle ont des numéros répartis uniformément sans remise dans
{1,...,7r—1}. Au temps T, la carte r est placée aléatoirement et uniformément
dans le paquet & une position entre 1 et r et donc X suit la loi uniforme.
Comme la probabilité P(Xt = 0,7 = k) ne dépend pas de o, on en déduit
que T et X7 sont indépendantes. Or comme la loi i est invariante, on obtient
X74pn ~ p pour tout n > 0. O

Pour bien mélanger le paquet de cartes, on pourrait s’arréter au temps
T. Malheureusement, on ne connait pas 1" en pratique! Alternativement, on
pourrait chercher a déterminer une valeur de n, aussi petite que possible,
telle que dyr (Loi(X,,), ) est proche de zéro, ot dyr (+,-) est la distance en
variation totale (section 1.3). Il s’avére que pour r assez grand, la quantité
dyt (Loi(X,,), 1) passe de 1 & 0 de maniére abrupte® autour de n = rlog(r).
Ce phénomene de convergence abrupte est quantifié par le théoréme suivant.

Théoréme 2.12 (Convergence abrupte en n = rlog(r)). Pour tout réel ¢ > 0,
dvyt (Loi(XLT 1Og(r)+crj),,u) <e T agvec 0<e, <1/r
Si ¢ = 0 vérifie lim, o ¢, = 00 et rlog(r) — re, > 0 pour tout r = 1, alors
Jim dyr (Loi( X tog(r)—re, )s ) = 1.

Démonstration. Grace au théoréme 2.11, on a, pour tout A C X,

NE

P(X,€A)=)>» PX,€AT=k+P(X,=0,T>n)

x>~
Il
=]

N
NE

P(X,cAT=k+PT>n)

£
I
=

I
NE

IP(XTJrn,k € A,T = k) + IP(T > n)

=~
I
=3

w(AP(T =k)+P(T > n)

I
NE

0
A)P(T < n)+P(T >n)
A)+P(T > n).

I
EET

<

6. On parle de «cutoff phenomenony» en anglais.
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dou P(X, € A) — u(A) < P(T > n). Appliqué a A et A, cela donne
dyt (Loi(X,),u) <P(T>n), n=0.
Le résultat découle du théoreme 1.17 sur le collectionneur de coupons. O

La figure 1.2 illustre le phénomene de convergence abrupte.

2.5 Pour aller plus loin

La marche aléatoire simple sur Z<¢, étudiée notamment par George Pé-
lya puis par Frank Spitzer, fait partie des modeles de base des probabilités.
Elle fait 'objet d’une attention particuliere dans les livres de William Feller
[Fel68], Frank Spitzer [Spi70], Peter G. Doyle et Laurie Snell [DS84], et de
James Norris [Nor98a]. La démonstration du théoréme 2.7 est tirée d’un ar-
ticle [CF51] de Kai Lai Chung et Wolfgang Heinrich Johannes Fuchs. Cette
analyse de Fourier peut étre poussée plus loin, comme expliqué par exemple
dans les livres de Gregory Lawler et Vlada Limic [Lawl3, LL10]. L’astuce
combinatoire de Désiré André se trouve dans [And87].

Les nombres de Catalan interviennent tres fréquemment en combinatoire.
Ils comptent, outre les chemins de la marche aléatoire simple, les mots de
Dyck, les parenthésages, les triangulations d’un polygone, les partitions non
croisées, les chemins sous-diagonaux dans le carré, les arbres planaires, etc.

La physique statistique a inspiré nombre de modeles de marches aléatoires :
marches aléatoires en milieu aléatoire, en paysage aléatoire, en auto interac-
tion (évitement, renforcement, excitation, ...), etc. Ce sujet historique est
d’une grande richesse et fait toujours ’objet de recherches a I’heure actuelle.
Les chapitres 3, 6, et 15 font intervenir des marches aléatoires. Par ailleurs le
théoreme limite central permet de concevoir le mouvement brownien comme
un analogue en temps et en espace continus de la marche aléatoire simple,
obtenu comme limite d’échelle de modeles discrets (eZ? approche R?). Le
probléeme de Dirichlet discret est étudié en détail dans le livre de Gregory
Lawler [Lawl3]. Le probléme de Dirichlet posséde une version & temps et
espace continus, étudiée dans le chapitre 24, qui est une limite d’échelle du
probleme de Dirichlet discret. Au niveau du processus, la marche aléatoire
simple symétrique devient le mouvement brownien grace au théoreme limite
central, tandis qu’au niveau du générateur, le laplacien discret devient I'opé-
rateur différentiel laplacien grace a une formule de Taylor. Le champ libre
gaussien constitue un objet fondamental en physique mathématique, abordé
par exemple dans le livre de James Glimm et Arthur Jaffe [GJ87], tandis que
sa limite d’échelle est présentée dans 'article [She07] de Scott Sheffield.

Le modele de battage de cartes étudié dans ce chapitre, bien que peu
réaliste, a le mérite de mener trés simplement au phénoméne important de
convergence abrupte a 1’équilibre, commun & la plupart des maniéres de mé-
langer les cartes qui ont été étudiées, comme par exemple le «riffle shuffie» :
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on coupe le paquet en deux et on fusionne les deux sous-paquets en intercalant
leurs cartes. La convergence abrupte dans les battages de cartes fait partie plus
généralement du théme de la convergence a 1’équilibre des chaines de Markov,
trés étudié par Persi Diaconis et ses collaborateurs, et brillamment présenté
dans les livres de David Aldous et James Fill [AF01] et de David Levin, Yuval
Peres, et Elizabeth Wilmer [LPWO09].

Le collectionneur de coupons intervient également dans l'analyse de la
marche aléatoire sur 'hypercube (section 9.1) qui constitue un exemple re-
marquable de marche aléatoire sur un graphe régulier. Il est également possible
de définir des marches aléatoires sur des graphes orientés ou non plus géné-
raux, en considérant, pour chaque sommet, une loi sur ses voisins. Ces marches
constituent des chaines de Markov. Réciproquement, toute chaine de Markov
d’espace d’états au plus dénombrable peut étre vue comme une marche aléa-
toire sur son graphe squelette. L’algorithme PageRank de Google est basé sur
une marche aléatoire sur le graphe orienté des pages web. Un autre exemple
classique est celui de la marche aléatoire sur le graphe de Cayley d’un groupe
finiment engendré. On peut enfin définir une marche aléatoire sur un groupe
en utilisant des «incréments» i.i.d.
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Branchement et processus de Galton-Watson

Mots-clés. Arbre aléatoire ; branchement ; généalogie ; dynamique de po-
pulation ; phénomene de seuil.

Outils. Fonction génératrice ; transformée de Laplace ; martingale ; chaine
de Markov ; marche aléatoire.

Difficulté. *

Les processus de branchement constituent une classe importante présente
dans un grand nombre de situations probabilistes. Ce chapitre est une in-
troduction au processus de branchement de Galton-Watson, qui joue un role
presque aussi important que les marches aléatoires au sein des probabilités.

Le processus de Galton-Watson décrit I’évolution d’une population asexuée
au fil de générations qui ne se recoupent pas. Soit P := pgdg + p1d1 + -+
une loi sur IN appelée loi de reproduction. On passe de la génération n a la
génération n + 1 comme suit : tous les individus de la génération n donnent
indépendamment un nombre aléatoire d’enfants de loi P puis meurent. Si Z,
désigne le nombre d’individus de la génération n € IN, alors Zj représente la
taille de la population initiale et Z,, 1 vérifie '’équation de récurrence

Zn
Zn-',—l = Z Xn+1,k
k=1

ol (Xn k)51 k>q Sont des variables aléatoires i.i.d. de loi P, indépendantes de

Zy. On adopte la convention Zg = 0 de sorte que si Z,, = 0 alors Z,,+; = 0.
Pour tous n € IN et zy,...,2, € N, on a

Loi(Znt1|Z0 = 20y -+ s Zn = 2n) = Loi(Zp41 | Zn = 2n) = P**.

La suite (Z,),5, est donc une chaine de Markov d’espace d’états IN et de
noyau de transition P donné pour tout z € IN par
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P(z,-) = P*.
L’état 0 est absorbant (extinction de population). Le temps d’extinction est
T:=inf{n>0:2, =0} € NU{oco}.

Remarque 3.1 (Motivations initiales). L’une des motivations initiales de ce
modele était d’estimer la probabilité de survie de la lignée masculine d’une
famille, et ceci explique sans doute le fait que le modéle soit asexué.

Remarque 3.2 (Arbre de Galton-Watson). La suite (Zy,),,5 issue de Zo =1
se représente comme un arbre aléatoire dont la loi de branchement est P.
La variable Z,, est le nombre de noeuds de profondeur n. Un arbre r-naire
correspond a& P = §, mais on prendra garde au fait qu’il ne s’agit pas d’un
graphe r-régulier car la racine (ancétre général) posséde r voisins tandis que
tous les autres sommets (descendants de l'ancétre général) possédent r + 1
voisins. L’arbre a pour profondeur ou hauteur T' = inf{n € N : Z,, = 0},
pour largeur max,cN Zn, et pour taille totale N = Zg+ ---+ Zp_1. L’arbre
de la figure 3.2 est de profondeur 3, largeur 5, et taille totale 12. Lorsque
Zy > 1, on parle parfois de forét aléatoire.

On effectue a présent les observations suivantes :

— Le comportement de (Zn)n20 se ramene au cas Zg = 1 car condition-
nellement & {Zy = z}, la suite (Zn) >0 @ laloi de la somme de z copies
i.i.d. partant de 1. C’est la propriété de branchement :

Zty) 19 5(2) 4 7)

ot Z®) et ZW sont indépendants ;
— Sip, =1 pour un z € N alors P = §, d’ou, pour tout n > 0,

Zps1 = 2Zp =+ = 2" Zy;

— Sipg=0et p; <1lalors P(Z, ~oo|Zy=1)=1 en comparant & un
jeu de pile ou face;

— Sipg+p1 =1etpy#0,alors P(Z, \y0|Zy =1) =1 en comparant &
un jeu de pile ou face, et le temps d’extinction 7" est géométrique.

Ces observations nous conduisent a supposer que dans toute la suite :

Zo=1 et 0<pg<po+p <Ll

Ceci implique que p, < 1 pour tout z € IN. Ceci implique aussi que Z; ~ P
car Zp = 1. Dans toute la suite, on note m := p; + 2ps + -+ la moyenne de
P lorsqu’elle existe, et 02 € R la variance de P lorsque m existe.

3.1 Extinction et phénomeéne de seuil

Nous commengons par les deux premiers moments de Z,,.
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Théoréme 3.3 (Moyenne et variance).
— sim existe alors B(Z,) = m™ pour tout n > 0;
— sim existe et si 0% < oo alors pour tout n >0,

2, n—1(m" —1) .
-~ 7 1.
Var(Z,) = am m—1 sim#L;

no? st m = 1.

Démonstration. La formule de 'espérance découle de E(Z,, 11| Z,) = mZ, et
Zy = 1. Pour la variance, B(Z2 | | Z,,) = Z,(0? +m?) + Z,,(Z,, — 1)m? donne

E(Zp11) = B(Zy)(0® +m?) + (B(Z;) = B(Z,))m?,
et un calcul conduit alors a la récurrence Var(Z,, 1) = Var(Z,)m?*+m"c?. O

Le comportement asymptotique de la taille moyenne E(Z,,) = m™ ne dé-
pend que du parametre m et révele un phénomene de seuil autour de la valeur
critique m = 1. On adopte tout naturellement la terminologie suivante pola-
risée par le parametre m :

— cas sous-critique : m < 1,

E(Z,) \\0 avec Var(Z,)— 0sio? < oc;
— cas critique : m =1,
E(Z,) =1 avec Var(Z,)— oo sio? < oo;
— cas sur-critique : m > 1,
E(Z,) /oo avec Var(Z,) — oo sio? < .

Les formules pour l'espérance E(Z,) et la variance Var(Z,,) de Z,, peuvent
étre obtenues en utilisant une fonction génératrice. Rappelons que la fonction
génératrice g : [0, 1] — [0,1] de la loi P est la série entiére réelle

g(s) = B(s¥1) =) " p.s”.
z=0

Si P a un moment d’ordre r alors

lim ¢ (s) = B(X 1 (X110 — 1) (X1 —7+1))

s—1
(moment factoriel d’ordre r de P), en particulier
Jd17)=m et ¢’'(17)=0>+m?—m.

Théoréme 3.4 (Fonction génératrice de Z,,). Pour tout n > 1 la fonction
génératrice g, de Z, vérifie g, = ¢g°" :=go---0g.
—_—

n fois
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Démonstration. On a g1 = g car Zg = 1. Pour tout n > 1 et tout s € [0, 1],
gnt1(s) = E(s7+1) = B(E(s7| Zy,))
= E((E(s™1))7") = E(g(s)%") = gn(9(s))-
O

Remarque 3.5 (Liens entre Galton-Watson et Wright-Fisher). Considérons
le cas o la loi de reproduction P est une loi de Poisson Poi(\). Pour tout
entier N > 1 fizé, la loi de (X1.1,..., X1 n) sachant que X1 1+ -+X; v =N
est la loi multinomiale Mul(N, (1/N,...,1/N)). En effet, pour (ki,...,kn)
dans NV tels que ki1 + --- + ky = N, la probabilité

P(X11=Fi,....Xoon=kn|Xi1+--+ X1 v=N)
est égale a (puisque X114+ ...+ X1 n suit la loi de Poisson de paramétre AN )

P(Xii=ki,.... Xan=ky) N
P(Xi1+4+---+Xi,n=N) k.. kn!

Ainsi, le modéle de Wright-Fisher du chapitre 12 est lié au modéle de Galton-
Watson de loi de reproduction Poisson conditionné a étre de taille constante
(remarque 13.1). Le processus de Galton-Watson décrit I’évolution de la taille
de la population, et ne dit rien a l’échelle individuelle. Réciproquement, si
(Y1,...,Yn) suit la loi multinomiale Mul(N, (1/N,...,1/N)) alors pour tout
k> 1 firé, (Y1,...,Ys) converge en loi quand N — oo wvers la loi produit
Poi(1)®*, ce qui indique que les individus dans un processus de Wright-Fisher
de grande taille ont tendance a faire des enfants de maniére poissonnienne et
indépendante les uns des autres.

Théoréme 3.6 (Dichotomie). Presque sirement, soit le processus s’éteint :

lim Z, =0

n—oo
soit il tend vers linfini (explosion) :

lim Z, = oo.
n—oo

Autrement dit, presque strement

lim Z, =
n— o0

oo 81T = oo

0 sT <o0.
Démonstration. Comme py > 0, on a P(z,0) = p§ > 0 pour tout z € IN*,
et comme 0 est absorbant, on en déduit que tout z € IN* est transitoire. Or
presque stirement, la chaine ne visite qu'un nombre fini de fois chaque état
transitoire, et donc presque stirement, soit la chalne est capturée par ’état
absorbant 0 soit elle diverge vers I'infini. Autrement dit, p.s. le processus finit
par sortir, en temps suffisamment grand, de tout intervalle fini de IN*. a
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Le théoréme 3.6 suggere d’étudier la probabilité d’extinction P(T < c0).

Théoréme 3.7 (Probabilité d’extinction du processus). La probabilité d’ex-
tinction P(T < oo) est point fixe de g. Si m < 1 alors g posséde un unique
point fize, égal a 1, et P(T < co) = 1. Si m > 1 alors g posséde deux points
fizes, s €]0,1] (attractif) et 1 (répulsif) et P(T < c0) = s.

Démonstration. Comme Z,, est entiere, on a
{T <o} ={lim Z, =0} =U,>0{Z, = 0}.
n— oo
La suite ({Z,, = 0})n>0 est croissante et la probabilité d’extinction vérifie

P(T < 00) = P( lim Z, = 0) = P(Ups0{Zy, = 0}) = lim P(Z, = 0).

n—oo n—oo

Or du théoréme 3.4 on tire P(Z,, = 0) = ¢,(0) = g°"(0) et donc

P(T < >0) = nhﬁn;o gn(0) = nlggo g°"(0).
La probabilité d’extinction p := P(T < 00) = lim,,—, o g°™(0) vérifie g(p) = p
car g : [0,1] — [0, 1] est continue. La fonction g est convexe car

oo

g"(s) = D (2 +2)(2 + 1) pssa.

z=0

Comme pg + p1 < 1, la fonction g est en fait strictement convexe (elle est
affine lorsque py + p1 = 1). D’autre part, g(0) = po €10,1[ et g(1) = 1. Par
conséquent, si ¢’(17) = m < 1 alors le graphe de g est au-dessus de la premiére
bissectrice et 1 est le seul point fixe. Si ¢’(17) = m > 1 alors le graphe de g
traverse une et une seule fois la premiére bissectrice sur Uintervalle ]0, 1] et
g admet un second point fixe s €10, 1[. Reste a observer que si m > 1 alors
g (17) = m > 1 et donc 1 n’est pas un point fixe attractif. La figure 3.1
illustre des cas particuliers tirés des exemples 3.8 et 3.9. a

Exemple 3.8 (Reproduction poissonnienne). Si P = Poi(\) alors m = X et
g(s) = A=) et done si A < 1 alors la population s’éteint presque sirement
tandis que si X > 1 alors la probabilité d’extinction s est unique solution sur
10, 1] de l’équation X = log(s)/(s —1).

Exemple 3.9 (Reproduction géométrique). Si P = Geon(p) = Zn>0 q"pon,
alors m = q/p et g(s) = p/(1 — sq) et donc si p > 1/2 alors la population
s’éteint presque stirement tandis que sip < 1/2 alors la probabilité d’extinction
s est l'unique solution sur ]0,1[ de ’équation qs* — s +p = 0. Un petit calcul
fort agréable donne s = p/q.

On a donc la classification suivante d’apres le théoreme 3.7 :
— sous-critique (m < 1) : la population s’éteint presque slirement ;
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Fig. 3.1. En pointillés, la fonction génératrice de la loi géométrique de parametre
1/4 (deux points fixes : 1/3, attractif, et 1, répulsif) ainsi que celle de la loi de
Poisson de parameétre 1 (unique point fixe en 1). La ligne continue est la premiére
bissectrice.

— critique (m = 1) : la population s’éteint presque slirement ;
— sur-critique (m > 1) : la population s’éteint avec probabilité p € |0, 1].
Pour étudier plus finement (Zy,),,-, on introduit (Y;),5, définie par

Zn  n

E(Z,) mn

Y, =

Son utilité vient du fait que ¢’est une martingale pour la filtration naturelle :

E(Xn 1,1 + -+ Xn 1,Z, | Zn) mZn
E(YnJrl |J(}/Oaayn)) = + mntl + = L =Y,.

On a E(Y;,) = 1. Comme (Y,,),-, est une martingale positive, elle converge
presque siirement vers une v.a.r. positive et intégrable Y., et donc en parti-
culier Y5, < 0o p.s. Sur I'événement {Yo, > 0} on a Z,, ~y 0o Mm" Yoo D-S.
Comme Y,, = 0 sin > T, on obtient {T' < oo} C {Yo = 0} presque
stirement. D’apres le théoréme 3.7, dans le cas sous-critique (m < 1) et critique
(m=1),on aP(T < o) =1, dou P(Yo > 0) = 0. Néanmoins, toujours
si m < 1 alors sup,,3 Zn p'est pas intégrable, car sinon, par convergence

mm

dominée, on aurait 0 = E(Y7) = E(lim,,— 00 ¥n) = lim, 00 E(Y;,) = 1.

Remarque 3.10 (Martingales). I est possible de retrouver une partie du
théoreme 3.7 en utilisant les martingales. En effet, si m < 1, alors

Y, > Yn]l{T:oo} > m_n]l{Tzoo}
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car Z, =21 sin < T, et par conséquent
1=EY) =E(Y,) > m "P(T = ),

d’ot P(T < 00) = 1. Lorsque m = 1, on a Z, =Y, = Y < 00 p.s. d'ot
Zn /> 00 p.s. dot P(T < o00) = 1 (théoréme 3.6). Supposons d présent que
m > 1, et notons s le plus petit point fire de g. La suite

(SZ”)n>0

est une martingale & valeurs dans [0,1]. Comme Z, — oo p.s. sur {T = oo}
(théoréme 3.6) et Z, =0 sin =T, et comme 0 < s < 1, il vient

§Zn — Sznﬂ{T:w} I sZ"]l{T<oo} ni'—so}o Li7<oo}-

Par convergence dominée on obtient s = E(s%0) = E(s%") — P(T < o).

3.2 Etude des trois cas possibles

Cas sous-critique

Sim < 1alors P(T < o0) =1et Z, = Zpar — Z1r = 0 p.s. (théoréme
3.7) et B(Z,) =m"™ — 0 et Var(Z,) — 0 si 02 < co (théoréme 3.3).

Théoréme 3.11 (de Yaglom). Si m < 1 alors Loi(Z,|Z, > 0) converge
lorsque n — oo vers une loi p sur IN* dont la fonction génératrice h vérifie

(h—1)og=m(h—1).

Démonstration. Soit h,, la fonction génératrice de u,, := Loi(Z,, | Z, > 0). La
suite (hn(1)),; est constante et égale & 1 et converge donc vers h(1) := 1.
Pour tout s € [0,1[, on a

B(s"1yz,50) _, _ B(s%) ~P(Z,=0) _1-gu(s)
P(Z, > 0) P(Z, > 0) 1 - g,(0)

1—hp(s)=1-

car P(Z, >0)=1-P(Z, =0) =1 — g,(0). On rappelle que gn+1 = g © gn,
et que g,(s) = 1 et g,(0) — 1 quand n — oo car 1 est 'unique point fixe de
g car m < 1 (théoréme 3.7). Comme les fonctions g, et

s r(s) = 11%928)

sont croissantes sur [0, 1], on a

L= haia(8) _ 1=g1(8) 1=92(0) _ r(gu(s) _ |

L—hn(s)  1—gu(s) 1—gns1(0)  7(gn(0))
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Par conséquent, la suite positive (1 — hy(s)), s, est croissante, et comme elle
est majorée par 1, elle converge vers une limite 1 — h(s). On a

. 1—gn 1(0) l_g” 1(3)
1—hn(g(8))_ ]__g:(()) 1_97:;1(0).

Comme g, (0) /' P(T < c0) =1 on en déduit que

1= gui1(0) _ g(1) — g(ga(0))
1- gn(o) g(l) - gn(o)

Donc (1—h)og = m(1—h) sur [0, 1] et donc sur [0, 1]. Reste a établir que h est la
fonction génératrice d’une loi p sur IN* et que (,un)n>1 converge (étroitement)
vers y. Comme (hy),,~, converge ponctuellement sur [0, 1] vers h, il est bien
classique d’établir que p,,(2) converge vers une limite p(z) € [0, 1] pour tout
z € IN*, dont la fonction génératrice est égale a h sur [0,1[. Le fait que la
sous-probabilité p est une loi de probabilité peut se déduire de ’équation
fonctionnelle vérifiée par h en considérant la limite en 1. a

—d'(1) =m.

Cas critique

Sim =1alors P(T < o) =1 et Z, = Zpyar — Zr = 0 p.s. (théoréme
3.7) et E(Z,) = 1 et Var(Z,) — oo si 62 < oo (théoréme 3.3). La «largeur»
de I'arbre sup,, >, Z,, n’est pas intégrable car cela entrainerait par convergence
dominée que 1 = lim,, o, E(Z,,) = E(lim,,—, Z,) = 0 ce qui est absurde. Les
arbres critiques sont donc souvent tres larges mais leur profondeur est finie
p-s. : une folie des grandeurs passagere rattrapée irrémédiablement par un
manque de fertilité. Le cas est critique! Notons par ailleurs que si m = 1 alors
(Zn)nso = (Yn), o et on retrouve au passage que Yo = 0 p.s.

Théoréme 3.12 (Cas critique). Sim =1 et 02 < oo alors
1. lim,, oo nP(Z, > 0) = 2072
2. limy o0 2 E(Zy | Zy > 0) = 2072
3. Loi(n™1Z, | Z, > 0) converge quand n — oo vers la loi Exp(20~2).

Le 2. n’est pas une conséquence directe du 3. car la convergence en loi
n’entraine pas la convergence des moments, en particulier n’entraine pas la
convergence des espérances. Un contre-exemple est fourni par (Zn)n>1 qui
converge p.s. vers 0 donc en loi vers §y mais 1 = IE(Z,) ne converge pas
vers la moyenne de dg qui est 0. Le théoreme affirme cependant qu’il y a
convergence de I’espérance de n~1Z,, vers l’espérance 202 de la limite en loi
de n™1Z,. La convergence en distance de Wasserstein d’ordre p est équivalente
a la convergence en loi ainsi que la convergence des moments jusqu’a l’ordre
p. La convergence des moments joue un role important dans la preuve du
théoreme de Wigner du chapitre 21.
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Démonstration. On a

WP (Zn > 0) = n(l — gn(0)) = (1 (1(0) - 1) + i)l

n 1—gn,

La formule de Taylor avec reste intégral en 1 a I'ordre 2 donne
1
9(s) = s+ 5 (1= %0 + (1 - 5)%a(s)

avec « bornée sur [0,1] et lims_1 a(s) = 0. Il en découle que

1 I g(s) —s
1—g(s) 1-s (1—g(s)(1-s)
%02 + a(s) _

2
1-3(1—=5)02—(1-s)a(s) 2

+8(s)

ou f est comme a. Comme (g),~, converge uniformément vers 1, il vient

. 1 1 o L 7§ 1 1 o2
im — — = lim — - = —
nooon\1=gn(s) 1—=s/ mn=oon =\1-g(g(s)) 1—gx(s) 2

uniformément pour tout s € [0, 1[. De méme, comme Znliz,501 = Zn, 0on a

E(Zuliz,50) _ E(Zy) ’

B 2n ] 20> 00 = S5 7 20~ wll—gu) 2

Toujours de la méme maniere, on a pour tout ¢t € R, en notant s, = et/ ",

E(sZ1(z,>0})

B(e™" " | 20 > 0) = =572
_ 9n(50) =9a(0) _ | 1—gn(sn)
1= n(0) 1= g.(0)

que ’on peut encore écrire

Laa —1gn<o>> (rlz<1 fgln<sn> "1 1sn> Tl - ))

On obtient donc

2 /52 1\ *
E(e %% |2, >0) > 1— = (U + >

2\ 2 t
_ 1
=02
1+ %t
(o)
= 32 e e SET dy.
g% Jo
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Cas sur-critique

Sim > 1alors 0 < P(T < o0) < 1 (théoreme 3.7) avec Z, — 0 sur
Pévénement {T < oo} et Z, — oo sur {T = oo} (théoréme 3.6). D’autre part
E(Z,) = m™ — oo et Var(Z,) — oo si 02 < oo (théoréme 3.3). Enfin, si
m > 1, on sait que sur {T' < oo} on a Z, — 0 tandis que sur {Yo > 0} on
a Zp ~nooo M"Yo. On a aussi {T' < oo} C {Yoo = 0} p.s. et le théoréme
suivant, fort agréable, affirme que cette inclusion p.s. est une égalité p.s.

Théoréme 3.13 (Explosion dans le cas sur-critique). Si E(Ys) = 1 alors
{Yoo =0} ={T < o0} p.s. , et donc p.s.

— $0it Yoo =0 et lim,, o0 Z, =0

— 501t Yoo > 0 et Z, ~pyoo M"Y /' +00.

Démonstration. Comme E(Yy) = 1et Yoo =2 0 0on a P(Yo > 0) > 0. Sur
{Yoo >0} on a Z,, ~p 300 m"Yo — 00 et on retrouve P(T < oo0) < 1. Pour
établir que I'inclusion p.s. {Yo, > 0} C {T = oo} est une égalité p.s., nous
allons montrer que

P(Ys = 0) = P(T < ).

En effet, pour tout z € IN*, par les propriétés de Markov et de branchement,
P(Yoo = 0|21 = 2) = P( lim ¥, = 0] Z; = 2)
=P(lim Y, =0)* =P(Y =0)7,

n—o0
et comme Z; ~ P, on a P(Y,, = 0) = g(P(Ye = 0)), et donc P(Y,, = 0) est
point fixe de g. Or comme P (Y, = 0) < 1 on obtient P(Y,, = 0) = P(T < o0)
grace au théoréme 3.7, ce qui acheve la preuve. O

Notons que le lemme de Fatou donne E(Y,,) < liminf,, . E(Y,) =1, ce
qui assure que Y, est intégrable, mais la convergence de (Yn)n>0 vers Yoo
n’a pas forcément lieu dans L'. Enfin, le lemme de Scheffé nous dit que la
convergence a lieu dans L' si et seulement si E(Yy,) = 1.

Théoréme 3.14 (Loi de Y., dans le cas sur-critique). Sim > 1 et 0% < o
alors la martingale (Yn)n>0 converge p.s. et dans L? vers une variable aléatoire
Yoo = 0 de moyenne BE(Yy) =1 et de variance Var(Ys,) = 02/(m? —m). De
plus, la transformée de Laplace t € Ry +— Loo(t) = E(e =) de Yu est
caractérisée par les propriétés suivantes :

Ll (0)=—-1 et Ly(mt)=g(Loo(t)) pour toutte Ry.
Démonstration. La martingale (Y,),, est bornée dans L? car

~ Var(Z,) + E(Z,)?  o? o?

E(Y;?)

m2n m



3.3 Taille de ’arbre en régimes critique et sous-critique 49

(théoréme 3.3) qui converge car m > 1. Par conséquent, (Yy),-, converge
p.s. et dans L? vers une v.a.r. Yo, dont les deux premiers moments sont la
limite de ceux de Y,,. Il est possible de procéder directement sans faire appel a
un théoréme de martingales, grace au fait que la convergence L? est ici assez
rapide. En effet, par le théoréme 3.3 on obtient, pour tout n,k > 0,

2 —k
9y 0-1—m
E((Yor —Yn)?) = I
Comme m > 1, ceci montre que (Yn)n>o est une suite de Cauchy dans L2.
Comme L? est complet, elle converge vers une v.a.r. Yo, € L?. La série
S o E((Y, — Yao)?) converge également grace a la borne géométrique en
m~" sur E((Yao — Y5,)?) obtenue en faisant k — oo. Par convergence mono-
tone, on obtient B(3- 7 ((Yn — Yoo )?) < 00 et donc (Y3,),,5, converge p.s. vers
Yoo Les deux premiers moments de Y, s’obtiennent facilement.

On a L/ _(0) = —E(Ys) = —1. De plus, la transformée de Laplace ¢t €
R, — Ly, (t) = E(e~Y) de Y,, vérifie pour tout n > 0

t

Lut1(mt) = gor1(e” 77 ) = g(ga(e™ 7)) = g(Ln (1)),

d’ott lim,, oo Loo(mit) = g(Loo(t)) car Loy = limy, 00 Ly, €t g est continue. O

3.3 Taille de I’arbre en régimes critique et sous-critique

Le théoreme 3.3 fournit la moyenne de la population totale au temps n :

1 —mnt!
B(Zo+---+2Zn) = 7 —Lmzr + (n 4+ D=t
On peut obtenir une formule similaire pour la variance (exercice!). On se place
dans cette section en régime critique ou sous-critique m < 1. Nous savons que
la population s’éteint presque sfirement, et la population totale (ou taille de
larbre) est donc donnée par
N=lim Zo+---+Z, (=Zo+-+Zp_1),

n—roo
d’otl1, par convergence monotone,

1
E(N)=¢1-m
00 sim=1.

sim <1,

Comme Z, > 1sin<Tilvient T < Zy+ ---+ Zpr_1 = N d’ou I'inégalité
E(T) < E(N) =1/(m —1). Dans le cas critique, la population totale N est
finie p.s. mais n’est pas intégrable.
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Nous allons caractériser la loi de N en fonction de la loi de reproduction P.
Tout d’abord, nous pouvons exploiter la propriété de branchement : comme
I'individu racine donne naissance & X; ; arbres de Galton-Watson i.i.d., la loi

de N vérifie
X111

NZ1+Y NO
=1

otl les variables aléatoires (N () i>1 sont i.i.d. de méme loi que N. Cette égalité

en loi permet de retrouver la formule E(N) = (1 —m)~ 1,1 + ool,=1, et
fournit plus généralement le lemme suivant.

Lemme 3.15 (Fonction génératrice de N). Si g et f sont les fonctions géné-
ratrices respectives de X11 et N, alors la fonction f est solution de l’équation

f(s)=s(go f)(s) pourse][0,1].

Exemple 3.16 (Reproduction géométrique). Si P = Geon(p) = Zn>0 q"pon,
avec p = 1/2, alors f(s) est solution de l’équation qf(s)> — f(s) +sp =0, et

1—+/1—4pgs
f(s) = R e Gl pour s € [0,1].
2q
Cette équation sur la fonction génératrice n’est pas toujours facile a utili-
ser. On peut aussi exprimer la loi de N avec des convolutions de la loi P

Théoréme 3.17 (Loi de la taille de ’arbre et marche aléatoire). On a

loi

N = T—la

ot T_1 :=1inf{n > 1: S, = —1} est le temps d’atteinte de —1 d’une marche
aléatoire (Sn)n>0 sur 7 issue de So = 0 et d’incréments (Ui)@1 tels que
1+ U; ~ P. De plus, pour tout n > 1,

Pin,n—1)  P(fn—1})

P(N =n)= " - .

La loi de N peut bien siir s’obtenir par un calcul direct, sans faire appel
a l’égalité en loi. Cependant, cette si belle identité en loi permet notamment
un contrdle de la queue de distribution, ce qui s’avere utile pour ’étude du
graphe aléatoire de Erdés-Rényi par exemple, voir théoreme 16.14.

Démonstration. L’idée consiste a associer bijectivement un arbre fini & une
portion de trajectoire de marche aléatoire. Etant donné un arbre fini de taille
n, on numérote ses sommets en partant de la racine (notée 1) et de gauche
& droite pour des individus d’une méme génération. On note ensuite X @ le
nombre d’enfants de I'individu i et U; = X — 1 pour 1 < i < n, et on pose

So=0 et Si+1:Si—|—Ui+1 pour 0 <2< n—1.
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Fig. 3.2. Arbre et marche aléatoire associée.

La figure 3.2 donne un exemple d’association. Le mode de numérotation étant
fixé, arbre se reconstruit aisément a partir de la trajectoire de S. La suite
(Si)o<icn @ la loi d’'une marche aléatoire d’accroissement (U;);, issue de
0 arrétée au temps d’atteinte T_; de —1. Comme les accroissements sont de
moyenne négative m—1 et que les sauts négatifs de la marche sont d’amplitude

1, ce temps est fini presque sirement. Cette bijection fournit ’égalité en loi
loi

N =T_q. Enfin, la loi de T__; est fournie par le lemme 3.18.

Lemme 3.18 (Principe de rotation). Soit (Sy),,~, une marche aléatoire issue
de 0 d’incréments (Up),,, i.i.d. a valeurs entieres, et

T :=inf{n>1:8,=-1}.

Alors pour toutn > 1,
1
P(T-1 =n) = -P(S, = -1).
n

Démonstration du lemme 3.18. Soit n > 1 et Uy,...,U, tels que S,, = —1.
Pour tout entier k, notons o (k) I'entier compris entre 1 et n égal & k modulo
n. Pour tout I = 1,...,n, on définit S par

l l l
SV =0 et SPL =8+ Usgsriy.

Remarquons que pour tout l =1,...,n, S,(Ll) = 5, = —1 et que les trajectoires
S et S coincident. La figure 3.3 fournit un exemple avec n = 8.

La trajectoire S atteint son minimum en un ou plusieurs instants. Notons
lo le plus petit d’entre eux (dans exemple de la figure 3.3, [ = 4). Alors S(t0)
est la seule trajectoires parmi S™), ..., S qui reste positive ou nulle jusqu’a
I'instant » — 1. On a donc bien le résultat attendu. ad

O
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Fig. 3.3. Une marche parmi n reste positive avant d’atteindre —1 (ici 5(4))4

Exemple 3.19 (Reproduction poissonnienne). Si P = Poi(\) avec A < 1,
alors Uy ~ Poi(A) x d_1 et, pour tout n > 1,

(An)n—1

n!

P(N =n)=e

puisque S, ~ Poi(n\) * d_,. D’autre part, la série génératrice f de N est
solution de ’équation fonctionnelle peu commode f(s) = se*/()=1),

3.4 Immigration

Le processus de Galton-Watson avec immigration (Zn)7120 issu de Zj est

Z

Zn+1 = InJrl + Z Xn+1,k
k=1

pour tout n = 0, ot (Xy k),,5 p>; sont iid. deloi P sur N, (1), iid. de
loi Py sur IN, toutes ces variables formant avec Zy une famille indépendante.
On suppose que P et P, ont pour moyenne m et m,. On note o2 et ai leur
variance lorsqu’elle existe. On suppose que Zy = 1. Soit F,, la tribu engendrée
par Zy, (Xivj)1<i<n7j21’ll7 ..., I,. Pour tout n > 0,

E(Zn+1 |fn) = mZn + my

d’olt on tire (récurrence linéaire) que pour tout n > 1,

n

m" —1
E(Zn) = (mn + m—1 m+) ]lm,?gl + (1 + nm+)]lm:1.

Pour la variance, on a
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E(Z2, 1 |Fn) = Zn(0® + m?) + Zp(Z,, — 1)m? + 2Z,mmy + 05 +m?
ce qui donne
Var(Z,11) = Var(Z,)m* + 0°E(Z,,) + o7

Si m > 1 alors l'espérance de Z,, est d’ordre m™ et sa variance d’ordre
m2". Si m < 1 alors

2 2
my o my ol
E(Zn) — m et Var(Zn) — 1—m 1— m2 .
Notons que Z,, = Z,, o + ZZ:1 Znk OU Zy o est le nombre de descendants a

I'instant n de 'individu présent au temps 0 (processus de sans immigration !),
tandis que Z,  avec 1 < k < n est le nombre de descendants a 'instant n des
individus immigrés a I'instant k. Toutes ces variables sont indépendantes. On
observe que Z, j a la méme loi que la somme de Ij, copies indépendantes de
Zn—k,0- Bien qu’il soit possible d’utiliser ces observations pour étudier le cas
m < 1, nous nous contentons par souci de simplicité du cas m > 1.

Théoréme 3.20 (Cas sur-critique avec immigration). Si m > 1 alors
(Yn)pso = (Zn/m™"), 5o converge p.s. vers une v.a.r. Yoo > 0. Si de plus
o < oo et o, < oo alors la convergence a également lieu dans L? et?

m
E(Yw)=1+mj1.

Démonstration. La suite (Y;,),5, est une sous-martingale pour (F),,, car
E(Yn |‘Fn—1) =Y,_1+ minm.}- > Y. 1.
On a E(Yy) =1et E(Y,) =E(Y,—1)+m ™my pour n > 1 d’ou
E(Y,) =14 m '+ +m ")my.

Comme m > 1 et Y,, > 0, on obtient sup, E(|Y,|) = sup,, E(Y,,) < co. En
tant que sous-martingale bornée dans L', la suite (Yn)n>0 converge p.s. vers
une v.a.r. Yo, > 0 intégrable, et la convergence a lieu dans L' si la suite est
uniformément intégrable. Supposons que o < oo et o4 < oo et montrons que
la convergence a lieu dans L2. On a

E(Y,?) = m 2E(Z2) = m *"Var(Z,) + m *"E(Z,)*.

n

Or on sait que si m > 1 alors 'espérance de Z,, est d’ordre m™ et sa variance
d’ordre m*", d’ott £ := lim,,_, oo E(Y,?) < 0o. Enfin, pour tous n,k > 1,

E((Yn4r — Yn)Q) = E(Y2+k) + E(YnQ) — 2B (Y41 Yn)

n

1. 1l est également possible de calculer Var(Yy) (exercice!).
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=E(Y, ) + E(Y,)) = 2B(E(Yo ik | Fn)Ya)
=E(Y, ) — B —2m ™ 4 m T m E(Y,)

n

=0+ On—)oo(l) -0 — 0n—>oo(1) + 0n—>oo(1)

Par conséquent, (Yn)n20 est de Cauchy dans L? et converge donc dans L?. On
peut aussi alternativement se contenter d’invoquer directement le théoréme
de convergence des martingales bornées dans L2. O

3.5 Pour aller plus loin

C’est vers 1875 que Francis Galton et Henri William Watson écrivent leur
article sur I’évolution du nombre de noms de familles aristocratiques anglaises.
Ils ne connaissaient sans doute pas les travaux antérieurs de Irénée-Jules Bie-
naymé sur le méme sujet. L’étude du processus de Galton-Watson peut étre
considérablement raffinée. Le modeéle lui méme peut étre enrichi et modifié afin
de tenir compte de diverses situations d’intérét : existence de sexes différents,
survivance des individus a plusieurs générations, etc. L’étude des processus
de branchement au moyen de la fonction génératrice est due semble-t-il a
Stanistaw Ulam, découverte effectuée & Los Alamos dans le cadre du projet
Manhattan, le processus de branchement modélisant I’évolution du nombre
de neutrons lors d’une réaction nucléaire en chaine. On trouvera de nombreux
développements mathématiques dans les livres de Theodore Harris [Har02],
de Khrishna Athreya et Peter Ney [AN04], de Jean-Francois Delmas et Ben-
jamin Jourdain [DJ06], et de Patasy Haccou, Peter Jagers, et Vladimir Va-
toutin [HJV07]. Les processus de branchement ont beaucoup été étudiés par
I’école frangaise de calcul des probabilités, notamment par Jacques Neveu,
Jean-Francois Le Gall, Jean Bertoin, et leurs descendants.

Dans le théoreme 3.13 (explosion dans le cas critique), si E(Ys) # 1 alors
E(Y,) < 1 grace au lemme de Fatou. De plus Harry Kesten et Bernt P. Stigum
on montré dans [KS66] que soit P(Y, = 0) = P(T < o0) soit P(Y,, =0) =1
et les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. P(Yoo =0) =P(T < 00);

2. E(Yy)=1;

3. (Yn)n>1 converge dans L' ;

4. E(X11log(X1,1)) < 0o c'est-a-dire que z € N — zlog(z) € L' (P).

Une étude du processus avec immigration se trouve dans le livre collectif
[Rug01] ou encore dans le livre [AN04] de Athreya et Ney. Le théoréme 3.11
de Akiva Yaglom constitue un bon point de départ pour ’étude plus générale
des distributions quasi-stationnaires des processus de populations, présentée
dans le survol de Sylvie Méléard et Denis Villemonais [MV12].

Le lemme 3.18 est obtenu dans un article de Aryeh Dvoretzky et Theo-
dore Motzkin [DM47]. L’expression pour la taille d’un arbre de Galton-Watson
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est établie dans un article de Meyer Dwass [Dwa69] avant que le lien entre
les deux situations ne soit fait. On pourra consulter I’habilitation a diriger
des recherches [Mar04] de Jean-Francois Marckert ainsi que l'article de syn-
thése autour du théoreme du scrutin de Luigi Addario-Berry et Bruce Reed
[ABROS8]. Au-dela du théoréme 3.17, la combinatoire foisonne de bijections
entre collections d’objets de natures différentes.
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Permutations, partitions, et graphes

Mots-clés. Loi uniforme; simulation; permutation; partition; graphe;
arbre ; nombres de Catalan ; nombres de Bell.

Outils. Groupe symétrique ; marche aléatoire; loi discrete.

Difficulté. *

Ce chapitre présente des algorithmes de simulation de loi uniforme sur
quelques ensembles remarquables de permutations, partitions, et graphes. La
portée des concepts et techniques abordés dépasse le cadre considéré, qui a le
mérite d’étre élémentaire.

4.1 Algorithme basique pour les lois discretes

Considérons le probleme de la simulation d’une réalisation d’une loi dis-
créte =3, p(a)d, out E est fini ou dénombrable. Nous pouvons numéro-
ter les éléments de E avec une bijection ¢ : E — {1,2,...}. Soit ay := ¢~ 1(k).
Si on partitionne 'intervalle réel [0,1] en blocs de mesures de Lebesgue res-
pectives p(aq), u(az), ete, par exemple en utilisant les intervalles

I = [0, u(ar)], I> = [p(ar), plar) + pla2)l, ...,

et si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur intervalle [0, 1], alors
P(U € I,,)) = p(a) pour tout a € E. L'algorithme basique de simulation de
o est alors le suivant : on génére une réalisation u de U, ensuite si u < p(aq)
alors on décide aj ; sinon, si u < p(ay) + p(az), alors on décide as, etc. Si F'
est la fonction de répartition de la loi o ¢~! sur {1,2,...} C R, d’inverse
généralisé F~1, alors (¢! o F71)(U) ~ p. 1l s’agit d'un cas spécial de la
méthode de simulation par inversion. Le cofit de cet algorithme est le nombre
N de tests utilisés. Ce nombre est aléatoire, de loi o p~!. En particulier,
P(N < o0) =1, et le cofit moyen est
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E(N) = ¢(a)u(a),

aclE

qui peut trés bien étre infini si o1 n’a pas d’espérance (ne peut se produire

que si E est infini) ! Si la numérotation ¢ minimise le coiit moyen IE(N) alors

plar) = plaz) = -+ .

Pour la loi géométrique (de moyenne quelconque) et pour la loi de Poisson
(de moyenne < 1), la numérotation naturelle est & poids décroissants. D’autre
part, si card(E) est petit, alors on peut déterminer 'ordre a poids décroissants
en utilisant un algorithme de tri (qui a un cofit).

Les lois discrétes usuelles (binomiale, géométrique, Poisson, etc.) sont si-
mulables par divers algorithmes dédiés tirant partie de leurs propriétés spé-
ciales. A ce sujet, signalons qu’il est possible de simuler la loi de Poisson
de moyenne quelconque A & partir d’'un générateur de la loi de Poisson de
moyenne 1. I suffit en effet d’utiliser un amincissement '. Plus précisément,
on simule [\] variables aléatoires X7, ... , X1a7 i.i.d. de loi Poi(1), puis, condi-
tionnellement & leur somme S = Xj + .-+ + X|y7, on simule S variables
aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de moyenne A/[A], et on tire parti du fait
que B; + -+ + Bg ~ Poi()\) (mélange poissonnien de binomiales ?).

Simuler la loi uniforme sur un ensemble E fini peut étre treés simple :
o~ Y([card(E)UT) suit cette loi! Cependant, cet algorithme basique est im-
praticable lorsque E est difficile a énumérer et donc ¢ est difficile d’acces, ou
lorsque card(E) est trés grand. Nous étudions par la suite des exemples de ce
type faits de permutations, de partitions, et de graphes, pour lesquels nous
présentons des algorithmes spécifiques efficaces et exacts.

4.2 Permutations aléatoires

Certaines situations nécessitent de permuter aléatoirement une liste finie
d’objets : construction de plans d’expérience dans les sciences expérimen-
tales, anonymisation, etc. Cela conduit au probleme de la simulation de la
loi uniforme ) g card(S,)”'d, sur ensemble fini S, des permutations
de {1,...,n} (groupe symétrique). Or card(S,) = n! ~ v/2mn(n/e)™ est un
nombre & environ nlog(n) chiffres, et cette réalité combinatoire disqualifie
tres vite l'algorithme basique de simulation des lois discretes. Il est possible
de simuler la loi uniforme sur S,, en réordonnant un désordre symétrique : si
Ui, ...,U, sont des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1] et si o
est une permutation aléatoire telle que Uy (1) < - -+ < Ug(p), alors o suit la loi
uniforme sur S,,. La complexité est celle de I’algorithme de tri utilisé 3.

1. «Thinning» en anglais.

2. Si X ~ Poi()) et Loi(Y|X = n) = Bin(n, p) pour tout n alors Y ~ Poi(pA).

3. De lordre de nlog(n) avec grande probabilité et n? au pire pour l'algorithme
de tri rapide («quick sort» en anglais).
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Un algorithme naif pour simuler une permutation ¢ uniforme consiste a ti-
rer uniformément et sans remise les valeurs de o(1),...,0(n) dans {1,...,n}.
Cet algorithme d’apparence séduisante a une complexité plus élevée que ce-
lui du tri, car il faut tenir compte dans 'implémentation des éléments déja
tirés. Un bon algorithme de simulation (exacte!) de la loi uniforme sur S,, est
connu sous le nom d’algorithme de Fisher-Yates-Knuth#. Il nécessite n — 1
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {1,2},...,{1,2,...,n}
respectivement, soit de Pordre de Y_;'_, log(k) = log(n!) ~ nlog(n) bits i.i.d.

Théoréme 4.1 (Permutations et algorithme de Fisher-Yates-Knuth). Si
Uy, ..., U, sont des variables aléatoires indépendantes avec U; de loi uniforme
sur {1,...,i} pour tout 1 < i < n alors la permutation formée par le produit
de transpositions aléatoires (1,Uy) -+ (n,Uy,) suit la loi uniforme sur S,.

L’inversion dans S,, étant bijective, et les transpositions étant leur propre
inverse, il en découle que le produit renversé (n,U,) - - (1,U;) suit également
la loi uniforme sur S,,. La transposition (1, U7) est triviale (élément neutre de
Sy) et il n’est pas nécessaire d’en tenir compte si n > 2 (elle rend cependant
la formule valable pour n = 1). L’algorithme de Fisher-Yates-Knuth pour
permuter un vecteur v s’écrit en pseudo-code :

for k from length(v) downto 2 do
swap(v[ceil (k¥rand)],v[k])

Démonstration du théoréme 4.1. On procéde par récurrence sur n. La pro-
priété est triviale pour n = 1. Supposons qu’elle est vraie pour n > 1. Pour
tout ¢ € S,,, on note encore o ’élément de S, 41 obtenu a partir de o en
ajoutant le cycle (n + 1) (point fixe). Supposons que o, = (1,U7) -+ (n,Up,)
suit la loi uniforme sur S,,. Soit U, 1 une variable aléatoire indépendante de
On, de loi uniforme sur {1,...,n+ 1}. Montrons que 0,41 = op(n+1,Up41)
suit la loi uniforme sur S,,41. Pour tout o € S,,41, on a

n+1
Plopi1 =0) = Z P(o, =c(n+1,0))P(Upy1 = 1)

1 n+1

= Z]P(on:a(nJrl,i)).

Comme n + 1 est point fixe de o,,, et n’est point fixe de o(n + 1,4) que pour
une et une seule valeur de 7, notée i,, image réciproque de n + 1 par o, il en
découle finalement que

1 1 1 1

P n = 17.0 = - = .
n+1 (0 = o(n+1,i0)) n+1ln!  (n+1)!

P(opy1 =0) =

4. «Fisher-Yates shuffle» ou « Knuth shuffle» en anglais.
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On dit que o € S, est un dérangement lorsqu’il n’a pas de point fixe :
o(t) # ¢ pour tout 1 < i < n. Les points fixes de o sont les cycles de longueur
1 dans sa décomposition en cycles disjoints. La loi uniforme sur ’ensemble
D, C S, des dérangements peut étre simulée avec 1’algorithme du rejet, car
le rapport des cardinaux card(D,,)/card(S,,) est élevé.

Théoréme 4.2 (Loi uniforme sur les dérangements). Si o est une permuta-
tion aléatoire de loi uniforme sur S, alors
card(D,,) 1

— — ~0.37.

n = P D,) =
P (o€ Dn) card(S,) n—oo e

St (0k),>, est une suite de permutations aléatoires indépendantes et identi-
=
quement distribuées de méme loi uniforme sur S, et si

T:=inf{k >1:0, € D,}

alors la permutation aléatoire o suit la loi uniforme sur D,, et la variable T
suit la loi géométrique de paramétre p, d’espérance 1/p, — e~ 2.72.
n—o0

On note parfois In = card(D,), et on a !(n + 1) = (n + 1)x!n + (=1)" 4
analogue de (n+ 1) = (n+ 1) x nl.

On peut améliorer la performance en stoppant a chaque étape de propo-
sition I'algorithme de Fisher-Yates-Knuth des qu’un point fixe apparait.

Démonstration. Si o suit la loi uniforme sur S, alors {o ¢ D,,} = U | A; ol

A; = {o(i) =i}, et donc, grace au principe d’inclusion-exclusion

P(oc € D,,) = 1-P(Uicicndi) = 1—
p

()P > P(A, N NA;).

n
=1 1<ip < <ip<n

Or pour tout 1 < p < n,

Z P(A;, N--- mAip) _ Z (n ;'p)' _ (TL) (n ;'p)' _ l

|
1<i1 < ip<n 1<ih < <ip<n p P

dou P(o € Dy) =1 - 22:1 (7112!“1 —e L O

4.3 Partitions aléatoires

Un appariement ® de 2n points est une partition de {1,...,2n} en n parties
de cardinal 2, chacune constituant un «couple de points appariés». On note
As, Pensemble des appariements de 2n points. L’ensemble A, est en bijec-
tion avec l’ensemble des dérangements involutifs de {1,...,2n}, c’est-a-dire

5. «Matching» en anglais.
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I’ensemble des éléments de Ss,, sans point fixe et qui sont leur propre inverse,
autrement dit I’ensemble des éléments de Ss,, obtenus en faisant le produit de
n transpositions a supports deux a deux disjoints. On a la formule d’Isserlis

(2n)!

card(Asgy) = TR

C’est aussi le produit des nombres impairs inférieurs ou égaux a 2n — 1, noté
(2n — 1)!! (double factorielle). Le rapport card(As,,)/card(Ss,,) est petit, ce
qui incite a trouver une alternative a la méthode de simulation par rejet. Voici
donc un algorithme de simulation de la loi uniforme sur As,.

Théoréme 4.3 (Loi uniforme sur les appariements). Si o suit la loi uniforme
sur Sap, alors Uappariement aléatoire {{o(1),c(n+1)},...,{o(n),c(n+n)}}
suit la loi uniforme sur As,.

ONONO.
ONORORORONOBENONORO.

Fig. 4.1. Appariement de {1,...,6} obtenu avec un élément de Sg (ici n = 3).

Démonstration. Pour tout appariement {{a1,an41},...,{@n,anin}t} on a n!
fagons de permuter les n blocs et 2" fagons de permuter leur contenu, d’ou

P({{U(l)v U(n+ 1)}7 B {J(n),a(nJrn)}} - {{alaan+1}7 B {ana an+n}})

2™n!

(2n)!

=2"nlP(o(1) = a1,...,0(2n) = as,) =

qui ne dépend pas de 'appariement et qui vaut précisément 1/card(As,). O

La décomposition en cycles d’'une permutation aléatoire de loi uniforme
sur S, fournit une partition aléatoire de {1,...,n}. La loi de cette partition
n’est pas uniforme sur ensemble des partitions IT,, de {1,...,n} (remarque
14.6). Intéressons-nous & la simulation de la loi uniforme sur I7,. Cette loi
affecte le méme poids 1/B,, & chaque élément de II,,, ot B,, = card(II,). En
combinatoire, la suite (By),,-, constitue les nombres de Bell. On a By = 1,
By = 2, et plus généralement, en utilisant la convention By = 1, on a la
formule de récurrence triangulaire

Bn+1 = Z <Z> Bk7

k=0

ou k s’interpréte comme le nombre d’éléments qui ne sont pas dans le bloc
de n + 1. 1l en découle que la série formelle G(X) = Y 72 %X ™ vérifie

n=0
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G'(X) = exp(X)G(X), d’ot la formule G(X) = exp(exp(X)—1). On reconnait
la transformée de Laplace de la loi Poi(1). Les nombres de Bell sont donc les
moments de cette loi, d’ou la formule dite de Dobinski :

1 o= k"
Bn:gkg;]ﬁ-

Elle intervient dans un algorithme de simulation de la loi uniforme sur I7,,.

Théoréme 4.4 (Algorithme de Stam). Soit n > 1. Soit K un entier aléatoire
valant k avec probabilité k™/(kleB,,) pour tout k > 0. Sachant K, soient
Cy,...,C, des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {1,...,K}. Soit
P la partition aléatoire de {1,...,n} obtenue en décidant que i,j sont dans
le méme bloc ssi C; = C. Alors P suit la loi uniforme sur II,.

La loi de K est bien définie grace a la formule de Dobinski. Il est commode
d’interpréter C,...,C, comme des couleurs, les blocs de P regroupant donc
les éléments par couleur. L’entier aléatoire K peut étre simulé avec ’algo-
rithme basique pour les lois discretes.

Démonstration. Sip € II,, posséde b blocs alors

P(P=p)=Y P(P=p|K=kP(K =k)

k=b
_ik(kq).--(k—bﬂ) o1
B km kKleB, B,
k=b
O
4.4 Graphes aléatoires
Dans toute cette section on pose V = {1,...,n}. Un graphe fini
G=(V,B)

est un couple ot E C {{i,j} : 4,5 € V,i # j}. Les éléments de V sont les
sommets® du graphe tandis que les éléments de E sont les arétes’ du graphe.
Il existe au plus une aréte entre deux sommets distincts (absence d’arétes
multiples), et aucune entre un sommet et lui méme (absence de boucles).
Les arétes ne sont pas orientées. On reprend la terminologie concernant les
graphes finis introduite dans le chapitre 16 : chemins, boucles, etc. La matrice
d’adjacence A de G est la matrice symétrique nxn définie par A; x = 1 p1ck-

6. On dit aussi sites, «vertices» en anglais, d’ou la notation V.
7. On dit aussi liens en frangais, et en anglais «edges», d’ou la notation F.
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Théoréme 4.5 (Loi uniforme sur graphes finis). Pour tout n > 1, la loi uni-
forme sur Uensemble G,, des graphes finis de sommets {1,...,n} s’obtient en
rendant les (g) = %n(n— 1) arétes indépendantes et identiquement distribuées
de loi de Bernoulli Ber(1/2).

Un graphe aléatoire qui suit la loi uniforme sur G, est appelé graphe
aléatoire de Erdds-Rényi de taille n et de parametre p = %

Démonstration. L’ensemble G,, est en bijection avec I’ensemble des matrices
n x n symétriques a coefficients dans {0,1} et & diagonale nulle, lui méme
en bijection avec 'ensemble produit {0,1}*»=1/2_ Or la loi uniforme sur un
ensemble produit est le produit des lois uniformes sur les facteurs, et la loi
uniforme sur {0, 1} est la loi de Bernoulli Ber(1/2). O

Dans un graphe fini G = (V, E), le degré d’un sommet i € V est le nombre
noté d; de sommets reliés a ¢ directement par une aréte, autrement dit

d; == card{j € V : {i,j} € E}.

On dit que G est un graphe d-régulier, ou d > 0 est un entier fixé, lorsque
d; = d pour tout i € V. Les graphes 0-réguliers sont constitués de sommets
isolés et ne comportent aucune aréte. Les graphes 1-réguliers sont constitués
d’arétes déconnectées les unes des autres. Les graphes finis 2-réguliers sont
constitués de cycles déconnectés les uns des autres.

Si G est un graphe de sommets {1,...,n} de sorte que dy > --- > d,, alors
les deux propriétés suivantes ont lieu :

1. Ventier d; + - - - + d,, est pair;
2. pour tout 1 < k < n,

dy+ -+ dp < k(k—1) + min(k, dggr) + - - - + min(k, dy,).

La parité de la somme vient du fait que chaque aréte compte deux fois, tandis
que la quantité k(k — 1) + min(dyy1,k) + - - - + min(d,,, k) est la contribution
maximale & di + --- + d des arétes liées aux sommets 1 & k : on a au plus
(5) = k(k—1)/2 arétes (comptent double) entre les sommets 1 & k, et au plus
min(k, di4,;) arétes entre le sommet i > k et les sommets 1 & k.

Un théoréme de Erdés-Gallai affirme que pour tous dy > --- > d,, > 0, il
existe un graphe a n > 1 sommets de degrés di,...,d, si et seulement si les
deux conditions ci-dessus sont vérifiés. On dit que di,...,d, est la suite de
degrés® du graphe. Pour un graphe d-régulier de sommets {1,...,n}, nd est
pair et d < n — 1 (égalité atteinte pour le graphe complet).

Les multigraphes sont obtenus & partir de la définition des graphes en
relaxant deux contraintes : on accepte les arétes multiples entre sommets ainsi
que les boucles. Soient di > --- > d,, > 0 des entiers vérifiant les conditions de
Erdés-Gallai, et Mg, . 4, l'ensemble des multigraphes de sommets {1,...,n}

8. «Degree sequence» en anglais.
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de degrés prescrits dy, . .., d,. Soit o € As, un appariement de 2n points. On
construit un élément M, € My, . 4, & partir de o comme suit :

— pour tout 1 < k < n, on dispose dj, demi-arétes sur le sommet k, soit

au total 2(dy + -+ - + d,,) demi-arétes numérotées;

— on associe les 2n demi-arétes en utilisant 'appariement o.
Soit G, ,....d, C Ma,,... 4, 'ensemble des graphes de My, . q4,. L’algorithme
des configurations permet de simuler la loi uniforme sur Ggq, ... 4, en utilisant
le multigraphe M, pour un appariement aléatoire o, et la méthode du rejet.

Théoréme 4.6 (Algorithme des configurations de Bollobds). Si (1), est
une suite d’appariements aléatoires de loi uniforme sur As,, et si T est le
plus petit entier k > 1 tel que My, € Gq,,... 4, c’est-a-dire que le multigraphe
M, na ni arétes multiples ni boucles, alors T est fini presque sirement et
suit une loi géométrique, et My, suit la loi uniforme sur Gq, .. 4, -

On dit que le multigraphe aléatoire M,, est le modéle des configurations
a degrés prescrits. Les appariements aléatoires de loi uniforme peuvent étre
obtenus en utilisant le théoréme 4.3.

Idée de la preuve. Tout d’abord P(M,, € Gq,,...4,) > 0 car le support de la
loi de My, est Mg, ... q,. L’algorithme du rejet stoppe en un temps géomé-
trique T fini presque stirement.

On peut montrer que M +— P(M,, = M) est constante sur Gq, ... 4, . Ainsi
la loi conditionnelle de M,,, sachant {M,, € Gq,.... ., } est la loi uniforme sur
Ga,.....d, - Or cette loi conditionnelle est la loi de M, (méthode du rejet). O

Notons que M, ne suit pas la loi uniforme sur My, . 4, car 'application
M — P(M,, = M) n’est pas constante sur Mg, g4, :si deux multigraphes
ne différent que par le nombre d’arétes multiples entre deux sommets pré-
cis alors ils n’ont pas la méme probabilité d’apparaitre car ces arétes sont
indistinguables donc permutables (idem pour les boucles).

4.5 Arbres aléatoires

Une structure d’arbre tres courante est celle d’arbre binaire : chaque som-
met possede 0 ou 2 enfants, c’est-a-dire 1 ou 3 voisins si 'arbre est vu comme
un graphe. On s’intéresse a des arbres enracinés : il y a donc un nombre impair
de sommets. On s’intéresse a des arbres planaires : on numérote les sommets
de gauche a droite pour des individus d’'une méme génération, en partant de
la racine, numérotée 1 et figurée en bas, comme sur la figure 4.2. On note 7,
I’ensemble des arbres numérotés de ce type possédant 2n + 1 sommets.

Il est possible de coder chaque élément de 7, par une trajectoire de la
marche aléatoire simple. Plus précisément, étant donné un élément de 7,,, soit
2@ le nombre d’enfants du sommet i et U; = 2 -1 pour 1 < i < 2n+ 1.
On pose sp =0 et 5,41 = S; + u;+1 pour tout 0 < ¢ < 2n. La figure 4.2 donne
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un exemple d’association. On peut établir par récurrence qu’on a toujours
Son+1 = —1 et min(sy,...,s2,) = 0. Grace a la convention de numérotation,
I'arbre se reconstruit aisément a partir du morceau de trajectoire (5;);<;<o,-
X'
On vérifie que cette construction définit une bijection entre ’ensemble T, et

@ ©®

@ 2

Fig. 4.2. Elément de 73 et trajectoire de la marche aléatoire associé.

I’ensemble P,, des trajectoires de longueur 2n de la marche aléatoire simple
sur Z, valant 0 au temps 0 et au temps 2n, et restant positives ou nulles entre
ces deux temps. Il s’agit d’un cas particulier de la bijection de la preuve du
théoreme 3.17. Comme cette bijection est explicite et calculable, la simulation
de la loi uniforme sur 7, se déduit de la simulation de la loi uniforme sur P,
pour laquelle on peut procéder comme suit.

Théoréme 4.7 (Algorithme de Arnold-Sleep). Soit s = (8i)g<;<o, le chemin
aléatoire a valeurs dans P, dont la loi est donnée par sg = s, = 0 et pour
tout 0 <k <2n—1,

P(Sk+1—Sk=—1|807...,8k):1—P(Sk+1—sk:1‘80,...,8k)
_ sp(2n+ k4 s +2)
202n — k)(sp + 1)

Alors s suit la loi uniforme sur Py, et donc Uarbre binaire associé suit la loi
uniforme sur T,.

Démonstration. Construisons progressivement un chemin (s;);¢;<, de loi
uniforme sur P,,. Supposons que S, - . . , Son—k sont déja construits. Le nombre
de manieres de prolonger ce début de trajectoire en un élément de P,, ne dé-
pend que de k et r = sa,_k, et nous le notons N(r, k). Le nombre de maniéres
de le faire en commengant par un incrément +1 vaut N(r + 1,k — 1), tandis
que le nombre de manieres de le faire en commencant par un incrément —1
vaut N(r—1,k—1). Onadonc N(r,k) = N(r+1,k—1)+ N(r—1,k—1), et



66 4 Permutations, partitions, et graphes

N(r—-1,k-1)
N(r k)

P(s2p—k+1 = S2n—k — 1[50, .., Son—k) = ol 7T = Son_j.

Le nombre N(r, k) est également le nombre de chemins de la marche reliant
(0,7) et (k,0) en restant positifs ou nuls. On a forcément k > r. Chaque
chemin de ce type comporte ¢t > r incréments —1 et k — ¢ = ¢t — r incréments
+1, d’ou 2t = k + r, ce qui fait que k + r est pair. En utilisant les notations
et résultats de la preuve du théoreme du scrutin 2.6, il vient

- ol k1 1k
N(r’k)_Pk+1’r+1_l<l—f—1<t+1 Tt 1\t)

Il en découle que

r(k+r+2 .
P(son—kt1 = S2n—k — 1[50, .., 820-1) = (Qk(rJrl)) ou 1= Sap—k-
Enfin le changement de variable 2n—k — k fournit le résultat annoncé. Notons
que si 7 = k alors P(sap—k+1 = San—k — 1|50, .-, S2n—k) = L. =

D’apres le théoreme 2.5, le cardinal de P, et de T, est le nombre de Catalan
C,_1. Les ensembles T,, et P, sont également en bijection avec I’ensemble des
parenthésages constitués de n paires de parentheses. Il suffit en effet de recoder
la suite des incréments du chemin de la marche aléatoire par des parentheses.
Ainsi par exemple la suite d’incréments +1,+1,—1, —1 correspondant a la
trajectoire (i) ;<4 de la figure 4.2 se traduit par le parenthésage (()). Cette
interprétation apparait dans la preuve du théoreme de Wigner 21.9.

4.6 Pour aller plus loin

Il arrive que la structure de ’ensemble d’intérét ne fournisse pas d’al-
gorithme séduisant de simulation de la loi uniforme, et que la méthode du
rejet a partir d’'un ensemble plus gros ne soit pas praticable. Dans ce cas,
il est souvent possible d’utiliser des algorithmes markoviens comme celui de
Metropolis-Hasting ou de Propp-Wilson, abordés dans le chapitre 5.

Une analyse probabiliste de la complexité de 1'algorithme de tri rapide
randomisé se trouve par exemple dans le livre de Rajeev Motwani et Prabhakar
Raghavan [MR95]. Le livre monumental de Donald Knuth [Knu05] constitue
une référence incontournable pour I'analyse des algorithmes et la simulation
de la loi uniforme sur les ensembles classiques comme les permutations ou
les partitions. C’est dans la premiere édition de ce livre datant des années
1960 que Knuth a popularisé 'algorithme de simulation de la loi uniforme
sur les permutations, reprenant un article antérieur de Richard Durstenfeld
[Dur64]. L’algorithme remonte en fait & Ronald Fisher et Frank Yates [FY48].
Il est implémenté en standard dans les logiciels de calcul. Cet algorithme
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correspond exactement au processus des restaurants chinois du chapitre 14,
et la loi uniforme sur S,, coincide avec la loi d’Ewens de parametre 6 = 1.

Pour tout n > 1 fixé, la marche aléatoire sur S,, dont les pas sont i.i.d. de
loi uniforme sur I’ensemble des transpositions, étudiée par Persi Diaconis et
Mehrdad Shahshahani [DS81], converge vers la loi uniforme sur §,, de maniére
abrupte apres environ nlog(n) étapes, comme pour celle du mélange de cartes
du chapitre 2. Si o € S, et 7 = (4,5) est une transposition, alors la décompo-
sition en cycles de o7 s’obtient a partir de celle de o en fusionnant les cycles
de o contenant i et j s’ils sont différents, ou bien en fissionnant le cycle de o
contenant ¢ et j dans le cas contraire. La chaine de Diaconis et Shahshahani,
traduite sur II,, en considérant la partition des supports des cycles, est une
chaine de fragmentation-coalescence. Il est possible de concevoir son noyau
de transition de la maniere suivante : sachant que la chaine est en P € II,,
on tire au hasard uniformément et avec remise ¢ et j dans {1,...,n}, puis
on fusionne les blocs de P contenant i et j s’ils sont différents, ou bien on
fissionne uniformément le bloc de P contenant ¢ et j dans le cas contraire.
Cette chalne sur IT,, est considérée dans un article de Persi Diaconis, Eddy
Mayer-Wolf, Ofer Zeitouni, et Martin Zerner [DMWZZ04]. Plus généralement,
au-dela des transpositions aléatoires, Nathanaél Berestycki, Oded Schramm,
et Ofer Zeitouni ont établi dans [BSZ11] que pour tout n > k > 2, la marche
aléatoire sur S,, dont les pas sont des k-cycles i.i.d. uniformes converge vers
la loi uniforme sur S, aprés environ (1/k)nlog(n) étapes.

L’algorithme de Aart Stam de simulation de la loi uniforme sur les parti-
tions se trouve dans [Sta83] et dans le livre de Knuth [Knu05, Volume 4A].
On prendra garde a ne pas confondre les partitions d’un ensemble fini avec la
notion de partition d’entier, qui est reliée aux diagrammes de Alfred Young
ou de Norman Ferrers. Le théoreme de Paul Erdds et Tibor Gallai figure dans
[EG60], et a été redémontré par plusieurs auteurs, dont Claude Berge [Ber76].
Une preuve courte et constructive se trouve par exemple dans un article de
Amitabha Tripathi, Sushmita Venugopalan, et Douglas West [TVW10]. L’al-
gorithme des configurations remonte & Béla Bollobas [Bol80], et a été raffiné
et étendu notamment par Brendan McKay et Nicholas Wormald [MW90]. 11
est abordé dans les cours de Charles Bordenave [Borl4a] et de Remco van der
Hofstad [vdH14]. A ce sujet, soit M, le multigraphe aléatoire du modéle des
configurations de sommets {1,...,n} pour la suite de degrés dy, 1,...,dn n, €t
Pk = (1/n) 307 144, ,—k} la proportion de sommets de degré k, et suppo-
sons qu’il existe une loi (p;f),@1 telle que limy,, o0 Pn,k = Pk, et telle que les
deux premiers moments convergent :

1 n o0 kj n
R P ILELRL DI ILITIER

[ee) oo
= i D kpng = 3 < o0
=1 =1

et
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v = lim nz nz_ Zk_ —lpk-<oo

n—o0 4 ZJ 1

alors on peut établir que la probabilité que M, soit un graphe tend vers
e~ 3v—1v’ quand n — oo. Ainsi la méthode de simulation par rejet du théo-
réeme 4.6 du modele des configurations reste raisonnable si n > 1.

La structure d’arbre, bien que cas particulier de la structure de graphe,
est tres riche. On trouvera des panoramas dans les livres de Donald Knuth
[Knu05, Volume 4A] et de Michael Drmota [Drm09]. L’algorithme de David
Arnold et Ronan Sleep se trouve dans article [AS80], ainsi que dans l’article
de survol de Jarmo Siltaneva et Erkki Mé&kinen [SM02] sur les algorithmes
de simulation d’arbres binaires aléatoires. La loi uniforme sur I’ensemble des
arbres binaires plans 7, peut également étre simulée grace & un algorithme
récursif séduisant di & Jean-Luc Rémy [Ré85] : partant d’un élément de 7,,_1,
on fabrique un élément de 7, en choisissant aléatoirement uniformément un
sommet dans I'arbre, si ¢’est une feuille on lui attribue deux enfants qui seront
donc des feuilles, sinon ce sommet est remplacé par un nouveau sommet dont
un des enfants est une feuille et 'autre enfant est le sommet d’origine. Toujours
a propos d’arbres aléatoires, on peut évoquer l'algorithme de David Wilson
[Wil96] pour générer un arbre couvrant de loi uniforme, I’algorithme de Luc
Devroye [Dev12] pour simuler un arbre de Galton-Watson conditionné a avoir
une taille fixe, etc. On pourra consulter avec profit le livre de Russel Lyons et
Yuval Peres [LP15] sur les probabilités sur les arbres et les réseaux.
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Mesures de Gibbs

Mots-clés. Mesure de Gibbs; algorithme de Metropolis-Hastings ; échan-
tillonneur de Gibbs; algorithme du recuit simulé; algorithme de Propp-
Wilson.

Outils. Chaine de Markov ; transformée de Laplace; entropie de Boltz-
mann.

Difficulté. *

Ce chapitre est consacré a des algorithmes génériques de simulation de
mesures de probabilité, grace aux chaines de Markov. Le contexte choisi est
celui des mesures de probabilités discrétes finies. Dans tout le chapitre F
désigne un ensemble fini, typiquement de trés grand cardinal, comme par
exemple un groupe symétrique. Les méthodes et concepts abordés dépassent
largement ce cadre restrictif, qui a le mérite de nécessiter peu de technologie.

5.1 Mesures de Gibbs

Soit H : E — R une fonction appelée énergie ou hamiltonien. Pour tout
B € R, la mesure de Gibbs jig est la mesure de probabilité sur £ donnée pour
tout z € I par

1
pa(z) = Z—ﬁe*ﬁH(m), ou Zg= Z e PHW),
yeE

La constante de normalisation Zg est appelée fonction de partition. Quitte a
accepter que H prenne la valeur +o00, toute mesure de probabilité p sur E est
une mesure de Gibbs avec § =1 et H(x) = —log(u(z)) pour tout x € E, ce
qui donne! H(z) = +oo si et seulement si u(z) = 0.

1. Avec les conventions naturelles log(0) = —oco et exp(—o0) = 0.
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Lorsque 8 > 0, la probabilité ug(x) est d’autant plus grande que I'énergie
H (x) est petite (par rapport aux autres valeurs de H), la mesure de probabilité
pp favorise donc les configurations de faible énergie, et ce d’autant plus que /3
est grand. Lorsque 8 = 0 on obtient la mesure de probabilité uniforme sur E.
Voici quelques exemples, parmi d’autres, de mesures de Gibbs :
— Modéle d’Ising. Dans ce modele E = {—1,1}4 ot @ # A C Z<. Chaque
x € FE représente la configuration magnétique des atomes d’un morceau
de métal. Pour tout site i € A dans le réseau, la valeur z; € {—1,1}
est I'orientation magnétique de I’atome situé au site i, appelée parfois
spin. L’énergie de la configuration = € E est de la forme

H(z)=J Z xixj—&—thi

li—jl,=1 i€A

ou |t —jl; == |ix — j1| + -+ + |iad — ja|, ot J est une constante de
couplage, et ou h modélise un champ magnétique extérieur ;

— Loi d’Ewens. Dans ce modele E = S, est le groupe symétrique, et
Pénergie H(o) = |o| de la permutation o € E est donnée par le nombre
de cycles |o| de o (théoreme 14.3, § = —log(f));

— Graphes aléatoires. Dans ce modele E est I'ensemble des graphes a n
sommets, et I'énergie H(g) d’un graphe g € E est donnée par le nombre
d’arétes dans g. Cela donne la loi du graphe aléatoire d’Erdds-Rényi
(théoréme 16.14, 8 = —log(p) —log(1—p)). On peut considérer d’autres
énergies, comme par exemple le nombre de cycles du graphe, etc;

— Champ libre gaussien. Dans ce modele E = R4 avec @ # A C Z9, et
Pénergie H(z) du «champ» ou «interface» x € E est donnée par

H(z)= Y (2i—x))?

li—jl,=1

avec |i — jly == liv—j1|+- - -+|ia—jal, et par convention z; = 0sii & A.
Il s’agit d’un exemple ou F est infini et continu, étudié notamment dans
le chapitre 2 en liaison avec la marche aléatoire simple sur Z?;

— Polymeéres dirigés. On pourra se reporter au chapitre 19.

Il se trouve que les mesures de Gibbs ont la propriété remarquable de
maximiser ’entropie de Boltzmann a énergie moyenne fixée. Rappelons tout
d’abord que si p est une mesure de probabilité sur E, son entropie de Boltz-
mann notée Ent(u) est définie par, avec la convention 0log(0) = 0,

Ent(n) = — Y u(@)log(u(x))-

el

Théoréme 5.1 (Maximum d’entropie a énergie fixée). Soit H : E — R
une fonction de minimum h_ et de maximum hy, et soit m € [h_, hy], avec
m & {h_,hy} si he # hy. Soit M = {p : E,(H) = m} Uensemble des
mesures de probabilité sur E d’énergie moyenne m. Alors il existe € R tel
que pug € M, et Ent(p) < Ent(pg) pour tout p € M, avec égalité ssi p = ug.
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Démonstration. Considérons la fonction

fiBER— B, (H)=> H@psx)=Y H() *ﬁHU.
el rEE
Si h_ = hy alors H est constante et égale a m = h_ = hy, ug est la mesure

uniforme sur E quelque soit 8 € R, et M est égal a I’ensemble des mesures de
probabilités sur E. Si h_ # h,, alors f est strictement décroissante puisque 2

2
TGE rEE
= —Var,,(H) <0,

car H n’est pas constante et le support de pg est plein. De plus, dans ce cas,
en notant M = {x € E: H(x) = h_}, il vient, pour tout = € E,

e~ AH(@)=h-) |M|™" sizeM,
pp(x) =

o
M|+ Eng e PHY) =) gsi00 |0 sinon,
et donc g converge vers la mesure uniforme sur M quand 3 — 400, et il en
découle que 'image de R par la fonction f est l'intervalle |h_, hy[.
Si p est une probabilité sur E ayant méme énergie moyenne que pg, alors

Ent(ug) — Ent(u) = XI;(log(Zﬁ) + BH(x )+ z}; x)log(u(x))
= i(log(&a) + BH (x))u(x) + i: ) log ()
= m—ez ) log(ps(x)) + > u ) z) log(u(x))

ey by
= 2 ule)log <,f;(<gf>)
_ é ( x) ) 5(@)

(@ ) _ _
»o( 5 ) o=

ol on a utilisé 'inégalité de Jensen pour la loi pg et pour la fonction convexe
x 20— &(x) := zlog(z).

Comme @ est strictement convexe, il y a égalité si et seulement si pp = pg. O

2. Ce calcul est typique des «familles exponentielles» de la statistique.
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5.2 Algorithme de Metropolis-Hastings

On s’intéresse dans cette section au probleme de la simulation d’une me-
sure de Gibbs sur un espace fini F, d’énergie H : E — R et de parametre
B > 0, définie pour tout x € F par

1

pa(z) = Z—e_BH(m), ou Zg= Z e PH@),
B zeE

Meéme si 8 et H sont connus, il est souvent difficile voire impossible d’évaluer
numériquement la constante de normalisation Z car I est trop gros ou trop
complexe a parcourir. En revanche, le rapport

ps() oBH(y)—BH ()
1 (y)

ne dépend que de la différence d’énergie H(y) — H(x), dont I’évaluation en
pratique est méme souvent moins cofiteuse que 1'évaluation de H(z) et H(y)
séparément. L’algorithme de Metropolis-Hastings permet de construire et de
simuler une chaine de Markov récurrente apériodique (X;), . sur £ de loi
invariante f1g, dont la matrice de transition ne fait intervenir p1g qu’a travers
les rapports pg(x)/ps(y). Comme E est fini, la condition de Doeblin ou le
théoreme de Perron-Frobenius fournissent une convergence exponentielle de
I'erreur  de la forme : il existe ¢ > 0 et < 1 tel que, pour tout ¢ € IN,

dyr (Loi(Xy), pg) < en'.
On dispose ainsi d'un générateur approché de pg : pour ¢t > 1,
pg ~ Loi(Xy).
Le théoréme 5.2 fournit une construction du noyau de transition P de (X¢), -

Théoréme 5.2 (Metropolis-Hastings). Soit Q : E x E — [0, 1] un noyau de
transition irréductible sur E, vérifiant, pour tous x,y € F,

Q(z,y) =0 ssi Q(y,xz) =0.

Soit o : Ry —10,1] une fonction vérifiant, pour tout u € Ry,

ot =ua(2)

Soit P: E x E — R défini, pour tous x,y € E, par

~JQ(z,y)p(z,y) six #y,
Pla,y) = {1 — 2z Pla,2) siz=y,

3. En pratique ces bornes sont rarement utiles, en dehors de certains cas spéciaux.
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_ o #e®)Qly, )
) = (uﬁ@»Q0uy>)ﬂQ@ﬂ”“

Alors P est un noyau de transition sur E, irréductible récurrent positif, de loi
invariante réversible g ; apériodique si o < 1 ou si Q est apériodique.

Les deux choix les plus classiques pour « sont donnés par

. U
afu) =min(l,u) et alu)= o Y €Rs;.
Le premier possede une interprétation intuitive. Le second assure que o < 1.
Si la mesure pg est réversible pour le noyau Q, et c’est le cas par exemple
lorsque pg est la mesure uniforme sur E et Q(x,y) = Q(y,z) pour tous
x,y € F, alors la construction de Metropolis-Hastings revient tout simplement
a prendre P = (1 —2)Q +¢l, ot 0 < & < 1 assure 'apériodicité.

Démonstration du théoréme 5.2. On a 0 < P(z,y) < Q(z,y) pour tous z,y
dans F avec x # y, et donc P est un noyau de transition. Comme o > 0, le
noyau P hérite du squelette de Q, et il est donc irréductible, et apériodique si
Q lest. Si a < 1 alors P(x,z) > 0 pour tout € E et donc P est apériodique.
Comme P est irréductible sur F fini, il possede une unique loi invariante. La
propriété de a donne, pour tous x,y € E, x # y, Q(z,y) # 0,

w@mmw—%mqwm(§>m))

z)Q(z,y)
_ 15 (y)Qy, ) ( p1s(z)Q (m,y)>
@, a0 st e)
= na(y)P(y, x)
Ainsi pg est réversible pour P, et c’est donc la loi invariante de P. a

L’algorithme de Metropolis-Hastings consiste a simuler les trajectoires de
la chaine (X;),cy de noyau P. Cela se ramene au probleme de la simulation de
la loi discréte P(x, ) pour un = quelconque. Pour ce faire, soit Y une variable
aléatoire sur F de loi Q(z,-), et U une variable aléatoire de loi uniforme sur
[0,1], indépendante de Y. Soit Z la variable aléatoire définie par Z = Y si
U < p(x,Y) et Z =z sinon. Alors Z ~ P(xz,-) car pour tous y # z,

P(Z=y)=PU < p(z,Y),Y =y) = p(x,y)Q(z,y) = P(z,y).

Autrement dit la proposition Y de loi Q(x,-) est acceptée ou rejetée selon
que U < p(z,Y) ou pas. L’évaluation de P(x, x) n’est pas requise. On dit que
p est la fonction d’acceptation-rejet tandis que Q le noyau de proposition ou
d’exploration. Le noyau Q doit étre facile a simuler. En pratique, on utilise
souvent le noyau de la marche aléatoire simple aux plus proches voisins sur le
graphe associé a une distance naturelle sur E :
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1
Q(z,y) = ‘y‘f‘r oun V,:={yeFE:dist(x,y) =1}
xr
Si le graphe est régulier, c’est-a-dire que |V, | = |V,/| pour tous z,y € E, et si
pa est la mesure uniforme sur F, alors P = (1 —¢)Q+el, ot 0 <e < 1, et
on peut prendre € = 0 si Q est apériodique.

Exemple 5.3 (Echantillonneur de Gibbs). Soit F' C Z une partie finie et non
vide de Z,, comme par exemple F = {—1,1} comme dans le modéle d’Ising
évoqué dans Uintroduction du chapitre. Soit également A C 74 une partie finie
et non vide de Z. Soit enfin E = FA. Un noyau d’exploration Q naturel sur
E consiste, a partir d’une configuration courante r € E, a sélectionner un
site i € A au hasard®*, puis & modifier x; en utilisant la loi conditionnelle

pp(zi|z—i) ot ;= (xj), 4

Cette loi conditionnelle est facile a calculer et a simuler dans le cas par
ezemple du modéle d’Ising. Cela revient a prendre, pour tous x,y € F,

Qx,y) =Y q(i)ptei W) e =y 3 0% i = pug(i |2 3)
icA
et ot q est une loi sur A chargeant tous les états comme par exemple la loi
uniforme sur A. L’échantillonneur de Gibbs est le nom donné a l’algorithme
de Metropolis-Hastings lorsque le noyau d’exploration Q est défini comme cela.

5.3 Algorithme du recuit simulé

L’algorithme du recuit simulé a pour objectif de minimiser une fonction
H : E — R sur E fini. Pour ce faire, on considere la mesure de Gibbs pg
d’énergie H et de parametre 5 > 0, définie pour tout x € F par

1
z€E

Il est commode d’interpréter le parameétre 1/3 comme une température ou
une variance par analogie gaussienne. La loi ;1 favorise les configurations de
faible énergie, d’autant plus que la température 1/8 est basse. On a établi
dans la démonstration du théoréme 5.1 la convergence suivante® :

o 1: o ]lxeM N L . .
too () 1= ﬁl;rgouﬁ(x)f i on M := {yGE.H(y)—I%fH}.

La loi po est uniforme sur 'ensemble M des minima globaux de H. On
prendra garde a ne pas confondre ., avec la loi pg qui est uniforme sur E.

4. On préfere parfois balayer méthodiquement les sites les uns aprés les autres.
5. Il s’agit d’une instance tres simple du principe de Laplace.
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Cela conduit a un algorithme stochastique pour simuler ., appelé algorithme
du recuit simulé®, qui consiste & utiliser I’algorithme de Metropolis-Hastings
mais avec une température 1/8 = 1/5; décroissante au cours du temps ¢. La
chaine de Markov de Metropolis-Hastings (X;),. ainsi modifiée n’est plus
homogeéne en temps. Considérons par exemple le cas ot a(u) = min(1,u)
pour tout v € R, et ot Q est tel que Q(z,y) = Q(y,x) pour tous z,y € E.
La fonction d’acceptation-rejet dépend du temps et est donnée par

pe(x,y) =« M = a(efﬁt(H(y)*H(z))) — o~ Bemax(0,H(y)—H(x))
pg, ()

Sachant que la chaine (ou 'algorithme) se trouve en I’état & au temps ¢, on
simule une proposition y de loi Q(z,-), qu’on accepte ssi U < pi(z,y) ou U
est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] indépendante, c’est-a-dire avec
probabilité 1 si H(y) < H(z) et probabilité e #«(HW=H @) sinon (vaut 0 si
1/8: = 0). L’algorithme explore le graphe de H, accepte toujours une transi-
tion qui abaisse ’énergie H et accepte une transition qui 'augmente avec une
probabilité décroissant vers zéro au fur et & mesure que la température baisse.
Contrairement a une méthode de type descente de gradient, le recuit simulé
peut «remonter la pente» et ainsi échapper, au début, aux minima locaux.
Il reste cependant a régler la température : un refroidissement trop brusque
peut piéger la trajectoire preés d’'un minimum local tandis qu'un refroidisse-
ment trop lent peut empécher I’algorithme de se concentrer pres de ’ensemble
M. Un résultat théorique assure que pour un schéma de décroissance de la
température 1/8; de la forme ¢/log(t) quand ¢ — oo, la chaine s’accumule
sur des points de M. Ce théoréme remarquable est toutefois peu utile en pra-
tique! La performance de ’algorithme dépend beaucoup de la régularité du
graphe de H par rapport a la structure de voisinage de I'exploration.

Considérons a présent le probléme du voyageur de commerce pour n villes
positionnées dans l’espace en vy, ...,v,, qui consiste a trouver une tournée
de longueur minimale, c’est-a-dire une permutation = € S, dans le groupe
symétrique S,, qui minimise la fonction

x €S, — H(x):= Zdist(v:c(i),vm(iﬂ)) ou z(n+1):==z(1).
i=1

La longueur d’une tournée joue le role d’énergie ici. Le cardinal de F = §,, est
énorme : nl. A coiit total fixé, on ne pourra qu’explorer une partie restreinte
F C FE et retenir le minimum de H sur F' comme approximation du minimum
de H sur E. La génération d’'une partie ' C FE peut se faire de maniere
déterministe 7, ou de maniére stochastique par exemple avec I’algorithme du

6. «Simulated annealing» en anglais.

7. L’algorithme (déterministe) de Steinhaus-Johnson-Trotter permet de lister les
éléments de S, sans comparaison aux éléments déja produits. Algébriquement, il
correspond & parcourir un graphe de Cayley de S,,, tandis que géométriquement, il
correspond a parcourir les sommets adjacents du polytope appelé permutaedre.
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recuit simulé. On peut choisir par exemple pour noyau d’exploration Q celui
de la marche aléatoire simple sur S,, associée aux transpositions, donné par

si y = &7 pour une transposition 7,

2
Q(z,y) = {"(”_”

0 sinon.

Puisque les transpositions engendrent le groupe symétrique S, le noyau de
transition Q est irréductible. On peut bien entendu choisir un noyau d’explo-
ration plus riche, qui, par exemple, échange k villes tirées au hasard.

L’étude de l'ordre de grandeur de H(x) lorsque les positions vy, . .., v, des
n villes sont aléatoires i.i.d. et n est grand fait ’objet du chapitre 20.

0.8 0.8
0.6 0.6
> 0.4 > 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0
X X
0.8
0.6
> 0.4

0.2

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 5.1. Etapes de I'algorithme du recuit pour le voyageur de commerce (n = 10).
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5.4 Algorithme de Propp-Wilson

L’algorithme de Metropolis-Hastings permet une simulation approchée
d’'une mesure de Gibbs pg sur E fini, au moyen d'une chaine de Markov
de noyau P qui admet pg comme loi invariante et réversible (théoreme 5.2).
Nous présentons a présent un algorithme de simulation exacte de pg.

Soit P un noyau markovien irréductible sur E de probabilité invariante
ttg. Adoptons l'interprétation des chaines de Markov sous forme de suites
récurrentes aléatoires. Soit donc ¢ : E x [0,1] — E une fonction telle que
g(z,U) ~ P(x,-) pour tout x € F, ou U est une variable aléatoire de loi
uniforme sur [0,1]. On note G : E — E la fonction aléatoire définie par
G(z) = g(x,U). Soit (Gp),>, une suite i.i.d. de fonctions aléatoires de E
dans E, de méme loi que G, construites & la maniere de G en utilisant une
suite (Uy), >, de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout
n, on construit les applications aléatoires A,, : £ — E et B, : E — E par
composition de la maniére suivante :

A, =Gpo---0G; et B,=Gi0---0G,.

On convient que Ag et By sont égales a application identité de E. Pour tout
x € E et tout n, les variables aléatoires A, (x) et By, (x) suivent la loi P™(z, ).
Les suites (A4,,(2)),,50 et (Bn(2)),,5( ont les mémes lois marginales de dimen-
sion 1, mais n’ont pas la méme loi en tant que suites. La suite (A, (z)),,5, est
une chaine de Markov sur E de noyau P et de loi initiale J,. En revanche,
(Bn(7)),50 n'est pas une chaine de Markov car le temps est «inversé». On
définit les temps de contraction Ty et T a valeurs dans IN U {oco} par

Ta=inf{n > 0:card(A,(E)) =1} ou A,(E)={A4,(z):z€ E}
et de méme,
T =inf{n > 0:card(B,(F)) =1} ou Bu(E)={Bu(x):x € E}.

On dit que G est contractante lorsque p = P(card(G(E)) =1) > 0.

Théoréme 5.4 (Convergence a la coalescence pour la suite renversée). Si G
est contractante alors P(Tp < 00) = 1, pour tout € E, Bry(x) ~ ug, et
B, (z) = By, (x) pour tout n > Tg.

Notons que (A, (2)),>, converge en loi vers y tandis que (Bn(z)),
converge p.s. vers une variable aléatoire de loi p.

Démonstration. Les événements C,, = {card(G,(F)) = 1} sont indépendants
et de méme probabilité p = P(card(G(E)) = 1) > 0. Par le lemme de Borel-
Cantelli, presque siirement, card(G,,(E)) = 1 pour une infinité de valeurs de
n, et en particulier P(Ts < o0) = 1. Le temps aléatoire T définit presque
stirement un singleton aléatoire {x g} tel que Br,(z) = xp pour tout x € E.
Il en découle que B, (z) = xp pour tout = € E et tout n > T car
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Bu(@) = By, (Grys1 0 -0 Gr)(a)) = 5.

Il y a coalescence des trajectoires de (Bn(z)),, quel que soit I'état initial
x. Soit up la loi de xp. Par convergence dominée, pour tout z € E et toute
fonction bornée f : E — R,

lim E(f(Ba(2)) = lim B(f(Ba(0)) 75 <n)) = B(f(25)) = /.

Or E(f(Bn(2))) = P™(,)f = 322,cp P"(2,y) f(y), d'ou, pour tous z,y € F,

lim P"(z,y) = pup(y).

n—oo

Ainsi pp = pg, ce qui achéve la preuve. O

Si G est contractante alors on a aussi P(T4 < 00) = 1 et T4 définit presque
stirement un singleton aléatoire {x 4}, vérifiant Ar, () = x4 pour tout x € E,
mais rien n’assure que A, (x) = x4 pour n > T4 et tout z € F, ni que x4 suit
la loi pg. Pour tous z,y € E, la suite ((An(z), An(y))),>o est un couplage
coalescent : les deux composantes sont des chaines de méme noyau et qui

restent collées apreés leur premiére rencontre. On dit que ((Bn(z), Bn(¥))),,>0
est un couplage coalescent par le passéS.

Lorsque G n’est pas contractante, on peut utiliser le noyau P", r > 1, qui
admet également 1 comme loi invariante. En pratique, il n’est pas commode
de déterminer le temps de couplage (ou coalescence) par le passé T car il fait
intervenir tous les états initiaux possibles. Il est toutefois possible de controler
ce temps lorsque le noyau P possede une propriété de monotonie par rapport
a un ordre sur ’espace d’états F, en se ramenant a un état minimal et a un
état maximal, comme le montre ’exemple détaillé dans la section 5.5.

5.5 Modélisation d’un composé chimique

Dans cette section nous mettons en place un algorithme de type Metropolis-
Hastings et un algorithme de simulation exacte pour obtenir une réalisation
d’une mesure de Gibbs modélisant la répartition de deux composés chimiques
que l'on dira de type +1 et de type —1 en répulsion forte. Le systéme est
supposé ouvert et le nombre de particules de chaque composé est donc libre.
Pour simplifier, on suppose que les composés sont répartis sur une surface
plane assimilée & un carré discret A = {1,...,L}? C Z?. Chaque site i € A
est soit vierge, soit occupé par un composé chimique de type +1 ou —1. La
répulsion entre composés de types différents est prise en compte en interdisant
que deux composés de types différents soient voisins, c’est-a-dire a distance 1
sur le quadrillage. L’ensemble des configurations est donc le suivant

E:{$€ {—1,07+1}A:Vi,j €A, ‘i—j‘l =1= zz; #_1}

8. En anglais : «coupling from the past».
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On considere I’énergie
x€Ew H(x)=card{i € A: |z;| =1}
qui compte le nombre de composés présents et la mesure de Gibbs associée

1
ps = —e PH@ w2 c B BeR, Zg = Z e PH@)

Zs
zel
Plus le réel § est petit (respectivement grand) et plus la loi pg favorise les
configurations denses (respectivement clairsemées).

Remarque 5.5 (Méthode du rejet). Voici une premiére méthode permettant
de simuler de maniére exacte pig. On attribue indépendamment & chaque site
de A une valeurs —1, 0 ou +1 avec probabilités respectives

e P 1 ; e P
et —m—.
1428 1425’ 1+ 2e8

La configuration obtenue est retenue si elle appartient ¢ E. Dans le cas
contraire, on répéte la procédure. Cette méthode simple s’avére impraticable
car E est tout petit dans {—1,0,+1}".

Construisons a présent un algorithme de type Metropolis-Hastings. Pour
tous u € [—1,1],7 € A, soit
Riw: B — {=1,0,+1}"

la fonction définie pour tous =z € F et j € A par

z; sij#i;

—1 sij=ietu<—1/(142e7);

0 sij=iet—1/(1+2eP)<u<1/(1+277);
+1 sij=ietu>1/(1+2e7).

(hiu(2)); =

Enfin, on pose

x sinon.

Gia(z) = {hzu(l’) si hiu(x) € E,

Soient (Un),>; et (Vn),>, des suites indépendantes de variables aléatoires
i.i.d. de loi uniforme sur [—1,1] et sur A respectivement, et G, := gv, ., v
On définit enfin la suite récurrente aléatoire (Xj,),,~, définie par

n+1°

Xn+1 e Gn(Xn)

Théoréme 5.6. La suite (X,,), cy est une chaine de Markov sur E, irréduc-
tible, récurrente, apériodique et de loi invariante réversible ug.
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Démonstration. La suite (X,), o est chaine de Markov, écrite sous la forme
d’une suite récurrente aléatoire sur FE fini. Toutes les configurations menent a
la configuration nulle (aucun composé présent) et réciproquement. La chaine
est donc irréductible et récurrente. Soit P le noyau de transition de (Xy),, -
Si z et y sont deux éléments de F alors P(z,y) est strictement positif si = et y
coincident sur en tous les sites sauf un. On vérifie au cas par cas la relation de
réversibilité. Supposons par exemple que x et y sont dans F et, pour iy € A,

Ti, = +1, Y, =0 et m; =y; pour i # ip.
Alors H(z) = H(y) + 1 et ainsi
b___2
L2(1 + 2eP)

— 30 3 (1= 153075 ) = P 0)

ps(x)P(x,y) = ps(y)e”

O

A partir de cette suite récurrente aléatoire, on peut également mettre en
place un algorithme de simulation parfaite. Doit-on vraiment, dans ’algo-
rithme de Propp-Wilson, suivre toutes les trajectoires paramétrées par les
points de F vus comme des conditions initiales ? La propriété fondamentale
ci-dessous va permettre de simplifier grandement ce probleéme : deux suffisent !

Lemme 5.7 (Monotonie). Pour tous u € [—1,1] et i € A, la fonction x €
E — g;u(x) est croissante pour lordre (partiel) sur E défini par

x<y sst x; <y; pour tout i € A.

De plus, la configuration, notée —1 (respectivement +1), constituée unique-
ment de —1 (respectivement +1), est un plus petit (respectivement grand)
élément pour cet ordre partiel.

A présent, la monotonie fournit Pencadrement

indiquant que la coalescence partant de x quelconque a lieu avant la coa-
lescence partant de £+1. D’un point de vue pratique, il suffit donc d’itérer
I’algorithme jusqu’a l'instant de coalescence des trajectoires issues de +1.

Enfin, le noyau P n’est pas contractant au sens du théoréme 5.4 mais pL’
I’est puisque, pour tout x € FE, pL’ (x,-) charge la configuration nulle.

5.6 Pour aller plus loin

Pour une introduction a la physique statistique, qui est un point de contact
trés important entre physique et mathématique, et notamment a des exemples
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explicites autour du modéle d’Ising, on pourra consulter le livre [Bax82] de
Rodney Baxter. Des modeles inspirés de celui d’Ising sont utilisés en imagerie
pour la modélisation du bruit spatial.

La partie sur les algorithmes de Metropolis-Hastings, du recuit simulé, et
de Propp-Wilson est inspirée d’un livre précédent [BC0O7, Chapitre 4] et du
cours de Thierry Bodineau & I'Ecole Polytechnique [Bod14]. L’algorithme de
Metropolis-Hastings a été introduit par Nicholas Metropolis, Arianna Rosen-
bluth, Marshall Rosenbluth, Augusta Teller, et Edward Teller [MRR 53] puis
généralisé par Keith Hastings [Has70], et fait aujourd’hui partie des méthodes
MCMC (Monte Carlo Markov Chains), qui consistent & utiliser des chaines
de Markov pour approcher des espérances par la méthode de Monte Carlo.
Les méthodes MCMC sont au coeur des implémentations quantitatives de la
statistique bayésienne abordée par exemple dans le livre de Christian Robert
et George Casella [RC04]. Des versions a particules permettent d’améliorer
les performances pratiques notamment lorsque la loi p est multimodale.

En métallurgie, le procédé du recuit consiste a recuire le métal pour échap-
per aux minima locaux d’énergie et obtenir une structure métallique de basse
énergie, garantissant une meilleure solidité. L’algorithme du recuit simulé s’en
inspire, ce qui explique son nom. Le recuit simulé converge théoriquement en
temps infini lorsque la température suit un schéma de décroissance par paliers
logarithmiques, mais ce résultat d’analyse asymptotique n’est pas vraiment
pertinent en pratique. Une analyse de l’algorithme se trouve par exemple
dans le livre de Etienne Pardoux [Par07] et dans le panorama de Olivier Ca-
toni [Cat99]. Des versions améliorées du recuit simulé, comme ’algorithme de
Wang-Landau introduit par Fugao Wang et David Landau [WLO01], consti-
tuent un sujet de recherche actuel. Les algorithmes de Metropolis-Hastings,
du recuit simulé, et de Wang-Landau sont tous disponibles dans des cadres a
temps et espace continus. L’algorithme de Propp-Wilson, proposé par James
Propp et David Wilson [PW96, PW9S], est présenté dans le livre de David
Levin, Yuval Peres, et Elizabeth Wilmer [LPW09], et dans celui de Olle Hagg-
strom [Hag02]. L’exemple étudié dans la section 5.5 est inspiré d’un texte de
Christophe Sabot. D’autres algorithmes de simulation exacte de la loi inva-
riante ont été développés, comme par exemple celui de James Fill [Fil98].
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Agrégation limitée par diffusion interne

Mots-clés. Modele de croissance ; ensembles aléatoires.

Outils. Chaine de Markov ; martingale ; couplage ; inégalité de concentra-
tion.

Difficulté. *

Un fiit de déchets radioactifs est enterré secrétement. Apres quelques an-
nées, il devient poreux et laisse échapper son contenu. Pour éviter une conta-
mination excessive, on a disposé des piéges a particules qui capturent la pre-
miére particule qui passe mais deviennent ensuite inertes (une nouvelle parti-
cule passe sans étre arrétée). Le milieu est isotrope : une particule radioactive
se déplace de la méme maniére dans toutes les directions tant qu’elle passe
sur des pieges qui ont déja été activés et est capturée par le premier piege
libre qu’elle rencontre. On souhaite connaitre la forme typique des zones qui
seront contaminées par cette fuite. On introduit pour ce faire un modele de
croissance aléatoire, appelé agrégation limitée par diffusion interne, dont on
étudie notamment les propriétés asymptotiques.

6.1 Modele d’agrégation par diffusion

Pour modéliser I’évolution de la région polluée, on introduit le modele de
croissance suivant. On assimile l'espace & Z< ou d vaut 1, 2 ou 3 selon le
nombre de dimensions que ’on souhaite prendre en compte. Deux éléments x
et y de Z% sont dits voisins, et nous noterons x ~ ¥, si

|z —yl, = |lv1 —yi| + -+ |za —yal = 1.

On place le fiit & Iorigine 0 € Z¢. Sur chaque point du réseau est disposé un
piege. Notons A(0) le singleton {0}. Le premier piége activé sera I'un des 2d
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emplacements voisins de 'origine. On modélise la trajectoire d’une particule
radioactive sortant du fit par une marche aléatoire simple symétrique sur Z?
issue de 0 et arrétée lorsqu’elle quitte le point A(0). On note A(1) 'ensemble
aléatoire composé de 0 et du point ol la particule est sortie. Pour tout
voisin de 0, A(1) est égal & {0,z} avec probabilité 1/2d. On itére ensuite
le procédé. Etant donné un ensemble A(n) C Z<, on considére une marche
aléatoire symétrique (Sk),, issue de 0 arrétée lorsqu’elle sort de A(n). On
définit alors A(n + 1) comme 'ensemble des éléments de A(n) et du point ot
est sortie la marche S. Ce modele est connu sous le nom de agrégation limitée
par diffusion interne®.

On obtient ainsi une suite (A(n)),,, d’ensembles aléatoires. Le résultat
suivant regroupe quelques propriétés immédiates de cette suite.

Théoréme 6.1 (Propriétés immédiates). La suite (A(n)), s, est croissante
au sens de Uinclusion. Le cardinal de A(n) vaut exactement n+ 1. Pour tout
n € N, soit x et y deux éléments de A(n), alors il existe xg,. .., Ty éléments
de A(n) tels que xg = x, Ty, = y et &; ~ Tjp1 pouri = 0,...,m —1. On
pourrait dire que ’ensemble A(n) est connexe par arcs dans Z..

On souhaite a présent étudier le comportement asymptotique de la suite
(A(n)),,50- On étudie en détail le cas de la dimension 1. L’étude en dimension
supérieure, beaucoup plus délicate, est évoquée dans les sections 6.6 et 6.7.

6.2 Modele unidimensionnel

On suppose que la propagation se fait selon un axe horizontal. On se
place donc dans le cas ot d = 1. L’ensemble initial Aj est le singleton {0}
puis A; est égal a {0, 1} avec probabilité 1/2 et {—1,0} avec probabilité 1/2,
etc. Notons G,, = min 4,, et D,, = max A,,. L’ensemble A,, est de la forme
A, ={Gn,G,+1,...,D, —1,D,}. Puisque le cardinal de A,, est n+1, on a
D, — G, = n. Ainsi, A,, est caractérisé par X,, = D,, + G,, et, en particulier,
_ Xptn X,—n

et G, =

Dy,
2 2

Les accroissements (X, 41 — Xn)n20 ne peuvent prendre que les valeurs —1
ou 1. Plus précisément, X,, 11 = X,, — 1 si la marche issue de 0 atteint G,, — 1
avant D, + 1, et X,,41 = X,, + 1 si la marche issue de 0 atteint D,, + 1
avant G, — 1. La symétrie de la marche aléatoire sous-jacente fait que la loi
de X,, est symétrique pour tout n > 0. En particulier, pour tout n > 0, on a
0=E(X,) =E(D,)+ E(G,) et donc E(D,) =n/2 et E(G,) = —n/2.

Théoréme 6.2 (Evolution markovienne). La suite (Xn)pso est une chaine
de Markov inhomogéne sur Z. issue de O dont les transitions sont décrites par
les relations suivantes : pour —n < i < n,

1. «Internal Diffusion Limited Agregation (IDLA)» en anglais.
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n+2+1

P(X =1—1|X,=1)= ——+

( n+1 1 ‘ n Z) 2(n+2)

et Lo
n —1

P(X, 1 —i+1]X, =i) ="

( +1 v+ | Z) 2(n+2)

Démonstration. Pour tout n > 1,

t+n 1—n

(tami= b, 0, - )

La probabilité P(X,+1 =i — 1| X, = i) est donc égale & la probabilité que
la marche aléatoire simple (Sy),, issue de 0 atteigne (i —n)/2 — 1 avant
(i +n)/2 + 1. Or d’apres le théoreme 2.2 (ruine du joueur) sia < 0et b >0
sont deux entiers distincts, et si T; := inf {n >0, S, =i} pour i € {a,b} et
T =T, \NTp, alors, T est intégrable et

PT=T,)=1-P(T=T,) = bL et E(T) = —ab.
—a

O

Remarque 6.3 (Equilibrage). Lorsque X, est strictement positif, X,+1—Xn
a une probabilité plus forte de valoir -1 que de valoir +1. La tendance s’inverse
lorsque X, est strictement négatif. On peut donc penser que le processus aura
davantage tendance a revenir en 0 qu’une marche aléatoire simple symétrique
(dont laccroissement vaut plus ou moins 1 avec probabilité 1/2).

6.3 Convergence presque siire

On établit ici le premier résultat de convergence en temps long pour le
processus (Xp),, du modele unidimensionnel. L’idée de la preuve est de
rendre rigoureuse l'intuition de la remarque 6.3 en comparant la valeur absolue
de (Xn)n20 a celle de la marche aléatoire simple par une méthode de couplage.

Théoréme 6.4 (Convergence presque siire). Le processus (| Xn|),>o est une
chaine de Markov inhomogéne et

Xl pe. G ps. 1 Dy ps 1
[Xnl ps o oy Gnopsy 1, Duops 1
n n—oo n n—ooco 2 n n—ooo 2

Démonstration. En discutant suivant les valeurs possibles de X,,, on constate
que | X 41| =15si | X,| =0, et que si |X,| > 0 alors

1 X,
|Xn| —1 avec probabilité — + Q,
| Xns1| = % 2(&+|2)
| X+ 1 avec probabilité 3 2nt2)
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Ainsi (|X,),,50 est une chaine de Markov (suite récurrente aléatoire) inhomo-
geéne. Pour établir que | X,,|/n — 0 presque stirement, on procede par couplage.
Plus précisément, on construit deux processus (Yy),q et (Zn),5, comme
suit : Yo = Zp =0 et pour n > 0,

Vo= Yo+ 21y, <(ni2-v,)/2(mnt2)) — 1 si Y, >0,
n+l — .
1 siY, =0,

7 . Zn + 2]1{Un+1<1/2} —1 si Zn > 0,
T si Zn =0,

ot (Up),,>; est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Le processus
(Yn),>o & la loi de (]Xy]),, tandis que le processus (Z,),>, a méme loi
que la valeur absolue d’une marche aléatoire simple. Ce couplage est tel que
presque stirement, pour tout n € N, 0 < Y, < Z,,. En effet, si 0 < Y,, < Z,
alors, par construction, Y, 41 < Z,,41. Par ailleurs, si 0 = Y,, < Z, alors, Z,
peut étre nul et dans ce cas, Y41 < Z,,41 ou Z,, > 2 car Z, et Y,, ont méme
parité. Enfin, Z,,/n — 0 p.s. grace & la loi forte des grands nombres. O

n+1

Remarque 6.5 (Espérance). Le théoréme 6.2 donne, avec apnt1 := ol

E(|Xpn+1| 1 Xnl) = 11x, =0 + @n+1|Xn |1 x, |20
d’oti, en observant que | X, |1x, 20 = [ Xal,

E(| X 1)) = P(Xo = 0) + a1 B(X,).

6.4 Convergence en loi

On s’intéresse a présent aux fluctuations de X, /n autour de sa limite.
Dans cette section, on donne des éléments de preuve du résultat suivant.

Théoréme 6.6 (Convergence en loi). La convergence en loi suivante a lieu :

o 1o prfg, 1),

\/ﬁ n—o00 3
Remarque 6.7 (Comparaison avec le théoreme limite central). La vitesse
de convergence en loi de (Xn)n>0 est la méme que pour la marche aléatoire
simple et la loi limite est encore gaussienne. Pourtant sa variance asympto-

tique est plus petite que dans le cas identiquement distribué. Cela provient de
la tendance auto-stabilisatrice de la chaine (Xn),,-

Avant d’aborder la démonstration du théoréme 6.6, étudions le compor-
tement des premiers moments de X, /n quand n tend vers l'infini. La loi de
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X, est symétrique donc tous ses moments impairs sont nuls. Pour le moment
d’ordre 2, on a, pour n > 0,

n+2-—-X, 5 n+24+X,

E[X?2 == "X +1 X, — 1)
(X1l 2(n + 2) (Xn +1) 2(n +2) (X —1)
=1+ X2
n-+2

En posant z,,(2) = E(X2) et en prenant I'espérance dans la relation ci-dessus,
on obtient, pour n > 1,

Tns1(2) =14+ —2—2,(2) et a1(2) = 1.

n+2
Une récurrence donne
1 n—1
n2)=14+ —— k(k+1),
7n(2) +n(n+1);(+)

et (zn(2)/n),s, converge donc vers 1/3. On peut établir de méme que pour

tout k£ > 0, la suite (xn(Qk)/nk)n>1 admet une limite p(2k) et que la suite
(1(2k)) ke est solution de

2k +1
p(0)=1 et u2k+2)= +

1(2k).

Or d’apres le théoreme 21.7, la seule mesure de probabilité dont les moments
pairs vérifient la récurrence ci-dessus et les moments impairs sont nuls est
la loi N(0,1/3). D’autre part, d’aprées le théoréme 21.6, la convergence des
moments vers une mesure de probabilité caractérisée par ses moments entraine
la convergence en loi. On obtient ainsi la convergence en loi de X,,//n vers
la mesure gaussienne centrée de variance 1/3.

Un autre moyen d’établir la convergence annoncée est d’utiliser un rai-
sonnement basé sur le théoreme limite central pour les martingales. Il existe
plusieurs jeux d’hypothéses plus ou moins faciles a vérifier. Voici le théoréme
que nous utiliserons dans la suite.

Théoréme 6.8 (TLC pour martingales). Soit (My,)n>0 une martingale de
carré intégrable pour une filtration (Fn),5¢, €t soit (an)n>0 une suite réelle,
strictement positive, déterministe croissante vers l’infini. On pose

(M)g=0 et (M), , = (M), +E(AM,1)*| Fn),
ou AM,, := M,, — M,,_1. Supposons que
P
— A
n— oo

2. (condition de Lyapunov) il existe § > 0 tel que

1. il existe A > 0 déterministe tel que a,; ' (M)

n

n

1 2+6 P
T I;E(AMk | Fie1) —2 0.
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Alors, on a

1 loi Mn loi 1 .
\/@Mn n:go./\/((),/\), et an D). n:))@N(O,)\ ) siA>0.

Il convient de modifier légerement (X,),,, pour en faire une martingale.

Lemme 6.9 (Martingale dans le modele). Le processus (M), défini par
M, = (n+ 1)X,, est une martingale de carré intégrable pour la filtration
naturelle (Fn), > de (Xn),>q, qui vérifie

E(AMy11)* | Fa) = (n+2)° = X7,
et
E((AM7L+1)4 | Fn) = ((n + 2)2 - X721) ((n + 2)2 + 3XZ),

et o )
< >n 2) -

n3 n—oo 3’
Démonstration. Soit a € {1,2,4}. La quantité suivante
E((AM;41)%Fn) = E(((n 4+ 2)Xn41 — (n+ 1) X,)% | X5)

an+2+X, an+2-X,
2(n+2) 2(n+2) ’

est nulle si « = 1, et donc (M,),,-, est une martingale. Si a € {2, 4} alors

=[X,, — (n+2)] + [X, +n+2]

M+2-X)t+(n+2+X,) !
2(n+2) ’

ce qui donne les deux premieres relations attendues. En particulier, on a

E((AM11)® | Fa) = ((n+2)? = X7)

n—1 3 n—1
n
(M), = Sk +2)* = XP) = 5 = 3" XF + ofn?)
k=0 k=0
De plus
n—1 —
1 9 1 X
a2 X< Z 2
k=0 k=1
Puisque X,,/n — 0 p.s. le lemme de Cesaro permet de conclure. a

Pour pouvoir obtenir la convergence en loi de (M), correctement re-
normalisée, il reste & vérifier la condition de Lyapunov du théoréme 6.8 avec
an, =n3. Pour § =2, on a

n+1
ZIE ((AM)* | Fr1) Zk4+22 (k+1)2X2_, = 0.

k=1

La suite (Mn/n?’/z)n>1 converge donc en loi vers N'(0,1/3). Ceci fournit im-
médiatement la convergence dans le théoréme 6.6.
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6.5 Une inégalité de concentration

Complétons les résultats sur le comportement de X,, par une inégalité
de concentration valable pour tout n > 1 (& la différence du théoréme de
convergence en loi qui n’est qu’asymptotique).

Théoréme 6.10 (Concentration). Pour tout n > 1 et tout r > 0,

| X0 3n?r?
P{— > <2 - .
( n " P 8(n+1)

Démonstration. Par définition de la martingale (M,),5, définie dans le
lemme 6.9, pour tout r > 0,

n

X
]P(| nl > r) < P(|M,| =2 n(n+ 1)r).

La martingale (Mn)n>0 a des accroissements borné car pour tout n > 1,
|M,, — M1 = |(n+ 1) X, —nXp_1| < n|X,, — Xp1| + X0 < 21

puisque |X,, — X,,_1| = 1 et |X,,| < n. D’aprés I'inégalité de concentration
d’Azuma-Hoeffding du lemme 20.3, pour tout A > 0, on a

)\2
P(|Mn| > A) < 2exp <—w>
k=1

Gréce a la comparaison série-intégrale

n

Z(Qk)2 < 4/n+1:102 dx = é(n +1)3
~ - 3 b
1

k=1

il reste & remplacer A par n(n + 1)r pour obtenir 'inégalité souhaitée. O

6.6 Dimensions supérieures

On se place & présent sur Z? avec d > 1. Comme en dimension 1, on
s’attend a ce que la forme limite de I’ensemble aléatoire devienne relative-
ment réguliere puisque la marche aléatoire issue de 'origine aura tendance a
atteindre I'ensemble aléatoire A¢, en des points qui ont beaucoup de voisins
dans A,. La figure 6.1 fournit une réalisation de A(1000) en dimension 2.

Pour tout r > 0 notons ||z|| la norme euclidienne d'un point € R? et

B(0,r) = {y eR? : lyl| < r} et B(0,7) = B(0,r)N VA

Le cardinal d'un ensemble A de Z? est noté | A|. Fixons un entier n et considé-
rons I'ensemble aléatoire A(|B(0,n)|). Le rayon (aléatoire) de la plus grande
boule incluse dans cet ensemble est
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Fig. 6.1. Une réalisation de A(1000) en dimension 2.

sup{r >0 : B(0,7) C A(/B(0,n)|)}
tandis que celui de la plus petite boule qui le contient est
inf{r >0 : A(B(0,n)]) C B(0,r)}
On définit alors Perreur interne d;(n) comme
n—4r(n) =sup{r >0 : B(0,r) C A(|B(0,n)|)},
et 'erreur externe dg(n) comme
n+d0g(n) =inf{r >0 : A(|B(0,n)|) C B(0,r)}.

Le théoreme suivant montre non seulement que la forme asymptotique de
A(n) est sphérique mais fournit également une borne supérieure pour les fluc-
tuations extrémes de A(n).

Théoréme 6.11 (Forme et fluctuation). La forme limite de (Ay),,s, est la

trace sur Z% d’une boule euclidienne. De plus, il existe une constante B4 telle
que presque strement
— pourd >3 :

1)
lim sup () < Bg et limsup
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— pourd=2:

lim sup Or(n) < By et limsup 05 (n)

< fa.
n—oo log(n) n—oo log(n) &

6.7 Pour aller plus loin

Le modele d’agrégation limitée par diffusion interne? est considéré par
Persi Diaconis et William Fulton dans [DF91]. Sur le versant de la modélisa-
tion, il peut étre relié a des méthodes de polissage chimique : des particules
sont lachées dans une cuve et détruisent un élément du bord rendant la cuve
plus lisse. On trouvera dans les articles [AG13a, AG13b] d’Amine Asselah et
d’Alexandre Gaudilliere des références dans cette direction.

L'une des premiere études de (A(n)), 5, est due & Maury Bramson, David
Griffeath et Gregory Lawler dans [LBG92]. Il y est notamment établi que la
forme asymptotique de A(n) est sphérique. Il faudra attendre longtemps pour
avoir une étude compléte pour les fluctuations autour de cette forme limite.
On pourra retrouver le théoréme 6.11 dans les articles de David Jerison, Lionel
Levin, et Scott Scheffied [JLS12, JLS13] et dans [AG13a, AG13b].

Le modeéle en dimension 1 peut étre relié & un modele de boules et d’urnes
dit de Bernard Friedman décrit dans l'article [Fre65] de David Freedman 3.
Une boule tirée est remise dans 'urne accompagnée de a boules de la méme
couleur et 3 boules de la couleur opposée. Si § = 0, on retrouve le modele de
I'urne de Pdlya étudié dans le chapitre 15. Lorsque 8 > 0, on peut montrer
que la proportion asymptotique de chaque couleur tend vers 1/2 pour tout a.

Il existe également un modele plus difficile & étudier, connu sous le nom de
agrégation limitée par diffusion externe, dans lequel les particules proviennent
de l'infini et viennent s’agglutiner au fil du temps.

Le théoreme limite central pour les martingales 6.8 se trouve dans le livre
de Peter Hall et Christopher Heyde [HH80, Cor. 3.1], et dans [BC07, Th. 3.35].

2. «Internal Diffusion Limited Agregation» (IDLA) en anglais.
3. fried-man # freed-man!
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Chaines de Markov cachées

Mots-clés. estimation paramétrique; estimation récursive; variable ca-
chée ; espérance conditionnelle ; processus autorégressif.

Outils. Chaine de Markov ; vecteur gaussien ; martingales ; maximum de
vraisemblance ; formule de Bayes.

Difficulté. *

Bien que markoviens, de nombreux processus réels ne sont observés que
partiellement. Ce chapitre présente deux modeles de chaines de Markov ca-
chées, qui sont par définition des projections de chaines de Markov. Le défi
mathématique est alors d’obtenir a partir des observations partielles le plus
d’informations possible sur la partie cachée. Il se raméne & un probléme de
calcul de lois conditionnelles. Il n’est en général pas possible de calculer ex-
plicitement ces lois. C’est cependant le cas dans les deux exemples présentés
dans ce chapitre : 'un s’appuie sur les chaines de Markov a espace d’états fini,
I’autre sur un modele gaussien.

7.1 Algorithme progressif-rétrograde

On modélise la structure d’un brin I’ADN ! par une chaine de caractéres
écrite dans un alphabet fini A. Certaines parties de la chalne correspondent &
la suite des codes des acides aminés nécessaires a la fabrication d’une protéine,
et on dit qu’elles sont codantes, tandis que d’autres parties de la chaine ne
le sont pas. Pour tenir compte de cette structure segmentée, on modélise la
chaine par une trajectoire de chaine de Markov possédant deux régimes.

A un brin ’ADN de longueur [, noté (X1,...,X;), et & valeurs dans A,
on adjoint le l-uplet (Uy,...,U;), & valeurs dans U = {0, 1}. Si la position

1. Acide DésoxyriboNucléique, vecteur du code génétique des organismes vivants.
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n est codante (respectivement non codante) alors U, = 1 (respectivement
Un = 0). On modélise la loi de (X,U) = ((Xn,Un)), > par une chaine de
Markov homogene sur A x U de matrice de transition donnée par

P((.’L‘, U), (xl?u/)) = IP(XnJrl = J},, Un+1 = | Xn=2,Up = u)
= p(u,u/)ﬂu(%m'),

ol p est une matrice de transition sur {0,1} et ou 7y et w1 sont des matrice
de transitions sur 4. On suppose que tous les coefficients des matrices p,
o et mp sont strictement positifs. La composante U agit comme une sorte
d’interrupteur ou de commutateur (markovien) & deux positions.

La chaine (X,U) est irréductible, récurrente et apériodique car tous les
coefficients de sa matrice de transition sont strictement positifs. En général
la projection X = (X»),,5(, qui modélise le brin d’ADN, n’est pas une chaine
de Markov. Le modeéle est rigide : la loi de la longueur d’un segment de la
catégorie u € Y suit une loi géométrique de parametre 1 — p(u, u).

On se place a présent dans la situation ou la matrice de transition de
(X,U), c’est-a-dire le triplet p,mo, 71, est connue, par exemple grace & une
estimation menée au préalable (nous y reviendrons plus loin). La question est &
présent la suivante : peut-on déterminer la loi de (Uj), . ;, conditionnellement
aux observations (X;), ¢;¢; 7 On dit que la chaine de Markov (X, U) est cachée
car la composante U n’est pas observée. Seule la composante X est observée.

Exemple 7.1. Voici un exemple utilisé dans la figure 7.1 :

0.30.30.30.1 0.50.30.10.1
0.95 0.05 0.30.30.10.3 0.40.40.10.1

= ( 0.1 0.9 > "= 103010303 | “ ™= |04010401
0.10.30.30.3 0.50.30.10.1

Description de 1’algorithme

On adopte la notation vectorielle Xi.; et x1.; pour désigner les i-uplets
(X1,...,X;) et (z1,...,2;). On définit les probabilités suivantes, pour tous
1<i<lze A etvel:

— Probabilité de prédiction :

P'(v) :==P(U; = v| X121 = T1.4-1)-

C’est la probabilité que 1’état caché U; soit en position v connaissant
les observations X1.;_1;
— Probabilité de filtrage :

Fi(v) =PU; = v| X1 = 214).

C’est la probabilité que I’état caché U; soit en position v connaissant
les observations Xi.; ;



7.1 Algorithme progressif-rétrograde 95

— Probabilité de lissage :
Li(v) :=P(U; = v| X14 = 214).

C’est la probabilité que 1’état caché U; soit en position v connaissant
les observations X7.;.

Pour calculer les probabilités de lissage, on utilise un algorithme progressif-
rétrograde? : on détermine par récurrence, dans le sens croissant des indices,
les probabilités de prédiction et de filtrage, puis on en déduit, toujours par
récurrence mais descendante, les probabilités de lissage. Les relations de récur-
rence nécessaires a cet algorithme sont rassemblées dans le théoreme suivant.

Théoréme 7.2 (Prédiction, filtrage, lissage). Pour tous 1 < i<l et v €U,

Piw) = 3 plu, o) Fi~ (u),

ueU
'/Tv(xi—la xl)Pz(v)

o (U) = Zueu T (-/L'ifl, xl)Pl(u) ’
L) = F 7 () Y plu,v) ]LJEZ)) .

veU

Démonstration. Pour 1’équation de prédiction, on fait intervenir U,_; puis
d’utiliser le fait que les lois Loi(U; | U;—1, X1.5—1) et Loi(U; | U;—1) coincident :

Pi(v) = Z P(Ui-1 =u,U; =v | Xi- = ;)

ueU
= Z IP(UZ =V | Ui,1 = U,X', = .’Ei,)IP(UZ‘,1 =Uu | X,_ = .’Ei,)
ueU
=Y p(u,v) P (u)
uelU
avec la notation allégée x;_ := x1.,_1. L'utilisation de la relation de base

P(A|BNC)P(B|C)=P(ANB|C) permet de traiter ’équation de filtrage :

PU, =v,X; =2 | X1.i—1 = xi—)
P(X; =z | Xie =x;—)
B PU, =v,X; =u;| Xi— =x;—)
N Yowcu PUi = u, Xy = 2 | Xy = 2;)
 PXi=a|Ui=0, X =2, )P(Us =0, | Xj— =x;_)
Y e P = Ui =u, Xim =2 )P(U; =u| Xim =)

F'(v) =

Or par définition de la matrice de transition de (X, U),
P(X; =2 |Ui = u, X1:i-1 = 215-1) = P(Xi = 2 |Us = u, Xi-1 = x31)

2. En anglais : «forward-backward».
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= my,_, (x; — 1, ;).
Pour I'équation de lissage, on écrit

PUi—1 =u, Uiy =v| X1y =214) =PUim1 =u|U; = v, X1y = 14)
PU; =v| X114 = 212),
puis

P(Ui_l =u | Uy =v,X1,= xl:l)
PUi—1 = u, X1:i-1 = T1:-1, Xip1a = Tig1a | Ui = 0, Xy = 14)

P(X1:-1 = 21i-1, Xig1a = Tig1a | U = 0, X = 1)
La propriété de Markov assure que, conditionnellement au présent, le passé
et le futur sont indépendants. On obtient donc apres simplification que
PUiss =u|U;i=v, X1y =214) = P(Uim1 = u|Us = v, X1.i = 214).

On écrit, & nouveau, grace a ’expression de la matrice de transition de (X, U),

PUi—1 =u|U; = v, X1, = 214)
P(Ui—l =u,U; = v, X; = x;, | X1 = Il:i—l)
PU; =v,X; = x| X1:i-1 = 21:-1)
F 1 (w)p(u, v)my (i1, 24)
B Pi(v)my(wi-1, ;) '

On a donc obtenu

h

'(v)
Pi(v)’

P(Ui_l = u, U, =v | Xy = xl:l) = Fiil(u)p(ua ’U)

ce qui fournit la relation de lissage en sommant sur v. a

On initialise I'algorithme en choisissant pour Pl(u) la loi initiale (par
exemple la loi stationnaire). Les relations de prédiction et filtrage du théo-
réme 7.2 permettent de calculer toutes les probabilités P et F? par récur-
rence progressive. On en déduit ensuite les probabilités L’ par récurrence
rétrograde grace a la relation de lissage du théoréme 7.2 avec l'initialisation
L'(v) = F'(v). La figure 7.1 illustre l'efficacité de 'algorithme : la plupart du
temps la probabilité L(v) est supérieure & 1/2 quand U; = v (dans 95,2%
des cas exactement dans cet exemple). On voit toutefois dans cet exemple que
lalgorithme rate une zone ot U vaut 1 (aux alentours de 120) et qu’il a tou-
jours un peu de retard aux changements de régimes. L’algorithme fonctionne
d’autant mieux que les matrices my et m; sont différentes (les deux régimes
ont des comportements tres différents) et que p(0,0) et p(1,1) sont grands
(les plages entre deux changements de régime sont longues).
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Fig. 7.1. Trajectoire de U (courbe continue) et probabilité de lissage pour v = 0
(courbe en pointillés) avec | = 200 et les transitions de ’exemple 7.1.

Estimation d’une matrice de transition

L’étude précédente suppose connues les matrices de transition. Il est
toutefois important de savoir estimer la matrice de transition d’une chaine
de Markov a partir d’'une de ses trajectoires. On considére une chaine de
Markov (Zy),, sur l'espace d’états fini £/ de matrice de transition 0, =
(0. (i’j))(i’j)eEg. On suppose que la chaine est irréductible et récurrente, et
on note yi, sa loi invariante. On suppose la mesure initiale v connue mais la
matrice de transition 6, inconnue. On note © '’ensemble des matrices de tran-
sition sur E. Soit A la mesure de comptage sur E. La loi de (Z, ..., Z,) a pour
densité par rapport A" *1 la fonction (29, ...,2,) € E"™ — fo, (20, .,2n)
donnée par

fo. (20, 2n) =P(Zo = 20, ..., Zp = 2n) = 1(20)0+(20, 21) - - - O (Zn—1, 2n).
Pour tous 6 € © et z € E™! on note
fo(z0, -y 2n) == v(20)0(20,21) - - 0(2n—1, 2n)-

La quantité aléatoire Lz, .z, (0) = fo(Zo,...,Z,) est appelée vraisem-
blance® de 6 pour 'échantillon (Zo,...,Z,). L’ estimateur de mazimum de
vraisemblance (/9\,1 de 0, est par définition 1’élément aléatoire de © qui maxi-
mise la fonction aléatoire 6 € © — Ly, .z, (0).

3. En anglais, on dit likelihood, d’ou la notation L.
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Lemme 7.3 (Maximum de vraisemblance). L’estimateur de mazimum de
vraisemblance 0,, de 0, est donné pour tous i,j € E par

N

. i ; -1
0. (i.7) = NZ st Ny, > 0, . Ny, = Zzzo Liz,=,
n(i,7) n ou Nii .=y n—lyg
0 sinon, (A ZPZO {Zp=1,Zp11=5}

Notons que si 0(i,j) = 0 alors @L(z, j) = 0, mais que la réciproque est
fausse.

Démonstration. On numérote E de sorte que £ = {1,...,s}. Notons L :=
Ly, ...z, Il est plus commode de maximiser log(L) plutét que L. On doit
maximiser § € © — log(L(#)) sous les contraintes 0(i,7) > 0et >, _, 0(i, k) =
1 pour tous 1 < 4,5 <s. Oron a
s (0 = 18(1(0)) = o

0(i,5)\0 — log = o

" 6(i.j)
et les s conditions d’extrémalité reviennent a dire que pour tout 1 < i < s
la fonction j ~— N2 /6(i, j) doit étre constante. Ce qui donne le résultat en
tenant compte de 6 € 6. O

L’estimateur 6 est intuitif puisqu’il estime 6(¢,7) par la proportion de
transitions de 1’état ¢ vers ’état j parmi les n sauts observés. Les propriétés
asymptotiques de cet estimateur se déduisent du comportement des suites
(N), et (N%), quisont établies ci-dessous.

Théoréme 7.4 (Convergence et normalité asymptotique). Pour tout x €
E, sachant {Xy = x}, Uestimateur §n est convergent et asymptotiquement
normal : pour tous 1,5 € F,

0u(i.5) %5 0. 7)

et )
()0 (i §) = 0G,3)) = N(0,60(6,5)(1 - 0, 1))-

Démonstration. On a, pour tous z,i,j € F, sachant {Xy = x},

1 . 1 i
—NE PSS uG) et =N RS u(i)6(i, 5)
n

n n—o00 n—o00
tandis que
1
vn
Ces convergences presque sires découlent de la loi des grands nombres pour
les chaines de Markov Z et Y, ou Y est la chaine de Markov irréductible
et récurrente d’espace d’états E2? définie par Y, = (Zn, Zn+1) et dont la loi

invariante est (i,5) — p(9)0(4, j). La convergence en loi découle du théoréme
limite central pour les chaines de Markov. O

(N37 = N3G, 5)) = N0, p(@)00,5)(1 — 0,5))-
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7.2 Filtre de Kalman

Un avion se déplace entre Paris et Londres, en tentant de suivre une tra-
jectoire théorique définie par le plan de vol. L’avion est surveillé au sol par des
controleurs aériens grace a un radar qui recoit un écho de I'avion a intervalles
réguliers. La trajectoire effective de I’avion s’écarte de la trajectoire théorique
pour de multiples raisons (météorologie, imprécision du pilote automatique,
turbulences,. ..). On cherche donc & localiser 'avion au cours de son vol a
partir des observations radars successives.

On note X, 'écart (inconnu) entre la trajectoire théorique et la position
de l’avion au temps n. De plus, on note Y,, la mesure donnée par le radar au
temps n. Cette mesure est entachée d’erreurs a cause de I'imprécision du radar.
Le probleme qui se pose a l'aiguilleur est d’estimer au mieux la position de
I’avion au temps n au vu des observations Yy, ...,Y,,. Pour simplifier I’étude,
on supposera que l'objet observé évolue dans un espace de dimension 1. On
modélise les suites aléatoires (X;,),5q et (Yn), 5, en posant

Xo = Wo,
Xp=aXp 1 +W, n=21,
Y,=X,+V, n =0,

ol a est un nombre réel déterministe, et ou (Vy,),5, et (Wn), o sont des
suites aléatoires indépendantes, avec (VN)n>0 i.i.d. de loi gaussienne N(0, 72)
et (Wn),5 i-i.d. de loi gaussienne A'(0,0?). Les variables aléatoires (Wy),,~q
représentent les fluctuations instantanées de ’écart entre position théorique
et position réelle. Les variables aléatoires (Vn)n>0 modélisent les erreurs de
mesure du radar. Le parametre a modélise 'action du pilote.

En théorie du signal, on dit que (Xn)n>o est un processus autorégressif
d’ordre 1, noté AR(1), & bruit gaussien, et on a

n n
X, = ZakWn_k => a"*Wi, neN
k=0 k=0
A présent, le probléme est d’estimer X, sachant les observations Y, . .., Y,,.
Le candidat naturel est Pespérance conditionnelle E(X,, | Yp,...,Y;,) puisque

c’est la fonction des observations qui est la plus proche de X, dans L?
(moindre carrés). Or le caractére gaussien du modele permet, grice aux pro-
priétés des vecteurs gaussiens, de calculer explicitement la loi conditionnelle
Loi(X,, | Yy,...,Y,), en particulier sa moyenne qui est E(X,, | Yp,...,Y,).

La premiére remarque importante est que pour tout n > 1,

(XOa'”vXnaYO)"'aYn)

est un vecteur aléatoire gaussien puisque toute combinaison linéaire de ses co-
ordonnées est une combinaison linéaire des variables aléatoires gaussiennes
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indépendantes (Wi)ogign et (Vi)ogigw En particulier, pour tout n > 0,
(X, Y0,...,Y,) est aussi un vecteur gaussien. De plus, la loi de X,, sachant
(Yo, ...,Y,) est une loi gaussienne, dont on note la moyenne X, et la variance
P,,. On se propose de calculer ces quantités par récurrence. Comme pour les
chaines de Markov a espace d’états fini de la premiére partie du chapitre,
la récurrence se fait en deux étapes. L’étape de prédiction consiste a expri-
mer la loi Loi(X,, | Yy, ..., Y,_1) en fonction de Loi(X,,—1 | Yo, ..., Y,—1). Puis,
dans I'étape de filtrage, on prend en compte ’observation Y,, pour exprimer
Loi(X,, | Yy,...,Y,) en fonction de Loi(X,, | Yo,...,¥n_1).

Lemme 7.5 (Lois conditionnelles). On a
Loi(X,, | Yo,...,Yn) = N(X,, Py)
otu
a*r2P,_1 + 072
a?P, 1+ o2+ 712

R R P, R
Xp=aXp 1+ 5 (Yn—aX,—1) et P, =
T

Démonstration. Tout d’abord, on rappelle le résultat suivant sur les vecteurs
gaussiens, que nous appelons formule de Bayes : si (X,Yp,...,Y,—1) est un
vecteur gaussien dans R™+! avec

Loi(X | Yo, ..., Yn 1) = N(p,7?) et Loi(Y |Yy,...,Yn 1,X) = N(X,5?)

alors
. oo YN L) 111
L01(X|Y0,...,Yn_1,Y)N(p (72+62),p) o L=t

A présent, et comme annoncé, on procéde par récurrence, en deux étapes.
— Initialisation. Puisque Yy = Xo + Vo, on a Loi(Yy | Xo) = N(Xo, 72).
La formule de Bayes assure que Loi(Xg | Yy) = NV (Xy, Py) ol

. o2 o272
Xo=——=Y) et Pp=—.
0= 52 T2 o € 0= 52 T2
— Prédiction. On a Loi(X,_1|Yo,...,Yn_1) = N(Xn_1, Pu_1), et grace

au modele,
Loi(X,, | Yo, ..., Y1) = N(aX,_1,a*Py_y + 0?).
— Filtrage. D’aprés le modele a nouveau, il vient
Loi(Yy | Yo, ..., Vo1, X)) = N (X, 72).
On applique alors la formule de Bayes pour inverser le conditionnement

entre Y, et X,, : la loi Loi(X,, | Yo,...,Y,) = ./\/'(X'n,Pn) avec

1 1 1 . X, Y,
1_ 1 L1y Xn:pn< )

P, 2P, 1+02 T2 a?P,_ 1 +02 12
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O

Remarque 7.6 (Gain suite aux observations). La majoration
Py =E[(X, - X,)?| <B[(X, - Ya)?] = 72,

peu surprenante connaissant les propriétés de l’espérance conditionnelle, sou-
ligne bien que l'on gagne effectivement d wutiliser toutes les observations
Yo, ..., Y, plutot que de se contenter de la derniere Y.

Estimation de certains parameétres du modéle

On suppose dans cette section qu’on observe les positions de I’avion sans
erreurs, c’est-a-dire qu'on a acces a la suite (X;);,;,,- On souhaite estimer
les coefficients a et o2. La question n’est pas completement évidente car les
observations ne sont pas indépendantes.

Lemme 7.7 (Estimateur de maximum de vraisemblance). L’estimateur de
mazimum de vraisemblance (4,8) de (a,0) est donné par
n
9 1
n

2271 Xip—1 X5, 2
p =25——5— et 6, =— ) (Xp—anXp_1)"
D1 Xy n kZ:l

Démonstration. Il suffit de maximiser le logarithme de la vraisemblance don-
née par

n

1 X, —aXp_1)?
R p—— Y (O S

2ma2)n/2 P 202

Théoréme 7.8 (Convergence et normalité). Si —1 < a < 1 alors

(ans 60) = (a,0),

n—oo

et

Via—a) 25 N(0,1—d?), et V(62 —02) < N(0,20Y).
n—oo n—oo
Démonstration. On se contente d’établir les résultats sur a, en supposant o
connu et fixé. On réécrit a,, de la maniére suivante :

n Xpa W, M,
&n=a+—zk=nl PR o e—
Zk:l kal Zk:l X1

ot My, = > "1 _y Xi—1Wiy, avec My = 0. La suite (Mn)n>() est une martingale

par rapport a la filtration (F,),, naturelle de W, de processus croissant
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n
(M) =0 et pousn > 1, (M), — o SOXE,
k=1

A présent, on vérifie tout d’abord, en utilisant le fait que X est un processus
autorégressif d’ordre 1 AR(1) avec |a| < 1, que

n

(M) Psg ot ’
n nooo (1—a?)
(on a en particulier (M), — 400 p.s. quand n — c0), puis on utilise la loi des

grands nombres et le théoreme limite central pour les martingales de carré
intégrable, qui donnent

Mn .S. M, oi
p_> 0 et — l—> N(O, 1)

7.3 Pour aller plus loin

L’algorithme de segmentation progressif-rétrograde remonte au moins aux
travaux des années 1960 de Leonard Baum et Lloyd Welch, et peut étre vu
comme une instance du concept général de programmation dynamique. Les
chaines de Markov cachées ont été utilisées notamment pour la reconnais-
sance de la parole dans les années 1970, et pour la génomique a partir des an-
nées 1980. Le livre de Stéphane Robin, Francois Rodolphe, et Sophie Schbath
[RRS05] propose une introduction accessible & 1'utilisation des chaines de Mar-
kov cachées en génomique. On peut également consulter a ce sujet le livre de
Etienne Pardoux [Par07]. Bien que les modeles utilisés en pratique soient
plus sophistiqués que celui présenté dans ce chapitre, notamment en ce qui
concerne les espaces d’état A et U, ils font appel aux mémes concepts et outils.
Cependant en pratique, on ne connait pas en général les matrices de transi-
tion ni méme le nombre d’états cachés pertinent pour rendre compte de la
loi de la séquence, et il faut donc construire des algorithmes qui permettent
en plus d’estimer ces parametres de complexité. On pourra également consul-
ter le livre de Jean-Frangois Delmas et Benjamin Jourdain [DJ06] & ce sujet.
D’autre part, il est possible de tester si une suite aléatoire est markovienne ou
pas en utilisant par exemple N? et N et le test du x2, comme expliqué par
exemple dans le livre de Didier Dacunha-Castelle et Marie Duflo [DCD83].

La partie sur le filtre de Kalman est inspirée du livre de David Williams
[Wil91]. Le filtre de Kalman, présenté ici dans une version simple, est un
grand classique de la théorie du signal, développé des les années 1960 par
Thorvald Thiele et Peter Swerling, et par Rudolf Kalman et Richard Bucy,
notamment pour les besoins du programme Apollo de la National Aeronautics
and Space Administration. On trouvera dans [Par07] expression du filtre de
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Kalman en dimension supérieure a 1. La loi des grands nombres et le théoreme
limite central pour les martingales utilisé dans la preuve du théoreme 7.8
sont tirés du livre [BCO7]. L’estimation par maximum de vraisemblance des
parametres a, o, 7 du modele gaussien a partir de Y sans connaitre X se trouve
par exemple dans le livre de Peter Brockwell et Richard Davis [BD02, Sec. 8.5].






8

Algorithme EM et mélanges

Mots-clés. Mélange de lois ; estimation paramétrique.

Outils. Formule de Bayes ; maximum de vraisemblance ; entropie relative ;
loi gaussienne.

Difficulté. *

L’algorithme Expectation-Maximization (EM) fait partie des algorithmes
les plus importants de la statistique. Il permet d’approcher numériquement
Iestimateur de maximum de vraisemblance pour les modeles partiellement ob-
servés. De nombreuses variantes sont disponibles. Dans ce chapitre, nous illus-
trons la mécanique fondamentale de I’algorithme EM sur un exemple simple.

Sur une ile cohabitent quatre especes de mouettes différentes. Les ornitho-
logues souhaitent estimer la proportion de mouettes de chaque espéce a partir
de I'observation de la taille des nids. Contrairement aux oiseaux, les nids ne
bougent pas, ce qui facilite le comptage. Malheureusement, les différentes es-
peces font des nids assez ressemblants : on ne sait pas par quelles especes ils
ont été construits. On suppose en revanche que la distribution des nids est
caractéristique d’une espece. La distribution globale de la taille des nids appa-
rait comme le mélange de quatre lois de probabilité, chacune rendant compte
de la répartition de la taille des nids pour chaque espece d’oiseaux.

8.1 Modeéle pour les nids de mouettes
Modélisons la distribution de la taille des nids construits par 'espece j par

une loi 5 = N(m(j),v(j)) de densité vy, (j),0(j)- La loi p de la taille des nids
de mouettes admet donc pour densité la fonction

’ ] )2
z = Za(j)’}/m(j),v(j)(x) = : % exp (_(.ﬁ—’l’n(]))),

<
Il
s
©
3
=
N
<
N—
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avec a1 > 0,...,ay5 > 0 et a; +---+ ay = 1. Cette combinaison convexe
finie de densités de probabilité est appelée mélange fini' de populations. Si
X désigne la taille du nid et Z ’espéce de I'oiseau qui I’a construit, la loi du
couple (X, Z) est donnée de la maniére suivante :

— la variable Z suit la loi discréte sur {1,...,J} de poids a(1),...,a(J) :

Loi(Z) = Y a(j)s;

j=1

— pour tout 1 < j < J, conditionnellement & {Z = j}, la variable X suit

la loi N (m(j),v(5)) :
Loi(X|Z = j) = N(m(j),v(4))-

Les parametres (a;, m(j),v(j)),¢ ;< sont inconnus. Le vecteur a représente
les coefficients du mélange tandis que les vecteurs m et v représentent respec-
tivement les vecteurs des moyennes et des variances des lois gaussiennes. On
souhaite estimer toutes ces quantités a la seule vue de la taille de n nids. Pour
cela, on suppose qu'il existe # dans ’ensemble

8:{Hz(aj,mj,o'?)l<j<J:O[1>O,...,Oéj>070(1+"‘+OZJ:1}

tel que les mesures x1, ..., x, de la taille de n nids soient la réalisation d’un n-
échantillon X1, ..., X, de loi de densité au point = de la loi de X par rapport
a la mesure de Lebesgue d\ de R

fo(z) = Z a(J)Ym ()0 (T)-
j=1

On note X le vecteur (X1,...,X,) et Z le vecteur (Z1,...,Z,). On note dN
la mesure de comptage sur IN. On introduit les notations suivantes :
— densité au point (z, z) de la loi du couple (X, Z) par rapport & AA®@dN :

ha(xvz) :a(z)lym(z),v(z)(x)v z€eR, z € {1a-‘~a<]}7
— densité au point x de la loi de X par rapport a dA :
fo(z) = Za(j)’ym(j),v(j)(w)v z €R,
j=1
— densité au point z de la loi de Z par rapport a la mesure dN :
go(z) = a(z), ze{l,...,J},

1. «Finite mizture» en anglais.
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— densité au point x de la loi de X sachant Z par rapport a d\ :
fo(z|Z = j) = Ym@)vi (@), T ER,
— densité au point z de la loi de Z sachant X par rapport a dN :
(2)Ym(2) w(z) (T)
7 )
Ej:l a(J)Ym().0) (®)

La derniere expression s’obtient grace a la définition d’une probabilité
conditionnelle : en effet, pour tout A borélien et tout 1 < z < J,

P(XcA Z=2)=P(Z=2)P(X ecAlZ=2z2)=az) /A’ym(z)yv(z)(x) dx

et

9o (21X = 2) =

, ze{l,...,J}.

P(X €A, Z=2)=P(Z=2X e AP(X € A)
J
=P(Z =z2|X € A) Za /’ym ()i (@) da,
Jj=1

de sorte que si A est de la forme [z — &, 2 + €] avec € tendant vers 0, alors on
obtient bien

J
O‘(Z)’Ym(z),v(z)(w) = ]P(Z = Z|X =z ZO( ’Ym(J U(J)( )
Jj=1

8.2 Situation favorable mais irréaliste

On suppose dans cette section que I’on observe a la fois X et Z, c’est-a-dire
a la fois la taille du nid et I'espece qui a fait le nid. Estimer les parametres
inconnus est alors aisé grace a la méthode du maximum de vraisemblance. La
log-vraisemblance du modele complet (logarithme de la densité de la loi de
I’échantillon (X, Z) par rapport & la mesure (dA ® dN)®") s’écrit

L(9,X,Z) =log ﬁ ho(Xi, Z;)
i=1
=" [log a(Zi) +108 Yin(z,).0(z.) (X))
i=1
Pour un échantillon de taille n, notons, pour tout 1 < j < J,
Ai={i=1,...,n, Z;=j} et C;=card(4,).
En regroupant les termes en fonction des valeurs possibles de Z, on obtient

y Z ZO loga —|— Z Z logfym(] v(]) )

j=1li€A;
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Théoréme 8.1 (Estimation pour modele complet). La vraisemblance com-
pléte atteint son mazximum en un point unique 0 € @ donné par :

aj) = <, S X e i) = o 3 (- (),
T icAy T icAy

Démonstration. Sous la contrainte a(1) + -+ + a(J) = 1, la fonction 6
L(8, X, Z) admet un unique point critique, qui s’avére étre un maximum. O

Ce résultat ne répond pas a la question initiale puisque, en pratique,
ne sont observées que les tailles des nids z1,...,z,. Il faudrait plutoét étu-
dier la log-vraisemblance de I’échantillon X7,..., X, notée Lgys pour log-
vraisemblance des observations, qui s’écrit :

J

obs 9 X 10ng0 ZIOg Z 'Ym(] v(])( )
=1

Trouver un jeu de parametres 6 qui maximise cette quantité n’est pas facile.

8.3 Résolution du vrai probleme
Ne disposant pas de la log-vraisemblance compléte L, on la remplace
par son espérance conditionnelle sachant les observations : on définit la log-

vraisemblance conditionnelle des observations sous la loi de parametre 6, que
nous noterons L.(0,0, X), par :

n J
Le(0,0,X) = Bg(L(0, X, 2)[X) = ZZ log ho(Xi, )95 (1X = Xi).
Voici 'expression de la vraisemblance conditionnelle L, dans notre cadre de

mélange gaussien.

Théoréme 8.2 (Log-vraisemblance conditionnelle). La fonction L. est de la
forme suivante :

J n
Le(0,0,X) = — glog(%) +> (Z 95(J1X = Xi)) log a(5)

I (S iy L (Xi—m())
- 5; (;95(]|X = Xi)) <10gU(J) + U(J))

Il est aisé de déterminer le maximum de la vraisemblance conditionnelle.
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Théoréme 8.3 (Maximum de la log-vraisemblance conditionnelle). La fonc-
tion 6 — L.(0,0,X) admet un unique maximum 65y donné par

an (] de (jIX = X,)
ma(j) = Zileiga(JIX = X;)
2lim1 95011 X = X3)
) _ X (X = ma(5)g(1X = X))
om(j) = |

2im1 95U1X = Xi)
Démonstration. Sous la contrainte «(1) + --- + a(J) = 1, on trouve
21 95U1X = Xi)
Zz 1 i1 951X = X5)

D’autre part (mps,var) est un point critique du dernier terme de la log-
vraisemblance conditionnelle. O

OéM(J)

*de (JIX = X5).

L’algorithme EM consiste a répéter successivement deux étapes consécu-
tives comme suit :
— étape E(xpectation) : étant donnée une valeur 6, du parameétre, on cal-
cule la log-vraisemblance conditionnelle des observations L.(f, 0, X)
avec le théoréme 8.2,
— étape M(aximization) : grace au théoréeme 8.3, on choisit 051 pour que
la fonction @ + L.(0, 0z, X) soit maximale au point 1.
En pratique, étant données les observations x1,...,x, et des valeurs ini-
tiales des parametres, l'algorithme consiste a répéter les calculs suivants :
— & partir du paramétre ), on calcule la matrice H*) de taille n x J
suivante
g® 60V ()0 () (K)
” El 1 g (1 ),Ymk(l)avk (l)()(i)7

— on en déduit 041 par les relations suivantes :

apt1(J Z H; *)

. Zz 1XH k)
mi41(j) = 7,

S H
n . k
S (X = mye ()2 HY
ZZ 1H(k)

Le théoréme 8.3 ne vaut que si nous savons estimer 6. Dans Palgorithme
EM, ceci est fait numériquement. Le résultat suivant montre que la log-
vraisemblance Loy est croissante le long de I'algorithme.

vE+1(j) =
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Théoréme 8.4 (Croissance de la vraisemblance). La suite (0x),, construite
par Ualgorithme EM vérifie la propriété de stabilité numérique suivante :

Lobs(ak—i-hy) 2 Lobs(akvy)v
o Lobs(ﬁ,Y) est la log-vraisemblance des observations.

Démonstration. Posons

H(0,0;) = B, (log go(Z | X)) = Y By, (log gs(Z; | X;)).
i=1
Puisque ho(z,z) = fo(x)go(z|X = x), la vraisemblance conditionnelle s’écrit
Le(0,0k, X) = Lobs(0, X) + H(0,0%).
Lors de I’étape M, la fonction 6 — L.(6, 0, X) est maximisée en 6, d’ott
Le(0h41,08, X) = Le(0, 0r, X).

On en déduit que

Lobs (Or+1, X) — Lobs(0x, X) = H (0, 0k) — H (011, 0).
Par définition de H,

Z|X
o 2 Z1 %)

H(0y,01) — H(Opi1,0;) = Eg kit
§ gak+1(Z|X)

En notant s la loi de Z sachant X sous Py, on remarque que la quantité
ci-dessus n’est rien d’autre que I'entropie relative de ug, par rapport a pg,_, :

dpg, dpg dpe,
H Gk,Qk - H 9k ,9k :/log k d[LgA :/ k log k dug 1.
( ) ( +1 ) /J'9k+1 k du9k+1 d/J'GkJrl k+

L’inégalité de Jensen assure que cette quantité est positive. a

Le théoréme 8.4 montre que la suite (Lops(Or, X)) k>0 est croissante. Elle
converge donc vers un point critique (maximum local ou point selle) de la vrai-
semblance Lobs(-,Y). Contrairement au cas ou l'on observe en méme temps
X et Z, il peut exister des maxima locaux qui vont piéger 'algorithme, ce
qui rend le résultat sensible au point de départ. On peut améliorer le com-
portement de 'algorithme en incorporant un peu d’aléa, comme par exemple
dans ’algorithme du recuit simulé du chapitre 4, mais cela est un peu illu-
soire. De plus on ne sait pas combien d’itérations sont requises pour approcher
suffisamment un maximum local. Il n’y a pas de critére d’arrét performant.

La figure 8.1 donne l'estimation du mélange de trois gaussiennes par 1’al-
gorithme EM avec 1000 itérations et les parametres

a=(040402), m=(-202), v=(0.3020.2), n=1000.
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Fig. 8.1. Estimation du mélange de trois gaussiennes par ’algorithme EM.

8.4 Pour aller plus loin

Le théoréme 8.3 se généralise aux familles exponentielles, de vraisemblance
totale

L(0,7,7) Zlogha T, 2;) Zloggg(zi) +Zlogf9(x,-|Z = z).
=1 =1

Apres intégration, il vient en rappelant que go(2) = a(z),

=Y (Zgé(j|X = xi)> log a(j)
j=1

+) D 950 | X =) log fo(wi | Z = j).

i=1

Mu

I
A

J

Si 6 = (o, 8) ol « est encore la loi mélange et §(j) représente les parameétres
de la loi Loi(X | Z = j), on détermine séparément aps (qui a toujours la méme
expression) et S qui s’obtient quasiment comme pour le maximum de la vrai-
semblance totale : on a seulement pondéré la contribution de ’observation X;
par le coefficient g;(j | X = X;). Par exemple, si les composantes du mélange
(Loi(X | Z = j)), << sont des lois exponentielles de parametres (A(1)); ;< -
la log-vraisemblance conditionnelle s’écrit
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J n
Le(6,6,X) =" (Zgé(j | X = Xi)) log a(j)
j=1 \i=1
J n
+ Z Zgé(j | X = X;)(log A(j) = A(j)ai).

Un pas de l'algorithme EM a la forme suivante :

H® — () A (f)e M@
’ ZE]:1 ag(DAg (e ez ’

. 1~
ak+1(j) = — ZHZ-(J-),
=1

s HW
Ner1(B) = =y ”(k).
>ic1 XiH;

Si de nombreux travaux existaient déja autour de cette question, c’est vérita-
blement Darticle [DLR77] de Arthur Dempster, Nan Laird, et Donald Rubin
qui définit pour la premiere fois 'algorithme EM dans un cadre général. On
trouvera dans la bibliographie de ce travail les références aux résultats an-
térieurs. Depuis, cet algorithme est tres souvent utilisé dans des cadres et
sous des formes variés. Pour réduire la dépendance aux conditions initiales,
de nombreuses versions randomisées de 1'algorithme EM ont été développées,
inspirées notamment de I’algorithme d’approximation stochastique de Kiefer—
Wolfowitz pour le calcul du maximum de fonction sous forme d’espérance,
lui méme inspiré de l'algorithme d’approximation stochastique de Robbins—
Monro pour le calcul de zéro de fonction sous forme d’espérance. On pourra
par exemple consulter & ce sujet larticle [DLM99] de Bernard Delyon, Marc
Lavielle, et Eric Moulines, et le livre [Duf97] de Marie Duflo. Lorsqu’il n’est pas
possible de calculer la log-vraisemblance conditionnelle, on peut utiliser une
méthode de Monte-Carlo comme I’algorithme de Metropolis-Hastings du cha-
pitre 5 pour obtenir une approximation de cette fonction dont on cherche en-
suite un maximum numériquement. Ce type d’approche est étudié par exemple
par Estelle Kuhn et Marc Lavielle dans [KLO04].

Une étude de la dégénérescence de la vraisemblance des mélanges finis
gaussiens et ses liens avec I'algorithme EM est menée par Christophe Biernacki
et Stéphane Chrétien dans [BC03].
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Urnes d’Ehrenfest

Mots-clés. Urne ; mesure invariante ; mesure réversible ; temps de retour;
convergence a 1’équilibre ; convergence abrupte.

Outils. Chalne de Markov ; chaine de Markov & temps continu ; couplage ;
distance en variation totale; décomposition spectrale ; collectionneur de cou-
pons ; inégalité de Chernoff ; inégalité de Tchebychev ; théoréeme limite central.

Difficulté. **

Le second principe de la thermodynamique postule que pour tout systeme
isolé, une grandeur macroscopique extensive appelée entropie augmente au
cours du temps. Dans la théorie cinétique des gaz de Boltzmann, le second
principe est une conséquence d’une approche statistique de la mécanique clas-
sique appliquée aux constituants microscopiques. Bien que séduisante, cette
approche fut critiquée par les adversaires de I'atomisme. En effet, comment
lever la contradiction entre la réversibilité microscopique héritée de la méca-
nique classique et 'irréversiblité macroscopique de la thermodynamique ? Le
modéle d’Ehrenfest propose, dans un cas extrémement simple, une explication
a ce paradoxe. L’outil clé ici est celui des chaines de Markov finies.

9.1 Modele microscopique

Considérons deux récipients A et B, connectés par un petit trou, et conte-
nant un gaz constitué de a molécules (figure 9.1). A chaque instant, I'une
des a molécules, au hasard, passe d’un récipient a I'autre en empruntant le
petit trou. On souhaite décrire I’évolution du systéme. On modélise ces deux
récipients par deux urnes A et B dans lesquelles sont réparties a boules numé-
rotées de 1 a a. On associe a une configuration, c’est-a-dire a une répartition
des a boules, un élément z = (x(1),...,z(a)) du cube discret
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Fig. 9.1. Répartition des molécules dans les deux urnes.

F:={0,1}"

ou z(i) = 1 si la boule ¢ est dans 'urne A et x(i) = 0 sinon. On dit que
deux configurations = et y de F' sont voisines, et on note z ~ y (ou encore
x ~; y), si elles ne different que d’une coordonnée (qui est ). Cette relation de
voisinage définit sur F' une structure de graphe non orienté dont les sommets
sont les points de F' et les arétes sont les paires de sommets voisins. La marche
aléatoire sur le cube discret Y = (Y,),,5, est la chaine de Markov d’espace
d’états F', dont la matrice de transition est donnée, pour tous x,y € F, par

1 .

— six~y,
Q(z,y)=qa

0 sinon.

Cette matrice est symétrique et en particulier doublement stochastique. Le
temps d’atteinte de y € E est la variable aléatoire inf{n > 0:Y,, = y}. Sur
Pévénement {Yy = y} le temps de retour en y est inf{n >1:Y,, = y}.

Lemme 9.1 (Premiéres propriétés). La chaine de MarkovY d’espace d’états
F et de matrice de transition Q est irréductible, récurrente, de période 2, et
la loi uniforme sur F notée m est invariante et réversible'. De plus, le temps
moyen de retour en x € F' ne dépend pas de x et vaut 2 : pour tout x € F,

1. Clest-a-dire que 7(x)Q(z,y) = m(y)Q(y, x) pour tous z,y. Sur les trajectoires
de Y, si Yy ~ 7 alors (Yo,...,Yn) et (Ya,...,Ys) ont méme loi, pour tout n € IN.
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1
E({inf{n>1:Y, = Yo=2)= —— =2°
(inf{n x}| Yy = x) @)

La loi du temps d’atteinte de y en partant de x ne dépend que de
a
d(z,y) =Y |z —yil = llz =yl
i=1

Cette quantité est une distance qui compte le nombre de coordonnées diffé-
rentes entre x et y. On note my (en oubliant un moment la dépendance en a)
le temps d’atteinte moyen de y partant de x lorsque d(z,y) = d, ¢’est-a-dire

mg := E(inf{n > 0:Y, =y} | Yo = z).
Théoréme 9.2 (Temps moyens). Pour 1 < d < a, on a

d i a
mgq = Z Qi_;, ou Qf= Z (Sﬁ)l)
1=1

k=0 7

sil<i<a-—1.

Démonstration. D’apres la propriété de Markov, la suite (md)0<d<a+1 vérifie
XY=

d a .
mg=1+-mg_1+——mgy1 sil<d<a,
a a
mo = Mat1 =0,
et ce systeme d’équations de récurrence posseéde une unique solution. a

Comme Y est de période 2, la loi de Y,, ne converge pas vers la loi invariante
7 quand n — oo. Pour obtenir une chaine apériodique, on la rend paresseuse 2.

Cela consiste a modifier la matrice de transition en posant, pour tous z,y € F

1 1

La chaine (Z,,),,- associée a la matrice de transition R reste sur place avec
probabilité 1/2 ou se déplace avec la méme probabilité vers 'un des sommets
voisins choisi selon la loi uniforme. Cette chaine est irréductible récurrente
apériodique et réversible pour la loi 7. La loi de Z, converge donc vers w
quelle que soit la loi de Zy. Nous présentons deux méthodes pour quantifier
cette convergence. La premiere fait appel a une méthode de couplage et au
collectionneur de coupons de la section 1.5. La seconde, plus fine, utilise la
décomposition spectrale de R. On note dy (-, -) la distance en variation totale
étudiée dans la section 1.3.

Théoréme 9.3 (Temps long et collectionneur de coupons). Pour tout n > 0,

max dyr (R"(z,-),7) < P(T, > n),

ou T, est le temps de complétion d’une collection de a coupons.

2. «Lazy chain» en anglais.
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Démonstration. Fixons n > 0. Grace au théoreme 1.5, pour tout z € F,

dyrt (R"(z,),m) = dVT (R™(z,), TFR”)

= Y[R @) - 3 wR )
yEF z'eF
<33 )[R (wy) - R )|

yEFx er
< ma%(dVT (Rn(«% ')7Rn<x/7 ))
S

Pour contréler dyr (R™(z,-),R™(2’,-)), on construit un couple (Z,Z') de
chaines de Markov Z := (Z,,),,5 et Z' := (Z},),,5, de méme matrice de tran-
sition R et de conditions initiales Zy = = et Z = 2/, et dont les trajectoires
sont égales aprés un temps aléatoire (de coalescence) que 'on sait controler.
Plus précisément on se donne deux suites indépendantes de variables aléatoires
indépendantes (Uy),,5o et (Vi), o de lois respectives de Bernoulli Ber(1/2)

et uniforme sur {1,...,a}. On pose alors pour tout n > 0et 1 < i< a
Zn+1(v ) Un, Z;H-l(vn) = U,
Znsa (i) = Zoli) 518 # Vi, Z001(6) = Z4(0) 51§ £ Vi

On vérifie aisément que Z et Z’ sont bien des chaines de Markov de matrice
de transition R. A chaque instant une coordonnée est choisie uniformément
et elle est positionnée & une méme valeur aléatoire pour les deux chaines. Si
les coordonnées étaient égales, elles le restent. Sinon, elles le deviennent. La
loi du temps de coalescence global

Ty:=inf{n>0:2,=2,}

ne dépend que du nombre d := d(x,2’) de coordonnées différentes entre x et
z’. Pour toute fonction f : F — R, il vient, en notant A,, := f(Z,) — f(Z]),

E(An) = E(Avlﬂ{Tdén}) + E(An]l{Td>n}) = E(An]l{Td>n})7
T
ce qui donne E(A,,) < 2||f|| P(T4 > n), d’ou, grace au théoreme 1.5,
dyr (R"(z,-),R"(2",)) = dvr (Loi(Zy), Loi(Z,))
1
=L swp B((Z) - f(2))
flloo<1
< IP(Td > n)

Alternativement, on peut utiliser le théoreme 1.9 et la définition de T} :

dyr (Loi(Zy), Loi(Z.)) < P(Zy # Z) < P(Ty > n).
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A présent, pour controler la queue de distribution de T, on observe tout
d’abord que Ty coincide avec le premier instant ou toutes les coordonnées
dans I :={i € {1,...,a} : x; # x}} ont été mises & jour au moins une fois. On
a card(I) = d. Supposons pour simplifier la notation que I = {1,...,d}. Si les
variables aléatoires (7;), <i<a désignent les temps successifs de modification
d’une nouvelle coordonnée alors Ty = 74 et les variables aléatoires (G;), <i<d
définies par G; = 1 et G; = 7, — 7,1 pour 2 < i < d sont indépendantes et
de lois géométriques de parametres respectifs (d + 1 —4)/d. On retrouve ici le
collectionneur de coupons de la section 1.5. Il ne reste plus qu’a observer que
P(Ty > n) croit en d, et atteint son maximum pour d = a, ce qui revient &
prendre z = (0,...,0) et ' = (1,...,1). O

Le théoreme 1.14 assure que pour tout réel ¢ > 0,
P(T, > alog(a) + ca) < e~ T/,
Le théoréme suivant raffine cette estimation de max,ep dyr (R"(x, ), 7).
Théoréme 9.4 (Temps long). Si

1
n:%g(a)qLca avec ¢>=0

alors

—C

e
axd R"(x,- < .
Iileg_,( VT( (‘Ta )777) X \/§
Démonstration. On munit RY = R?* du produit scalaire usuel noté (-,-). La
matrice stochastique R est symétrique?, son spectre est réel et inclus dans

[-1,1]=RnN{ze€C:|z| <1}

De plus, il existe une base orthonormée de R formée de vecteurs propres
(fi)1<jcoo de R associés aux valeurs propres (X)), cqa Classées par ordre
décroissant. En particulier, Ay vaut 1 et f; est la fonction constante égale
a 27%/2. Rappelons que 7 est la loi uniforme sur F de cardinal 2% et donc
m(x) = 27% pour tout x € F. Pour toute fonction f de F dans R et x de F,

yo o
R™(f)(x) =Y _(f, f)fi(@X = m(f) + D (f, Fi) fi(@) AT

Jj=1 Jj=2

Pour la fonction z € F — f(z) = 1,(z), on obtient la décomposition spectrale

3. Pour toute matrice de transition sur un espace d’états fini, la loi uniforme est
invariante (respectivement réversible) si et seulement si la matrice est doublement
stochastique (respectivement symétrique).
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ya
R"(z,y) = QL + ) fi@) i )AT
j=2

A présent, d’apres le théoréme 1.5 et 'inégalité de Schwarz,
2
ddvr (R (,),7())” =( D IR"(@,9) = w(w)l)” <2° 3 R (z.9) = 7(v) "
yeF yeF
Puisque (f;); est une base orthonormée, la décomposition spectrale donne
> R (2,y) — Z Fil@) £ (@) (fi, FIXINT = va 2N
yeFr i,j=2

Par symétrie de F' et R, la quantité 3 . |[R"(z,y) — 7(y)|*> ne dépend pas
de x € F. En sommant sur x € F, on obtient

g0
20 IR"(z,y) = n(y)[* = DA
yeF i=2
qui fournit la majoration
4dyr (R™(x, Z 21

Or on peut établir que les valeurs propres de R sont les réels (1 — k/a), <k<a
avec les multiplicités respectives (Z) pour 0 < k < a. On a donc

ddyr (R™(x,),7)* < Z <1 - Z)Zn (Z)

k=1
< ;67271]@/0, <Z> _ (1 + 672”‘/0«)(1 1

Le choix n = (1/2)alog(a) + ca fournit

4dyr (R™(z,-),7)° < (1 4+ > —1<et o1

—2c

Onae®  —1<2e2¢deés que c >0, d’ou le résultat. O

Une autre facon de contourner le probleme de la périodicité de la matrice Q
est d’introduire une version a temps continu (Z), de la chaine (Y3,),,50. On
suppose que chaque coordonnée subit une inversion® de 0 & 1 oude 14 0 &

4. «Flip» en anglais.
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des instants aléatoires. Plus précisément, soient (N (i))l <i<q des processus de
AN
Poisson indépendants de méme intensité 1/a. Posons

Zy(i) = Zo(i) + N mod 2.

Chaque coordonnée est modifiée indépendamment des autres & des temps
exponentiels de parameétre 1/a. Cette dynamique peut étre résumée par le
générateur infinitésimal du processus L = Q —1I : pour toute fonction f de F
dans R et tout = € F,

n

Lf(z) ==Y (f(y) - f(x) == (flzw) - f(2))

Yy~ i=1
ou x(;) € F s’obtient a partir de z en inversant la ¢° coordonnée. La loi

uniforme 7 est solution de 7L = 0 et constitue la loi invariante de Z.

Théoréme 9.5 (Temps long du modéle & temps continu). Pour tout t > 0,

max dyt (Loi(Zy | Zg = z),7) < P(S, > 1)
EAS

0U Sy = maxigiga Ei €t Ev, ..., E, sont des v.a.r. i.3.d. de loi Exp(2/a).

Démonstration. On reprend la méthode de preuve du théoréeme 9.3 par cou-
plage. On montre tout d’abord de la méme maniére que pour tout x € F,

dyr (Loi(Z; | Zo = z),7) < max dyr (Loi(Z; | Zo = z),Loi(Z; | Zo = 2")).
S

Ensuite on construit un couplage comme suit : les couples de coordonnées
(Z.(1), Z'(1))1<ica évoluent indépendamment et pour chaque 4, Z;(i) et Zi(i)
sont indépendants tant qu’ils sont différents et restent collés lorsqu’ils se
touchent. Le générateur infinitésimal I du processus ((Zt, Z7)), est donné
pour toute fonction f de F x F dans R et tout (z,2') € F x F par

Lf(e,a') = - 32 (o afy) — F ) o
=1

+ (F(@ay ') = f (@0 e par )

Il coincide avec L lorsque f ne dépend que de la premiére ou que de la se-
conde variable : Z et Z’ sont des chaines de générateur L. On prend pour
condition initiale (Zp, Z}) = (z,2’). Comme dans la preuve du théoréme 9.3
par couplage, la loi du temps de coalescence global

Sg:=inf{t >0: 7, =Z;}

ne dépend de (x,2') qu’a travers d := d(x,2’), et
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dyt (Loi(Zy | Zg = x),Loi(Z; | Zg = x')) < P(Sq > t).

Pour controéler la queue de distribution de Sg, on recherche une représentation
plus commode. Il y a au départ a — d + 2d = a + d transitions possibles, de
méme taux 1/a, dont 2d provoquent une nouvelle coalescence de coordonnée.
Cela donne un taux total de A = (a + d)/a et une probabilité de coalescence
de coordonnée de p = 2d/(a+d). La construction des trajectoires® et une pro-
priété des lois exponentielles ¢ font que la premiére coalescence de coordonnée
a lieu au bout d’une durée aléatoire F; de loi exponentielle de parametre

2 2
d a—i—d: d

a+d a a

pA =

Plus généralement, pour tout ¢ € {1,...,d}, la i® coalescence de coordonnée
a lieu au bout d’une durée aléatoire Fj;_; 11 de loi exponentielle de parametre
2d—i+1) a+d—i+1 2

“(d—i+1).
a+d—i+1 a a( i+1)

Ces durées sont indépendantes, et le temps de coalescence global
Sg:=inf{t >0: 7, = Z,}

a la méme loi que Fy+---+F} ou Fy,..., F} sont des v.a.r. indépendantes avec
Fy, ~ Exp(2k/a) pour tout k € {1,...,d}. Le lemme de Rényi 11.3 indique
que Fy+---+ Fy a la méme loi que max(Ey,..., Ey) ou Ey,..., E4 sont des
v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parameétre 2/a.

loi
Sq = E;.
d 1r£z‘a<Xd ¢
Pour tout ¢ > 0, la quantité P(Sy > t) croit en d, et atteint son maximum
P(S, > t) pour d = a, ce qui correspond a z = (0,...,0) et 2’ = (1,...,1). O

Le temps aléatoire S, est plus facile a étudier que le temps T, de com-
plétion d’une collection méme s’ils ont le méme comportement asymptotique
comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 9.6 (Temps long pour la chaine & temps continu).

Sa = (0/2)108(a) 101, (el
a/2 a— 00

ot la loi de Gumbel a pour fonction de répartition t € R — e’

5. Si Z est une chaine de Markov a temps continu et a espace d’états discret E
de générateur infinitésimal G = (G(z,y))s,ycr alors sachant que la chaine est en x
au temps t, le prochain saut a lieu au bout d’un temps exponentiel de parameétre
—G(z,x) et se fait en y # z avec probabilité —G(z,y)/G(z, ).

6. Le lemme 11.4 affirme que si G, E1, Ea, ... sont des v.a. indépendantes avec G
de loi géométrique de parameétre p et E1, Es, ... de loi exponentielle de parameétre A
alors la somme aléatoire E1 + - - - + E¢ suit la loi exponentielle de parametre p.
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Tout comme pour Ty, (théoréme 1.17) il y a convergence abrupte de S,
autour de la valeur (a/2)log(a) avec une fenétre de largeur a.

Démonstration. Pour tout a > 1 et r > —log(a),

(B2 ) _p(( () < % 4 2150))

a/2 1<i<a 2 2

<E1 <

Ainsi, pour tout r € R,

IP(Sa —(a/2)loga < 7“) e
a/2

ce qui est la convergence annoncée. a

9.2 Urne d’Ehrenfest

Observer I’évolution de la chaine Y demanderait de pouvoir déterminer
la position de chaque molécule ce qui est physiquement impossible car a est
de 'ordre du nombre d’Avogadro”. La grandeur macroscopique qui nous in-
téresse, et que ’on peut mesurer, est la proportion ou le nombre de molécules
situées dans 'urne A. Pour simplifier certaines expressions dans la suite, on
sera amené a se placer parfois dans le cas ou a est pair. La lettre b désignera
alors toujours dans la suite 'entier a/2. A la chaine de Markov Y qui décrit le
systeme microscopiquement, on associe le processus (Xn)n>0 a valeurs dans

E:={0,1,...,a}

ou Y
X, = Z Y, (4)
=1

est la somme des coordonnées de Y,,, qui décrit le systéme macroscopiquement.

Théoréme 9.7 (Chaine d’Ehrenfest). Le processus (Xn), s, est une chaine
de Markov sur E de matrice de transition

7. Ce nombre approximativement égal & 6.022 x 10?3 définit la mole et corres-
pond au nombre d’atomes dans 12 grammes de carbone 12. C’est aussi environ le
nombre de molécules contenues dans 22.414 litres d’un gaz parfait dans les conditions
normales de température (0° C) et de pression (1 Atmosphere).
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x/a sid/ =x—1;
P(z,2')=(1—-z/a sia’=x+1; pourtousz,z’ €E,
0 sinon,

irréductible, récurrente, de période 2. La loi binomiale Bin(a,1/2) est inva-
riante et réversible.

Démonstration. Soit F, et G, les tribus engendrées par les suites (Xk)ogkgn
et (Yk)o<p<n respectivement, et soit S(y) = y(1)+---+y(a) pour tout y € F.
Puisque X,, = S(Y,,), la tribu F,, est incluse dans la tribu G,,. On a donc,
pour toute fonction f de E dans R,

Par définition de X et puisque Y est une chaine de Markov,

E(f(Xnt1)[Gn) = BE(f(S(Yn41)) |Gn) = E(f(S(Yns41)) [ Ya).

Enfin,

B(f(S(Yni1))|Ya) = (1 _5(Y)

On a donc

B0 |70 = B( (1- 22 ) 06+ 0+ (22 )50, - 1)1 7,

- <1 - )i")f(Xn +1) + <)i">f(Xn - 1),

et donc X est une chaine de Markov de matrice de transition P. Elle est
irréductible puisque ¢ et ¢ + 1 communiquent pour tout 0 < ¢ < a avec la
convention a+1 = 0. Comme ’espace d’états est fini, la matrice est récurrente
(positive). Pour tout n, X,, et X,,11 n’ont pas la méme parité or P%,O >0
donc la chaine est de période 2. Note : en général, 'image d’une chaine de
Markov par une fonction n’est pas une chaine de Markov. a

9.3 Pression au fil du temps

La pression au temps n dans 'urne A est de l'ordre de

Xn
P, =—.
a

On s’intéresse ici aux deux premiers moments de cette variable aléatoire.
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Théoréme 9.8 (Moyenne et variance de la pression). Pour tout n € IN, en
notant a =1—2/a et B =1—4/a,

B(P) =3 + (]E(Po) - ;>a”

Var(P,) = L ;aﬂn + Var(Py)8" — (E(PO) — ;) (a®™ — ™).

Démonstration. On raisonne par conditionnement :

X, X,
E(XnJrl |Xn) = (Xn + 1) (1 - a) + (Xn - 1)7
=aX, + 1.

On en déduit, en prenant 'espérance, une relation de récurrence pour la suite
(E(Py)),, qui donne immédiatement la formule pour la moyenne. De méme,

X X
E(X2 | Xn) = (X, + 1) (1 - ") + (X, — 122
a a

4
= (1—)X§+2Xn+1.
a

Ceci implique
4
Var(X,4+1) = fVar(X,,) + E]E(Xn)(a - E(X,))

= BVar(X,) +1— %(E(XO) _ g)zazn,

Un simple calcul fournit alors la formule pour la variance. a

Remarque 9.9 (Valeurs propres et vecteurs propres). Soit f la fonction sur
E définie par f(x) =x —b ot b= a/2, qui s’identifie avec le vecteur colonne
(=b,—b+1,...,b—1,b)T. Un calcul immédiat montre que Pf = (1 —2/a)f.
Ainsi, pour tout n > 0 et tout x € E,

E(X,|[Xo =) —b=E(f(Xn)|Xo =2) =P"f(z) =a"f(z) =a"(z - ).

On retrouve la relation pour la moyenne du théoréme 9.8 en prenant l’espé-
rance par rapport d la loi de Xy. Plus généralement, on peut montrer que si
a = 2b est pair alors les valeurs propres de P sont les rationnels (i/b)_b@.gb,

D’apres le théoreme 9.8, si le vide est fait dans I'urne A a 'instant initial,
alors Xg = 0, Py = 0, et la pression moyenne E(P,) au temps n converge
géométriquement vers 1/2 quand n — oo. D’autre part Var(P,) < 1/(4a)
puisque Var(FPy) = 0 et a? > 3, et I'inégalité de Tchebychev donne
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PP, — B(P)| > 2) < ——
n - n = g S .
4ae?

Comme a est treés grand, la variable P, est quasiment déterministe, ce qui
correspond & lexpérience. La figure 9.2 donne une trajectoire de (FP,)
pour différentes conditions initiales.

n>=0

0.9
0.8
0.7
0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ]
0 5000 10 000 15 000 20 000

Fig. 9.2. Evolution de la proportion de molécules dans 1'urne A pour différentes
valeurs initiales 0, 0.25, et 1, pour a = 4000 molécules.

9.4 Fluctuations autour de la moyenne a I’équilibre

Supposons que le systéeme soit a I’équilibre : X suit la loi binomiale
Bin(a,1/2). Alors, P = X/a vérifie, en vertu du théoréme limite central,

~ 2 —z2/2
IP(|P —1/2| > 27) 2 20— 2@) < e /2
ol @ est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard N(0,1).

On peut par ailleurs obtenir une estimation non asymptotique de cette
probabilité en utlisant I'inégalité de Chernoff. Plus précisément, si (Z;), <i<n
sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
de Rademacher (1/2)(d_1 + 1) alors, pour tout r > 0 et tout A > 0,

x
a
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P(% XE Zi 2 7“) = JP(eXp (Aé Zi) > e*”’”) < e Ach(\)".

Comme ch(\) < exp ()\2 / 2) (découle par exemple d’un développement en
série), on obtient, aprés une optimisation en A qui conduit & choisir A = r,

1 & 2
]P(f 7> )< —nr?/2,
n; r)<e

Ceci assure que
2
P(P—1/2| >7) < 2e 9 /2.

Si a = 6 x 10?3 alors, en prenant » = 10™?, la probabilité de trouver une fluc-
tuation supérieure au milliardieme est inférieure & 2e=3*10" Cette probabilité
extrémement petite rend 1’événement inaccessible.

9.5 Quand reverra-t-on le vide ?

La chaine d’Ehrenfest (Xn)n>0 est irréductible & espace d’états fini, et
elle visite donc tous les états, et le temps d’atteinte de chaque état est inté-
grable (en particulier fini p.s.). Ceci peut sembler paradoxal si ’on pense &
Iirréversibilité macroscopique. Essayons donc d’estimer ces temps d’atteinte
moyens. Le plus simple est de s’intéresser tout d’abord aux temps de retour.
Sur 'événement { Xy = i}, le temps de retour T;; en i est la variable aléatoire

Ty =inf{n >1: X, =i}.
Théoréme 9.10 (Temps de retours moyens). Si a est pair et b := a/2 alors
E(Too | Xo =0) =2 et E(Ty|Xo =b) ~ V7b.

Démonstration. Notons que le premier résultat découle du lemme 9.1. On sait
que E(T;; | Xo = i) est égale a 1/7(i) ou 7 est la loi invariante, qui n’est rien
d’autre que Bin(a, 1/2). On a m(i) = 27%(%), et le résultat est alors immédiat
pour ¢ = 0 et découle de la formule de Stirling pour ¢ = b. O

Il faut donc attendre un temps immense avant que I'urne A initialement
vide, ne le redevienne! On souhaite a présent plus de précision et obtenir des
estimations des temps d’atteinte de 0 et b partant de 0 ou b. Soit

le temps moyen d’atteinte de j par la chaine partant de ¢. Partant de i + 1,
la chaine doit passer par ¢ pour aller en 0, donc pour 0 < i < a,

Mir1,0 = Mit+1,5 + My o-
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Par symétrie, pour 0 < i < a,
M i+1 = Ma—i,a—i—1 = Ma—i,0 — Ma—i—1,0-

Ainsi les réels (ml-}j)ij sont déterminés par les réels (m;);. Remarquons &
présent que X,, = 0 si et seulement si Y,, = (0,...,0). Donc le temps moyen
que met X a se rendre de ¢ a 0 est le temps moyen que met Y pour aller de
n’importe quel élément de F situé a une distance ¢ de (0,...,0) a (0,...,0),
autrement dit m;. Le théoreme 9.2 assure alors que pour 0 < i < a — 1,

a—i—1

a—1
a
My it = Ma—i,0 — Ma—i—1,0 = E Qi_i — E Qi =
=1

Corollaire 9.11 (Temps d’atteinte moyens). On a

a
20‘ 11 =1
/<Z> sii = j,

mi; = ZQk st < g,

1 1 1
a(2log(2) — 5) —2<moyp < a(i + 3 log(a)),

a 1 a 2
21 1+ <KMmoe <21+ .
a—1 ’ a—1

Preuve du second encadrement du théoréme 9.12. Pour tout 0 < i< a—1,

om0 £, () - 5.

-1
mop + My =2 E —

1':0(1').

Donc

De plus, puisque my,,0 = mp,q, 00 a

b—1
a
Mo, = Mo,p + Mpqg = 2 E

= (7Y

En séparant les deux premiers termes de la somme des autres, on a
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b—1
1 1 1 b—1
1+ < — <1+ +
a—1 ;(az) a—1 (az)

ce qui fournit I’encadrement souhaité. a

Le théoreme 9.12 assure que le temps mis par le systeme pour passer
d’un état de total déséquilibre a celui d’équilibre parfait est extrémement
négligeable devant le temps mis pour ’évolution inverse. Pour un nombre de
molécules égal & 100, mg 50 est majoré par 256 tandis que msg,o est de 'ordre
de 10%° soit quelques mille milliards de milliards de milliards.

9.6 Pour aller plus loin

Le temps de mélange pour la marche aléatoire sur le cube discret vérifie
une propriété de convergence abrupte autour de (a/2)log(a) de fenétre a :
dans un intervalle de longueur de I'ordre de a autour de (a/2)loga la distance
en variation totale entre R™(x, -) et 7 passe d’un voisinage de 1 & un voisinage
de 0. La borne supérieure est fournie par le théoréme 9.4, qu’on peut compléter
par I'estimation suivante qui se trouve dans le livre David Levin, Yuval Peres,
et Elizabeth Wilmer [LPWO09] : si n = (1/2)alog(a) — ca avec ¢ > 0, alors

max dyp (R™(z,-), 1) > 1 — 8¢~ (2+1),
zeF

Ce résultat semble provenir d’un travail de Persi Diaconis et Mehrdad Shah-
shahani [DS87]. Les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de tran-
sition P de la chaine d’Ehrenfest sont obtenus par Mark Kac dans [Kac47].
On peut également les obtenir a partir de ceux de la matrice de transition R
du modele microscopique (marche sur le cube discret) qui sont décrits dans le
livre de Levin, Peres, et Wilmer [LPWO09, exemple 12.15].

La relation classique entre espérance du temps de retour et loi invariante
utilisée dans la preuve du théoreme 9.10 est établie par exemple dans le livre
de James Norris [Nor98a]. Les théorémes 9.2 et 9.12 sont tirés du livre de
John Kemeny et Laurie Snell [KS76].

Les molécules passent trés vite d’'une urne & 'autre. Ainsi, le temps mi-
croscopique est différent du temps macroscopique. Considérons qu’une unité
de temps macroscopique corresponde a a changements d’urnes. Quelle est
alors I’évolution de la pression dans cette nouvelle échelle de temps ? Le théo-
reme 9.8 entraine immédiatement que, pour tout ¢ > 0,

1 1\ _ -
E(Paty) =25+ <E<Po>—2)e * et B(Viwy) — Var(Xo)e ™,

puisque |at]/a tend vers t. Cette convergence est la partie émergée d’un ice-
berg : convenablement renormalisée en temps et en espace, la chaine d’Eh-
renfest converge en loi vers le processus de diffusion d’Ornstein-Uhlenbeck,
comme présenté dans le chapitre 27.
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Records, extrémes, et recrutements

Mots-clés. Extréme ; statistique d’ordre.

Outils. Processus de Markov déterministe par morceaux; martingale;
permutation aléatoire ; théoreme des séries centrées; théoreme de Lindeberg-
Lévy; loi exponentielle; loi de Pareto; transformée de Laplace.

Difficulté. **

Un cabinet de chasseurs de tétes souhaite constituer une équipe de choc
grace a un recrutement au fil de l'eau : chaque candidat obtient une note apres
son entretien et les recruteurs décident dans 'instant de 1’engager ou pas. Le
cahier des charges est de recruter une équipe a la fois excellente et fournie.
Dans ce chapitre, on compare deux politiques de recrutement différentes : une
personne est recrutée si elle obtient une note supérieure a toutes celles des
candidats précédents pour la premiere et a la moyenne de ces notes pour la
seconde. La deuxieme procédure, plus souple, devrait conduire a un recrute-
ment plus important mais peut-étre de qualité moindre. On modélise les notes
des candidats successifs par une suite (Xy),,, de variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi p de fonction de répartition F. Afin d’éviter
les cas particuliers, nous supposerons que F est continue sur R. L’extrémité
droite du support de p est notée zp :

xp =sup{z € R : F(z) <1} € RU{+oc0}.

10.1 Elitisme

Pour tout n > 1, le rang relatif de X, dans X7,...,X,, est donné par

n—1

R,=1+ Z ]l{Xn>Xk}'
k=1
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Le candidat n est recruté si son rang vaut n, c’est-a-dire si sa note bat le
précédent record. Le nombre de records, ou de personnes recrutées, jusqu’au

temps n est donné par
n
Zn = Z ]l{R,zz}
i=1

On définit également les instants de record par récurrence :
Ty =1 et,pour j =1, T,y =inf{n>T;:X, > X; pour i < n}.

Lemme 10.1 (Lois des rangs). Les variables aléatoires (Ry),~, sont indé-
pendantes et, pour tout n € N*, R, suit la loi uniforme sur {1,...,n},

B(Z0)= Y 7 = log(n) +7+O(1/n),
k=1

et
n k o 1
;2

2
Var(Z,) = = log(n) +7 — =+ 0(1/n),
k=1

ot v désigne la constante d’Euler.

Démonstration. La fonction de répartition F' de p est continue donc pour tous
entiers i et j distincts, P(X; # X;) = 1. En particulier, pour n > 1, presque
stirement, il existe une unique permutation (aléatoire) o de {1,...,n} telle
que

Xo(l) << XU(n).

De plus la loi de cette permutation est la loi uniforme sur S,,. Enfin, a un
vecteur (Ry,..., R,) on associe la permutation o de maniére bijective, d’olt

IP(Rlzrl,...,Rn:rn):—

pour tout (r1,...,r,) vérifiant 1 < r; < i pour 1 < i < n. La v.a. Z, est donc
la somme de n v.a. de loi de Bernoulli indépendantes de parameétres 1, 1/2,. ..,
1/n. Les expressions de son espérance et de sa variance s’en déduisent. a

Notons que la suite (Zy),, a la méme loi que la suite (|Byl),s, du
processus des restaurants chinois du chapitre 14, voir également le théoréme
13.5 sur la suite (K7 ),,»; du nombre d’alléles dans un échantillon obtenue lors
de I’étude de la généalogie du modele de Wright-Fisher.

Théoréme 10.2 (Comportement asymptotique du nombre de records).

Z S. Z', _1 oi
n_ops g Za108() e e gy
log(n) n—eo log(n) n—ee



10.1 Elitisme 131

Démonstration. La convergence presque siire repose sur le théoréme des séries
centrées que nous rappelons ci-dessous.

Théoréme 10.3 (Séries centrées). Soit (Qn),,, une suite de variables aléa-
toires indépendantes et centrées et une suite (déterministe) (by),,, stricte-
ment croissante non bornée de réels strictement positifs.

= E(Q?
si 3 MG
n=1 n

1 P,
< 00, l — E — 0.
oo, alors ™ 2 Q.

n—oQ

Reste a présent a appliquer ce théoreme a la suite (Qn)n>1 définie par
Qn = (g, —ny —1/n pour n > 1 avec b,, = log(n) en remarquant
Var(Q,)  n—1

b2 n2log(n)?
est le terme général d’une série convergente.

La deuxieme partie du théoréme découle du théoréme limite central de
Lindeberg-Lévy rappelé ci-dessous. Il s’agit d’une extension du théoreme li-
mite central aux suites de variables aléatoires indépendantes de carré inté-
grable, pas forcément de méme loi. La condition de Lindeberg signifie que la
variance totale est asymptotiquement bien répartie.

Théoréme 10.4 (Lindeberg-Lévy). Soit (Y;);5, une suite de v.a.r. indépen-
dantes de carré intégrable et centrées. Notons S, = Y1 +---4+Y, et s, son
écart-type. Si la condition de Lindeberg est vérifiée : pour tout € > 0,

1 n
lim — ZE[YiZ]l{DGDESn}] =0,
=1

n—00 3721

alors g
2 1o A(0,1).

Sy, M—00

On applique ce théoreme aux variables Y;, = l{g —,3 — 1/n pour n > 1
en remarquant que 1{y;|>c,,} = 0 pour n assez grand. O

Remarque 10.5 (Avec les martingales). Le théoréme 10.2 peut également
étre démontré grace a la loi des grands nombres pour les martingales et au
théoréme limite central pour les martingales. Posons, pour n > 1,

n

1 " 1
M,=2,—) —= Ligo—ir —— ).
> 1({& -1

Alors (My,),,~, est une martingale de carré intégrable de processus croissant
=

(), = 3t = Olog(n)).
k=1

Ainsi, M, = o(log(n)) presque sirement. La convergence en loi se déduit
également du théoréme limite central pour (M), -
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10.2 Au-dessus de la moyenne
On construit alors par récurrence les suites (Yy,),51, (Yn),51 €t (Tn),5
Vi=Xi, Yi=Yi et Th=1,

puis, pour tout n > 1, par

n+1
e - - 1
Toyr1=inf{i>T, : X; >Y,}, You1=2Xr,, et Y, 4= o ;Y

Pour tout n > 1, Y, est la performance du n-ieme candidat retenu, 7T;, est le
nombre de candldats auditionnés pour en retenir n et Y, est la moyenne des
performances des n premiers candidats retenus.

Théoréme 10.6 (Vers la qualité maximale).

p.s.
Y, — zp.
n—o00

Démonstration. La suite (Y,),,, est croissante par construction. Elle converge
=

donc vers une variable aléatoire ¥ a valeurs dans R. Nous allons utiliser la
formule suivante : Y = 2521(}/} —Y,_1)/j. Soit & présent x < xp et ¢ > 0
tel que x + ¢ < zp. Si xp = 400, on peut prendre € = 1. Sur ’événement

{Y <=z} on a, puisque Y; <Y <,

oo

Y -Yia Y —2)" _ - eliysate)
S SLELEEE LA S t)
j=1

i=1 =t

Posons, pour k > 1, My =#{j <k : Y;>ao+etet Ny =#{j <k : X; >
x 4 e}. Alors My > Nj pour tout k > 1 et Ty;>e4ey = Mj — Mj—1. On a
donc

o Lyvisarey M= M o~ M,

D Y ) [R5
= N N N; 1_00]1{X,->x+}
;Jjj_l /Z ja 7; Jj 2

Il reste & remarquer que presque sirement la série de terme général 1ix >, 1) /7
diverge puisque la série centrée associée converge mais pas la série des espé-
rances. Elle diverge notamment sur I’ensemble {Y < z} ce qui implique que
cet ensemble est de probabilité nulle. O

On s’intéresse alors au nombre de candidats qu’il faudra auditionner pour
former une équipe de taille donnée. Le résultat suivant permet de conclure
sous une hypothese assez souvent vérifiée en pratique sur la convergence de la
suite (Y),51-
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Théoréme 10.7 (Comportement asymptotique des auditionnés). Soit la
suite de wvariables aléatoires (P")T121 définie par Py = 1 et, pour n > 2,

P, =1—F(Y,_1). Sl existe un réel a > 0 et une variable aléatoire W
tels que P(0 < W < o0) = 1 et n®*P, 25 W alors
n—oo

notl nooo (a4 1)W'

Démonstration. L’idée est d’appliquer le théoreme 10.3 conditionnellement &
la tribu F engendrée par la suite (Yn)n>1 en posant, pour n > 1,

bn = Z F et Qn = Tn - Tnfl - F avec TO =0.
i=1""

n

La suite (by,),,, est strictement croissante et tend vers +oo puisque 1/P; est
de lordre de i®/W. Plus précisément, une comparaison série-intégrale donne

na+1
by ~ ————.
" (a+ D)W
D’autre part, T,, — T, _1 suit la loi géométrique de parametre P,, donc

2= 1-P, (+1)2
5(317) - 5

b2 P? n—oo n?

qui est le terme général d’une série convergente. Le théoreme des séries cen-
trées (théoréme 10.3) assure donc que

1 & T, s,
- =" _1 2% .
by ; Qk b A

L’équivalent de b,, donne le résultat annoncé. a

10.3 Cas de la loi exponentielle

Théoréme 10.8 (Evolution de la moyenne et de leffectif). Supposons que
les variables aléatoires (Xn)n>1 sotent distribuées selon la loi exponentielle
de paramétre X. Alors il existe une variable aléatoire G de loi de Gumbel de
fonction de répartition x — exp(—e™%) telle que

J— 2 - S. TIL -S. G
AY, —log(n) =5 G, MY, —log(n) 2% @, et Dy C

n—oo n—oo TLQ n—00 2 '
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Fig. 10.1. Convergence p.s. de la suite (Y, —log(n)),,-,-

Démonstration. Quitte & considérer la suite ()\Yn)n%7 on peut supposer que
A = 1. Avec la convention Y = 0, posons, pour tout n > 0,

T = Yn+1 _?n = (n + 1)<Yn+1 _?n)

OnadoncY, = 2?21 n;—1/7. Notons F,, la tribu engendrée par (Y1,...,Y,).
Pour tout n > 1, la loi conditionnelle de 7, sachant F, est égale a la loi
de Y, 41 — Y, sachant Y,, et {Y,,41 > Y,}, d’oll, en utilisant la propriété
d’absence de mémoire des lois exponentielles,

P >a|Fn) =PYp1 >Y,+2|Y,, Yo >Y,) = "

Les variables aléatoires (nn)n>0 sont donc indépendantes et de méme loi ex-
ponentielle de parametre 1. Avec h,, = Y_;/_; 1, 0on a

= ~p—1 — 1
Vb= S Ml
2

La suite (Y, — hn),>; est une martingale (sommes partielles de variables
aléatoires indépendantes intégrables et centrées). Elle est bornée dans L? car



10.3 Cas de la loi exponentielle 135
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Fig. 10.2. Histogramme de la limite presque siire de la suite aléatoire (Y ,, —logn),
et densité de la loi de Gumbel.

n - 2
BT~ b)) = 30 P D) g )T <
k=1

Il existe donc une variable aléatoire G telle que Y,, — h,, converge vers G dans

L? et presque stirement. Nous allons & présent établir que (Y,, — log(n))n>1
converge en loi vers la loi de Gumbel. Il en découlera que G=0G- v ou G

suit la loi de Gumbel et v = lim,, ;o (h,, — log(n)) est la constante d’Euler.
La transformée de Laplace de Y,, notée H,, vaut, pour tout 6 > 0,

H,(0) =F (*W) ka !(ﬁ(k+e)>.

k=1

Soit & présent (Zn)n21 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de para-
metre 1. Pour tout n > 1, soit Z(,,) = max(Z1,...,Z,). Calculons la transfor-
mée de Laplace L,, de Z,. Or Z(,,) a pour densité ne*(1—e=*)" " g 4 )(2)
puisque P(Z,,) < 2) = P(Z1 < 2)---P(Z, < 2) = (1 —e7*)"1g 1o0)(2).
Grace a une intégration par parties, on a

L,(0) :=E(e”%m)
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o n—1
/ e PneF(1—e*)" dz
0

n e 9 2 n—2
:m/o e n—1)e**(1—e )" "dz

n
= L (0+1),
1+0 10+1)

et une récurrence immédiate donne
n 1 ]f n -1
n+1-
L, (0) = — =7/ k+0 .
o= [Tt (o)

On en déduit que Y, et Z(ny ont méme loi. En fait cette propriété ne constitue
qu’une partie du lemme de Rényi 11.3. Ainsi, pour tout réel z,

P(Y, —log(n) <) =P(Z(,) —log(n) < ) = <1 - 6) — e,

n n—00

ce qui conclut la preuve des deux premiers points. Pour le dernier point, on a

nP,=n(1-F(Y, 1)) = e~ (Yn—log(n)) P-3 e ¢,

n— oo

ce qui donne T}, /n? 22 €% /2 par le théoréme 10.7. 0
n—oo

10.4 Cas de la loi de Pareto

Théoréme 10.9 (Evolution de la moyenne). Supposons que les variables
aléatoires (X,,),,>, soient distribuées selon la loi de Pareto de paramétre (0, 3)
avec 0 > 0 et > 1, c’est-a-dire qu’elles possédent la fonction de répartition

Alors, il existe une variable aléatoire Y telle que P(0 <Y < 00) =1 et

Yn p.s.
D) e L
Démonstration. Si X suit la loi de Pareto de parametre (0, 5) alors X/6 suit
la loi de Pareto de parameétre (1,3). On supposera donc dans la suite de la
preuve que 6 = 1. De plus, si X suit la loi de Pareto de parametre (1, 3),
alors la loi de X sachant que X > c est la loi de ¢X. En notant F,, la tribu
engendrée par (Y7,...,Y},), on a, pour tout z > 1,

P(Y,>aY, 1 |Fn1)=P(X>2Y, 1| X>Y, 1,Y, 1)=a".
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ou X est une variable aléatoire de loi de Pareto de parametre 3 indépendante
de F,_1. En d’autres termes, la loi de Y,,/Y,,_1 sachant F,,_1 est la loi de
Pareto de parameétre 5. En conséquence,

m—1Y,, 1 +EY,|Yn 1) n—-1+EX)=

E(Y,|Fu1)= " = " Y, 1.

Posons, pour n > 1,

-1+ EX 1 1
ap="TIYEO b o
Hj:la’j

n n(f—1)
La suite (Mn)n>1 définie par M,, = b,Y, est une martingale positive d’es-
pérance 1. Elle converge donc presque siirement vers une variable aléatoire
M positive de L'. Nous omettons ici la preuve assez technique du fait que
P(0 < M < o0) = 1. Enfin, on remarque que

by = exp( —élogo + ﬁ)) = eXP(_ %12”:

En d’autres termes, n'/(#=Vbp,, converge vers un réel strictement positif. O

Corollaire 10.10 (Temps de recrutement). Il existe une variable aléatoire T
a valeurs dans (0,00) telle que

Tn P-S,
D@D noae 1
Démonstration. Pour tout n > 1, on a P, = (?n_l)*ﬁ. Le résultat précédent
assure que n®/ P~V P, converge presque siirement vers une variable aléatoire
W vérifiant P(0 < W < 00) = 1. On conclut alors avec le théoréme 10.7. O

10.5 Pour aller plus loin

On peut aussi étudier le nombre M,, de candidats retenus apres n auditions
et la moyenne A,, des performances des candidats retenus apres n auditions.

Ce chapitre est essentiellement basé sur un article de John Preater [Pre00]
pour le cas de la loi exponentielle, et sur un article de Abba Krieger, Moshe
Pollak, et Ester Samuel-Cahn [KPSCO08] pour le cas général. Les preuves du
théoréme des séries centrées (théoréme 10.3) et du théoréme de Lindeberg-
Lévy (théoréme 10.4) se trouvent par exemple dans l'incontournable livre de
William Feller [Fel68].

On peut compléter le théoreme 10.2 avec des inégalités de déviation non
asymptotiques, a la différence du théoréme de convergence en loi. Comme les
variables aléatoires (R,),,, sont a valeurs dans [0, 1], I'inégalité de (Wassily)
Hoeffding assure que, pour tout r > 0,
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"1 22
P(Zn—;k>r> gexp<—;).

Cette inégalité n’est en 'occurrence pas tres précise car elle ne prend pas
bien en compte le fait que les variances des incréments de (Zn)n>1 tendent
vers 0. On peut obtenir un résultat plus fin pour la déviation inférieure grace
a linégalité de (Andreas) Maurer pour les sommes de variables aléatoires
positives [Mau03], qui donne, pour tout r > 0,

P\ Z, - <-r| < —— |
( ,; ) e"p( 2log<n>>

Citons enfin le célebre probléme des secrétaires dont on trouve une des-
cription savoureuse dans un article de Thomas Ferguson [Fer89]. Le contexte
est le méme que dans notre chapitre mais on ne recrute qu’une personne parmi
n candidats. La question est de déterminer la stratégie fournissant avec la pro-
babilité maximale le meilleur candidat. La premiere étape est de montrer que
la stratégie optimale est nécessairement de la forme suivante : on fixe r entre
1 et n, on recale les » — 1 premiers candidats puis on sélectionne le premier
candidat qui obtient une meilleure note que ses prédécesseurs. Avec une telle
stratégie, on recrute le meilleur candidat au rang j (entre r et n) si et seule-
ment si le meilleur candidat arrive en position j et si les candidats numérotés
de r & j — 1 sont moins bons que 'un des r — 1 premiers. Ainsi,

| =

1r—1
P(j est le meilleur et il est sélectionné) = =r .
nj—

et la probabilité de recruter le meilleur candidat avec cette stratégie est

“lr—1 r—-1g 1
P =2 07T, Zj—l'

j=r j=r

Pour z €]0,1],

pn(lzn]) = LJJ:J Z ! — —zlog(x).

—
j=lan) B

La probabilité maximale vaut donc 1/e pour un choix optimal de r &~ n/e.

1. Ce probleme d’arrét optimal est un grand classique de la théorie du controle
stochastique et de la théorie de la décision. Il est également connu sous le nom du
probléme du mariage (entre autres).
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Fig. 10.3. Convergence de la probabilité optimale du meilleur choix (croix) et de
la proportion idéale (trait continu) vers 1/e.
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File d’attente M /M /Infini

Mots-clés. Loi exponentielle ; loi binomiale ; loi de Poisson ; file d’attente ;
loi invariante.

Outils. Chaine de Markov a temps continu; processus de Poisson ; cou-
plage; distance de Wasserstein ; semi-groupe ; générateur infinitésimal ; fonc-
tion génératrice ; inégalité de Markov.

Difficulté. **

Les files d’attente ! font partie des modeles aléatoires les plus répandus et
les plus utiles. Le cas le plus simple a décrire est sans doute le suivant : des
clients font la queue devant un guichet appelé serveur. Les durées qui séparent
les arrivées des clients successifs sont modélisées par des v.a.r. i.i.d. de loi
exponentielle de parametre A, tandis que les durées de traitement des clients
successifs par le serveur sont modélisées par des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle
de parametre p. Le choix de la loi exponentielle est justifiable par sa propriété
d’absence de mémoire, ce qui correspond & beaucoup de situations concretes.
On g’intéresse au nombre X, de clients dans la file d’attente a l'instant ¢. Le
processus (Xt)t>0 est une chaine de Markov a temps continu d’espace d’états
IN. Dans une nomenclature due & Kendall, on dit qu’il s’agit d’une file M/M/1
de taux X et p : le premier M indique ’absence de mémoire ? des durées entre
les arrivées, le second M indique ’absence de mémoire des durées de service,
et le 1 final indique enfin qu’il n’y a qu’un seul serveur. Plus généralement, on
peut définir des files d’attentes M/M/s, ol s est un entier quelconque. Plus
généralement encore la file M/M/s/K tient compte d’une taille maximale K
de file d’attente ce qui modélise une salle d’attente de capacité limité. La file
d’attente M/M/K/K modélise par exemple un parking avec K places. Il est
possible de tenir compte de phénomenes supplémentaires comme I'impatience,

1. En anglais on dit «queues».
2. En anglais on dit « Memoryless».
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la priorité, la politique de traitement 3, etc. De plus les files d’attentes peuvent
étre mises en tandem, voire en réseau, etc. Enfin, il est parfois plus réaliste de
faire varier les intensités d’arrivée A et de service p au cours du temps, ce qui
mene mathématiquement a utiliser la notion naturelle de processus ponctuel.

Ce chapitre est consacré a la file d’attente M/M /oo, qui est sans doute la
file la plus simple a étudier, et qui constitue un analogue a espace discret du
processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Dans le modele de la file d’attente M /M /oo,
les durées qui séparent les arrivées des clients sont i.i.d. de loi exponentielle
de parametre A. Chaque client dispose d’un serveur dédié des son arrivé qui
débute son traitement immédiatement, et les durées de traitement sont i.i.d.
de loi exponentielle de parametre p, indépendantes du processus des arrivées.
Une particularité de la file d’attente M /M /oo est qu’a tout instant, le nombre
de clients dans la file est égal au nombre de clients en cours de service.

La file d’attente M/M /oo constitue une version simplifiée de la file d’at-
tente M/M/K/K quand A\/p est négligeable devant K. Elle modélise par
exemple le nombre de voitures garées dans un parking de trés grande ca-
pacité : les voitures sont les clients, les places du parking sont les serveurs,
et la durée de service d’une voiture correspond a la durée d’occupation de la
place de parking par la voiture. Des situations concretes trés variées peuvent
bénéficier de la modélisation par la file d’attente M/M/oc.

Pour construire rigoureusement le processus (Xt)t>0, on se place tout
d’abord dans le cas ou la file est vide au temps initial : Xg = 0. Les du-
rées séparant les arrivées des clients sont modélisées par une suite (E,),,5
de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parametre A. Le n® client arrive donc
au temps T, := E1 + --- + E,, qui suit une loi Gamma(n, A). Pour tout réel
t > 0, le nombre de clients arrivés dans l'intervalle de temps [0, ¢] est

o0
Nt = Z ]l{T,,Lgt}-

n=0

Le processus de comptage (N,g)@0 est un processus de Poisson issu de 0 et
d’intensité A. Pour tout entier n > 0, on note S,, la durée de service du n°
client de sorte que ce client quitte la file au temps E,, + S,,. La suite (Sn)nzo
est constituée de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parameétre p. On suppose
que les variables aléatoires Xo, (Sn),0, (En),>, sont indépendantes. Pour
tout ¢ € Ry, le nombre de clients dans la file au temps ¢ vaut

oo
Z Lir, <t<T0 45,1

n=0

Dans le cas général ou X n’est pas forcément nul, on introduit une suite
(S;l)n>0 de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parameétre u, indépendante de
Xo, et on modélise les durées de service de ces clients initiaux par Sp, ..., S, .

3. La politique de traitement standard est FIFO (pour «First In First Outy).
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On suppose que X, (Sn)n>0, (S’I/'L)’I’L>O7 (E”)nZO sont indépendantes. Pour tout
réel t > 0, le nombre de clients dans la file au temps ¢ vaut donc

Xo o0

Xt = Z ]1{5’;1>t} + Z ]l{Tn<t<Tn+Sn}'

n=0 n=0

11.1 Lois exponentielles

Les lemmes suivants sont tres utiles, bien au-dela des files d’attentes. Ils
jouent un role notamment dans la structure des processus de Markov.

Lemme 11.1 (Absence de mémoire). Si Ey et Ey sont deux variables aléa-
toires exponentielles indépendantes de paramétres respectifs A1 et Ao, alors

LOi(EQ — E; | Ey > El) = EXp()\Q) = LOI(EQ)
c’est-a-dire que P(Ey — By > t| Ey > Ey) = e 2! pour tout t > 0.
Démonstration. Pour tout t > 0 on a P(Ey > Ey +t| Ey > Ey) = e~ 2! car

M

]P(EQ > El) == m

tandis que P(Ey > Eqy + t, Ey > Ey) = P(E2 > Eq + t) vaut

AL
A —Alu)\ —)\gvd dv = —/\gt.
/ﬁ>u+t 1 2 R VI
u>0

a

Lemme 11.2 (Horloges exponentielles en compétition). Si (E;),.; est une
famille finie ou infinie dénombrable de v.a.r. indépendantes de lois exponen-
tielles de paramétres respectifs (Ni);cz avec X := Y ;.7 N\i < 00, alors la va-
riable aléatoire M = inf;c7 E; suit la loi exponentielle Exp()\), et de plus,
presque stirement, l'infimum est atteint en un unique entier aléatoire I, indé-
pendant de M, dont la loi est donnée par P(I =1i) = A\; /X pour tout i € L.

Démonstration du lemme 11.2. Pour tout ¢ € 7 et tout x € Ry,

P(min(Ey) > E; >z :)\Z—/ P(E, >y)e MVdy = Zte .
(k#( k) ) ’ I!;[ (Ex >y) V=

C’est la formule pour P(I =i, M > x), qui donne la loi du couple (I, M). 0O
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Lemme 11.3 (Lemme de Rényi sur la statistique d’ordre exponentielle). i
Ey,...,E, sont des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle Exp(\), et si

min(Ey, ..., E,) = Eqy < -+ < By = max(F,..., E,)

est le réordonnement croissant (statistique d’ordre) de Ey, ..., E,, alors
loi El El En
( (1) ) (n)) < n’ " n + =+ 1 )

En particulier, pour tout 1 < k < n, avec la convention Ey := 0,

loi El Ek Ek
Ew =+ o TRt o

Démonstration. Pour le voir, on écrit, pour toute fonction mesurable et bornée
¢ : R™ — R, en utilisant des changements de variables,

E(QD(E(U’ AR E(n))) = / @(m(l), s 7I(n)) )\’ne*)\(l’1+--~+zn) d‘rl e dzn

[0’00)71,

- n'/ ©Wis- s Yn) A Myt tyn) dyy -+~ dyn
0<y1 < <yn

— / cp(zl, R e o Zn) n!)\nef/\(nzlJr...Jrlz,,L) dz,
[O’Oo)n

ou dz :=dz - - - dzy, ce qui signifie que les variables aléatoires
Eq), E@) — By -5 Em) = Ew-1)
sont indépendantes avec By — Eg_1) ~ Exp((n =k +1)A), 1<k <n. 0O
Notons au passage que 'identité en loi concernant le minimum

. loi 1
min(Ey, ..., E,) = Eqy = EEl

est un cas spécial du lemme 11.2 avec I = {1,...,n} et \; =--- = \,,. D’autre
part, I'identité en loi concernant le maximum
loi B E
max(Ey,..., E,) = Eg,) 2‘?1 +T”

est démontrée autrement dans la preuve du théoréme 10.8 (transformée de
Laplace) ainsi que dans la preuve du théoréme 13.4 (via la densité, par récur-
rence sur n). Elle apparait également dans les chapitres 1, 9, et 17 (processus
de Yule). Nous I'utilisons dans la section suivante pour le temps de demi-vie.

Lemme 11.4 (Stabilité par sommation géométrique). Soient G, FE1, Es, ...
des variables aléatoires indépendantes avec G de loi géométrique de paramétre
p €10,1] et By, Ea,... de loi exponentielles de paramétre . Alors la somme
aléatoire B4 + - - - + Eg suit la loi exponentielle de paramétre pA.
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Comme FEj+---+E,, ~ Gamma(n, \), cela nous dit qu’un mélange géomé-
trique de lois Gamma de méme parameétre d’échelle est une loi exponentielle.

Démonstration. Pour tout t € R et tout k > 1, on a E(e®Fr) = \/(\ —it), et

8

E(eit(E1+"~+Ec) Z 7t(E1+ +E, ))IP(G _ TL)

"

_ Z ztEl _ p)nflp
n=1

_ pE(E)

- 1 E(eEr)(1 - p)

_

T Ap—it

O

Le lemme 11.4 indique que si on accepte chaque client du processus de
Poisson des arrivées (de parametre A) avec probabilité p alors le processus
«aminci» résultant est un processus de Poisson d’intensité pA.

Le lemme suivant achéve notre petit catalogue de propriétés fondamen-
tales des lois exponentielles. Il implique par exemple que les trajectoires du
processus de Poisson (V) sont bien définies (elles n’explosent pas).

Lemme 11.5 (Loi du zéro-un). Si (Ey),,~, sont des v.a.r. indépendantes de
lois exponentielles de paramétres respectifs ()\n)?@1 avec 0 < A, < o0 pour
tout n > 1, alors l’événement {>_ | E, = oo} est de probabilité 0 ou 1 et

o0 , o1
P(anl E, = oo) =1 si et seulement si Z S

La série Y| E, diverge p.s. si et seulement si elle diverge en moyenne.

Démonstration. La variable T, = Z;’ozl FE,, prend ses valeurs dans I’ensemble
R+ U{oo}. Le théoréme de convergence monotone donne E(Tw) = Y00 1/A,
dans Ry U {oo}. Par conséquent, si > - 1/, < oo alors E(T) < oo et
donc P(T, = o0) = 0. L’indépendance n’a pas été utilisée. Réciproquement,
le théoréme de convergence monotone et 'indépendance donnent

o) [eS) -1
=] E[e "] = (1+1) .
Hee™ = 11{1+5,
Or > 1/A, = oo si et seulement si [[°2 (1 + 1/A,)"' = 0, car pour
toute suite (an),s, de réels positifs, le produit I[I2,(1 + a,) converge si
et seulement si la série Y - | a, converge. Ainsi, si > -, 1/, = oo, alors
E(exp(—Tw)) = 0, et donc P(T, = o0) = 1. O
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11.2 Temps de demi-vie des clients initiaux

Si = 0 alors le processus (X;),-, coincide avec le processus de Poisson
(Xo + Nt)t>0 issu de X et d’intensité A, olt (IV¢), est le processus de Poisson
des arrivées, d’ou X; — 400 p.s. quand t — 0o si Xg > 0et A > 0.

On s’intéresse plutot dans cette section au cas ou A = 0 et Xg = N. La file
comporte N clients au temps ¢ = 0, et aucun nouveau client n’arrive. Dans
ce cas, le processus (Xt)t>0 est un processus de mort pur, et X; suit la loi
Bin(N,e ), d’ott Xy — 0 p.s. quand ¢ — oo si > 0 ou si Xg = 0. Avec les
notations de l'introduction, les durées de service des N clients initiaux sont
Si,..., SN Les instants de fin de service successifs sont notés (TT(LN))1gn<N :

min(S),...,8) =T <. < TI(VN) = max(S},...,S)).
Ona X;=0sit> T](VN). Le lemme de Rényi 11.3 indique que les v.a.r.

Ty ot 7V =T — T et TN =0
sont indépendantes de lois exponentielles de parameétres respectifs

(N =n+1u)icpen-

INx

On s’intéresse au temps de demi-vie TL(]]\,V/)2 1 c’est-a-dire au temps au bout
duquel la moitié des N clients initiaux a quitté la file.

Théoréme 11.6 (Convergence du temps de demi-vie). On a

(N)  ps, log(2)
T2y 5k =0

Démonstration. Pour alléger les notations et simplifier, on omet ’exposant
«(N)», on suppose que N est pair, et on pose M := N/2. On observe tout
d’abord que

N/2 N/2

E(Tny2) =) E(ra) Zi > N%nJrl
n=1 n=1
_1 B _ log(2)
*M(H(N) H(N/2)) P (1),

ot H(n) est la série harmonique. De plus,

M
Ty — E(TM) = Z(Tn - E(Tn))a

n=1

ot les variables (7, — E(75)),,>, sont indépendantes et centrées et 7, — E(7y)
a la méme loi que (E—1)/u(N +1—n) ou E suit la loi exponentielle de para-
metre 1. Pour établir la convergence, nous allons utiliser I'inégalité de Markov
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avec un moment d’ordre suffisamment élevé pour assurer la convergence. Le
moment d’ordre 4 se contrdle comme suit :

]E[(TM E(Tw)) } ZE (7n))?]
+6 > E[(rn — E(m)*]B[(7m — B(rm))?]

1<m#n<M

B(E-1)Y &1

D D

H n=M+1
E[(E - 1)2])? 11
+6W P
1+ M<m#AnLN
N N 2
9 1
<Ly Ll y 4.
n= M+1 n=M+1

puisque E((E — 1)) =1 et E((E — 1)*) = 9. Ainsi
JE[(TM — E(TM))ZL} =0O(N7?).

L’inégalité de Markov assure alors que, pour tout r > 0,

C
IP(|TM — E(T]\/[)| 2 ’I“) < 7T4N2.
Le lemme de Borel-Cantelli donne enfin T, NLS} log(2)/p. O
—00

Remarque 11.7 (Demi-vie et radioactivé). La durée de vie des atomes de
Carbone 14 est bien modélisée par une variable aléatoire de loi exponentielle
de demi-vie 5734 ans. Ceci permet aux archéologues de dater les échantillons
de matiére organique.

11.3 Loi du nombre de clients

Cette section est dédiée au calcul de la loi de X;. Ce calcul est mené avec
deux méthodes différentes.

Théoréme 11.8 (Loi de X¢). Pour tout k € IN et tout t > 0,
A
Loi(X; | Xo = k) = Bin(k, e ") x Poi< (1- e“t)>
m
avec la convention Bin(0, p) = dg. De plus, si Xo ~ Poi(a) alors

X~ Poi(i(l — e_’”) + ae_“t>.
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Démonstration. Adoptons les notations de I'introduction. Par indépendance,

XO o0
Loi(X; | Xo = k) = Loi(Z Lis sy | Xo = k) * Loi( H{T,I<t<n+sn}>~

n=0 n=0

A nouveau par indépendance (de X et de (%) n>o cette fois) on a

Xo k
LOi(Z Lis, > | Xo = k) = LOi(Z ]I{S;>t}> = Bin(k,e™")
n=0

n=0
car Lygrsey, ..., sy~ sont des variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli
Ber(e7#t). 1l ne reste plus qu’a établir que

. (A - \ c-
Loi(Y:) = P01<M(1 —e “t)> ol Yii=) Lz, <ict,+5,)-

n=0

Rappelons que (Nt)t>0 est le processus de Poisson qui compte les temps
(Th),»,- Pour t > 0, la variable aléatoire N; = card{n > 1 : T, € [0,t]}
suit la loi de Poisson de parametre At. De plus, sachant que N; = n, la loi des
n instants de saut est celle d’un n-échantillon réordonné de v.a.r. i.i.d. de loi
uniforme sur [0,¢]. D’autre part, un client arrivé & un instant aléatoire de loi
uniforme sur [0, ¢] est encore présent dans la file & I'instant ¢ avec probabilité

1 1

o) =1 [ 1= Fuo)ds = 11— ),

ou F), est la fonction de répartition de la loi Exp(p). On obtient donc, par
indépendance, pour tout k € N,

P = k)= P(Y, = k| N, = m)P(N, = )

n=~k
=3 (()atwra - gy ke LI
n==k

_ e Ma(0)*
- B

ce qui montre bien que Y; suit la loi de Poisson de parametre A\(1—e™#*) /u. O

Remarque 11.9 (Loi de service quelconque et file d’attente M/G/o0). Si les
durées de service sont i.i.d. de loi de fonction de répartition F quelconque,
alors la preuve du théoréme (11.8) permet d’établir que la loi de X; sachant
Xo =0 est la loi de Poisson de paramétre

)\/0 (1—F(s))ds.

On parle dans ce cas de file d’attente M/G /0, ou G signifie «General».
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Il s’avere que le théoréeme 11.8 peut également étre obtenu en utilisant
les équations de Chapman-Kolmogorov. Cette approche reste valable pour les
chaines de Markov a temps continu, bien au-dela du cas particulier étudié.

Théoréme 11.10 (Equations de Chapman-Kolmogorov). Pour tous t € Ry
et n € N, soit pp(t) :== P(X; = n). Les fonctions (pn),cn sont de classe C*
et vérifient le systéme infini d’équations différentielles linéaires suivant :

Yne N, pi,(t) = —(A+np)pa(t) + Apn—1(t) + (0 + 1) ppp1(t),
avec p_1(t) := 0 pour tout t > 0, la loi initiale (p,(0)),c €tant donnée.
Démonstration. Pour calculer p, (¢t + h), on remarque que si X;1p = n alors
I’'une des conditions incompatibles suivantes est réalisée :

1. X, = n pour tout u € [t,t + h];

2. Xy = n — 1 et une seule transition a lieu (n — 1 — n) dans l'intervalle
de temps [t,t + h];

3. X; =n+1 et une seule transition a lieu (n + 1 — n) dans l'intervalle
de temps [t,t + h];

4. dans l'intervalle de temps [t, ¢ + k], au moins deux transitions ont lieu.

D’apres les lemmes 11.1 et 11.2, le processus reste dans I’état n un temps
aléatoire de loi exponentielle de parametre A + nyu puis saute de n a n — 1 ou
n+1 avec probabilités respectives nu/(A+npu) et A/(A+np). En conditionnant
par 'événement {X; = n}, on en déduit I'égalité

Pt + 1) = pu(t){1 = Ah — nah} + Mpa_1(t) + (n+ Dpthppia () + o(h).
Le résultat désiré s’obtient en faisant tendre h vers 0. O

Le corollaire ci-dessous du théoreme 11.10 affirme que la fonction généra-
trice de X est solution d’une équation aux dérivées partielles. Il fournit donc
une nouvelle preuve du théoreme 11.8, analytique, basée sur les fonctions gé-
nératrices (ou transformée de Laplace). Pour tous t € Ry et s € [—1, 1], soit

G(s,t) =E(s*) = an(t)s".

n=0
Corollaire 11.11 (Fonction génératrice de X;). Si Gy est la fonction géné-
ratrice de Xg alors, pour tout t > 0 et tout s € [—1,1],
—ut —ut A —pt
G(s,t) =Go(1 —e ™™ +se ") exp| —(1 —e ) (s —1) ).
1

Démonstration. Par les équations de Chapman-Kolmogorov (théoréme 11.10),

0,G(s,t) = Zp;(t)s"
n=0
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= > (= +1)pa(t) + Apn-1(t) + (0 + Dppaga (1))s”
n=0
=-A1-35) an(t)s” +u(l—2s) Z npy, (t)s™ 1.
n=0 n=0

La fonction G est donc solution de I’équation aux dérivées partielles suivante :
0tG(s,t) = (1 — s)[u0sG(s,t) — AG(s,t)].

On pose H = log(G) puis on effectue ensuite le changement de variables
(s,7) = (s,(1 — s)e”#*). En notant J la fonction telle que H(s,t) = J(s,7),
la fonction J s’écrit sous la forme

J(s,T) = %s + h(7),

ou h reste & déterminer. Ceci revient a dire que H est de la forme
A —pt
H(s,t) = =s+h((1—s)e ™).
"
On conclut en remarquant que la fonction h est caractérisée par le fait que
H(s,0) est égal & log(Gy(s)) pour tout s € [—1,1]. O

Le processus (X¢), est une chaine de Markov a temps continu. Le semi-
groupe markovien associé est la famille d’opérateurs (Pt)t20 définie comme
suit : pour tous t > 0 et f:IN — R, P, f est la fonction IN — R donnée par

Py f(n) := E(f(X¢) | Xo = n).

Si v est une mesure de probabilité sur IN on notera vP; la loi de X; sachant
que Xy suit la loi v. On a, pour toute fonction f bornée,

vP,f = Z v(n)P,f(n).
nelN
D’apres le théoréme 11.8, la mesure de probabilité P;(-)(n) est la loi
. — t . A — t
Bin(n,e ") « Poi| —(1 —e™"") ).
1

Remarque 11.12 (Propriétés fondamentales du semi-groupe markovien). Le
semi-groupe (Pt)t>0 vérifie les propriétés fondamentales suivantes :

1. Elément neutre : Py = I ¢’est-a-dire que Pyf = f pour tout f ;
2. Positivité et normalisation : si f > 0 alors P.f 20, et P,1=1;

3. Propriété de semi-groupe : pour toute fonction f et tous s,t > 0,

Pt+sf:(Pt0Ps)f§
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4. Equation de Chapman-Kolmogorov : pour toute fonction f,
OPf =LPf=PLf;
ot L est appelé générateur infinitésimal de X et est défini par

Lf(n) = A(f(n+1) = f(n)) +nu(f(n—1) = f(n)).

En fait, formellement, tout se passe comme si P, = etl'. Les deux premiers
points sont évidents. Le troisiéme découle de la formule explicite de P;. C’est
une reformulation de la propriété de Markov. La derniére assertion s’obtient
grace a 3. et un raisonnement analogue a celui de la preuve du théoréme 11.10.

Remarque 11.13 (Lire la dynamique dans le générateur infinitésimal). i
on définit le noyau de transition

n
Snr + —E 5,

Q(?’L,) : /\+n'u n—

:)\Jrnu

et la «temporisationy D(n) := A+ nu alors le générateur infinitésimal s’écrit

Lf(n) = D(n) / (F(m) — F(n)) Q(n, dm).

On lit dans le générateur infinitésimal un algorithme de simulation des trajec-
toires du processus : sachant qu’il est en n, le processus X saute au bout d’un
temps exponentiel de paramétre D(n) vers n + 1 avec probabilité \/(\ + nu)
et vers n — 1 avec probabilité nu/(\+ nu). On trouvera par exemple dans le
chapitre 9 page 120 un autre exemple de ce type. Notons qu’on peut voir L
comme une matrice avec une infinité de lignes et une infinité de colonnes, en
posant L(n,m) := L1, (m) de sorte que Lf(n) =3 . L(n,m)f(m).

On peut associer a tout processus de Markov raisonnable son semi-groupe
et son générateur infinitésimal. Si ce dernier est souvent explicite, il est rare
que ce soit le cas pour les mesures P:(-)(x). En ce sens, le processus étudié
dans ce chapitre est assez remarquable.

11.4 Comportement en temps long

On adopte les notations suivantes :

A
p:=— et m:=Poi(p).
7

Si Xg ~ m, alors le théoreme 11.8 assure que X; ~ 7 pour tout ¢t > 0. Ainsi
la loi 7 est invariante sous ’action de P;. De maniére équivalente, 7L = 0.
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Comme pour tous les processus de naissance et mort, la loi invariante m, si
elle existe, est de plus réversible pour L (ou P;), c’est-a-dire que L et P; sont
auto-adjoints dans L?(r). Enfin, pour toute loi initiale (de X),

loi
Xy — 7.
t—o0

On souhaite ici quantifier cette convergence en loi.

Soit P;(IN) lensemble des mesures de probabilité v sur IN possédant
un moment d’ordre 1, c’est-a-dire ensemble des v : IN — [0,1] vérifiant
dosen V(@) =Tlet Y nav(r) < oco. La distance de Wasserstein sur Py (IN)
est définie pour tous v, 7 € P;(IN) par la formule variationnelle de couplage

Wi (v, ) = inf{E|X—X| X~ X~ ﬂ}.

Relions cette distance a la distance en variation totale ~introduite dans le
chapitre 1. Pour des v.a. entiéres, X # X implique |X — X| > 1. On a donc

dyt (v,0) < Wi(v, D).
Théoréme 11.14 (Contraction de Wasserstein). Si v, 7 € P1(IN) alors
Wi (vP;, 0P;) < e MWy (v, 1),
ot, pour tout n € P(IN), nP; est la loi de Xy si Xo suit la loi 1.

Démonstration. On procéde par couplage. Supposons dans un premier temps
que v = 0, et v = 40, avec m < n. Soit X; de loi §,,P; et B; de
loi Bin(n — m,e™#!) indépendante de X;. D’aprés le théoréme 11.8, la va-
riable aléatoire X; = X; + By suit la loi 8,,P,. On a donc

E|X, — X;| = E(B,) = (n — m)e "t
Comme (X, Xt) est un couplage de (6, P;, 6, P;), on a
W1(0mPi, 6, P;) < e (n—m) = e W1 (5, 0n).

Concluons a présent dans le cas général. Soit v et 7 dans P (IN). Soit (Xo, Xo)
un couplage de v et 7. Comme ci-dessus, on construit (X;) et (X) tels que

Loi(|X; — X¢|| X0, Xo) = Bin(|Xo — Xol,e ™).
On en déduit donc
Wi (vP,, vP,) < e M| Xy — Xo.
L’infimum sur tous les couplages de X, et Xy donne la propriété attendue. O

Ce résultat de contraction fournit une estimation pour la convergence, au
sens de la distance de Wasserstein, de la loi de X; vers la loi invariante 7 de
X. La vitesse de convergence obtenue ne dépend pas du taux de naissance !
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Corollaire 11.15 (Convergence & I’équilibre). Si v € P;(IN) alors
Wi (vP;, ) < e MWy (v, 7).

Remarque 11.16 (Optimalité de la vitesse de convergence). La constante
i dans la convergence d ’équilibre d vitesse exponentielle e™Ht est optimale.
En effet, supposons que la convergence a l’équilibre ait lieu avec une constante
@ > p. Alors, en prenant pour loi initiale v = 0§, avec n supérieur d la
moyenne p de la loi invariante w, et en notant X une v.a. de loi w, on aurait

(n—ple ™ =FEp(Xy) — p < Wi (6, P, 7) < e #'Wi(v,7) = Eln — X|e ",

. . \ . . p— 4 p—
ce qui conduit a une contradiction carn —p >0 et e "t /et o 0.
— 00

Dans la méme veine, on peut montrer que la fonction P;f converge vers
la fonction constante égale a l'intégrale de f pour m en montrant que son
gradient (discret) converge vers 0.

Théoréme 11.17 (Commutation). Si f: IN — R alors pour tout t > 0,
DP;f(n) = e " P(Df)(n),
ot Dg est la fonction définie sur N par Dg(n) = g(n+ 1) — g(n).
Démonstration. D’apres le théoréme 11.8,
Pfin+1)=Ef(Z1+ - +Zp1 +Y),

oll Z1,...,Zny1 sont des variables aléatoires indépendantes de loi Ber(e™#?)
et indépendantes de Y de loi de Poisson de parametre p(1 — e #*). On a donc

Pfin+1)=E(f(Z1+ 4+ Znt1 +Y))
=e ME(f(Z1+ -+ Zy+1+Y))
+(1—e™ME(f(Z1+ +Zn+Y))
= e "P(Df)(n) + Pif(n),

ce qui fournit le résultat. a

Si f est une fonction 1-lipschitzienne, au sens ot |Df(n)| < 1 pour tout
n € IN alors le théoréme précédent assure que P;f est une fonction e #i-
lipschitzienne. On retrouve ainsi la convergence pour la distance de Wasser-
stein par la formulation duale de cette distance, de Kantorovitch-Rubinstein

Wi (v, D) = sup {/f dv — /f dv : f 1—lipschitzienne}.
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Remarque 11.18 (Files d’attente, naissance et mort). La figure 11.1 compare
les trajectoires des files M/M/1 et M/M/co. Ces files d’attente font partie des
processus de vie et de mort®, qui sont les processus de Markov d temps continu
et d’espace d’états IN a transitions aux plus proches voisins. Leur générateur
infinitésimal a la forme suivante (avec la convention pg =0) :

Lf(n) = An(f(n+1) = f(n)) + pn(f(n = 1) = f(n)).

Le cas M/M/1 correspond a n € N +— A, et n € N* — p, constantes, tandis
que le cas M/M /oo correspond a n € N — X, constante et p, = nu pour tout
n € IN. Le cas ou n — A\, est linéaire et u = 0 correspond au processus de
Yule (processus de Galton-Watson d temps continu de loi de reproduction 0z ).

Trajectoires M/M/1 et M/M/infini de m*“me moyenne
100 T T T

PO Y o SO P, B | 0o
20 30 40 50 60

Fig. 11.1. Un début de trajectoire de file d’attente M/M/1 de parameétres 1 et
3, et de file d’attente M/M/oco de parameétres 1 et .5. Les deux trajectoires sont
issues de 100. Le premier processus a pour loi invariante la loi géométrique sur IN de
parametre 1/3, et le second la loi de Poisson de parameétre 1/.5 = 2. Dans les deux
cas, la loi invariante a pour moyenne 2. La premiére trajectoire & un comportement
linéaire et la seconde un comportement exponentiel.

4. On dit aussi «de naissance et de mort», « Birth and death» en anglais.
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11.5 Pour aller plus loin

Les résultats classiques concernant les lois exponentielles sont disponibles
par exemple dans le livre de James Norris [Nor98a]. Dans le livre de Geoffrey
Grimmett et David Stirzaker [GSO01], une version & temps discret du proces-
sus X est étudiée. Pour ’anecdote, elle peut modéliser par exemple le nombre
de coquilles présentes dans un manuscrit apres n relectures : a chaque relec-
ture, 'auteur corrige chaque coquille avec probabilité p, indépendamment des
autres, et en ajoute par mégarde un nombre aléatoire de loi de Poisson (loi
des événements rares ou loi des petits nombres).

Convenablement renormalisé, le processus a espace d’états discret converge
vers le processus d’Ornstein-Uhlenbeck étudié dans le chapitre 25. On renvoie
a ce sujet par exemple au livre de Philippe Robert [Rob00]. Ce livre propose
plus généralement une étude accessible et assez générale des files d’attentes,
au moyen de la théorie des martingales et des processus ponctuels. On peut
également consulter le livre de Francois Baccelli et Pierre Brémaud [BBO03].

On peut établir de nombreux autres résultats pour le processus X. On trou-
vera par exemple dans [Cha06] des inégalités fonctionnelles liées au compor-
tement en temps long. La relation de commutation du théoréme 11.17 est une
propriété remarquable du semi-groupe. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck sa-
tisfait la méme relation en remplagant le gradient discret D par un gradient
usuel sur R, et cette liaison est une instance d’un phénomene plus général
qui fait 'objet du chapitre 27. On peut obtenir des versions un peu plus
faibles pour des processus plus généraux qui fournissent des estimations pour
la convergence vers la loi invariante, voir par exemple l'article de Pietro Ca-
puto, Paolo Dai Pra, et Gustavo Posta [CDPP09].
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Modele de Wright-Fisher

Mots-clés. Dynamique de population ; génétique des population.

Outils. Chaine de Markov ; martingale ; théoreme d’arrét ; décomposition
spectrale.

Difficulté. **

Ce chapitre est consacré a des modeles d’évolution de génotypes au fil des
générations dans une population de taille constante. Le point de départ est
la loi de Hardy-Weinberg liée a la théorie de Mendel en population infinie.
Nous présentons ensuite quelques modeles classiques en population finie : le
modele de Moran puis les modeles de Wright-Fisher. La derniére section est
consacrée au modele de Cannings qui est une généralisation des précédents.

12.1 Loi de Hardy-Weinberg

La théorie de Mendel assure la préservation de la variabilité des génotypes.

Théoréme 12.1 (Loi de Hardy-Weinberg pour la théorie de Mendel). Consi-
dérons les fréquences alléliques dans une population pour un géne pouvant
s’exprimer sous la forme de deux alléles A et B dans une population herma-
phrodite! diploide? idéale :

1. les générations sont séparées (elles ne coexistent pas) ;

2. la population est de taille infinie ;

3. les individus s’y unissent aléatoirement (pas de choixz du conjoint) ;
4.

il n’y a pas de migration, pas de mutation, pas de sélection.

1. Hermaphrodite : chaque individu peut étre méle ou femelle (bisexualité).
2. Diploide : qui posséde un double assortiment de chromosomes semblables.
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Sip € [0,1] est la proportion d’alléles A dans la population initiale et 1 —p la
proportion d’alléles B alors c’est encore le cas a chaque génération suivante.
De plus, sir, s, t sont les proportions respectives des génotypes AA, AB et
BB dans la population initiale avec v + s+t =1 alors les fréquences de AA,
AB, et BB pour toutes les générations suivantes sont égales a

3 A D)es) ()
r4 = r+ = - - .
2/ 2 2/’ 2
Notons que p = r + s/2 (contributions de AA et AB normalisées a 1).

Démonstration. Un individu AA est issu
— & coup sfir d’un couple AA et AA qui a une probabilité 2 de se former,
— avec probabilité 1/2 d’un couple AA et AB qui a une probabilité 2rs
de se former,
— avec probabilité 1/4 d’un couple AB et AB qui a une probabilité s? de
se former.
La fréquence du génotype AA a la génération 1 est donc donnée par
r2+rs—|—£ = <r+f>2.
4 2
Par symétrie, la fréquence du génotype BB est (t + s/ 2)2. La dernicre est ob-
tenue par différence. En réappliquant ces formules on voit que les proportions
sont constantes des la premiere génération. La fréquence de l'allele A dans
la population initiale est 2r + s (normalisée a 2 car chaque individu a deux
alleles). A la génération suivante, elle vaut

5\2 s s
2r+3) +2(r+3)(t+5) =2 +s

Elle est donc bien constante au cours du temps. a

La loi de Hardy-Weinberg est généralisable & un locus?® avec plusieurs al-

leles Ay, ..., Ag. Les relations de dominance entre alleles n’ont pas d’effet sur
I’évolution des fréquences alléliques. Dans la pratique, on observe le phéno-
mene de Hardy-Weinberg dans des populations variées au-dela des hypotheses
que nous avons faites ici. Il faut beaucoup s’éloigner de ces hypothéses pour
briser cet équilibre et obtenir une évolution au cours des générations. C’est ce
qui motive l'introduction des modeles étudiés dans la suite du chapitre, qui
décrivent 1’évolution d’une population de taille finie.

12.2 Modeéele de Moran

Le modeéle de Moran est un modeéle extrémement simple de 1’évolution
de la fréquence de différents alléles d’'un méme gene au cours du temps. On

3. Locus : localisation précise d’un géne particulier sur un chromosome.
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consideére dans cette section le cas de deux alleles A et B et on suppose que la
population est de taille finie constante IV, hermaphrodite, que les générations
sont séparées, qu’il n’y a pas de migration, mutation, sélection. La transition
de la génération n a la génération n + 1 se fait en tirant avec remise deux
individus dans la génération n, le premier a deux fils qui recoivent tous les
deux l’allele de leur pere, le second n’a pas de descendance, et tous les autres
individus ont exactement un seul descendant. On note X,, le nombre d’allele
A dans la population a la génération n. Le nombre d’alleles A

— augmente d’une unité si le tirage avec remise donne (A, B),

— diminue d’une unité si le tirage est (B, A).

— reste constant sinon.
On peut réaliser (X,),, comme une suite récurrente aléatoire de la ma-
niere suivante. Soit (Un),,>; et (Vn),s; deux suites indépendantes de v.a.r.
i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Soit Xy une v.a. a valeurs dans {0,1,..., N}
indépendante des v.a. introduites ci-dessus. On pose

Xnt1=Xn + ]l{Un,+1<Xn/N} - ]l{V,,,+1<Xn/N}'

La suite (X;),5, est une chaine de Markov sur {0,1,..., N} de matrice de
transition P donnée pour tous z,y € {0,1,..., N} par
(N —x) si e —y| =1;
P(x,y):m 2?2+ (N —2)? siy=ua;
0 sinon.

Les états 0 et N sont absorbants. Les autres ménent a {0, N} et sont donc
transitoires. Le premier instant ot un seul alléle est présent est noté

T:=inf{n>0: X, € {0,N}}.

On dit que T est le temps de fization. L’espace d’états étant fini, le temps
d’atteinte T' de {0, N} est presque slirement fini et intégrable :

P(T<oo)=1 et E(T) < oo.
De plus X7 suit une loi de Bernoulli portée par 0 et N et

X, 2% X

n—oo
OnaP(Xy =0)+P(Xy = N) = 1. L’événement { X7 = N} (respectivement
{Xr = 0}) signifie que l'alléle A (respectivement B) est fixé.
Adoptons la notation standard P, = P(-| Xy = x) et E, = E(-| Xy = x).
Théoréme 12.2 (Lieu et temps de fixation). Pour tout x € {0,1,..., N},
x

P,(Xr =N)=1-P;(Xr =0) = +.

De plus, pour tout p €]0,1][,
E,n(T) ~ —N?*(plogp+ (1—p)log(l - p)).
N—o00
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Démonstration. Plagons-nous dans le cas ot Xg ~ ;. On a P, (T < o0) =1,
et comme T est un temps de fixation, on sait que (X'n,)n20 converge p.s. vers
Xp. Comme l'espace d’états est borné, le théoréme de convergence dominée
s’applique et la convergence a lieu dans L', d’ott

lim E,(X,)=EXr)=0P,(Xr =0)+ NP,(Xr =N)=NP,.(Xr=N).

n—oo
Or la formule pour P donne, pour tout n > 1,

(x(N—2)(z—1+ax+1)+ (22 + (N — 2)?)x)
N2

E(X,|Xy1=2)=

d’out
E(X,) =EEX,|X,-1)) =E(X,-1) = =E(Xo) =z,

ce qui donne enfin P, (Xy = N) = z/N =1 — P,(Xr = 0). Notons que ces
formules peuvent aussi s’obtenir en utilisant le systeme linéaire vérifié par le
vecteur des probabilités d’atteinte pour la chaine de Markov (Xn)n>0.

Notons m(z) = E,(T) le temps moyen de fixation pour la chaine issue
de . On a m(0) = m(N) =0 et m(z) =1+ Ziv:o P(z,y)m(y) pour tout
x € {1,...,N—1}. On obtient donc une formule de récurrence a trois termes :

N2

m(z+1)—2m(z)+m(z—1) = N

On en déduit que

x N—JZ N—1 z
=N + =

Soit 0 < p < 1. Pour tout N > 1, posons zx = [pN]. On a alors

N-1

7IN 1 TN
2 il E N
N N —y Ny:wN_H Y
1—N*1x & N-lzy = 1
= vty X N
N 1-N-1y N N-1
y=1 y=zN+1
'
— (1—p /—dt—kp/ —dt .
N—>oo pt

=—((1—p) log(1—p)+plog(p))

Ainsi, dans une population de taille N avec N grand, le temps moyen d’ab-
sorption partant de x = pN avec 0 < p < 1 est de 'ordre de

—N?(plogp + (1 —p)log(1 — p)).
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La fonction p € [0,1] — —(plog(p) + (1 — p)log(1 — p)) est entropie de
Boltzmann ou de Shannon de la loi de Bernoulli Ber(p). Elle est continue,
strictement concave, positive, symétrique par rapport a 1/2; et atteint son
maximum log(2) pour p = 1/2, et son minimum 0 pour p=0et p = 1.

Remarque 12.3 (Martingale). Soit F,, = o(Xo,...,Xn) pour tout n = 0.
En reprenant la preuve du théoréme 12.2, on a, pour tout n > 1,

E(Xn |]:n71) = E(Xn ‘anl) =Xn_1.

Ainsi, en plus d’étre une chaine de Markov, la suite (Xn)n>0 est une mar-
tingale pour sa filtration naturelle (fn)n>0, En particulier, on a bien sir la
conservation E(Xo) = E(X,) pour tout n > 1. Le théoréme d’arrét indique
que (XnaT),>q €st aussi une martingale et donc

E(Xo) = E(Xyua7),

qui converge vers (Xr) par convergence dominée quand n — oo car T est
fini p.s. et X est uniformément bornée. Comme T est un temps de fixation,
on a en fait X, = Xpyar. Il est également possible d’appliquer le théoreme de
convergence p.s. et dans LP des martingales bornées dans LP avec p > 1.

12.3 Modele de Wright-Fisher et fixation

Le modele de Wright-Fisher est un modele simple de I’évolution de la fré-
quence d’un gene a plusieurs alléles au fil des générations dans une population.
On suppose que la population est de taille finie constante, hermaphrodite, que
les générations sont séparées, qu’il n’y a pas de migration et que les unions
sont indépendantes du caractere étudié.

On néglige dans un premier temps les phénomenes de mutation et sélection.
On note N € IN* la taille de la population et n = 0,1,2,... les générations
successives. Sur le locus étudié, on peut trouver deux alleles différents notés
A et B. La variable aléatoire X,, compte le nombre d’alleles A & la génération
n. La population a la génération n + 1 est déduite de celle de la génération n
par un tirage avec remise de N individus de la génération n ou la probabilité
d’obtenir A est X,,/N. On peut réaliser (Xn) >0 comme la suite récurrente
aléatoire définie par la relation récurrence

N
x

Xnt1 = Z]I{Un+1,kgwxn} ou Yy = N
k=1

et ot (Unk),>11<hen SONt des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur

[0, 1], indépendantes de Xy. Pour tous zg,...,x,, on a

LOi(X,H_l |X0 = ZQ,-- - ,Xn = a:n) = LOi(XTL+1 |Xn = .T,‘n) = BIH(N, ¢-Ln)
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Remarque 12.4 (Modéle a plus de deux alléles). Le modéle de Wright-Fisher
al>2alleles Aq,..., Ay fait intervenir la lot multinomiale. Plus précisément,
X, prend ses valeurs dans {x € N’ :z1 +-- -+ 2, =N} et

Xn
Loi( X1 | Xo, -, Xu) = Loi( Xy 11 | Xa) = Mul(N, 57,

La suite (X,),5 est une chaine de Markov d’espace d’états {0,1,..., N'}
et de matrice de transition P donnée pour tous z,y € {0,1,..., N} par

P(r,y) = P(Xpps = y| X, = o) = (jyv ) (L — )N,

Les états 0 et N sont absorbants (deux classes de récurrence singleton) tandis
que tous les autres états menent a {0, N} et sont donc transitoires. Tout
comme pour le modele de Moran, lorsque la population ne contient plus qu’un
allele, on dit qu’il est fixé dans la population. Le temps de fixation est

T:=inf{n>0:X, € {0,N}}.
L’espace d’états étant fini, le temps d’atteinte T de {0, N} vérifie
P(T<oo)=1 et E(T) < oo.

De plus (Xn)n>0 converge p.s. vers la variable aléatoire X7 qui suit une loi de
Bernoulli portée par 0 et N. On a P(X7 = 0)+P (X1 = N) = 1. L’événement
{Xr = N} signifie que l'allele A est fixé tandis que I’événement {Xp = 0}
signifie que 'allele B est fixé.

On adopte les notations P, = P(- | Xog = z) et E, = E(-| Xy = z).

Théoréme 12.5 (Probabilité de fixation). Pour tout z € {0,1,..., N},
P.(X7=N)=1-P, (X7 =0) = —.

Démonstration. La preuve est identique & celle faite pour le modele de Moran
(théoreme 12.2) car Loi(X,, | X,,—1) = Bin(N, X2=1) d’ot

Xn—l

E(Xn) = E(E(Xn ‘Xn—l)) = E(N N

)= E(X,1) = = B(Xo) = a,
O

Remarque 12.6 (Martingale). L’intégralité de la remarque 12.8 (modéle de
Moran) reste valable pour le modéle de Wright-Fisher, car pour tout n > 1,
anl

E(Xn|]:n71) :E(Xn|Xn71> =N N = An—1,

ot Fp, = 0(Xo,...,Xn) pour tout n > 0.
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Fisher-Wright taille N=100 init X0=25 tmax = 200

Taille population

0 50 100 150 200
Temps

Fig. 12.1. Quelques trajectoires, jusqu’au temps ¢ = 200, de la chaine de Wright-
Fisher pour une population de taille N = 100, toutes issues de Xo = N/4 = 25.

Remarque 12.7 (Couplage avec un jeu de pile ou face). Il est possible d’obte-
nir une minoration de T par une variable aléatoire géométrique par couplage.
On commence par observer que pour tout x et tout n on a

P(X,41 € {0,N}| X, =) =P(z,{0,N}) > p.

ot
.= min P(z,{0,N}) = min (1—,)V +¢) >27VH
pe = min P(z,{0,N}) = min (1-¢2)" +4 >
ot le minimum est atteint en ¥, = 1/2. Ainsi, la chaine atteint un état

absorbant 0 ou N avant qu’un lanceur de piéce n’obtienne son premier pile
avec une piéce qui fait pile avec probabilité 2~ NT1. Pour rendre rigoureux ce
raisonnement, on construit le couple de processus (jeu de pile ou face et chaine
de Wright-Fisher) sur le méme espace de probabilité. Représentons la chaine
de Markov comme une suite récurrente aléatoire : pour tout x € {0,..., N},
soit (Iw,y)ogygz\/ une partition de lintervalle [0, 1], avec I, de longueur

|I:L’,y| = P(.’L’, y)>

et soit (Uy),,>, une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1],
indépendante de Xo. On réalise (Xy,), o en utilisant la récurrence

Xnt1:=y ouy=y(Xn, Upt1) est tel que Upt1 € Ix, -
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1l est possible de faire un dessin figurant une tour de N+1 copies de l’intervalle
[0,1] avec ses N + 1 partitions. Dans cette construction, on peut toujours
ordonner les intervalles, et supposer que I, o et I, v sont les deux premiers
en partant de la gauche. Par construction p, = minoge<n [Ix,0 U Iy n]| et

T:=inf{n>0:X, €c{0,N}} <T,:=inf{n>1:1y, <.y =1}

et Ty suit la loi géométrique Geo(py). En particulier, T est intégrable et donc
fini p.s. Cette méthode de couplage fournit plus généralement, pour des chaines
de Markov, un minorant géométrique des temps d’atteinte d’ensembles.

La vitesse de fixation peut étre quantifiée par I'hétérozygotie, c’est-a-dire
la probabilité que deux genes choisis aléatoirement et sans remise dans la
population totale a la génération n soient représentés par des alleles différents.
Elle est donnée par

g oo 2N X)) 2
" NIN-1) N-1

Var(X,,11 | X5).

OnaH, =0sin>T etdonc H, 23 0. Le théoréme suivant montre que

n—oo
I'hétérozygotie moyenne E(H,,) décroit exponentiellement au cours du temps.
Théoréme 12.8 (Hétérozygotie moyenne). Pour tout n > 1,
1
E(H,) = ho\" ot ho:=E(Hy), Ni=1- N €10, 1],

et
Var(X,,) = E(Xo)(N — E(X))(1 — A") + A" Var(Xj).

Démonstration. 1l suffit d’établir que pour tout n > 1,

BOG (N = X)) = (1= 1) B - Xo)),

On a
E(Xo(N = X,)) = NE(X,,) — E(X7) = NE(X,,—1) — E(E(X7 | X,-1)).
On écrit alors

E(X'?L | Xn—1) = Var(X, | X,,1) + (E(X, ‘Xn—l))z

anl
= anl (1 - N> + X72171.

En regroupant les termes, on obtient bien

BUG (Y - X)) = (1 JECA(0V - X,o0)
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ce qui fournit la formule pour E(H,,). Pour la variance, on utilise la formule 4
Var(X,,) = E(Var(X,, | X,,—1)) + Var(E(X,, | Xp,—1))-

O

Comme dans le probléme de la ruine du joueur (théoréme 2.2), et comme
pour le modeéle de Moran (théoréeme 12.2), on souhaite déterminer le temps
moyen de sortie en fonction du point de départ. Pour tour 0 < x < N, notons
m(z) = Ex(T). Alors m(0) = m(N) = 0 et, grace a la propriété de Markov
(faible), on obtient un systéme d’équations linéaires : pour tout 0 < z < N,

N N N
m(z) =Y Bo(TLix,—yy) = Y (L +E(D)P(z,y) = 1+ Y m(y)P(z,y),
y=0

y=0 y=0

dont m est 'unique solution positive minimale. Bien qu’on puisse calculer m
numériquement, il n’existe pas d’expression simple et explicite de m comme
pour le temps de sortie d’un intervalle pour la marche aléatoire simple (théo-
réme 2.2) ou pour le modele de Moran (théoréme 12.2). 1l est toutefois possible
de trouver I’équivalent de m lorsque la taille de la population N tend vers I’in-
fini : pour tout 0 < p < 1,

m(INpJ) ~ —2N(plog(p) + (1 —p)log(1 - p)),

ce qui rappelle le modeéle de Moran (théoréme 12.2). La clé de la démonstration
de ce résultat consiste & établir que la suite de processus Y (V)| définie par

1
~X|ne))

yN) —
(N teR

], converge en loi quand N — oo vers un processus de

a valeurs dans [0, 1],
], solution de ’équation différentielle stochastique

1
diffusion Y sur [0, 1
dY; = \/Yi(1 = V;)dB;.

On trouvera les détails de ce résultat dans le chapitre 27.

Remarque 12.9 (Lien avec le modeéle de Moran). Pour le modéle de Wright-
Fisher, l’espérance du temps d’absorption est de l’ordre de N tandis qu’il est de
Uordre de N? pour le modéle de Moran (voir théoréme 12.2). Cela vient du fait
que lors d’une transition du modele de Moran, un seul alléle est modifié tandis
que tous sont concernés a chaque transition du modele de Wright-Fisher.

4. Plus généralement, si & est convexe alors Var?(X) := E(¢(X)) — ¢(E(X)) >
0 par l'inégalité de Jensen, et Var®(X) = E(Var®(X |Y)) + Var®(E(X |Y)) ot
Var? (X |Y) := BE(®(X)|Y) — ®(E(X | Y)). Si &(t) = t* on retrouve la variance.
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12.4 Modele de Wright-Fisher avec mutations

Supposons a présent qu’avant le tirage avec remise qui permet de passer
d’une génération a I'autre, chaque individu puisse muter indépendamment des
autres : l'allele A mute en alléle B avec probabilité u € [0,1] et B mute en
A avec probabilité v € [0,1]. Le passage d’une génération & la suivante se
fait donc en quelque sorte en appliquant d’abord un opérateur de mutation,
puis un opérateur d’héritage (procéder dans 'ordre inverse conduirait & un
processus différent). Ce mécanisme définit un nouveau processus (X»),>q &
valeurs dans {0,1,..., N} qui vérifie

Loi(Xpt1 | Xo,- .., X,) = Bin(N,9x,)

ou a présent
" (I —u)+ (N —x)v
Tr N .

Le processus X est une chaine de Markov d’espace d’états {0,1,..., N}.

— si u = v = 0, alors on retrouve le modéle sans mutation étudié pré-
cédemment. Dans ce cas, les états 0 et N sont absorbants tandis que
{1,..., N —1} est une classe transitoire, ’ensemble des lois invariantes
est {(1 —p)do+pdn : p € [0,1]}, et partant de z, la chaine converge en
loi vers (1 — p,)dg + pzOn OU pr = /N ;

— siu=0et0<wv < 1alors’état N est absorbant tandis que I’ensemble
d’états {0,..., N — 1} est une classe transitoire, et la chaine converge
en loi vers I'unique loi invariante dy ;

— si0 < u < 1etwv=0alors I’état 0 est absorbant tandis que I’ensemble
d’états {1,..., N} est une classe transitoire, et la chaine converge en
loi vers 'unique loi invariante dg ;

— siu = v =1, alors {0, N} est une classe de récurrence de période 2
tandis que I'ensemble d’états {1,..., N — 1} est une classe transitoire.
La chaine est presque siirement absorbée par la classe {0, N} et oscille
ensuite périodiquement entre les états 0 et IV ;

—si0<u<letO<v<lousiO<u<letO<wv<1alorsla chaine
est irréductible. Comme l’espace d’états est fini, elle est récurrente
positive et possede une unique loi invariante p, et cette loi charge tous
les états. La loi des grands nombres pour les chaines de Markov indique
que quelle que soit la loi initiale, p.s. pour tout = € {0,1,..., N}, on a

. card{0< k< n: X, =1}
lim =
n—o0 n-+1

().

Comme de plus la matrice de transition possede un coefficient diagonal
non nul, la chaine est apériodique, et converge donc en loi vers pu, quelle
que soit la loi initiale, c¢’est-a-dire que pour tout z € {0,1,..., N},

lim P(X,, = z) = p(z).

n—oo
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La loi p est calculable numériquement, mais ne possede pas de formu-
lation simple. Cependant, il est possible de déterminer explicitement
sa moyenne m par exemple. En effet, comme p est invariante,

m=>> yu(y) =Y yy w@)P(xy) = p@)Y yP(y).

z=0 =0 z=0 x=0 y=0

Or comme P(z,-) = Bin(N, %)’ on a

N
> yP(z,y) = (1 —wz +v(N —2).
y=0

Cette formule, affine en z, donne une équation fermée pour m :

m= Z((l —u)x + (N —2))p(z) = (1 —u)m + (N —m),
=0
d’ou enfin
~ Nv
S utv

Pour la variance o2 de u, un calcul permet d’établir que

2 _ N2uw
7" (U+U)2(2N(u+v) +1) + 0N oo (V).

Notons que si u = v alors m = N/2 ne dépend plus de u et v. Au-dela
des deux premiers moments, on peut établir, comme présenté dans le
chapitre 27, que le processus

1
YV = (=X
(FXW0), e,

converge en loi quand (N, Nu, Nv) — (00, a, ) vers un processus de
diffusion Y sur [0, 1], solution de 1’équation différentielle stochastique

dYy = \/Y;(1 = Y;)dB; — aYidt + (1 - Yy)dt,

dont la loi invariante est une loi Beta(2/3,2a), dont la moyenne et la
variance sont données par

B ap
a+p (a+B)2(2(a+p)+1)
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Fig. 12.2. Loi invariante et histogramme d’un échantillon de taille 10000 de Xio0
avec Xo = 50, pour une population de taille N = 100, avec taux de mutation
u=v = 0.05.

12.5 Modele de Wright-Fisher avec sélection

Sur le plan biologique, il est possible que les alleles A et B ne procurent
pas a lindividu qui en est doté des capacités identiques : viabilité, potentiel
attractif, etc. Cette asymétrie est responsable de la sélection naturelle. Consi-
dérons pour simplifier le modele sans mutation. Il est possible de prendre en
compte un avantage sélectif de ’allele A en effectuant la transformation sui-
vante de la génération n avant la fabrication de la génération n + 1 : chaque
individu de type A est remplacé par (1+ s) individus de type A, ot s > 0 est
un parameétre fixé (penser a une urne). Cela revient a prendre

Loi(Xpn41 | Xoy .-+, X)) = Loi(Xp41 | Xpn) = Bin(N, ¢x,)
avec cette fois-ci

B z(1+s)
S 2(148)+N -z

Va

Le processus (Xn)n>0 est une chaine de Markov. Son espérance ne vérifie pas
une équation de récurrence linéaire car 1, n’est pas linéaire en = (contraire-
ment au cas sans sélection s = 0). Les états 0 et NV sont absorbants, tandis
que {1,..., N —1} est une classe transitoire. Comme 1), n’est plus linéaire en
x, on ne peut plus calculer la probabilité de fixation avec la méthode utilisée
dans le cas sans sélection (s = 0). Soit P la matrice de transition de X, et

7(z) :=P,(Xr = N)
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la probabilité de fixation de ’allele A. On a

N
m(z) =) Pla,y)m(y).
y=0

Il est possible de trouver un équivalent de 7 lorsque la taille de la population
N tend vers l'infini et s est proche de 0. Plus précisément, on montre dans le
chapitre 27 que si Ns — « > 0 alors, pour tout 0 < p < 1,

N 1—e 2P

N = T

Ainsi, le passage de s = 0 a s > 0 modifie considérablement les probabilités
de fixation.

12.6 Modele de Cannings

Dans le modele de Wright-Fisher, on passe de la génération n a la généra-
tion n+1 en effectuant un tirage avec remise de IV individus dans la génération
n. Cela revient a attribuer un certain nombre d’enfants a chaque individu de
la génération n, les enfants héritant de l’alléle du pere. Si yq, ..., yn désignent
le nombre d’enfants de chaque individu de la génération n (numérotés de 1
a N)alorsonay +---+ynv =N et (y1,...,yn) suit la loi multinomiale
symétrique de taille N et de parametre (1/N,...,1/N). Cela correspond a
lancer N fois un dé a N faces équilibrées. Ce mécanisme qui associe chaque
individu de la génération n + 1 a un individu de la génération n peut étre
utilisé pour étudier la transmission de genes quel que soit le nombre d’alléles
considéré : les enfants héritent de ’allele du peére. Le modele de Cannings va
au-dela de cette structure multinomiale symétrique en permettant une dépen-
dance entre les individus d’une méme génération : on suppose seulement que
le vecteur (y1,...,yn) vérifie y1+---+yn = N et posséde une loi échangeable,
c’est-a-dire que pour toute permutation 7 € Sy,

loi
(yh CER yN) = (yT(1)7 s >yT(N))~

En particulier, les y1,...,yx ont méme loi. Comme y; + - -+ yy = N on

en déduit que E(y;) = 1 et on note 02 = Var(y;). On en déduit également

Cov(y1,y2) = —0%/(N — 1) car

0= Var(y1 +--- +yn) = NVar(y;) + N(N — 1)Cov(y1, y2)-

Remarque 12.10 (Modele de Moran). Tout comme le modéle de Wright-
Fisher, le modele de Moran est un cas particulier du modéle de Cannings. 1l
correspond a la loi de (y1,...,yn) suivante : la transition de la génération
n a la génération n + 1 se fait en tirant avec remise deux individus dans
la génération n, le premier a deux fils, le second aucun, et tous les autres
individus ont exactement un seul descendant.
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Dans le cas a deux alleéles, ce mécanisme de transition donne lieu, tout
comme pour le modele de Wright-Fisher, & une chaine de Markov (X'n,)n20
d’espace d’états {0,1,..., N} donnée pour tout x € {0,1,..., N} par

LOi(Xn+1 |Xn = l‘) = LOi(yl +F yw)

Les états 0 et N sont absorbants tandis que tous les autres ménent a {0, N'}
et sont donc transitoires. Notons que E(Xy41 | Xn = 2) = 2 1 (X5),50 est
donc une martingale. De plus,
Var(X,41| X, =) = Var(ys + - + yz)
= x0% + x(x — 1)Cov(y1,y2)

s  x(xr—1)0?

=%0" = ——

_ sx(N—u1)

- N-1°
Remarque 12.11 (Loi multinomiale). Soit n,d € N* et (py,...,pq) € [0,1]¢
avec p1 + - + pqg = 1. La loi multinomiale de taille n et de parametre
(p1,...,pd) est la loi sur ensemble fini

{(n1,...,nq) e N4y + - +ng=n}

donnée par (eq,...,eq est la base canonique de RY)

(p1561 + "'+pd5€d) = Z Wpll ..'pdd(s(nl,m,nd)'

Elle code n lancers d’un dé a d faces avec probabilités d’apparition p1,...,p4-
Elle est «symétriquer lorsque p1 = -+ =pg = 1/d. Si (Xy,...,Xq) suit la loi
Mul(n, (p1,-..,pa)) et si Ir,..., L. est une partition de {1,...,n} alors

(XIN"'?XIT) ~ Mul(n, (pjl,...7p[7,))

ot
X7 = ZXi et pr:= Zpl-.
il iel
Si I C {1,...,n} alors X; ~ Bin(n,ps). Ainsi les lois marginales d’une loi

multinomiale sont binomiales. On identifie la loi Bin(n, p) @ Mul(n, (p, 1—p)).

Si (X1,...,Xq) ~Mul(n, (p1,...,pa)) alors Xg=n— X1 a1}

Théoréme 12.12 (Spectre de la matrice de transition). Les valeurs propres
de la matrice de transition du modéle de Cannings sont données par

)\0:1 et )\j:E(ylyg"'yj) pour 1<]<N

En particulier, pour le modéle de Wright-Fisher, Ao =1 et, pour 1 < j < N,

/\j:N(N—1)---_(N—j+1):<1_1)_._(1_3'—1).

NJ N N
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Démonstration. Considérons la matrice de Vandermonde

100 0 -- 0
1112 13 ... 1V
12 22 2% ... 2N
V=113 32 3 ... 3V | € My na(R).

1N N2N3... NN
Soit P € Mp+1,nv+1(R) la matrice de transition du modele de Cannings.
Pour tous 4,5 € {0,1,...,N}, on a

N N
(PV)ij = PisVij = Pipk! = B(X]| X, =4).
k=0 k=0

Par ailleurs, comme

il existe des réels b; ;, tels que
. Jj—1
E(X]| Xo =1) =E((y1 + ...+ 5:)") = iV E(yiye---5) + D bini",
k=0

V=i 1) (i —2) - (i — 5+ 1).

Pour le voir, on peut procéder par récurrence sur j en observant que la loi
Loi(yi,-..,yi | yr) est échangeable. 1l existe donc une matrice triangulaire su-
périeure T € Mpyy1 nv+1(R) telle que Tog =1, T ; = E(y; - - - y;) pour tout
j€{l,...,N}, et pour tous 4,5 € {0,1,..., N},

i
E(X{ | Xo=1i)=) Tuji* = (VT)i;.
k=0

On a donc
PV =VT,

et comme V est inversible, les matrices P et T" ont méme spectre. O

On a E(y;) = 1 et donc 1 est valeur propre de multiplicité 2, ce qui
correspond au fait que la chaine posséde deux classes de récurrence {0} et
{N}. La deuxiéme plus grande valeur propre est

o2

X2 = E(y1y2) = Cov(y1,y2) + E(y1)? = 1 - N_1
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12.7 Pour aller plus loin

Les mécanismes de la génétique ont été considérablement discutés depuis
leur découverte par Gregor Mendel au dix-neuvieme siecle. La loi de Godfrey
Harold Hardy et de Wilhelm Weinberg a été découverte de maniere indé-
pendante par ces deux scientifiques au tout début du vingtieme siecle. Le
modele de Ronald Aylmer Fisher et de Sewall Wright date des années 1930.
Le modele de John Moran date des années 1950 tandis que le modele de Chris
Cannings date des années 1970. Ces modeles et leurs extensions sont étudiés
par exemple dans les livres de Jean-Frangois Delmas et Benjamin Jourdain
[DJO6], de Rick Durrett [Dur08], de Warren Ewens [Ewe04], de Simon Tavaré
[Tav04], ainsi que dans le cours de Sylvie Méléard [Mé13]. Ils inspirent encore
aujourd’hui des recherches mélant biologie et mathématiques. L’approxima-
tion des chaines de Markov par des diffusions fait ’objet du chapitre 27. La
généalogie du processus de Wright-Fisher est étudiée dans le chapitre 13, qui
meéne au processus des restaurants chinois du chapitre 14.
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Généalogies et coalescence

Mots-clés. Arbre; branchement ; généalogie ; coalescent de Kingman.

Outils. Loi géométrique; loi exponentielle ; loi multinomiale ; loi de Pois-
son ; loi d’Ewens; processus de Galton-Watson ; modele de Wright-Fisher.

Difficulté. **

Dans ce chapitre, on étudie la généalogie du processus de Wright-Fisher
du chapitre 12. On la relie notamment au processus des restaurants chinois
du chapitre 14. Cette étude conduit au processus de coalescence de Kingman.

On s’intéresse a 1’évolution d’'une population de taille finie N constante
au fil des générations. On suppose que les générations ne se chevauchent pas,
et que pour tout n > 0, la génération n meurt en donnant naissance a la
génération n + 1. Le mécanisme de transition est markovien : la génération
n—+1 dépend de la génération n et d’une source d’aléa indépendante. A chaque
génération, on numérote les individus de 1 a N. Pour tout n > 0, soit a?“ le

numéro du parent de 'individu ¢ de la génération n+ 1. Ce parent appartient

a la génération n. On suppose que les v.a. a’f“, e 7a71§,+1 sont i.i.d. de loi
uniforme sur {1,..., N}. On note v} le nombre de descendants & la généra-

tion n+1 de I'individu ¢ vivant & la génération n. Les v.a. (1]), ;¢ ne sont
pas indépendantes puisqu’elles vérifient la relation v +--- + vy, = N. On a

N
n
v, = E T, n+1_y.
i {aj =4}
=1
Par conséquent, le vecteur aléatoire v™ = (17, ..., v} ) suit la loi multinomiale

de taille N et de paramétre (1/N,...,1/N), c’est-a-dire

N! 1\
IP(I/I" =N1,...,UN = nN) — m (N) Il{n1+---+nN:N}~
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Si chaque individu est réduit & un allele A ou B d’un géne a deux alleles et si le
nombre d’alléles A & la génération n est égal a x, alors la loi du nombre d’alleles
A & la génération n + 1 suit une loi binomiale Bin(N, z/N). On retrouve donc
le modele de Wright-Fisher du chapitre 12. Le lien avec la loi multinomiale a
déja été observé lors de I’étude du modele de Cannings dans le chapitre 12.
Nous avons construit ici le modele de Wright-Fisher a rebours en remontant
les générations, comme illustré dans la figure 13.1. Chaque individu de la
génération n + 1 possede un ancétre a la génération n choisi indépendamment
des autres et selon la loi uniforme sur {1,...,N}. Certains membres de la
génération n n’ont donc aucun descendant a la génération n + 1 et c’est ce
qui va entrainer le phénomene dit de dérive génétique (fixation d’un allele).

Remarque 13.1 (Lois de Poisson et multinomiale). Si Y7,..., Yy sont des
v.a. indépendantes de loi de Poisson de paramétres respectifs 01, ...,0xn alors

Loi((Y1,...,Yn)[Y1+ -+ + Yy = N) = Mul(N, (p1, . .., pn))

ot pp = /(61 + -+ + 0n) pour tout 1 < k < N. En particulier, dans le
cas ot 0y = -+ = Oy alors py = -+ = py = 1/N. Ainsi le modéle de
Wright-Fisher revient a un processus de Galton-Watson de loi de reproduction
Poisson, conditionné da avoir une taille de population fixée, voir chapitre 3.

Le modele de Wright-Fisher sans mutation est connu pour faire apparaitre
un phénomene dérive génétique, c’est-a-dire qu’un allele 'emporte sur 'autre
et que la population devient homozygote apres un nombre aléatoire mais fini
presque stirement de générations. De méme, aprés un certain nombre de gé-
nérations, tous les individus proviendront donc d’'un méme ancétre. C’est ce
phénomene qu’il s’agit & présent de décrire et quantifier.

Comme les individus donnés choisissent leur parent de maniere i.i.d. et
uniforme, la probabilité que deux individus fixés aient deux parents distincts
(3 la génération précédente) est égale & N(N —1)/N? =1—1/N. Ces parents
choisissant eux-mémes leurs parents indépendamment, la probabilité pour que
le premier ancétre commun a deux individus donnés remonte a plus de r
générations vaut (1 — 1/N)". Le temps T» d’apparition de I’ancétre commun
le plus récent (ACPR) suit donc une loi géométrique sur IN* de paramétre
p2 = 1/N. Si 'on considére & présent trois individus, notons T4 'instant
d’apparition de PACPR pour deux individus au moins (premier temps de
coalescence parmi trois individus). On a
N(N—l)(N—Q)_1 3+ 2

N3 N N NZ

Les choix des parents sont indépendants a chaque génération, d’ou, pour k > 1,

k
3 9
P> k) = (1- 2+ -2) .
(T > k) ( N+N2)

La loi de T4 est donc la loi géométrique de parameétre p3 = 3/N — 2/N2. On
note T3 = T4 + T4 le temps d’apparition d’un ACPR pour les trois individus

P(T;>1)=
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® 06 ¢ o 5 t=0
[ S ) T ) t=1
C ¢ % Q2 9 t=2
(< (¢ [ Q d t=3
[ O N R ) t=4
c O T | t=5
[ 9 o 3 3 t=26

Fig. 13.1. Dans le modele de Wright-Fisher, tout se passe comme si pour chaque
génération, chaque individu, indépendemment de tous les autres, choisissait unifor-
mément un peére dans la génération précédente et en héritait. Le graphique ci-dessus
illustre I’évolution de ces relations de filiation sur quelques générations pour une po-
pulation de taille N = 5. Ce point de vue généalogique est au coeur de ce chapitre.

(ici T4 := T5 — T}). Remarquons que si ’ACPR de deux individus est PACPR
des trois individus alors T = 0. Déterminons la loi de T4. La probabilité que
trois individus distincts aient le méme peére est 1/N2. La probabilité que T4
soit nul sachant que T4 = k est donc égale &

P(T;=0,T5=Fk) (1—ps)*'(1/N?) 1
/ !/ _ 2 9 3 o _
P(Ty =0]T3 =k) = P(T} = k)  ps(1—p3)k-t 3N -2

Comme les choix des parents sont indépendants d’'une génération a 'autre,
on déduit de la premiére partie que la loi de Ty sachant que T4 = k et T3 > 0
est la loi géométrique de parametre ps. Cela implique que sachant T4 = k,
la variable T% est égale en loi & UV ou U et V sont indépendantes de lois
respectives Ber(1 — 1/(3N — 2)) et Geon~(p2).

Plus généralement, le nombre de parents distincts d’'un groupe de k indi-
vidus peut étre vu comme le nombre d’urnes occupées apres que ’on a lancé
k balles, indépendamment et a chaque fois uniformément, dans /N urnes. Pour
tout j € {1,...,k}, la probabilité pour que ce nombre soit j est

(N

NIN-1)---(N—7+1)Sk,
gkyj) = P(kindividus ont j parents distincts) = ( A I+ DSk ,

Nk
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ot S ; est le nombre de Stirling de seconde espece . En effet, il y a exactement
N(N—1)--- (N —j+1) facons de choisir j parents distincts parmi N, et Sk ;
facons d’associer & ces j parents k enfants, et enfin, N* est le nombre de facons
d’assigner k enfants a leurs parents. On définit a présent le processus ancestral
(AN(r)),en en notant AY(r) le nombre d’ancétres distincts & la génération

—r pour un groupe de taille n au temps 0 (le temps remonte ici). La suite
(AN (7)), en est une chaine de Markov sur {1,...,n} de matrice de transition

Gy = (9%)11{.1@})

Pour cette chaine, I'état 1 est absorbant tandis que les états 2,...,n sont
transitoires puisqu’ils meénent tous a 1. Il est difficile d’étudier les propriétés
fines de cette chaine, comme par exemple des propriétés sur le temps d’atteinte
de I’état 1. Nous allons donc remplacer ce modele a temps discret par un
modele plus simple & temps continu.

1<5,k<n_

13.1 Modele généalogique a temps continu

Considérons la chaine de Markov a temps continu (A(t)),s, sur IN* dont
le générateur infinitésimal est donné pour tous j, k € IN* par

() sijz2etk=j—1,
L(jky=4—() sij=2ethk=1j
0 sinon.

C’est un processus de mort pur sur IN* (sauts de n & n — 1 seulement) pour
lequel 1 est absorbant. Le temps de séjour en n suit la loi exponentielle de
parametre (Z) Ceci s’interprete de la maniere suivante : chaque couple d’in-
dividus se cherche un pére indépendamment des autres couples et y arrive
au bout d’'un temps exponentiel de parametre 1. Pour n individus, on a (Z)
couples distincts. Or le minimum de (Z) variables aléatoires indépendantes de
méme loi exponentielle Exp(1) suit la loi Exp((5)) (voir aussi lemme 11.2).
On note (An(t));5, le processus issu de n, qui est & valeurs dans {1,...,n}.
Montrons a présent que le processus a temps discret renormalisé converge
vers le processus & temps continu. On s’intéresse au cas limite ou N est grand
et ou I'unité de temps se compte en N générations. La date d’apparition de
I'ACPR de deux individus donnés est donc T4 /N ol T4 suit la loi géométrique
sur IN* de parameétre po = 1/N.
Lemme 13.2 (Loi exponentielle comme limite de lois géométriques renormali-
sées). Si(Vi),, est une suite de variables aléatoires de loi géométrique de pa-
ramétres respectifs (,un)n>1 telle que lim,,_, oo Ny, = p > 0 alors (n’lvn)n>1
converge en loi vers la loi exponentielle de parameétre .

1. Nombre de fagons de découper un ensemble & k éléments en j ensembles non
vides. Apparait aussi dans le chapitre 1 pour étudier le collectionneur de coupons!
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Démonstration. On utilise les fonctions caractéristiques. Si V' ~ Exp(u), alors

it/n

e n
Mn Mn no ov (t),

Pvanlt) = 12 (1= pa)e™™  npn —n(l —e/m) nvoo p—it

Alternativement, pour tout x > 0,
P(n~V, > ) = P(V, > nx) = e Hnlnzl 5 g7z,
O

Pour une population comportant N individus et dans une échelle de temps
ou 'unité de temps est égale a N générations, le temps 7o d’apparition de
I’ACPR pour deux individus donnés est approximativement de loi exponen-
tielle de parameétre 1. En particulier IE(T3) = 1. On a donc montré que

ANz o7 (A2(1)) 0.

Considérons I'arbre généalogique de trois individus. Quand N tend vers
linfini, T4 /N converge en loi vers Exp(1). De plus, on montre de méme que
(T3 /N, T5/N) converge vers (Ty,T3) ot Tz et T3 sont indépendantes de lois
exponentielles respectives Exp(1) et Exp(3) :

P(T/N,T;/N) (S, t) = E(exp(isTQ//N + ZtTé/N))
= E(E(exp(isT3/N)|T3) exp(itT3/N))

N 3N1 SE(e ) + gx = gE(eith)E(e“Té/N)

et le lemme 13.2 permet de conclure que (AY (| N t]))i>o converge en loi vers
le processus (A3(t)) >, quand N tend vers I'infini. En d’autres termes, lorsque
N tend vers 'infini et que le temps est mesuré en unités de N générations, le
mécanisme d’apparition de ACPR d’un groupe composé de trois individus
distincts pour le processus limite est le suivant :

— aprés un temps exponentiel T35 ~ Exp(3), un ancétre commun & 2

individus apparait,

— l'ancétre commun apparait alors apreés un temps T ~ Exp(1),

— les variables aléatoires T et T3 sont indépendantes.
En particulier, a la limite, la probabilité que le premier ancétre commun soit
commun aux trois individus est nulle. On généralise le résultat comme suit.

Théoréme 13.3 (Du discret au continu). Pour tout n > 2, la convergence
de processus suivante a lieu, au sens des lois marginales,

AV (Nt iz0 7 (An(®)is-
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Démonstration. On esquisse seulement les grandes lignes. Considérons dans
un premier temps le comportement de la matrice de transition de G lorsque
N est grand. Puisque Sy —1 = (’2“), pour tout 2 < k < n,

N N(N—-1)---(N—k+1) [k\1 _
g;(c,k),l = Sk k-1 NE =l T O(N7?)
tandis que pour j < k— 1, on a
N N(N-1)---(N—j+1) _
g}i’j) = Sk E = O(N7?).

Enfin, on a

g]g{p:N—’CN(N—1).-.(N—/<+1):1— <§>}V+O(N‘2)-

Ainsi Gy = I + N71Q + O(N~2). La suite de la démonstration, omise ici,
consiste & identifier la limite de (G )V, O

13.2 Longueur de ’arbre généalogique

Le processus a temps continu (A, (t)),, d’espace d’états {1,...,n} est un
processus de mort pur, c’est-a-dire que ses trajectoires continues par morceaux
sont décroissantes. Il est issu de A, (0) = n et décroit uniquement avec des
sauts d’amplitude —1. Pour tout & > 2, sachant que le processus est dans I’état
k, le temps d’attente Ty avant de passer dans ’état k — 1 (seule transition
possible) suit une loi Exp((g)) De plus, les variables aléatoires (Tk)ycy<,, SONt
indépendantes. Le temps d’apparition de TACPR W,, s’écrit donc

Wn:T7L+"'+T27

ou les (Tk)2<k<n sont les temps de séjours dans les états 2,...,n. En parti-
culier, on a donc

- 1 = 1 1 1
EW,) =2y —— =2 — ) =2(1-= 2
(Vo) Zk(kfl) Z(kl k) ( n>_>
k=2 k=2
et les T, ..., T, étant indépendantes, on a de plus

Var(W,) = Y _ Var(Ty)
k=2

=3 e
= 2k —1)2
Rl



13.2 Longueur de I'arbre généalogique 179
n
1 1 2
= 4 _— —
Z(k2+(k—1)2 k(k—l))

— 1 4 1

=38 —+—=—-4-8(1—-——).
k2 + n? ( n)

On a Var(W,,) % — 12 ~ 1.16 (notons que Var(Ty) = 1). Il est possible
d’obtenir une expression explicite de la densité de W,, en remarquant que
P(W, < t) = P(A,(t) = 1) et en calculant la matrice de transition du
processus ancestral (assez peu passionnant).

On appelle arbre généalogique d’un groupe de n individus ’ensemble de
tous leurs ancétres toutes générations comprises, eux compris, jusqu’au pre-
mier ancétre commun a tous les individus. On note L., et 'on appelle lon-
gueur de l’arbre généalogique la variable aléatoire égale a la somme des temps
de vie de tous les individus de ’arbre. La longueur de I’arbre L,, s’exprime en
fonction des temps d’apparition des ancétres communs :

L, =2T+ --+nT,.

En particulier, comme T, ..., T, sont indépendantes avec T}, ~ Exp((g)),
E(L,) ~ 2log(n) et Var(Ly) 2
n) v 2log(n) e ar(La) ~ =

Théoréme 13.4 (Longueur de l'arbre ancestral). La v.a. L, suit la loi du
mazimum de n—1 v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre 1/2. De plus,

Ln .S. Ln oi
2259 et =2 —log(n) 2o Gumbel
log(n) n—oo 2 n—00

ot la loi de Gumbel a pour fonction de répartitiont € R — e
Démonstration. La variable aléatoire L,, est la somme des variables aléatoires

indépendantes 275, ..., nT, qui suivent les lois Exp(1/2),...,Exp((n—1)/2).

Le premier résultat découle alors de la propriété suivante : si Eq,..., F, sont
des variables aléatoires indépendantes de lois Exp()), Exp(2)), ..., Exp(n\)
alors leur somme S,, := Eq1+---+FE,, ala méme loi que M,, := max(F,...,F,)

ou Fy,..., F, sont des v.a. i.i.d. de loi Exp(A). La densité de M,, est

fu(z) = (P(My < 2))’
=((1-e )R, (2))
=n\1 — e )" le Mg, (7).

Montrons S, a pour densité f,,. C’est vrai pour n = 1, et par récurrence, si
cela est vrai pour n, alors la densité de S,, 11 est, en notant gy celle de Exp(}),
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y
Jn* gnaa(y) = (n + 1))\/ fn(gg)e—/\(nﬂ)(y—x) dx
— 0o

y
=An+ l)n)\ef)‘("ﬂ)y/ (M — )" 1A dy
0

)\(n + 1)6—)\(n+1)y(ez\y _ 1)n

=An+ e (L —e )" = fr(y).

En fait, cette propriété ne constitue quune partie du lemme de Rényi 11.3.
Pour établir le second résultat du théoréme (convergence p.s.) on utilise

le fait suivant? : si (X,,), sont des v.a.r. indépendantes et centrées vérifiant

>, E(X2) < oo alors ), X, converge presque siirement et dans L?. Avec
X, =nT, —EnT,) =nT, —2/(n—1) ona E(X,,) =0 et

4
;E(X;f) = Z;Var(Xn) = ; o <

donc ), X, converge p.s. et donc

n

Ly 1 R
- X, + E(kT;
toatn) ~ Toa(m) 2" ¥ Toamy 2 EAT)
n n—1
1 2 1 ps.
log(n) ];2 log(n) = k nooo

Pour établir le troisiéme résultat (fluctuation Gumbel), on utilise le fait que
L,, et M,, ont méme loi, puis on écrit, pour tout t € R,

n—1
P(L, —2log(n) < 2t) = (1 _ e*%(2t+2log(n))>

e t\"
—t
~(1-5) e
n n—oo

13.3 Mutations

Pour rendre compte de la diversité des individus dans une population, il
faut tenir compte des possibilités de mutation de '’ADN, en particulier lors
de sa réplication. Les mutations entrainent une diversification génétique des
enfants d’un méme individu. Le taux de mutation d'une base® est trés faible.
On suppose pour simplifier que ce taux ne dépend pas de la base concernée,

2. Cas particulier du théoréme de convergence de martingale bornée dans L2
3. Un brin d’ADN est constitué par une suite de lettres d’alphabet {A4,C,G,T}.
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ni de sa position dans le brin d’ADN et qu'il est constant au cours du temps.
Ainsi, a chaque génération, un individu a une probabilité y d’avoir une mu-
tation qui le différencie de son parent. Si 'on considére une séquence de m
bases, la probabilité que deux mutations aient lieu au méme endroit est 1/m.
Comme les probabilités de mutation sont faibles, cela arrive tres rarement. On
fera donc I'hypothése que 'on a une infinité d’alleles possibles et que chaque
nouvelle mutation affecte un site différent. Ainsi, une mutation donne tou-
jours un nouvel allele. Le temps d’apparition d’'une mutation dans la lignée
ancestrale d’'un individu est donc une loi géométrique de parametre pu. On
pose 8 = 2uN et on suppose que 6 est d’ordre 1. Ainsi, lors du passage a
la limite quand N — oo, le processus de mutation devient un processus de
Poisson. Plus exactement, on munit chaque branche de I’arbre d’un processus
de Poisson de parametre 6/2 qui comptera les mutations. Les deux proces-
sus de coalescence et mutation sont d’origines aléatoires différentes. Nous les
considérerons indépendants.

Théoréme 13.5 (Loi du nombre d’alléles dans un échantillon). Si K, désigne
le nombre d’alléles distincts dans un groupe de n personnes alors

loi

K S+ 4,

0t (k) s, sont des v.a. indépendantes avec ny, ~ Ber(0/(k —1+0)), k > 1.

Notons que 77 = 1 presque stirement. La variable aléatoire K,, correspond
au nombre de tables dans le processus des restaurants chinois du chapitre 14.
En particulier, on sait calculer les deux premiers moments, et on connait le
comportement asymptotique (convergence et fluctuation).

Démonstration. Pour un groupe de n individus, on s’intéresse au premier
temps (dans le passé) d’apparition d’une coalescence ou d’une mutation. Tout
se passe commie si U, était le minimum entre T,, premier temps de coalescence
(de loi Exp((3))) et Ri,..., R, premiers temps de mutation des individus
1,...,n de méme loi Exp(6/2). Puisque ces v.a.r. sont indépendantes, leur
minimum suit la loi exponentielle de parameétre égal & (lemme 11.2)

n +ngin(n71+9)
2 2 2 ’

et la probabilité que ce premier phénomene soit une coalescence vaut

(3) n—1

”(n—21+9) n—1+6

De méme, la probabilité pour que ce phénomene soit une mutation est donc

7 n—1 0
n—1460 n—-1+46

1
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On pose 7, = 1 si ce premier phénomeéne est une mutation et 7, = 0 si
c’est une coalescence. La variable aléatoire 7, suit donc la loi de Bernoulli de
paramétre 0/(n — 1+ 6). Etudions ce qui se passe aprés ce temps U, :
— Sin, = 0 alors le nombre d’ancétres a I'instant U,, est n—1 et le nombre
d’alleles distincts dans ce groupe de n — 1 individus est K,,_1 = K.
— Si 7, = 1 alors I'individu qui a muté a 'instant U,, est a ’origine d’un
allele différent. Il correspond, dans la population initiale de n individus,
a la présence d’un allele distinct de tous les autres. De plus, cet allele
est présent une seule fois dans la population des n ancétres. On obtient
donc une population de n — 1 individus possédant K, 1 = K, — 1
alleles distincts.
Dans tous les cas, on a obtenu K,, = K,,_1+m, et on considere a partir de ’ins-
tant U,, une population de n — 1 individus possédant K, _; alleles différents.
Par récurrence, on obtient bien la décomposition de K, en somme de variables
aléatoires de Bernoulli. La propriété de Markov du processus de coalescence
et I'absence de mémoire du processus de mutation assure I'indépendance des
variables aléatoires (), O

On peut en fait décrire plus précisément la structure des alleles d’une
population de n individus. Dans le modele a nombre d’alléles infini, un échan-

tillon de taille n peut étre représenté par une configuration ¢ = (c1,...,¢y)
ol ¢; est le nombre d’alléles représentés ¢ fois et |c| = ¢1 +2¢o+ - - - +ne, = n.
On notera e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) le ¢ vecteur unitaire. Il s’agit & pré-

sent d’établir une équation satisfaite par les probabilités (g(c)) ou ¢(c) est la
probabilité qu'un échantillon de taille |¢| tiré sous la probabilité stationnaire
ait la configuration e. On pose g(e;) = 1. Supposons que la configuration
soit ¢. En remontant la généalogie de I’échantillon jusqu’au premier change-
ment, nous trouvons une mutation ou une coalescence (ancétre commun a
deux individus). Analysons ces deux événements :

— Le premier événement (mutation) a une probabilité (lemme 11.2)

nd /2 B 0
nf/2+nn—-1)/2 O+n—1

La configuration b qui a conduit & la configuration c est

— b = ¢ si la mutation a eu lieu sur I'un des ¢; singletons (a lieu avec
probabilité ¢; /n),

— b = c—2e; +e5 sila mutation a eu lieu sur un des alleles représenté
2 fois (a lieu avec probabilité 2bs /n = 2(co + 1)/n),

— b=-c—e; —ej_1 +e; sila mutation a eu lieu sur un des alleles
représenté j fois (a lieu avec probabilité jb;/n = j(c¢; +1)/n)

— Le second événement (coalescence) a lieu avec une probabilité qui vaut
(n—1)/(8+n—1) et dans ce cas, la configuration précédente était de
la forme b = ¢ + e; — e;41 : un allele présent j fois (parmi les ¢; + 1)
s’est dédoublé, ramenant de ¢; + 1 & ¢; le nombre d’alleles présent j
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fois et de cj41 — 1 a c¢j41 le nombre d’alleles présent j + 1 fois. Cet
événement a une probabilité de jb;/(n — 1) = j(¢; +1)/(n —1).
On retrouve le processus des restaurants chinois du chapitre 14, qui affirme
que c suit la loi d’Ewens. On parle de formule d’échantillonnage d’Ewens en
génétique* : pour tous entiers aq, ..., a, vérifiant a; + 2as + - - - + na, = n,

q(e) =P(er(n) = ay,...,cn(n) =ay)
n! /0
00 +1)-- (9+n—1)1:[<j> o

13.4 Coalescent de Kingman

Le coalescent de Kingman est un processus a temps continu a valeurs
dans l’ensemble &,, des relations d’équivalence sur [n] = {1,...,n} c’est-a-
dire ensemble des partitions de [n]. Il décrit la généalogie d’une population
de taille n. Jusqu’a présent, nous avons proposé un modele pour 1’évolution
temporelle du nombre d’ancétres d’une population initiale donnée. Il s’agit a
présent d’étre plus précis en gardant trace des liens de parentés entre tous
les individus. Numérotons les individus de 1 & n. A un instant ¢, on définit
la relation d’équivalence ~ sur [n] par i ~ j si et seulement si les individus
7 et j ont le méme ancétre commun au temps ¢. Chaque classe d’équivalence
correspond a un ancétre de la population initiale et les éléments de cette classe
sont tous les descendants de cet individu. Soit C(t) cette partition aléatoire.

Supposons que C(0) = a € &, et notons k le nombre de ses classes (on
écrira |a] = k). Lorsque t augmente, nous progressons vers le passé et le
processus reste constant jusqu’a ’apparition d’un ancétre commun a deux des
ancétres de chaque classe. Lorsque ceci se produit, les deux ancétres, et par
conséquence tous leurs descendants, partagent cet ancétre commun. Les deux
classes d’équivalence sont donc regroupées (coalescent). Le taux d’apparition
de cet événement est 1. Le processus (C(t)),, est le processus de Markov a
temps continu sur &, d’état initial C'(0) = A = {{1},{2},...,{n}} (personne
n’est rélié & personne), et de générateur @

—(g) sia=p et |a| =k,
Qa,8) =<1 sia~f,

0 sinon,

ou la notation a ~ 3 signifie que la partition 8 peut étre obtenue a partir de
la partition a en fusionnant deux de ses classes d’équivalence. Le processus
C est appelé coalescent ou n-coalescent. Pour déterminer sa loi, il faut tout
d’abord étudier la chaine incluse (Cin°) . Cette chaine est issue de
A et admet pour transitions :

k=n,n—1,...,1

4. «ESF : Fwens Sampling Formula» en anglais.



184 13 Généalogies et coalescence

‘ [l

( sia~fet|al =k,

0 sinon.

N 7
~—|

P, = BICP = a) = {

Le processus C' évolue donc selon une suite
A=C~Cl ~ - - v O =6,

ot O est la partition triviale et passe en la partition C}*® un temps exponentiel
de parametre (2) Les taux de transition ne dépendent de la partition qu’au
travers de son cardinal et

|C(t)| = An(t)a

puisque les classes de C'(t) sont en bijection avec les ancétres au temps ¢. Ainsi,
les processus (An(t));~, et (Cjre),. sont indépendants et pour tout ¢ > 0,

Plus précisément, on a
P(C(t) = a) = P(4,(t) = [a P(CI2S = a).

Théoréme 13.6 (Loi du coalescent de Kingman). Soit 1 < j < n et «
une partition de [n] dont les classes d’équivalence admettent les cardinauz
AL, .., Aj. Alors,

Démonstration. On procede par récurrence descendante. Le résultat est clair
pour j = n (si a n’est pas la partition A, sa probabilité d’apparition est nulle,
et A est la seule partition & n classes, toutes singleton). Supposons que le
résultat soit vrai pour j > 2. Alors

pi-1(8) = P(C}™ = B)
Z ( ( ;ncl_ﬁ|cmc_ )

a€é,
2
= _pile)z—
= i@ =1
Notons Ag, ..., Aj—1 les tailles des classes d’équivalence de . Celles de o sont
)\17 teey )‘lflvmv )\l —-—m, )\l+17 L) )\jfl

pour un certain 1 <I<j—1et 1 <m < A\ — 1. Posons

m = )\1' . ~)\g_1!m!()\l — m)!)\l+1! ce >‘j—1!-
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Gréace a I’hypotheése de récurrence®,

1j—1 A—1 2(n — PYIG - 1)! A
pj-1(8) = 5 ;n; 3G = Dal(n— 1)!7rl7m (m)
(n—)'G = DI —2)! =11
N jn!?n—l)!] Al!"'Aj—l!;mz::ll
n—73+ DG - —2)
- — n!)(T(L]— 1)') § : Al Ayl

car S U0 N = N+ N — 1l =n—j+ 1.

m=1

13.5 Pour aller plus loin
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En biologie, la phylogénie est I’étude des relations de parenté entre étres
vivants. La modélisation stochastique en phylogénie est abordée par exemple
dans les livres de Warren Ewens [Ewe04], de Rick Durrett [Dur08], et de
Jean-Frangois Delmas et Benjamin Jourdain [DJ06]. Les aspects statistiques
sont abordés dans le cours de Simon Tavaré [Tav04]. John Kingman étudie
le processus qui porte son nom dans [Kin93]. Son travail a donné lieu a de
nombreux développements, notamment une théorie de la fragmentation et de
la coalescence, en liaison avec les processus de branchement, les processus de
Lévy, et les partitions aléatoires. On pourra consulter les livres de Nathanaél
Berestycki [Ber09] et de Jean Bertoin [Ber06], ainsi que le cours de Saint-Flour

de Jim Pitman [Pit06] et le cours de Sylvie Méléard [Mé13].

5. Le facteur 1/2 au début est dii & la permutation de m et A\; — m. Pour bien le

comprendre, considérer les exemples \; = 2 et \; = 3.
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Restaurants chinois

Mots-clés. Partition aléatoire ; permutation aléatoire ; loi d’Ewens ; algo-
rithme de Fisher-Yates-Knuth ; nombres de Bell ; nombres de Stirling.

Outils. Combinatoire; groupe symétrique; chaine de Markov; martin-
gale ; inégalité de Markov ; loi de Poisson.

Difficulté. **

Ce chapitre est consacré a ’étude de propriétés remarquables de la loi
d’Ewens, apparue dans le chapitre 13 comme la loi de la partition d’une po-
pulation en fonction des alleles d’'un méme gene dans un modele & nombre
d’alléles infini. Les propriétés sont présentées sous la forme ludique du pro-
cessus dit des restaurants chinois mais ce sont bien les interactions avec la
biologie évoquées ci-dessus qui en sont la réelle motivation d’origine.

Pour tout entier n > 1, on note S, I'ensemble des permutations de
{1,...,n} (groupe symétrique). Le processus des restaurants chinois est une
chaine de Markov inhomogéne (O’n)n>1, d’espace d’états U, >1Sy, ol oy, est a
valeurs dans S,, pour tout n > 1, de valeur initiale o3 = (1), et de noyau de
transition donné pour tous (o,0’) € S;, X 8,41 par

1
si ¢’ s’obtient en insérant n + 1
0+n
dans 'un des cycles de o ;
0
Plopi1=0'|op=0) = si o/ s’obtient en ajoutant
0+n
le cycle (n+1) a o}
0 sinon ;
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ou f > 0 est un parametre fixé qui ne dépend pas de n. Il s’agit bien d’'un
noyau de transition car la somme des longueurs des cycles de o est n. Le
nom de ce processus provient de l'interprétation des cycles de o, comme
les tables circulaires occupées par les n clients d’un restaurant chinois, ces
restaurants ou les gens s’attablent sans se connaitre. Au temps initial 1, le
restaurant ne compte qu'une seule table occupée par un seul client numéroté
1. Par récurrence sur n, a I'instant n+ 1, et conditionnellement a tout le passé
01,...,0p, Un nouveau client, numéroté n + 1, pénetre dans le restaurant, et
décide soit de rejoindre I'une des tables déja occupées (cycles de o,,) avec une
probabilité proportionnelle a la taille de la table (longueur du cycle), & une
place uniformément choisie, soit de s’asseoir & une table vide (créer un nouveau
cycle de longueur 1 contenant n + 1). Cette interprétation gastronomique
suppose que les convives ne changent jamais de table, que les tables peuvent
avoir un nombre arbitrairement grand de convives, et que le restaurant peut
comporter un nombre arbitrairement grand de tables.

1g s 24 5
123456
o6 = (1,6,3)(2,4)(5) (6 28 3) ot 76 = {{1,6,3}, {2,4}, {5}}

Fig. 14.1. Configuration avec n = 6 clients sur 3 tables dans le restaurant chinois.

Associons & la permutation aléatoire o, la partition aléatoire m, de
{1,...,n} donnée par le support des cycles. Chaque bloc de m,, regroupe les
clients d’une table du restaurant. On a m; = {1}, et pour tout n > 1, 7, est &
valeurs dans ’ensemble [T, des partitions de {1,...,n}. En général, 'image
d’une chaine de Markov par une fonction n’est pas une chaine de Markov .
Cependant, il se trouve ici que (7,),,, est une chaine de Markov inhomogene
sur Uy, >117,, de noyau de transition donné pour tous (m, ') € II,, X II,, 11 par

1. Un critére di a Dynkin fournit une condition suffisante sur la fonction.
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ol .y
7T si ' s’obtient en insérant n + 1
n
dans le bloc b de 7;
— _ — 0
P(rp1 =7 |m = 7) = 0T si ' s’obtient en ajoutant
n
le bloc singleton {n + 1} a ;
0 sinon ;

ou [b| désigne le cardinal de b. Ona >, |b| =n o b € , signifie que b est
un bloc de m,.

Remarque 14.1 (Cas extrémes). Lorsque § =0 on a m, = {{1,...,n}} tan-
dis que si 0 = oo alors m, = {{1},...,{n}}. Les probabilités sont monotones
en 0. Plus 0 est grand, plus les clients ont tendance a s’asseoir a une table
vide plutét que de rejoindre une table occupée.

Remarque 14.2 (Remonter le temps). Sur ce début de trajectoire de (my)n>1,

™ = {{1}}

2 {{1}.{2}}

T3 = {{1’3}’{2}} ,
my = {{1,3}, {2}, {4}}

on remarque immédiatement qu’il est possible de remonter le temps. Par
exemple, d partir de w4, on en déduit w3 en repérant le bloc contenant 4,
puis on en déduit mo en repérant le bloc contenant 3, puis w1 en repérant le
bloc contenant 2. Plus généralement, pour tout n > 1 et tout © € Iy, il
existe un unique w € II, tel que P(mpy1 = 7' |7, = 7) > 0. L’information
sur my, est intégralement contenue dans m,1 sans dégradation. Le processus
transporte intégralement son passé.

14.1 Lois d’Ewens

On note |7| le nombre de blocs de la partition 7 € IT,, et |o| le nombre de
cycles de la permutation o € S,,. Ainsi on a |m,| = |o,| pour tout n > 1.

Théoréme 14.3 (Loi d’Ewens sur S,,). Pour tout 0 € S,,, on a

glel
60 +1)---(0+n—1)

P(o,=0) =

Démonstration. La formule est vraie pour n = 1. Procédons par récurrence
sur n et supposons-la vraie pour n > 1. Soit ¢’ € S,41. On observe tout
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d’abord qu’il existe un unique o € S,, tel que P(op,41 = 0’ |0, = o) > 0. Si
|o’| = |o| + 1 alors P(o,41 = 0’ |0, = 0) = 0/(6 + n) et si |o'| = |o| alors
P(opi1 =0’ |o, =0) =1/(0 4+ n). Dans les deux cas, on a bien

glo'l
60 +1)---(0+n)

O

Plopy1=0")=P(o, =0)P(opy1=0"|0o, =0) =

Remarque 14.4 (Marche aléatoire, transpositions, et loi uniforme sur S,,).
Conditionnellement & {c, = o}, on peut construire op41 & partir de o en
choisissant d’abord un élément aléatoire K de {1,...,n+1} valant n+1 avec
probabilité /(0 +n) et 1,...,n avec probabilité 1/(0 + n), puis en ajoutant
n+ 1 au cycle de o contenant K si K < n ou en créant un nouveau cycle
(n+1) si K =n+ 1. Ceci revient d fabriquer d partir de o un élément o’
de Sp41 en ajoutant d o le cycle (n+ 1), puis d calculer le produit o' dans
Snt+1 04 T est la transposition aléatoire (n+ 1, K). Ainsi

loi

(O-n)n>1 = ((17 Kl) T (’I’L, K’”))n)l
ot (Kn)n21 est une suite de variables aléatoires indépendantes avec K1 = 1
et pour tout n = 1, K11 de loi ﬁél 4+ ﬁén + ngLn(SnJrh et (Un)n>o
est une marche aléatoire sur S,, non homogéne en temps, sur le graphe de
Cayley de S,, engendré par les transpositions. St 0 = 1 alors pour tout n > 1,

K, suit la loi uniforme sur {1,...,n}, tandis que o, suit la loi uniforme sur
Sp, et on retrouve l'algorithme de Fisher-Yates-Knuth du théoréme 4.1.

Théoréme 14.5 (Loi d’Ewens sur I1,,). Pour tout m € II,,, on a

g~
Plm =m) = g5 @ +n=1) IET(“)' - Dh

Démonstration. Le théoreme 14.3 donne

gl
@+1)---(0+n—-1)

P(rp,=m)= Y Plo, =0)= ; |E,|

ocelb,

ou FE, est I'ensemble des o € §,, dont la partition de la décomposition en
cycles est m. Il y a (k — 1)! cycles de longueur k d’un ensemble & k éléments
donc le cardinal de E est donné par [], . (|b] — 1)!. O

Remarque 14.6 (Loi d’Ewens et loi uniforme sur I1,,). Pourn > 3, quel que
soit 0, la loi d’Ewens sur II,, n’est jamais la loi uniforme étudiée dans le cha-
pitre 4. En effet, notons m = {{1},{2},...,{n}}, 7’ = {{1,2},{3},..., {n}},
" ={{1,2,...,n}}. Alors P(m,, = 7) = P(xw, = 7') uniquement pour § = 1
et dans ce cas P(m, = 7) # P(m, = 7").
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Pour tout temps n > 1 et tout 1 < k < n, soit A, i le nombre de tables de
taille £ au temps n, c’est-a-dire le nombre de blocs de taille k& dans la partition
aléatoire m,. On a

n= An,l + 2An,2 + -+ nAn,n et |7Tn‘ = An,l + -+ An,n~

Théoréme 14.7 (Loi d’Ewens sur les blocs). Pour tout n € IN* et tout
(a1, ..,a,) € N vérifiant a1 + 2a2 + - - -+ na, =n, on a

n' n 1 9 aj
Pl =i o = 0) = Gy g 1) Ha]'<) '

J=1
Démonstration. Le théoreme 14.5 donne

9a1+ t+an

P(An,l:ala---aAn,n:an):9(9+ ) 9+n_1 H .7_1 a]|Hn(a)|

ou IT,,(a) désigne I’ensemble des 7 € II,, comportant ay, blocs de taille & pour
tout 1 < k < m. Or l'ensemble IT,,(a) a pour cardinal

n!
H?zl(j!)aj a;!’
d’ou la formule. O

Remarque 14.8 (Apparition et maintient de petites tables). Le processus
des restaurants chinois permet lapparition de petites tables et le maintien de
leur présence au fil du temps car elles sont choisies au prorata de leur taille!

14.2 Nombre de tables

Au temps n > 1, la salle du restaurant se compose de |, | tables occupées.

Théoréme 14.9 (Nombre de tables). Pour toutn > 1, on a

n—1

0
B(mal) = 3 5 = 0108(n) + O (1) 0log(n),
k=0
et
n—1
Var(|m,|) = Z 9 n k; = 0log(n) + Opo(1) oo 0log(n).
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1000

500

Effectif

0 10 20 30
Longueur de cycle

Fig. 14.2. Histogramme d’un échantillon de taille 5000 de la loi d’Ewens de taille
n = 1000 et de parametre 0 = 1.

Démonstration. La suite markovienne (7,),; a la méme loi que la suite
récurrente aléatoire définie par m; = {{1}} puis pour tout n > 1 par

Tn4+1 = fn (7Tn, En+1)

ol (en),, sont des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], et ot

fn(m, €) est Pélément de IT,, 41 obtenu & partir de m € II,, soit en ajoutant n+1

au bloc by de wsie € [(|b1] + -+ |bp—1]) /(0 +n), (|b1] + - - + [bk]) /(0 + n)]

avec 1 < k < ||, olt by, ..., by sont les blocs de m, soit en ajoutant le bloc

{n+ 1} a la partition 7 si € € [n/(6 +n), (0 +n)/(0 + n)]. On rappelle que

n = [b1| + -+ + |bjz|. On a alors |7, | = & + - - 4 &, pour tout k£ > 1, ot
§ei= Ly o i ornin).

O0+k—1260+k—1

La suite (), est constituée de variables aléatoires indépendantes de lois
de Bernoulli, et pour tout k£ > 1

0

P& =1)=1-P(&=0) = 5077

L’événement {&, = 1} signifie que le client n décide de créer sa propre table,
tandis que I’événement {&,, = 0} signifie qu’il décide de rejoindre une table
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existante. En particulier, & = 1 p.s. Cela donne pour E(|m,|) et Var(|7,|) les
formules en sommes. A ce stade, on rappelle la comparaison série-intégrale
suivante : si f : Ry — Ry est une fonction continue et décroissante alors

n+1 n n
/0 f(t)dtékz_%f(k)éf(owr/o F(t) dt.

Donc E(|m,|) et Var(|m,|) valent 0log(n) + Op oo (1) ~n—oo 0log(n) . O

Remarque 14.10 (Un jeu de pile ou face inhomogene). Par construction,
(Imnl)n>1 est p.s. croissante et ne fait que des sauts de +1. Elle constitue le
processus de comptage partant de 1 de tops espacés par des durées aléatoires
indépendantes. Cependant, ces durées ne sont pas de méme loi, et ne sont pas
de loi géométrique. Il s’agit plutét d’un jeu de pile ou face ot la probabilité
de gagner change d chaque lancer. Bien que (mp)n>1 S0it croissante, elle est
cependant de moins en moins croissante en quelque sorte puisque la quantité

o =P(mpp1] = |l +1) = P(§u = 1) = 0(0 + n)_l

décroit quand n croit. Malgré tout, la moyenne et la variance de |m,| sont
équivalentes d 0log(n) lorsque n tend vers co. La situation différe du cas du
collectionneur de coupons du chapitre 1, pour lequel la probabilité de gagner
change aprés chaque succes.

Théoréme 14.11 (Asymptotique du nombre de tables). On a

|7Tn| P
log(n) n—oo

|7Tn‘ L? . .
— 0 et en particulier
log(n) n—oo

Démonstration. Grace au théoréeme 14.9, quand n — oo,

E (( ol _(,)2) _ Vax(lra) + (E(im) — Olog(n))?

log(n) (log(n))?
1
=0| ——= ) =o0(1).
<1og(n)> o
La convergence en probabilité s’obtient grace a 1’inégalité de Markov. a

Le résultat suivant affirme que la convergence a lieu presque siirement.
La borne O(1/log(n)) obtenue par la méthode du second moment ci-dessus
n’est pas sommable, ce qui ne permet pas d’obtenir la convergence presque
stire par application du lemme de Borel-Cantelli. Cela suggere cependant de
considérer un moment d’ordre plus élevé. Alternativement, on peut chercher
a se ramener & un résultat sur les martingales.

Théoréme 14.12 (Asymptotique du nombre de tables). On a

|| pas,
log(n) n—oo
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Démonstration. Soient (fn)n>1 comme dans la preuve du théoréme 14.9. Alors

|Wn| ) lm
<log(n) n>2 <log Z€k>n>2'

Notons que £ = 1 p.s. et donc & — E(&1) = 0. Pour tout n > 2, on a

1 n
log ka ~ log(n ) Z(Ek ~ B(& log ZE

k:l

Le second terme du membre de droite converge vers 6 quand n — oo grace
au théoreme 14.9. Il suffit donc d’établir que le premier terme du membre de
droite converge presque stirement vers 0. Or si

&k — E(k)
kZQYk avec Y = Iog (k:)

alors (Sp),,, est une martingale bornée dans L? car (théoréme 14.9)

L& Var(&) S 4
E(SD = 2. (ogth))? < 2 @7k~ Dlog®F =

k=2 k=2

Il est utile de rappeler a ce stade que la série de Bertrand

> 1
,;2 k(log(k))?

converge ssi § > 1. Etant bornée dans L2, la martingale (Sn)n>2 converge p.s.
(et dans L?) vers une variable aléatoire dans L? (donc finie p.s.). Le lemme
de Kronecker ? assure alors la convergence p.s. vers 0 quand n — oo de

1 " 1
log(n) kZZQIOg(k)Yk ~ log(n ) Z(fk — E(&))-

Notons qu’alternativement au théoreme sur les martingales, on pourrait uti-
liser le théoréme des séries centrées (théoreme 10.3). O

Théoréme 14.13 (Asymptotique en loi du nombre de tables). On a

|ﬂn‘ OﬂnD Af«)l)

Var(|m,|) n—o

De plus E(|m,|) et Var(|m,|) peuvent étre remplacés par 6log(n).
2. Si Y. an converge alors limy oo by ' > brak = 0 lorsque 0 < b, o0.
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Démonstration. Tout d’abord, on note que E(|m,|) et Var(|m,|) peuvent étre
remplacés par 6log(n) en utilisant le lemme de Slutsky et le théoréme 14.9.

Le résultat découle du théoréme de Berry-Esseen de la section 1.6 utilisé
avec X = &, de loi de Bernoulli de moyenne 6/(0 + k — 1). On obtient
méme une vitesse de convergence uniforme pour les fonctions de répartition !
Le résultat peut également étre obtenu en utilisant le théoréme limite central
de Lindeberg-Lévy pour les sommes de variables aléatoires indépendantes pas
forcément de méme loi, ou encore en utilisant le théoreme limite central pour
les martingales de carré intégrable avec normalisation par processus croissant.

Une preuve alternative peut étre obtenue en utilisant I'inégalité de Le
Cam renforcée de la section 1.6, avec py, = 0/(0 + k — 1). En effet, cela donne
Ayt (fin, Vn) = 0n—oo(1), et par conséquent, pour toute fonction continue et
bornée f: R — R, on a, avec 02 = Var(|m,|),

(=) (B2t o

ou P, désigne une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de moyenne
An = p1 + - + pn. D’autre part, par le théoreme limite central, le théoreme
14.9 qui donne /A, /o, — 1, et le lemme de Slutsky, on a

Pn_ n Pn_ n n oi
An _ An VA 1ok o, 1),

On vV An o, n—oo

a

La preuve précédente montre que la poissonisation est utile méme si la
moyenne diverge : A\, = p1+---+p, — oo. D’autre part, on a p?+---+p2 /4 0
et donc l'inégalité de Le Cam dyr (iin,,vn) = O(p3 + - -+ + p2) ne suffit pas.

14.3 Tables extrémes

A Tlinstant n le restaurant compte A, ; tables réduites & un seul client. La
combinatoire permet d’obtenir la loi de A, ;. Contentons-nous ici des deux
premiers moments.

Théoréme 14.14 (Clients solitaires). Pour tout tempsn > 1, le nombre Ay, 1
de tables réduites a un seul client vérifie

B nb B n(n — 1)(7’L — 2+ 29)0
Edna)=77g—7 o Vel =g g onio-

n+60-—1

En particulier, si 8 = 1 alors E(A, 1) = Var(A,1) = 1 pour tout n > 1,
tandis que pour tout 0,

lim E(A,1) =146 et lim Var(4,1) =0.

n—oo n—oo
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Notons que pour f = 1, la permutation aléatoire o,, suit la loi uniforme
sur S, et possede |o,| = |m,| ~ log(n) cycles, et en moyenne E(A, 1) =1
point fixe pour tout n > 1.

Démonstration. 1l s’agit de décrire la loi de la premiere composante A, ;
d’un vecteur aléatoire A, de IN” qui suit la loi d’Ewens. Il est cependant plus
commode de voir A, ; comme le nombre de blocs de taille 1 dans m,. On
a A1 =1et0< A,1 < n pour tout n € IN*. De plus, pour tous entiers

1<a,...;ap<net0< a1 <n+1lona
P(Api11 =ans1|Arn=a1,..., Api =an) = P(Anj11 = Gng1 | Ang = an)
qui vaut
0 ) , . .
si ap41 = an + 1 (S"attabler seul & une table vide) ;
0+n
a
& si apt1 = an — 1 (rejoindre la table d’un solitaire) ;
0+n
n—an . . . .
Grn Sonii=an (rejoindre une table comptant 2 clients ou +) ;
0 sinon.

En particulier, (A, 1)n>1 est une chaine de Markov inhomogene d’espace
d’états IN. On obtient la remarquable formule affine 3

al@+n—1)+06

IE(An+1,1 \An,l = a) = 0+n

Cela donne (n + 0)mp41 = (0 +n — 1)m, + 6 oit my, := E(A, 1). La formule
annoncée pour m, s’en déduit. Pour la variance, les calculs sont semblables
mais plus lourds, et utilisent la formule

Var(X) = E(Var(X |Y)) + Var(E(X | Y))
ot Var(X |Y) :=E(X?|Y) — E(X |Y)? est la variance conditionnelle. 0

L’entier A, , représente le nombre de tables comportant n clients, autre-
ment dit le nombre de blocs de taille n dans 7,. Lorsqu’une telle table existe,
elle regroupe tous les clients, et on dit donc qu’il s’agit d’une table unique.
On a A, , = 1 si et seulement si |7,| = 1. Le théoréme suivant précise les
choses, et montre en particulier qu’asymptotiquement, le modele des restau-
rants chinois ne fait pas apparaitre de table unique.

3. Une martingale se cache dans la chaine de Markov !
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Théoréme 14.15 (Table unique). On a A1 =1 et A, ,, € {0,1} pour tout
n > 1. Pour tout n > 2, la probabilité qu’il n’y ait qu’une seule table vaut

n—1
k
k=1

Enfin, la suite (Ayn)n>1 décroit presque strement vers 0.

Démonstration. Les premieres assertions du théoréme découlent directement
de la définition de m,. L’expression de la probabilité P(A,, ,, = 1) s’obtient en
notant que P(A,, =1) =P =0,...,& =0) =P =0)---P(&, =0).
Pour la convergence presque siire, on remarque d’abord que, puisque 6 > 0,
le produit infini [T;, (1 + 0k~1) diverge car la série harmonique diverge, et
par conséquent lim,, o, P(A4,, , = 1) = 0. D’autre part, la suite d’événements
(Ep)n>1 définie par E,, = {4, , = 0} est croissante, et donc

P(lim A,, =0 =PU2E,) = lim P(E,)=1—- lim P(4,,=1)=1.

n—oo n—oo n—oo

En fait, A, = Lcry ot T :=inf{n > 1:§, = 1} est 'instant de premier
succes dans un jeu de pile ou face dont la probabilité de gagner change a chaque
lancer, et décroit vers 0 au fil du temps. La décroissance est cependant suffi-
samment lente pour assurer un succes certain. En effet {T' < oo} = U2, E,
et donc P(T < oco) = 1. Alternativement, on peut utiliser le lemme de Borel-
Cantelli pour les événements indépendants F,, = {&, = 1} qui vérifient

ZIP(Fnzl)zzoin:oo

n>1 n>1

et
MFn = {Z ]l{En:l} = OO} C {T < OO}

n>1

14.4 Compléments de combinatoire

Le cardinal de B,, est le n-éme nombre de Bell B,, (chapitre 4). On a
“~ [n
B =3 {1}
k=1

ou la notation entre accolades désigne le nombre de Stirling de seconde espece,
qui compte le nombre de partitions & k& blocs de {1,...,n}. On dispose de la
formule de récurrence
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avec conditions au bord

i}« -

car pour choisir une partition de {1,...,n} ayant k blocs il faut et il suffit soit
de choisir une partition de {1,...,n — 1} ayant k — 1 blocs et de la compléter
avec le bloc singleton {n}, soit d’ajouter I’élément n & 'un des k blocs d’une
partition de {1,...,n — 1} ayant k blocs. Si X est une variable aléatoire de
loi de Poisson de parameétre \ alors

BE(X") =" {Z}Ak en particulier E(X") =B, si\=1.
k=1

On dispose également de la formule explicite suivante :

(i} =g ()

qui peut s’obtenir griace au principe d’inclusion-exclusion car le nombre de
Stirling de seconde espéce est égal au nombre de surjections de {1,...,n}
dans {1,...,k} divisé par k!

Une partition de {1,...,n} prescrit le support des cycles mais ne précise
pas la structure interne de chaque cycle. Il peut donc y avoir plusieurs permu-
tations pour chaque partition. Le nombre de permutations de {1,...,n} qui
possédent exactement k cycles est donné par le nombre de Stirling de premiere
espéce non signé, noté

n
)

égal au coefficient de 2* dans le polynome de Pochhammer

Ty =2z(z+1)---(z+n—1).

14.5 Pour aller plus loin

L’essentiel de ce chapitre est tiré de larticle didactique [CDM13]. Warren
Ewens est un professeur de biologie mathématique né en 1937 en Australie.
C’est a la fin des années 1960 qu’il découvre la loi qui porte aujourd’hui son
nom, en étudiant un probléme d’échantillonnage en génétique des populations,
lié au modele de Wright-Fisher, abordé dans le chapitre 12. Le parametre 6
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apparait comme un taux de mutation des alleles, comme expliqué dans le cha-
pitre 13. Une synthése sur le sujet se trouve dans son livre [Ewe04], ainsi que
dans ceux de John Kingman [Kin80] et de Rick Durrett [Dur08], ou encore
dans le cours de Sylvie Méléard [Mé13]. De nombreux aspects statistiques sont
abordés dans le cours de Simon Tavaré [Tav04]. Le travail d’Ewens a engendré
un nombre considérable de travaux en biologie quantitative et en probabilités.
La loi d’Ewens apparait dans une large gamme de structures aléatoires dis-
cretes dites logarithmiques, allant de la combinatoire a la théorie des nombres.
On pourra consulter a ce sujet le livre de Richard Arratia, Andrew Barbour,
et Simon Tavaré [ABTO03]. Il semble que le processus des restaurants chinois
doive son nom a Jim Pitman. Il apparait sous ce nom dans un cours de David
Aldous [Ald85]. Fred Hoppe a montré dans [Hop84] qu’on peut le relier & un
modele d’urne de type Pélya. On peut aussi le relier aux processus de Diri-
chlet et aux partitions aléatoires de [0, 1] (voir ci-dessous). De nos jours, le
processus des restaurants chinois et la loi d’Ewens font partie du folklore d’une
théorie plus générale de la (fragmentation et de la) coalescence. On pourra &
ce sujet consulter les livres de Kingman [Kin93], de Jean Bertoin [Ber06], de
Pitman [Pit06], ainsi que de Nathanaél Berestycki [Ber09].
Voici deux autres représentations remarquables de la loi d’Ewens :

1. Si Zy,...,Z, sont des variables aléatoires indépendantes de lois de
Poisson de moyennes 0/1,...,0/n alors

Loi(Zy1,...,Zn | Z1 4+ 225+ -+ -+ nZ, =n) ~ Ewens(n, 0) ;

2. Soit (P,)r>1 la loi sur IN* aléatoire générée a partir de la partition
aléatoire suivante de I'intervalle [0, 1] congu comme un baton de craie ® :

P =W, P=01-W)W,, P3=(1-Wi)(1-Wy)Ws,...

ou (W,),>1 sont des variables aléatoires i.i.d. de loi Beta(1,§) de den-
sité w — (1 — w)? " g 1j(w). Conditionnellement & (Py)y>1, soient
X1,...,X, des variables aléatoires i.i.d. sur IN* de loi (P,),>1. La suite
Xi,..., X, fait apparaitre au plus n entiers différents. Il se trouve que
leurs effectifs suit la loi Ewens(n, ) !

Signalons enfin qu’il est possible d’établir que pour tous 0 < k < n,

ek

}9(9+1)..-(9+n1)

Pllmal =) = |}

et d’obtenir une formule du méme genre pour la loi du couple (A, |7,|), voir
larticle de Ewens et Tavaré dans [JKB97].

4. Cette construction est connue sous le nom de «stick breaking» en anglais.
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Renforcement

Mots-clés. Renforcement ; urne ; graphe aléatoire ; attachement préféren-
tiel ; loi de puissance.

Outils. Chaine de Markov ; martingale ; marche aléatoire ; échangeabilité ;
loi exponentielle.

Difficulté. **

Le phénomene du renforcement est tres présent dans la nature, notamment
en génétique, en physique statistique, en sociologie, en psychologie, et en neu-
rosciences. Ce chapitre présente trois modeles emblématiques du phénomene :
I'urne de Poélya, le graphe aléatoire a attachement préférentiel de Barabési-
Albert, et une marche aléatoire renforcée. Il se termine par un théoréme de
Rubin sur les urnes de Pdlya généralisées. D’autres instances se trouvent par
exemple dans les modeles de Wright-Fisher et de Moran (chapitre 12), de
Ewens (chapitre 14), dans certains modéles de croissance (chapitre 6), et dans
le modele d’Ehrenfest (chapitre 9). Dans les modeéles markoviens, le phéno-
mene du renforcement apparait souvent en liaison avec une propriété de mo-
notonie partielle dans une récurrence aléatoire.

15.1 Urne de Pélya

L’urne de Pdlya est un modele simple de renforcement, qui modélise par
exemple le fait que le succes ou la richesse s’auto-amplifie au cours du temps.

Au temps n = 0, on prépare une urne contenant a > 0 boules argentées et
b > 0 boules blanches. Pour fabriquer la configuration de 'urne au temps n =
1, on tire au hasard une boule dans I'urne, puis on remet la boule tirée dans
I'urne, ainsi qu’une nouvelle boule de méme couleur. On répete ce mécanisme
de maniere indépendante pour fabriquer la configuration de l'urne en tout
temps n € IN. Notons M,, € [0,1] la proportion de boules argentées a 'instant
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n € IN. Alors, & l'instant n € IN, I'urne contient a + b + n boules dont (a +
b+ n)M,, sont argentées. Conditionnellement & M,,, une boule argentée est
ajoutée au temps n + 1 avec probabilité M,,. Ainsi, My = a/(a 4+ b), et

(a + b + n)Mn + ]1U7L+1 <My,
a+b+n+1

ol (Un)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi uniforme sur [0, 1], 'événement {U,41 < M,}
correspondant a l'ajout d’une boule argentée. La suite récurrente aléatoire
(Mn)n20 est a la fois une chaine de Markov non homogene d’espace d’états
[0,1] et une martingale. Codons le résultat du me tirage par une variable
aléatoire X,, & valeurs dans {«, 8} ol « et 8 indiquent respectivement que
la boule tirée est argentée ou blanche. Notons enfin Y,, et Z,, les nombres
respectifs de boules argentées et blanches ajoutées apres les n premiers ti-
rages. A Tinstant n, l'urne contient a +Y,, + b+ Z, = a + b + n boules,
dont a +Y, = a+ >, lix,—ay = (a + b+ n)M, boules argentées et
b+ 72, =b+ Zzzl 1yx,—py boules blanches. On a Y, + Z, = n. La suite
(Xn, Yo, Zn)n>1 vérifie la récurrente aléatoire

Mn+1 -

o, Yo +1,7Z,) siUppr < 22
(XYL+17)/'IL+17Z7L+1) = {( Y Z 1) i U - a;::){z?
(ﬁa ny 4n + ) Sl Unp+1 > atbin’

avec la convention Yy = 0 et Zy = 0 (il est inutile de définir Xj).

Théoréme 15.1 (Martingale). La suite (Mn)n>0 est une martingale @ valeurs
dans [0,1] pour la filtration (Fy),~q définie par F = o(Un,...,Uy), et en
particulier la proportion moyenne de boules argentées est conservée au cours
du temps : pour tout n € IN,

a
E(M) = E(My) = .
De plus, il existe une variable aléatoire My, sur [0,1] telle que
lim M, = My
n—oo
p-s. et dans LP pour tout p > 1. En particulier E(Ms) = E(Mo) = ;4.

Démonstration. Pour tout n € N, M,, est F,,-mesurable, & valeurs dans [0, 1]

donc bornée donc intégrable, et

(a+b+n)M, + M,
a+b+n+1

Ainsi (Mp),,5, est une martingale pour (F,),,,- Le théoréme de convergence

des martingales uniformément bornées donne M,, — M, presque siirement
et dans LP ott M, est une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1] *. O

E(MnJrl |-7:n) = E(Mn+1 |Mn) = = M,.

1. La martingale est uniformément intégrable. Alternativement, on peut utiliser
le théoréme de convergence des martingales positives pour obtenir la convergence
presque stire puis le théoréme de convergence dominée pour la convergence dans LP.
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Théoréme 15.2 (Equilibre). La variable aléatoire Mo qui apparait dans le
théoréme 15.1 suit la loi Beta sur [0,1] de paramétre (a,b) de densité

ua—l(l _ u)b—l

uel01]— Beta(a, b)

1
ol Beta(a,b) ::/ pa—l(l_p)b—l dp.
0

En particulier, si a =b =1 alors My suit la loi uniforme sur [0,1].

Démonstration. Rappelons tout d’abord que

Beta(a,b) = m ou I'(x):= /Oootz—le—m di.

A présent, pour tous ¢ et k on note

(c+k—1)!  T(c+k)

B =cle+1)---(c+k—1)=

(c—=1!  I(c)
Pour tous 1, ...,2, dans {0,1}, on a, en notant k = 21 + -+ - + xp,
ak) pn—Fk)
]P(]l{Xlza} =Ty, ]];{ana} = l'n) = m
Cette probabilité est invariante par permutation des zq,...,z, : la loi du
vecteur aléatoire (Iix,—a},.-.,1{x,=a}) est échangeable. Ainsi le nombre
(aléatoire) Y, = > ,_; 1{x,—a} de boules argentées tirées au cours des n
premiers tirages vérifie, pour tout k € {0,1,...,n},
(k) p(n—k)
n\ a
P(Y, =k = ()27
(¥n =) (k) DR
_(n\I'(a+k)I'(b+n—k)['(a+Db)
\k I'(a)I'()I'(a+b+n)
~ (n) Beta(a +k,b+n—k)
\k Beta(a, b)

Naw aek P (1= p)" !
7/0 (k)p (1-p) Beta(a, b) ap-
On dit que Y, suit la loi Beta-binomiale, qui est un mélange de lois binomiales
de taille n dont le parameétre p suit la loi Beta de parametre (a,b). On a
M, = (a+Y,)/(a+b+mn)avec Yo = 0. Lorsque ¢ = b = 1, la formule
pour la loi de Y,, indique que Y,, est uniforme sur {0,1,...,n}, et donc M,
est uniforme sur {1/(n + 2),...,(n + 1)/(n + 2)}, ce qui entraine que My
est uniforme sur [0, 1]. Dans le cas général, on peut établir, en utilisant la
correspondance Beta-binomiale (chapitre 1), que pour tout ¢ € [0, 1],

P(My <t)= lim P(Y, < (a+b+n)t —a)

n— oo
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Urne de Polya, a=1, b=1
1.0

0.8

0.6

Mn

0.4
0.2

0.0

Fig. 15.1. Quelques trajectoires de I'urne de Pdlya.

1 b b—1
= (w1 W) du
Beta(a, b) /0 w = (1-w) b

O

Les théoremes 15.1 et 15.2 s’étendent au cas ou a et b sont réels > 0, ce
qui motive en particulier 'usage des fonctions Gamma et Beta plutot que des
factorielles. Dans ce cas, on peut remplacer le concept d’urne par le concept
de partition d’intervalle.

Remarque 15.3 (Urne de Pélya généralisée). Généralisons le mécanisme de
renforcement comme suit : on se donne un entier r > —1, et, 4 chaque tirage,
on remet dans l'urne 1 + r boules de la couleur tirée.

— si v = 1 on retrouve l'urne de Pdlya que nous avons étudiée, pour

laquelle Y,, suit la loi Beta-binomiale ;

— st r =0, alors on a des tirages avec remise et 'Y, est binomiale;

— sir = —1 alors on a des tirages sans remise et'Y,, est hypergéométrique ;

— de maniére générale, pour tout r > —1 et tout k € {0,1,...,n}, on a

(k) p(rsk)

P(Y, = k)= 27
( CEDIZR

ot "M =clc+r)---(c+ (k= 1)r).

On obtient dans ce cas que Moo suit la loi Beta de paramétre (a/r,b/r).
1l est possible de considérer un nombre arbitraire de couleurs, ce qui fournit
un modele incluant le modéle d’échantillonnage de la loi hypergéométrique
multitypes. De nombreux modéles de renforcement peuvent étre obtenus comme
une version généralisée de l'urne de Pdlya.
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Remarque 15.4 (Matrice de remise). Soit A = (a;;),; ;<) une matrice
k x k de nombres entiers. Considérons une urne de Pdlya généralisée a k
couleurs qui évolue comme suit : on tire une boule au hasard dans l'urne, on
repére sa couleur, notée i, puis on remet dans l'urne a; ; boules de couleur j
pour tout 1 < j < k. On dit que A est la matrice de remise de 'urne. Pour
l'urne de Pdlya standard que nous avons étudiée on a k =2 et A = 215.

15.2 Graphe de Barabasi-Albert

Les graphes aléatoires permettent de modéliser un certain nombre de phé-
nomenes naturels, comme les structures d’amitié dans les réseaux sociaux, les
structures des liens entre pages dans le World Wide Web, les structures de
collaboration dans les productions artistiques et scientifiques, les structures de
régulation entre protéines, les liaisons entre machines dans le réseau Internet,
etc. Les arbres de type Galton-Watson du chapitre 3 constituent un modéle de
graphe aléatoire adapté aux structures de filiations. Le modele le plus célebre
et le plus simple de graphe aléatoire est sans doute celui de Erdés-Rényi, évo-
qué dans le chapitre 16 : il se construit récursivement en ajoutant un nouveau
site puis en tirant & pile ou face de maniere indépendante sa connexion avec
chacun des sites existants. Ce modeéle ne colle pas avec la réalité de graphes
aléatoires sociaux, pour lesquels les nouveaux sites se connectent préféren-
tiellement aux sites existants les plus importants au sens de la connectivité
(degré). 11 y a 1a une instance du phénomene de renforcement dont il faut
tenir compte spécifiquement.

Le graphe aléatoire a attachement préférentiel de Barabési-Albert est défini
de la maniére suivante : au temps n > 1, le graphe contient n sites (sommets)
et un certain nombre de liens non orientés (arétes) entre ces sites (voir la
figure 15.2). Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes pointant vers ce
sommet. Au temps n = 1, le site 1 est relié & lui méme. Cette initialisation
assure de belles formules, mais n’a rien de canonique, et d’autres initialisations
sont possibles. Le degré du site 1 a I'instant 1 est donc 2. Pour faire évoluer
récursivement le graphe, du temps n au temps n + 1, on considere les degrés
dn1,...,dy, des n sites du graphe au temps n, et la loi de probabilité associée

dn,k

Pnk = dn,l"’"""dn,n’

puis on connecte le nouveau site n + 1 a un site choisi aléatoirement et indé-
pendamment parmi les n sites existants, avec la loi de probabilité p, .. Avec
ce mécanisme, on obtient di 1 = 2, d21 = 3, do2 = 1, et pour tout n > 1,
dp1+ -+ dpn = 2n (soit n arétes).

Remarque 15.5 (Urne). On peut réaliser cette construction de la suite
(dn,-),~; (en perdant la géométrie du graphe) comme un modéle d’urne de
Pdélya généralisée : au temps n = 1 l'urne contient 2n boules dont les couleurs
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peuvent aller de 1 a n, on tire alors une boule au hasard, et si k est sa cou-
leur, on remet dans l'urne 2 boules de couleur k ainsi qu’une boule nouvelle de
couleur n+ 1 ce qui correspond a renforcer le site de couleur k et d introduire
un nouveau site de couleur n + 1, autrement dit le graphe gagne un sommet
(n+1) et une aréte (k< n+1).

1
10 14 3
: 5
2 12
19
4
PO 13
® Y
6
8
9
16

Fig. 15.2. Réalisation d’un graphe a attachement préférentiel de Barabasi-Albert.

Si 'on omet l'aréte reliant 1 & lui-méme, le graphe a attachement préfé-
rentiel de Barabasi-Albert n’a pas de cycles : c’est un arbre.

Théoréme 15.6 (Loi de puissance). Fizons k > 1. Soit d,, 1, le degré du site
k dans le graphe aléatoire a attachement préférentiel de Barabasi-Albert ¢ n
sites avec n > k. Alors la proportion dp 1 /(dn1 + - +dn k) converge presque
strement quand n — oo vers une variable aléatoire de loi Beta de paramétre
(1,2k — 1) sur [0,1] de densité u € [0,1] = (2k — 1)(1 — u)2*—1),

La loi de puissance qui apparait dans ce modele a attachement préférentiel
correspond bien aux réseaux sociaux réels, et differe du comportement sous-
exponentiel de la loi de Poisson des modeles de graphes aléatoires de Erdds-
Rényi & attachement non préférentiel 2.

2. Dans un graphe de Erdés-Rényi de parameétre (n,p), chaque sommet posséde
un nombre de voisins aléatoire de loi binomiale Bin(n — 1,p), qui converge vers
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Démonstration. Comme dans la remarque 15.5, on code 1’évolution de la suite
des degrés (sans souci de la structure de graphe sous-jacente) par un modele
d’urne. Au temps k, on décide d’une coloration paralléle : les 2k — 1 boules
de couleur inférieure a k sont blanches tandis que la 2k-iéme est argentée. Au
temps n > k, on ne suit que I’évolution des boules de ces couleurs la. Elle
correspond a une urne de Pdlya avec une composition initiale de a = 1 et
b =2k — 1. On peut utiliser alors le théoréme 15.2. a

Théoréme 15.7 (Loi de puissance a degré fixé). Pour tous n,d > 1, si
N(n,d) désigne le nombre de sites de degré d au temps n dans le graphe
aléatoire a attachement préférentiel de Barabasi-Albert a n sites, alors

) N(n,d)\ 4
nlinéo]E< " >_d(d+1)(d+2)'

Ainsi, dans un trés grand graphe & attachement préférentiel (n > 1), la
probabilité qu’une aréte soit de degré d a une décroissance polynomiale en
d=3 quand d — oco. La queue lourde de la loi du degré moyen est liée & la
présence, due au renforcement, de sites fortement connectés.

Démonstration. La suite (N(n,-)),-, est une chaine de Markov. Condition-
nellement & N(n,-), pour créer un nouveau site de degré d, il faut ajou-
ter une aréte a un site de degré d — 1, ce qui se produit avec probabilité
(d—1)N(n,d—1)/(2n), tandis qu'un site de degré d disparait si on lui ajoute
une aréte, ce qui se produit avec probabilité dN (n,d)/(2n). Enfin, un site de
degré 1 est créé a chaque étape par construction. Aussi, le nombre moyen
my(d) := E(N(n,d)) de sites de degré d au temps n vérifie une équation de
récurrence linéaire, qualifiée d’équation maitresse par Dorogovstev, Mendes,
et Samukhin : pour tout n,d >1:

d d—1

avec pour condition initiale m; = 14-5. Pour d = 1, ’équation s’écrit
b
Mpt1(l) =c+ (1 ——|my(l) avecc=1let b=1/2,
n

ce qui donne

et~ (1= e (1-2) (1 5wt

S I ewlT(-1)

la loi de Poisson Poi(A) si np — X quand n — oo. Or si X ~ Poi(A) alors on a
P(X > r) < Cexp(—crlog(r)) pour r > 1 ot ¢ > 0 et C > 0 sont des constantes.
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Or
11 (1 _ ‘T) ~esp(— Y 9,) ~ exp( — blog(n) — log(k))) :(E)b,
j=k+1 J kehot1 n

d’ou

de sorte que

li - -z
i, b+1 3

Plus généralement, pour tout d > 1, on a

M1 (d) = cn(d) + (1 - b(nd))mn(d)

ou
bd) = d/2 et cn(d)z%%‘l),

et on montre par récurrence sur d que ¢(d) = lim,, o, ¢, (d) existe et
my(d) c(d)

n njgo b(d)-i—l'

Ensuite, en posant

4(d) ;== lim ()

n—oo n

on obtient ¢(1) = 2/3, tandis que pour tout d > 1,

EDid-1) d-1
dy1  d+2

¢(d) = od—1).

Enfin, la solution de cette récurrence en d est (facile a vérifier!)

4

Ry

15.3 Marche aléatoire renforcée

Le phénomene du renforcement est & ’oeuvre dans I’apparition des chemins
empruntés par les passants dans les montagnes ou par les fourmis sur le sol.
Considérons deux chemins distincts « et 8 reliant les mémes points de départ
et d’arrivée, empruntés par des passants successifs. Pour tout n > 1, on code
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Marches renforcées géométriquement.

1.0
c
~
c 05
©
n

0.0

0 100 200 300

Fig. 15.3. Occupation d’un chemin pour la marche renforcée géométriquement.

par une variable aléatoire X,, & valeur dans {«, 8} le chemin emprunté lors
du n-iéme passage. On code par des v.a. A, et B, l'attractivité des chemins
a et f au moment du (n 4 1)¢ passage : pour les humains, il peut s’agir par
exemple de la raréfaction de ’herbe, tandis que pour les fourmis, il peut s’agir
de la quantité de phéromone. On se donne (Ag, By), ainsi qu'une fonction
r :]0,00[—]0, 00[ appelée fonction de renforcement telle que r(z) > x pour
tout & > 0, et on modélise (Xn)n>1 par

(aaT(An)an) si Un+1 g ﬁ;

(Xng1, Any1, Bnga) {(@Anﬂ“(Bn)) S Uy > ﬁa
ol (Un)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi uniforme sur [0,1]. La suite récurrente aléatoire
(X, Ay, Bn))n>0 est une chaine de Markov (la valeur de X, ne joue aucun
role dans la récurrence). Lorsque Ag, By, et r prennent des valeurs entiéres,
tout se passe comme si nous avions une urne contenant, a tout instant n, A,
boules argentées et B, boules blanches : on tire une boule au hasard dans
cette urne, puis on introduit dans 'urne r(A,,) boules de la méme couleur, de
sorte qu’on obtient le cas des tirages sans remise si 7(x) = z, l'urne de Pélya
si r(x) = x4+ 1, et une sorte d’urne de Pélya non-linéaire dans le cas général.

La suite (Xn)n>1 constitue une marche aléatoire non markovienne sur
Pensemble & deux points {«, 3}. Ses transitions dépendent les unes des autres
via le mécanisme de renforcement lié au temps passé sur chaque site. On parle
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de marche aléatoire renforcée par sites. Le mécanisme de renforcement peut
également étre vu comme une sorte d’algorithme stochastique.

Pour simplifier, on suppose que Ag = By = 1 (X est inutile). Le nombre
de passages par le chemin « et par le chemin § a 'instant n sont donnés par

Yn = Z]I{Xk:a} et Zn = Z]I{szﬂ}.
k=1 k=1

On pose par commodité Yy = 0 et Zy = 0 de sorte que Y,, + Z,, = n pour tout
n € IN. Le théoréme suivant précise le comportement de ces deux suites pour
trois cas de fonction de renforcement r.

Théoréme 15.8 (Comportement asymptotique presque siir quand n — 0o).

— Absence de renforcement. Si r(x) = x pour tout x > 0, alors presque
sdrement liminf |Y,, — Z,| = 0, et

‘Yn _Zn|

Yn ~ —_— =
2nlog(log(n))

n n
—, Zp~ —, limsu
2’ 7 P
— Renforcement linéaire. Si r(x) = x + 1 pour tout x > 0 alors il existe
une variable aléatoire U uniforme sur [0, 1] telle que presque strement,
Y, Z,
— U e ——1-U.
n n
— Renforcement géométrique. Si r(z) = px pour tout x > 0 ot p > 1
est une constante alors presque sirement la suite aléatoire (Xn)n>0 est
constante a partir d’un certain rang sur n, et sa valeur limite suit la
loi de Bernoulli symétrique sur {a, 5}.

En l’absence de renforcement ou dans le cas du renforcement linéaire, la
fréquence d’emprunt de chacun des deux chemins converge au fil du temps
vers 1/2 dans le premier cas et vers un nombre aléatoire uniforme sur [0, 1]
dans le second. Intuitivement, un renforcement sur-linéaire pourrait forcer la
fréquence d’emprunt des chemins a converger vers les valeurs extrémes 0 ou
1. Cela est confirmé pour le renforcement géométrique, pour lequel au bout
d’un certain temps, I'un des deux chemins est emprunté systématiquement.

Le modele du renforcement linéaire coincide avec I'urne de Pdlya étudiée
précédemment. Le modele du renforcement géométrique est particulierement
attrayant, car il fait apparaitre un chemin privilégié, choisi aléatoirement au
fil du renforcement. Il s’agit en quelque sorte d’une urne de Pdlya généralisée
non-linéaire, plus précisément sur-linéaire. Le théoreme 15.9 de Rubin ci-apres
fournit un critére sur le renforcement pour que ce phénomeéne apparaisse.

Démonstration. On traite les trois cas séparément.
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— Absence de renforcement. Dans ce cas (A,),5q et (By),so sont des
suites constantes et égales a 1. On retrouve les tirages avec remise, le
processus de Bernoulli (jeu de pile ou face). La suite (Y3,),5, est un
processus de Bernoulli sur IN issu de 0 dont les incréments sont de loi
de Bernoulli sur {0,1} de parameétre Ag/(Ag + Bo) = 1/2. D’aprés
la loi forte des grands nombres, presque strement, Y,/n — 1/2 et
Zn/n=1-Y,/n — 1/2 quand n — occ. La suite (Y, — Z,),,5, est une
marche aléatoire sur Z issue de 0 dont les incréments sont de loi de
Rademacher sur {—1,1} de parametre 1/2. C’est une chaine de Markov
irréductible récurrente : presque stirement chaque état est visité une
infinité de fois, et en particulier ’état 0, d’ot lim|Y;, — Z,,| = 0 p.s. Le
résultat sur lim provient de la loi du logarithme itéré de Strassen;

— Renforcement linéaire. Dans ce cas A, =1+Y, et B, =1+ Z, pour
tout n € IN. On retrouve I'urne de Pélya et le résultat attendu découle
alors directement du cas uniforme dans le théoreme 15.2. Effectuons
malgré tout le raisonnement allégé avec les notations actuelles. La re-
lation Y,, + Z,, = n réduit le probléme a I’étude de Y,,. Soit (]:n)n>o la
filtration définie par F,, = o(Uy,...,U,). On a

E(l+ Yo | Fo) =1+ Vs + ]E(]I{Xn+1:a} | Fn)
= 1+Y”+E(]I{Un+1<%} | Fr)

1+Y,
n—+ 2

14+Y,

=l+Yat 2+n’

= (2+ (n+1))

et donc ((1+Y,)/(n+2)),5, est une martingale pour (Fy),,5¢- A va-
leurs dans [0, 1], elle est uniformément bornée et converge donc presque
stirement (et en moyenne) vers une variable aléatoire U & valeurs dans
[0,1]. On montre enfin par récurrence sur n que (14 Y;,)/(n + 2) suit
la loi uniforme sur {1/(n+2),...,(n+1)/(n+2)};

— Renforcement géométrique. Dans ce cas A, = p'™ et B, = p?" pour
tout n € IN. La variable aléatoire A,, :=Y,, — Z,, vérifie Ag = 0 et

Apt1 = An+ Ly, <a/ap-2m)) = Lo, >1/040-20))-

Posons F,, = o(Uy,...,Upy). Il en découle que

[Aq |
. P
P(|Api1] = |An] + 1| Fp) = T4 o] Lia, 0y +1ga, =0}
1

Sif:IN— R vérifie f(1) > f(0) et pour tout n > 1,

p"(f(n+1) = f(n) = f(n) - fln—-1),

alors
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E(f(1Ans1]) [ Fn) = f(1An]) + Lia, =0y = F(|An]),

et (f(|An])),>o est une sous-martingale. Considérons maintenant le
cas spécial ou f(0) = 0 et, pour tout n > 1,

n—1

fiy =3 p

k=0

Comme f est bornée, il en découle que la sous-martingale f(]4]|) est
uniformément bornée : elle converge donc p.s. (et en moyenne). Comme
f est injective et comme |A| prend ses valeurs dans IN, les valeurs
prises par f(]A4|) sont discrétes. Comme f(]A|) converge p.s., elle ne

peut converger que vers le seul point d’accumulation de f(IN), qui est
. 4D L . A
lim, o0 f(n) = D pep p_k 5 Ainsi p.s. lim, o |An] = 00, A pré-

sent, pour tous N, d > 0, la probabilité que la suite |A| soit croissante
a partir du rang N sachant que |Ay| = d vaut

oo

1
P(vn> N :[Ap| = |40 +11|An =d) = ][] 7= = pa.
k=d P

La probabilité p; ne dépend pas de N, et tend en croissant vers 1
lorsque d — oo. Ainsi la probabilité que |A| soit croissante & partir
d’un certain rang (aléatoire) s’écrit

P(AN > 0,¥n > N : [Apii| = | Ay + 1)

Elle est supérieure a

sup P(Vn > N, |An 1| = |An] +1) = sup > paP(|An]| = d).
N>0 20570

Or pour tout d > 0, on a limy_, P(|Axy| = d) = 0 car nous savons
que limy_, o |An| = 00 p.s. Par conséquent, pour tout D > 0,

su P(|[Ay| =d) > su P(|An| =d) = pp.
N}%;pd (|An|=d) N}g}ém (|1An|=d) > pp

Comme Pp — 1 quand D — oo, il en découle que presque stirement
|A| est croissante & partir d’un certain rang, et donc la suite X est
absorbée par « ou par 8. La loi de la limite de X est symétrique par
symétrie du modele en « et 5 car Ag = By.

O

15.4 Théoréme de Rubin

Cette section est consacrée & un théoréme de Rubin sur les urnes de Pé-

lya généralisées. On se donne deux fonctions croissantes So,Sg : N — R
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telles que S (0) > 0 et Sz(0) > 0. On construit une suite récurrente aléatoire
(Xn),>1 & valeurs dans {a, 8} comme suit : pour tout n € N, condition-

nellement a Xq,...,X,, en notant Y,, = ZZ:1 1¢x,=a} le nombre de a et
Z, =n —Y, le nombre de S,

. Sa(Yn)
(Xnt1,Yng1, Zng1) = {(myn s W7
(8,Yn, Zn +1) sl Unt1 > gowirsazn

ol (Uy),,>; est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].
La suite (X,),-, ainsi construite code les tirages successifs d’une urne de
Pélya généralisée. Le modele du théoréme 15.8 dans le cas ou (Ao, By) est dé-
terministe s’obtient avec (S4(0), S5(0)) = (Ao, Bo), et So(n) = Sg(n) = r(n)
pour tout » > 0. Si r est linéaire alors on retrouve I’absence de renforce-
ment (tirages avec remise). Si r est affine alors on retrouve le renforcement
linéaire (urne de Pélya standard). Enfin, si r est une fonction puissance, alors
on retrouve le renforcement géométrique.

Pour étudier le cas général, on introduit la probabilité p, (respectivement
pp) que la suite (X,),,5, ne comporte qu'un nombre fini de 3 (respectivement
de @) c’est-a-dire que des « (respectivement que des () & partir d’un certain
rang sur n. Ces probabilités sont données par les formules suivantes :

Do = IP(Un MNk>n {Xk = Oz}) et pg = IP(Un MNi>n {Xk = 6})

On a p,+pg < 1. Les nombres suivants dans [0, co] vont jouer un réle crucial :

=1 =1
a — t -
v gsam) oo Z%sﬁm)

Théoréme 15.9 (de Rubin). Les valeurs de py,ps sont lides 4 0q, pp :

pp < © pp = 0
Yo < 00|pa >0, pg >0, pa +ps = 1pa =1 (donc ps =0)
Pa = 0O pg =1 (donc p, =0) Pa=0,p3=0

Ainsi, la trivialité des probabilités p, et ps ne dépend que du comporte-
ment asymptotique des fonctions de renforcement S, et Ss, et les cas critiques
sont liés & la condition de Riemann. En absence de renforcement (S, et Ss
sont linéaires) ainsi que dans le cas d’un renforcement linéaire (S, et Sg sont
affines) on a ¢, = g = oo car la série harmonique diverge. Dés que le renfor-
cement est sur-linéaire, alors ¢, < 00 et g < oo, en particulier pour le cas
du renforcement quadratique, et bien siir le cas du renforcement géométrique.

Démonstration. Soient (EY), - et (Eﬁ)n>0 deux suites indépendantes de va-
riables aléatoires indépendantes de loi exponentielle avec, pour tout n > 0,

B(ES) = g o E(E]) =

Sg(n)
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A présent, on définit les ensembles aléatoires

Az{ZE?:nZO} et Bz{ZEﬁ:n}O} et G=AUB.
k=0 k=0

Soit &y < & < --- les éléments de G rangés par ordre croissant. On considere
a présent la suite aléatoire (X,), 5, a valeurs dans {«, 3} définie par X, =
si {n1 € Aet X, = Bsi -1 € B. Les suites (X,,),5, et (Xn),, ont
méme loi, et cela découle des propriétés des lois exponentielles dont ’absence
de mémoire. Examinons 1’égalité en loi de X; et X{. Si U et V sont deux
variables aléatoires indépendantes de lois exponentielles de moyennes 1/u et

1/v alors P(U < V) =u/(u+v) et P(V <U) =v/(u+v), ce qui fait que

S5a(0)

P(X] =a) =P({ € A) = P(Ef <E§)=m

= ]P(Xl = a).

La méme idée fournit (avec du labeur!) I'égalité en loi de (X5,),,5, et (X},), ;-

A présent une loi du zéro-un pour les lois exponentielles (théoréme 11.5)
affirme que p :=P(3°77 B < ) € {0, 1}, avec p = 1 ssi ¢, < 0o. La méme
propriété a lieu pour la suite (Eﬁ)n>0 avec pg. Par ailleurs, on a les formules

pe =P By <Y g Ef)etpo =P Bl <07 EY). O

15.5 Pour aller plus loin

Les urnes de Pélya sont étudiées notamment dans le livre de Hosam Mah-
moud [Mah09], dans celui de Norman Johnson et Samuel Kotz [JK77], et
dans les articles de survol de Samuel Kotz et Narayanaswamy Balakrishnan
[KB97] et de Robin Pemantle [Pem07]. Les urnes de Pélya portent le nom du
mathématicien hongrois George Pdlya. L’école hongroise de mathématiques a
beaucoup développé les mathématiques discretes aléatoires, avec notamment
les célebres travaux de Paul Erdés et Alfréd Rényi des années 1950 sur les
graphes aléatoires. Le modele de graphe aléatoire a attachement préférentiel
a été introduit par les physiciens hongrois Albert-Laszlé Barabasi et Réka
Albert [AB99, AB02]. Voici leur heuristique pour le comportement en d=3 :
si les degrés et le temps étaient continus, on aurait 1’équation d’évolution

dy i dy i
Ol ) = =——— = ——
T Tede 27
qui donne la formule d;; = (?f/tk)l/2 ou tp est le temps d’apparition du

site k, et comme les sites sont ajoutés uniformément sur [0,¢], on obtient la
formule P(dy ), > d) = P(ty < t/d*) = 1/d?, d’ou en dérivant, la formule
trés simple P(dy . = d) = 2/d®, qui est le comportement polynomial (puis-
sance) suggéré par les simulations. Cette approche est peu rigoureuse, et la
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constante 2 notamment n’est pas bonne. Le modele de Barabéasi et Albert a
été ensuite étudié par Béla Bollobas, Oliver Riordan, Joel Spencer, et Géa-
bor Tusnddy [BRSTO1]. Il peut étre vu comme une instance du phénomeéne
d’auto-organisation. Le sujet fait toujours 'objet de recherches a I’heure ou
nous écrivons ces lignes, comme en témoigne par exemple larticle [BMR14]
de Sébastien Bubeck, Elchanan Mossel, et Miklés Récz, ou encore l'article
[CDKM14] de Nicolas Curien, Thomas Duquesne, Igor Kortchemski, et Ioan
Manolescu. La partie de ce chapitre sur les graphes aléatoires a attachement
préférentiel est inspirée du cours [Bod14] de Thierry Bodineau a I’Ecole Poly-
technique, ainsi que des livres de Remco van der Hofstad [vdH14] et de Rick
Durrett [DurlOb]. 11 est possible d’utiliser I'inégalité d’Azuma-Hoeffding du
chapitre 20 pour établir que N (n,d) (sans espérance) a un comportement po-
lynomial en d quand n — oo. Il est également possible de modifier la regle
d’attachement préférentiel afin d’obtenir un comportement polynomial de de-
gré différent de 3, ce qui correspond a considérer une urne de Pélya modifiée
(non-linéaire). Le mécanisme d’attachement préférentiel est également pré-
sent dans le processus de branchement de Herbert Simon et Udny Yule. La
loi discrete & décroissance polynomiale, version discréte de la loi de (Vilfredo)
Pareto, est connue sous le nom de loi de (George Kingsley) Zipf.

La partie sur la marche aléatoire renforcée est inspirée d’'un texte de
Thierry Lévy. Nous renvoyons plus généralement au survol [Pem07] de Ro-
bin Pemantle sur les processus aléatoires renforcés, ainsi qu’a celui de Pierre
Tarres [Tarll] sur les marches aléaoires renforcées. Un résultat récent sur le
renforcement se trouve par exemple dans 'article de Margherita Disertori,
Christophe Sabot, et Pierre Tarrés [DST14]. Un modeéle continu de renfor-
cement est étudié par Michel Benaim et Olivier Raimond dans [BR11]. Le
théoreme 15.9 de Herman Rubin figure dans un appendice d’'un article de
Burgess Davis [Dav90].

Au-dela des modeles évoqués, le phénomene de renforcement joue un roéle
important dans la théorie de I’apprentissage. Il est également relié a une
gamme d’algorithmes stochastiques comme 'algorithme d’approximation sto-
chastique de Robbins-Monro, lié & la théorie des systemes dynamiques et ses
attracteurs. Les martingales constituent un outil privilégié de I’approche sto-
chastique de la théorie des jeux et stratégies, présentée brievement dans le
livre de Michel Benaim et Nicole El Karoui [BEKO05].
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Percolation

Mots-clés. Percolation ; phénomene de seuil ; graphe aléatoire ; arbre aléa-
toire ; arbre de Bethe; réseau euclidien ; graphe complet ; graphe aléatoire de
Erdés-Rényi.

Outils. Couplage; lemme de sous-additivité de Fekete; loi du zéro-un
de Kolmogorov ; marche aléatoire ; processus de Galton-Watson ; martingale ;
théoreme d’arrét ; inégalité de Markov ; transformée de Laplace.

Difficulté. **

La percolation désigne initialement le passage d’un fluide a travers un mi-
lieu perméable, comme 1’eau dans le café ou le pétrole dans la roche. Signalons
qu’une des motivations de I’étude mathématique de ce phénomene était la mo-
délisation d’un filtre de masque & gaz. On peut également utiliser la notion
de percolation pour modéliser la propagation d’une information au sein d’un
réseau social par exemple : chaque individu est connecté directement a plu-
sieurs autres et I’on cherche a comprendre & qui il est relié dans la population
globale via ces connections locales.

Nous commengons par introduire la notion de percolation sur un graphe gé-
néral. Nous abordons ensuite le cas plutdt simple du graphe de Bethe (arbre),
puis celui plus physique du graphe euclidien. Nous terminons par quelques
mots sur un modeéle de graphe complet. Ces trois cadres peuvent modéliser la
transmission d’information dans une entreprise a tres fort sens de la hiérarchie
(pour le premier) ou dans un réseau social (pour le troisiéme) ou encore la
circulation d’un fluide dans une roche perméable (pour le deuxiéme).

16.1 Percolation dans un graphe

Un graphe (non-orienté) est un couple G = (V, E) ou V est un ensemble
non-vide fini ou infini dénombrable, et ot E C Pa(V), ot P2(V') est ensemble
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des parties de V' a deux éléments. Les éléments de V' et E sont respectivement
appelés! sommets et arétes du graphe G. Si laréte {z,y} appartient & E, on
dit que = et y sont voisins et on note x ~ y. L’exemple le plus immédiat est
celui du graphe euclidien &; = (V, E) pour lequel V = Z9 et

E={{z,y} 2,y €Z% |z —yl, = |z1 — |+ + |za — yal = 1}.

Un chemin de longueur n dans le graphe (V| E) reliant un sommet z & un
sommet y est une suite finie x = g ~ --- ~ x, = y. S’il existe un chemin
reliant & y, on dit que x et y communiquent (ou sont connectés) et on
note x <> y. On n’a jamais & ~ z, mais on convient que = <> x pour tout
x € V. La relation binaire <> sur V est une relation d’équivalence et la classe
d’équivalence (ou composante connexe) du point z est notée C(x). Un chemin
est dit auto-évitant si tous les sommets qui le composent sont distincts. Si
x <> y et x # y alors il existe un chemin auto-évitant de = & y, construit a
partir d’un chemin quelconque en effacant les boucles. Un chemin reliant un
sommet & lui-méme est appelée cycle. On dit que (V, E) est un arbre lorsqu’il
est connexe et n’a pas de cycles, ou de maniere équivalente lorsque deux
sommets distincts sont toujours reliés par un unique chemin auto-évitant.

Dans la suite V est, sauf mention du contraire, infini dénombrable. Soit
F C E. On dit qu’il y a percolation en x € V (pour F) si la classe C(z) de
x dans le graphe (V, F) est de taille infinie (|C'(z)| = 00), et on note x <+ co.
On identifie I’ensemble des parties de E a ’ensemble

2:={0,1}*.

Dauns la suite, on choisit F' de maniére aléatoire dans (2, et ainsi (V, F') est un
graphe aléatoire. On décide de fabriquer F' & partir de E en tirant a pile ou
face pour savoir si on conserve ou si on efface chaque aréte de E. Cela revient
a introduire la loi de probabilité

P, = ® Ber(p)

ecE

sur {2 muni de sa tribu cylindrique F, ot p € [0, 1] est un parametre fixé. On
note IE, I'espérance sous IP,,. Pour étudier I'influence du parametre p sur le
phénomene de percolation sous P, on distingue un sommet particulier @ € V,
que nous appelons racine — on dit qu’on enracine (V, E') en & — et on définit
la probabilité de percolation sous P, pour & par

0(p) :=Pp(@ < 00) =P,(|C(2)]| = o).

Lemme 16.1 (Monotonie). La fonction p € [0,1] — 6(p) est croissante, et

0(0)=0 et 60(1)=1.

1. On dit «vertices» et «edges» en anglais, d’ou la notation.
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Fig. 16.1. Réalisation du graphe aléatoire (V, F') du graphe euclidien &> sous Py /5.

La monotonie de 6 conduit & introduire la notion de probabilité critique :

Dc = sup {p € [Oa 1] : o(p) = 0} € [Oa 1]

Démonstration. Si p = 0 alors F est vide et donc 6(0) = 0 tandis que si
p=1alors F = FE et (1) = 1. Pour établir la monotonie en p, on procede
par un couplage de toutes les lois (]PP)pe[o,1]' Soient (Ue),.cp des v.a.r. iid.
de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout p € [0,1] on réalise P, comme la loi de
Fy = (Lw.<p}) e St p < P, alors Fy, C Fyy. Toute aréte de (V. F)) est
aussi une aréte de (V, F,/). Si z <» y pour (V, F,) alors c’est aussi le cas pour
(V, F,). Par conséquent on obtient

B(p) = Py(2 + 50) < Py (2 5 00) = 6(p).
O

Remarque 16.2 (Couplage et monotonie). Munissons 2 de lordre partiel
issu de Uinclusion dans Po(V), ce qui signifie que F < F' ssi toute aréte de
(V, F) est aussi une aréte de (V, F'). Pour toute f : £2 — R bornée, l'argument
de couplage utilisé dans la preuve du lemme 16.1 assure que si f est croissante
alors p € [0,1) — E,(f) lest aussi.
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16.2 Graphe de Bethe (arbre régulier)

On considére dans cette section le cas ou (V) E) est le graphe de Bethe
B, de degré r > 2, c’est-a-dire 'arbre infini dont chaque sommet a r voisins
sauf un qui n’en a que r — 1, noté 0 et appelé racine de larbre (voir la
figure 16.2). Pour tout p € [0,1], sous P, le graphe aléatoire (V,F) est un
ensemble d’arbres qu’on appelle parfois forét. La probabilité de percolation
et la probabilité critique pour le sommet racine @ = 0 dans B, sous PP, sont
respectivement notées

0r(p) 1= Pp(0 <> 00) = P, (|C(0)] = o0),
pe(r) :==sup{p € [0,1] : 6,.(p) = 0}.

Théoréme 16.3 (Phénomene de seuil pour percolation sur graphe de Bethe).
Pour tout r = 2 et tout p € [0,1] la quantité 0,.(p) est la plus grande racine
en 8 € [0,1] de l’équation

1-0=(1-po)

tandis que
1
r—1
De plus, la fonction 0, est continue, nulle sur [0, p.(r)], strictement croissante
sur [pe(r), 1], et pour r >3 on a

pc(r) =

0. (p) 2 2r - 1°

lim = =
p=pe(m)t P —pe(r)  pe(r)(1—pe(r)) r—2

Sir > 3alors 0 < p.(r) < 1 ce qui indique la présence d’un phénomene de
seuil pour la percolation sur le graphe de Bethe B,..

Démonstration. Le graphe de Bethe B, coincide avec l'arbre de Galton-
Watson de loi de reproduction d,_;. Sous P, on obtient un arbre aléatoire
dans lequel chaque sommet de ’arbre est relié a chacun de ses r — 1 enfants
avec une probabilité p. Le nombre de ces connexions est distribué selon la loi
de reproduction Bin(r — 1, p) de moyenne m = (r — 1)p. D’apres le chapitre 3,
cet arbre est sous-critique si m < 1, critique si m = 1, et sur-critique si m > 1.
D’apres le théoreme 3.7 la probabilité d’extinction de la population est la plus
petite racine s, de I’équation g,(s) = s ol g, est la fonction génératrice de
la loi de reproduction : g,(s) = (ps+ 1 — p)"~! pour s € [0,1]. L’extinction
de la population est synonyme de la finitude de la composante connexe de la
racine. On a donc 6,(p) =1 — s, et 6,(p) est ainsi la plus grande racine dans
[0,1] de I'équation 1 — @ = (1 — pf)" L.

Soit hy, la fonction définie sur [0,1] par h,(0) = (1 —pd)"~! — 1+ 6. Elle
est nulle en 0, strictement positive en 1, strictement convexe si r > 3 et affine
si 7 = 2. De plus h,(0) a le signe de 1 — p(r — 1). Ainsi, pour p(r — 1) < 1,
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\

OO @@ ®

Fig. 16.2. Premieres branches de B4 avec arétes supprimées par P, (en pointillé).

hp, ne s’annule qu'en 0 et 6,.(p) = 0. En revanche, h, s’annule exactement
une fois sur ]0,1[ dés que p(r — 1) > 0. En conclusion, la probabilité 6, (p)
est nulle pour p < (r — 1)7! et strictement positive pour p > (r —1)7!. La
fonction p — h, () est strictement décroissante et continue. Ceci assure que
la fonction 6, est continue sur [0, 1] et strictement croissante sur [p.(r), 1].

Onaenfin 1—60=1-(r—1)pb + i(r — 1)(r — 2)p?6? + 0(6?). Puisque
0,(pe(r)) = 0 et 0,.(p) est strictement positive pour p > p. = (r — 1)~%, on
obtient apres simplification

o, (r=1)p—1 B 2
Or(p) = QW + o(6:(p)) = m(ﬁ = pe) + o(6r(p))-
On conclut en remarquant que (r — 2)p, = 1 — p.. O
0r(p)
1

1) pe(d) P

Fig. 16.3. Percolation pour B, avec r = 3 (trait plein) et r = 4 (trait en pointillé).

Remarque 16.4 (Caractére explicite des cas r < 4). Pour r = 2, le graphe
de Berthe By est identifiable au graphe de IN et sous P, la v.a. |C(0)| suit la
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loi géométrique de paramétre 1 — p, et 0o = 11 et p.(2) = 1. Pour r = 3 et
r = 4 équation vérifiée par 0,.(p) fournie par le théoréme 16.3 est résoluble
explicitement (voir la figure 16.3) :

2p—1 3p? — /4p3 — 3p*
03(p) = 71{;»1/2} et O4(p) = 98 Leps1/3y-

Remarque 16.5 (Taille moyenne de la composante de la racine). Reprenons
la preuve du théoréme 16.3, et supposons que p < p.(r). Alors |C(0)] < oo
p.s. car la lignée de la racine s’éteint p.s. De plus d’aprés la section 3.3 la
fonction génératrice h de |C(0)| est solution de l’équation

h(s) = s(ph(s) +1—p)" L.

En particulier on obtient

1
E,(IC(0)) =4 1—p(r—1)
00 st p = pe(r).

st p < pe(r),

D’autre part, sip €|pe, 1| alors il existe une infinité de classes de taille infinie
car les individus non reliés a leur pére sont les racines d’arbres aléatoires
disjoints i.i.d. Cette situation, liée a la structure d’arbre, est trés différente de
celle du graphe euclidien étudié dans la suite.

16.3 Graphe euclidien (grille)

On considére dans cette section le cas ou (V, E) est le graphe euclidien &; :

d
V=2 et E:{{x,y}ePg(Zd) : |$—y|1:Z|xi—yi|=1}.
=1

La probabilité de percolation et la probabilité critique pour le sommet racine
@ = 0 dans &g sous P, sont respectivement notées

0a(p) := Pp(0 > 00) = P, (|C(0)| = o0)
pe(d) :=sup{p € [0,1] : O4(p) = 0}.

Pour d = 1, le graphe & est identifiable au graphe Z, pour tout z € Z, sous
P,, la variable aléatoire |C'(z)| a la loi de G_ + G4 — 1 ot G_ et G4 sont
des variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre 1 — p.
Ainsi pour d = 1 on obtient 6; = 1; et p.(1) = 1.

Des que d > 1, la probabilité de I'événement {z <+ y} pour &; sous P,
n’est pas explicite méme pour x ~ y car toutes les arétes du graphe sont
susceptibles de jouer un réle, contrairement au cas des graphes de Bethe. Du
point de vue de la connectivité, la grille est beaucoup plus complexe qu'un
arbre car la présence de cycles permet de faire des détours.
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Lemme 16.6 (Petite classe). Pour tousd > 1, z € Z4, p € [0,1],
P,(C(x) = {z}) = (1 —p)*" et P,(|C(x)| = 2) = p(1 —p)** V.

Démonstration. On a |C(z)| = 1 si et seulement si x n’est relié & aucun de
ses 2d voisins, tandis que |C(x)] = 2 si et seulement si x n’est relié qu'a un
seul de ses 2d voisins, lui-méme n’étant relié qu’a x. a

Théoréme 16.7 (Phénomeéne de seuil pour percolation sur graphe euclidien).
Pour tous 2 < d <d onaly<0yp et p.(d) <pe(d). De plus on a
1 1 1

<< pld) <1 —= <
0<30=1 S 5@ SP@) )

W Do

<1,

ot la constante k(d) est définie dans le lemme 16.8.

La constante x(d) est appelée constante de connectivité de E4. Pour plus
de clarté, la démonstration du théoreme 16.7 est découpée en quatre lemmes.

Lemme 16.8 (Constante de connectivité). Pour tous d > 2 et n > 1 soit
kin(d) le cardinal de I’ensemble C¢ des chemins auto-évitants dans €y de lon-
gueur n issus de l'origine 0. On a

d" < kn(d) < 2d(2d — 1)L
De plus, la suite (/ﬁn(d)l/")T@1 converge et sa limite k(d) vérifie
d < k(d) <2d— 1.

Démonstration du lemme 16.8. La premiere aréte d’'un chemin auto-évitant
issu de 0 peut étre choisie parmi les 2d arétes issues de 0. Pour les pas suivants,
les retours en arriere sont proscrits, d’ott k,(d) < 2d(2d — 1)"~!. La borne
inférieure k,(d) > d™ est obtenue en remarquant que tout chemin issu de 0
dont les coordonnées des sommets successifs sont croissantes est auto-évitant.
La suite (/’in(d))7121 est sous-multiplicative : pour tous n,m > 1,

Kntm(d) < Kn(d)kim (d),
car si (0,21,...,Tptm) € CL,,, alors
(0,21,...,2,) €CL et (0,Zny1 — Tnyerrs Tpgm — Tp) €CL.

La suite (log(rn(d))),,, est donc sous-additive, et le lemme de Fekete 2 donne

lim log(#n(d)) =X ou A:=inf log(rn(d)) € [—00, 00].
n—00 n n>1 n

Ceci donne x(d) = e*, et I'encadrement de #(d) découle de celui de x,,(d). O

2. Si Un4m < Un + Um pour tous m,n = 1 alors 2 — inf,> =2 € [—o0, 00l

n—00
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Lemme 16.9 (Minoration). Pour tout d = 2 on a p.(d) = 1/k(d).

Démonstration du lemme 16.9. Soit n > 1 et N, la v.a. égale au nombre
d’éléments de C? inclus dans l'ensemble aléatoire d’arétes C(0) sous P,. Si
|C(0)| = oo, alors N,, > 1. D’autre part, un élément de CZ est issu de l'ori-
gine et possede exactement n arétes distinctes. Par indépendance, il a une
probabilité p™ d’avoir toutes ses arétes dans C'(0). Ainsi

fa(p) < IPp(Nn >1)= Ep(]an>1) < Ep<Nn) < p"kn(d).

Le lemme 16.8 donne #,,(d)/™ = k(d) +0,(1), d’olt 04(p) < (pr(d) + 0, (1))".
Par conséquent, si px(d) < 1 alors on obtient 64(p) = 0 quand n — oo. O

Lemme 16.10 (Décroissance). Si2 < d < d' alors 03 < 04 et p.(d') < pe(d).

Démonstration du lemme 16.10. 1’idée est de procéder par couplage comme
dans la preuve du lemme 16.1. Comme le graphe &; est identifiable au graphe
de &y correspondant par exemple aux d premiéres coordonnées dans Zd/,
on peut coupler, pour tout p € [0,1] fixé, les graphes aléatoires (Z?, F) et
(Zd/, F’) de &4 et Eg sous P, de sorte que

04(p) = P, (0 <> 400 dans &) < P,(0 <> +oo dans Ey) = b4 ().
Il en découle en particulier que p.(d) < p.(d’). O
Lemme 16.11 (Majoration). Sid =2 alors p.(2) < 1—1/k(2).

Démonstration du lemme 16.11. Le graphe dual & = (V*,E*) du graphe
&y = (V, E) est le translaté de &; par le vecteur (1/2,1/2) (voir la figure 16.3).
Chaque aréte e du graphe initial rencontre une et une seule aréte e, du graphe
dual. On construit le graphe aléatoire (V*,F*) de & a partir du graphe
aléatoire (V, F') de & sous P, en décidant que e, € F* ssie & F.

Une boucle auto-évitante (ou courbe de Jordan!) de longueur n est un
chemin (zg,x1,...,2Zy) tel que le chemin (xg,21,...,2,-1) est auto-évitant
et x,, = xg. Son complémentaire est formé de deux composantes connexes,
l'une bornée (appelée intérieur) et Pautre pas.

Soit A(m) := [~m, m]%. On introduit les événements suivants :

F,, := {A(m) est a Vintérieur d’une boucle

auto-évitante de &5 & arétes dans F*},

et
G, = {les arétes reliant les sommets de A(m) sont dans F'}.

Il y a percolation en 0 sur l’événement FY, N G,,, et comme F,, et G,
concernent des ensembles d’arétes disjoints, ils sont indépendants sur IP,.
Considérons a présent une boucle v dont l'intérieur contient A(m). Sa longueur
n est nécessairement supérieure a 4m. De plus, elle contient nécessairement au
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moins un sommet de la forme (1/2 + k,1/2) avec 0 < k < n. Soit xq le point
de cette forme le plus a droite. On numérote les éléments de v en parcourant
la courbe dans le sens trigonométrique de sorte que v = (zg, z1,...,Zy—1). Ce
chemin est auto-évitant. Il y a au plus nk,(2) boucles auto-évitantes de lon-
gueur n entourant A(m). Donc si M,, est le nombre de boucles auto-évitantes
de longueur n entourant A(m) dont toutes les arétes sont dans F, on a

Py(Frn) <Py Y Mp21|< Y Ep(M,) < Y nrn(2)(1—p)"

n=4m n=4m n=4m

Puisque #,(2)"" = k(2) + 0,(1), la série ci-dessus (membre de droite) est
convergente deés que x(2)(1 — p) < 1 et par suite, pour m assez grand,
P,(F) < 1/2. Pour un tel m on a

2

0(p) > By (F, 11 Gin) = Py (F5 ), (Go) > ™ > 0.
Ainsi, si (1 — p)k(2) < 1 alors O2(p) > 0, d’ott p.(2) < 1 —1/k(2). O
L] L] [ J L]
I A . e e
e-l-o-f-of-e-l-0-1 e e
e e e o-ce | eice
R S P P 3 o o
e oo o---e
S aa ae s S G o mnl
: : : : *--—-o *---o
o-l-0-1-o-|-o-|-0e-1-0 | o~ |
1 1 1 1 oo —e-—-e
o e e e

Fig. 16.4. A gauche, le graphe euclidien & (trait plein) et son dual & (trait
pointillé). A droite, une composante finie et sa boucle ceinturante.

Dans le régime sur-critique p > p.(d), la classe C'(0) de lorigine 0 peut
étre infinie. Le théoréme suivant compléte ce résultat.

Théoréme 16.12 (Existence de la classe infinie). Sip > p.(d), alors P,-p.s.
il existe au moins une classe infinie.

Démonstration. L’événement A :=«Il existe au moins une classe infinie» est
dans la tribu terminale des événements (Ac) . out A, := {e € F'}. Or sous P,
ces événements sont indépendants, et donc P,(A) = 0 ou P,(A4) = 1 par la loi
du zéro-un de Kolmogorov. A présent si p > p.(d) alors P,(|C(0)| = c0) > 0
et {|C(0)] =00} C A, dou P,(A) =1. O
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Toutefois, la situation est bien différente de celle du graphe de Bethe : on
peut établir que la classe infinie est unique! Cette démonstration dépasse le
cadre de ce chapitre. Nous nous contentons d’une démonstration sur & en
supposant connu le fait que 65(1/2) = 0.

Théoréme 16.13 (Unicité de la classe infinie). Supposons que d = 2 et que
02(1/2) = 0 sur le graphe E. Alors, pour tout p > p.(2), il existe Pp,-p.s. une
unique classe infinie.

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve du lemme 16.11.

Pour p = 1/2, la percolation sur le graphe &; et sur son graphe dual £5 sont
de méme nature : P,-p.s. il n’y a pas de composante infinie car 62(1/2) = 0.
Soit A(m) = [—m, m]?. Il existe une boucle ~, auto-évitante dans £; entourant
A(m) et dont les arétes sont dans F* (donc les arétes duales dans £; ne sont pas
dans F). Par le méme argument, il existe une boucle v dans & qui contient
v« et donc A(m). Par couplage, ceci est encore vrai pour tout p > 1/2. Si
deux classes d’équivalence infinies intersectent A(m) alors elles intersectent
également v et sont donc confondues! Puisque ceci est vrai pour tout m, il ne
peut y avoir qu'une classe infinie. m|

16.4 Graphe complet et modele de Erdés-Rényi

On considére dans cette section le cas ou (V| E) est le graphe complet infini
Koo, ¢’est-a-dire que V est infini dénombrable et E = Py (V). Ainsi z ~ y pour
tous = # y dans V. Les sommets jouent tous le méme réle. Comme tous les
sommets sont voisins dans K, il n’y a donc pas de géométrie comme dans
B, ou dans &;. Sous P, le graphe aléatoire (V, F') est appelé modeéle de Erdds-
Rényi infini. Pour tous p €]0,1] et € V, le sommet z a un nombre infini de
voisins dans (V, F) et P,,(|C(z)| = c0) = 1, d’ot 6 = 10 ) et p. = 0.

Pour rendre le modele plus passionnant, on peut considérer le phénomene
de la percolation dans le graphe complet fini K, & n sommets V = {1,...,n}
et faire dépendre de n le parameétre p de IP,. On note G(n, p) la loi du graphe
aléatoire (V, F') sous IP),. Dans ce modele de Erdés-Rényi fini G(n, p), chaque
sommet x € V possede un nombre aléatoire de voisins, qui suit la loi binomiale
Bin(n — 1, p) de moyenne (n — 1)p ~ np. Lorsque n — oo avec np — A > 0
alors p, ~ A/n — 0 et le nombre de voisins de chaque site converge en loi
vers la loi de Poisson Poi(\) (loi des petits nombres).

Théoréme 16.14 (Phénomene de seuil et composante connexe géante). Soit
A > 0 un paramétre réel fivé, et o := X\ —1 —log(\) > 0. Soit (Gy),,~, une
suite de graphes de Erdés-Rényi définis sur un méme espace de probabilité,
avec G, = (Vp,, Fy,) de loi de Erdds-Rényi G(n,p) avec p = A\/n. Pour tout
v €V, soit Gp(v) la composante conneze du sommet v.

1. Si A < 1 alors pour tout ¢ > 1/,
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n— 00 vEV),

lim P(max |G (v)| = clog(n)) =0.

2. Si\>1 alors
maxyev, [G(V)] ps, 1=

n n—00

ot p €10,1[ est la probabilité d’extinction d’un processus de branche-
ment de Galton-Watson de loi de reproduction Poi(\). De plus, il existe
un réel ¢ > 0 tel que presque stirement la seconde composante connexe
(en taille) a une taille au plus clog(n).

En substance, si A < 1 alors la connectivité du graphe aléatoire est si faible
qu’il ne comporte pas de composante connexe plus grande que O(log(n)). Le
graphe est émietté. Si A > 1 alors la connectivité du graphe aléatoire est
si forte qu’il contient une unique composante connexe géante contenant une
fraction strictement positive des sommets tandis que les autres composantes
connexes ont une taille qui n’excede pas O(log(n)).

Démonstration. Par souci de simplicité, nous nous contentons d’établir la pre-
miére propriété seulement. Pour ce faire, on explore G(v) en utilisant un al-
gorithme de parcours en largeur®, qui consiste a explorer les voisins de v,
qui constituent la premiere génération, puis leurs voisins qui n’ont pas déja
été visités, qui constituent la seconde génération, etc. Cela donne un arbre
fini couvrant® G(v), similaire a celui de la figure 3.2. En forcant I'absence
de cycles, cette approche fournit également un couplage avec un arbre aléa-
toire de Galton-Watson de loi de reproduction Bin(n — 1, p), sous-critique car
(n—1)p < A <1, dont la taille totale N vérifie N > |G(v)| ('arbre est plus
gros par absence de cycles). Or le théoréme 3.17 affirme que

loi

N=T ou T:=inf{k>1:5,=-1}
est le temps d’atteinte de —1 d’une marche aléatoire (Sj) k>0 Sur Z issue de

So = 0 et d’'incréments (U;);5, i.i.d. tels que 1 +U; ~ Bin(n — 1, p). Fixons
6 > 0 quelconque et posons

M, = 695"‘4,0(9)_k oun () = E(egUl)

est la transformée de Laplace de la loi des incréments de (Sk),,. La suite
(Mg);>o est une martingale positive pour la filtration naturelle de (Sk); .
et T est un temps d’arrét fini p.s. On a lim,, oo M7An, = M7 p.s. de sorte que
grace au lemme de Fatou et au théoreme d’arrét,

e "EB(p0)T) = E(Mr) = B( lim Mrpa,) < lim B(Mgpa,) = E(M) = 1.

n— oo n—oo

3. «Breadth-First Search» en anglais (BFS).
4. «Spanning tree» en anglais et on parle de « Minimal Spanning Tree» (MST).
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Soit 6 > 0 tel que ¢(#) < 1. Pour tout r > 0, par I'inégalité de Markov,
P(T > 7) =P(p(0)"" > 0(0)™") < p(0) E(p(0)"") < p(0)"e’.

L’inégalité de convexité 1 4+ x < e” valable pour tout x € R donne

n—1
Ae? — 1)) < M 1)-b

o0) = (1= pa ety = et (14 X5

(notons que eMe’=1) egt la transformée de Laplace de Poi())). La fonction

6 € R~ Me? — 1) — 0 atteint son minimum en 6, = —log(\) > 0, et
w(f.) =e“ota:=1—X+1log(A) >0, dou

P(T > 7) < @(0,) e = e mot0 = \~lemor,
Par conséquent, pour tout ¢ > 0,
P(|G(v)| = clog(n)) < P(N > clog(n)) = P(T > clog(n)) < A\~'n~¢.

A présent, comme les v.a. (G(v)), ey sont identiquement distribuées, on a

IP(maX|G(v)| > clog(n)) < Z P(|G(v)| = clog(n))

veV
veV

— nP(|G(1)] > clog(n)

<A

d’ou le résultat en prenant ¢ > 1/a. ad

16.5 Pour aller plus loin

La géométrie des arbres réguliers (graphe de Bethe) et des graphes com-
plets est plus simple que celle du graphe euclidien (grille), ce qui facilite en
principe I’étude de propriétés probabilistes. En informatique, en télécommuni-
cation, mais aussi en électricité, un réseau® est un graphe muni d’une marque
ou d’un poids sur chaque aréte, représentant une conductance, une résistance,
une longueur, un coiit, etc, dans notre cas 0 (aréte indisponible) ou 1 (aréte
disponible). En ce sens, nos graphes aléatoires sont des réseaux aléatoires©.
Dans le cas euclidien, le graphe est également un réseau au sens de la géomé-

trie”, c’est-a-dire un sous-groupe discret de ’espace vectoriel euclidien.

Le phénomene de la percolation est un classique de la physique statistique,
qui peut étre étudié sur tout graphe aléatoire. Le mécanisme de la percolation
posséde par ailleurs de nombreuses variantes : percolation orientée (les arétes

5. «Network» en anglais.
6. « Random networks» en anglais.
7. «Lattice» en anglais.
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sont orientées), percolation de premier passage, de dernier passage, percolation
par sommets (ce sont les sommets et non les arétes qui sont déclarés ouverts ou
fermés), etc. Une bonne partie de ce chapitre est inspirée des notes de cours de
Thierry Lévy [Lé08]. La théorie mathématique de la percolation, développée
depuis le milieu du vingtieme siecle par John Hammersley et Harry Kesten
notamment, constitue depuis lors un domaine trés actif des probabilités. Un
panorama sur le sujet se trouve dans les livres [Gri99, Gril0] de Geoffrey
Grimmett, dont la thése soutenue en 1974 sous la direction de Hammersley et
Dominic Welsh (ancien éléve de Hammersley également) portait déja sur les
champs et graphes aléatoires! Le théoréme 16.14 date des travaux du milieu
du vingtieéme siécle de Paul Erdds et Alfréd Rényi [ER59, ER61b] et de Edgar
Gilbert [Gil59]. La preuve du théoréme 16.14 est inspirée des notes de cours de
Charles Bordenave [Borl4al]. Plus généralement, on peut établir ce qui suit :

Condition sur (n,p [Comportement p.s. du graphe aléatoire G(n, p) quand n — oo

)
np < (1 — €) log(n)|existence de sommets isolés (donc graphe non connexe)
np > (1 4+ €) log(n)|graphe connexe (donc np ~ log(n) est un seuil de connectivité)
np < 1|pas de composante connexe de taille > O(log(n))
np = 1|plus grande composante connexe de taille ~ n?/3
np — X > 1|unique composante connexe géante (fraction > 0 des sommets)
aucune autre composante connexe n’est > O(log(n)).

On renvoie & ce sujet & [Borl4a] et au livre de Remco van der Hofstad
[vdH14]. On y trouvera la démonstration du second point du théoréme 16.14.
Le lemme 16.8 sur la constante de connectivité du graphe euclidien est
I'une des clés de la démonstration du théoreme 16.7. Toutefois, la valeur exacte
de cette constante k(d) est inconnue pour tout d > 2. Hugo Duminil-Copin

et Stanislav Smirnov ont montré dans [DCS12] qu’elle vaut /2 4+ /2 pour
le graphe hexagonal sur Z2. La démonstration du théoréme 16.13, tirée de
Particle de syntheése [HJ06], est due & Theodore Harris [Har60]. Dans ce tra-
vail, Harris établit également que 03(1/2) = 0 c’est-a-dire que p.(2) > 1/2.
Il faudra attendre le travail de Kesten [Kes80] pour que I'égalité p.(2) = 1/2
soit démontrée. Pour les autres valeurs de d, la valeur de la probabilité cri-
tique n’est pas connue. On peut toutefois établir que 04 est de classe C* sur
Pintervalle |p.(d), 1[.
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Croissance et fragmentation

Mots-clés. Modele de croissance et de fragmentation ; processus de Mar-
kov déterministe par morceaux ; générateur infinitésimal ; processus de Yule.

Outils. Processus de Poisson; couplage; distance de Wasserstein ; pro-
cessus autorégressif; loi exponentielle ; loi géométrique ; fonction génératrice ;
transformée de Laplace.

Difficulté. **

17.1 Processus TCP window-size en informatique

Le débit instantané maximal sortant d’un ordinateur connecté a un réseau
TCP/IP ! comme Internet est régulé par I'algorithme suivant : le débit maxi-
mal est augmenté de maniére déterministe d’une unité a chaque pas de temps,
et en cas de signal de congestion, il est multiplié par un facteur entre [0, 1], ty-
piquement 1/2. Ce mécanisme simple permet & la fois une bonne exploitation
du réseau et une réaction efficace en cas de congestion.

Nous allons étudier un modele markovien idéalisé de ce mécanisme. Si
on admet que, pendant une durée donnée, chacun des autres ordinateurs du
réseau provoque une congestion avec une petite probabilité, indépendamment
des autres, alors la loi des petits nombres suggere que les signaux de congestion
suivent un processus de Poisson. Soit N = (Nt)t>0 un processus de Poisson
issu de 0 et d’intensité A\ comptant les signaux de congestion, de temps de
saut successifs (Tn)n>o, ouTy:=0.SiFE, :=T,—T,_1 pour tout n > 1 alors

Ty, =Ey+ -+ Ey,

1. Pour « Transmission Control Protocol» et «Internet Protocol».
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et la suite £ = (E,),, est constituée de variables aléatoires i.i.d. de loi
exponentielle de moyenne 1/A. Pour tout ¢ € R4 on a

Ny = 1y(Tn).

n>1

Soit Q = (Qn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs
dans [0, 1] de méme loi Q. Soit X une variable aléatoire positive. On suppose

que X, E, et @ sont indépendants. On définit le processus X = (Xt)t;o a
temps continu et a espace d’états Ry de la maniére suivante :

X XT,L+t_Tn si Tn<t<Tn+1,
t = .
Qn-‘rl(XTn + Tn—i—l - Tn) sit= Tn+17

oun = N; € N est le nombre de sauts avant l'instant ¢. Les trajectoires de X
sont affines de pente 1 par morceaux, continues a droite avec limite a gauche,
et chaque saut correspond & une multiplication par un nombre dans [0, 1].
On dit qu’il s’agit d'un processus de Markov déterministe par morceaux ?
et plus particulierement un processus a croissance linéaire et décroissance
multiplicative 3. Le processus X est connu sous le nom de processus de taille
de fenétre TCP 4 car en informatique, le débit maximal sortant est réglé par

une taille de « fenétre TCP ».

Xt

Xo

0 Ty T t

Fig. 17.1. Allure d’une trajectoire typique du processus X.

Théoréme 17.1 (Générateur infinitésimal). Le générateur infinitésimal du
processus X est donné, pour toute fonction f € C*(Ry,R) et tout x > 0, par

L)) = tim 2SED[Xo=2) = f(z)

t—0+ t

— F(2)+ A / (f(q) — f(x)) Q(dag).

2. «Piecewise Deterministic Markov Processes (PDMP)» en anglais.
3. «Additive Increase Multiplicative Decrease (AIMD)» en anglais.
4. « TCP window-size process» en anglais.
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Le processus X n’explose pas car N n’explose pas. L’espérance condition-
nelle E(f(X;)|Xo = x) a un sens car sur {Xo = 2}, on a X; < = + ¢, et
comme f est C!, la v.a.r. f(X;) est bornée.

Démonstration. Soit f € C*(Ry,R) et t < 1. Par définition de X et N,
E(f(X)Lin—o) | Xo=2) = f(z + t)P(N; = 0) = f(z +t)e M

= (f(@) + f' (@)t + o(t))(1 = At + o(t))
= f(z) +t(f'(z) = Mf(x)) + o(t).

Conditionnellement & {N; = 1}, T suit la loi uniforme sur [0, ], donc

E(f(X))| Xo=2,N, =1) = B(f(Qu(z + T1) +t — T1) | N = 1)

/ds/ Q(dq)flg(z+s)+t—s)
- / Q(dq) f(q) + o(1)

ou le o(1) (quand t — 0) provient de la continuité de f, et donc

Troisiémement, sur {Xo = 2} on a X; < z + ¢ et donc comme ¢ < 1, on a
B (f (X)L (n, 52 | Xo = 7)| < ( sup |f<u>|>1P<Nt >2) = 0(#).
u€[0,z+1]
Finalement, la collecte des trois termes donne bien le résultat voulu. a

Pour tout ¢ > 0 on considére 'opérateur linéaire P; qui a toute fonction
f : R+ — R mesurable et bornée associe la fonction mesurable et bornée

€ Ry = P f(x) = E(f(X¢)]| Xo = 2).

Cette quantité fait encore sens pour f mesurable et localement bornée (par
exemple continue) car conditionnellement & Xy = x, X; prend ses valeurs dans
l'intervalle borné [0,z 4+ t]. On a Py = I et la propriété de Markov entraine
que (F);, est un semi-groupe :

Piys=PFPiy =P oPs.

On dit que ce semi-groupe est markovien car il préserve la positivité et I'unité :
P(f) 2 0si f >0et P(1) =1. On dit qu'une fonction mesurable et bornée
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f R4+ — R appartient au domaine du générateur L du processus lorsque la
limite suivante existe pour tout = > 0 :

Pi(f)(x) = f(=)
t

L(f)(z) = lim = 0o 2 (f)(2).

t—0t

Tout se passe comme si «P; = e'f». On peut établir que la propriété de
semi-groupe donne, pour tout ¢ > 0 et toute fonction f de classe C!,

e—0

e—0 £

On dit qu’il s’agit des équations de Chapman-Kolmogorov progressive et ré-
trograde respectivement («forwardy» et «backward» en anglais).

Le théoreme 17.1 affirme que le domaine du générateur L contient les
fonctions de classe C!. 1l se trouve de plus que le générateur conserve les
polyndmes sans augmenter leur degré. Cela permet de calculer les moments
de maniére récursive.

Théoréme 17.2 (Moments et loi invariante). Pour tout n € IN, tout x > 0
et tout t > 0, le moment d’ordre n de la loi de X; sachant {Xo = x} vérifie

n n! Ny 1 ot
E(X | Xo =2) = m“ﬂ Z(Zk; 11 oj_em>e
= m=1 k=0 j=k

J#EmM
ot 0, := N1 — E(QY)). De plus, conditionnellement a {Xo = x}, la variable
X converge en loi quand t — oo wvers la loi p sur Ry dont les moments sont

n!
/xn p(dz) = o,
k=1"Yk
pour tout n = 0. Enfin, tous les moments de X; convergent vers ceux de p.

Démonstration. Posons a,(t) = E(X}'| Xo = z) = Pi(fn)(x) ou fp(x) = z™.
Pour tout n > 1, le théoreme 17.1 donne

Lfa(x) = na=t + Xa" / (¢" — 1) Q(dq) = nfu_1(x) — Onfo()

et donc, en utilisant 1’équation de Chapman-Kolmogorov progressive,

a;L(t) - atpt(fn)(x) = Pt(Lfn)(x) = Pt(nfn—l - ann)(ﬂf)
= no,—1(t) — Opan(t).
Comme g est constante égale a 1, on obtient I’équation différentielle ordinaire

oy (t) = 1—011(t) qui donne ;. Une récurrence sur n (systéme triangulaire !)
fournit la formule annoncée pour (an),, -
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Comme 0, < 6, pour p > 1, les moments de ;. sont majorés par ceux d’une
loi exponentielle de parametre 6;. Ceci entraine que sa transformée de Laplace
est finie sur | — oo, 61[. Elle est donc holomorphe sur un voisinage (dans C) de
l'origine. En particulier, la fonction caractéristique de p est analytique sur un
voisinage (dans R) de origine. Le théoréme 21.7 assure alors que la loi p est
caractérisée par ses moments.

Ainsi, conditionnellement & {Xo = z}, chaque moment de X; converge
quand t — oo vers une limite finie. Le fait que cette suite de limites soit la
suite des moments d’une loi et que X; converge en loi vers cette loi découle
d’une étude similaire a celle menée dans la preuve du théoréme de Wigner par
la méthode des moments dans le chapitre 21. On prendra garde au fait qu’on
se trouve ici sur R et non pas sur R tout entier. O

Remarque 17.3 (Décomposition spectrale). Pour tous n > 0 et t > 0, les
opérateurs L et Py, restreints d l’ensemble R, [X] des polynomes de degré
inférieur ou égal d n, sont des endomorphismes dont les valeurs propres sont
respectivement (—0k)ocp<,, €t (e‘te’“)ogkgn.

Remarque 17.4 (Croissance-annihilation®). Si Q = &y alors le moment
d’ordre n de la loi invariante p de X vaut n!/\™ ce qui assure que p est la loi
exponentielle de parameére .

Remarque 17.5 (Loi du processus & un instant donné). Plagons-nous dans
le cas ot Q@ = 04 avec 0 < g < 1 et conditionnellement a4 {Xo = z} avec
x = 0. Alors pour tout t > 0, il existe une loi absolument continue p; portée
par Uintervalle [0, gz + t] telle que

Loi(X;) = e Moppe + (1 — e M)y

et dist(z + t,supp(ut)) = (1 — q)x. En effet, conditionnellement d {N; = n},

X, x4+t stn =0,
b "z + ZZ:% @YU, - Up_y) sin >0,

o 0=Uy < U <--- < U, <Upyt1 =1 est une statistique d’ordre uniforme
sur [0,t]. Ainsi, Loi(Xy | Nt = 0) = 644+ tandis que Loi(Xy | Ny = n) est abso-
lument continue si n > 0, portée par [¢"(x +1),q"x +t]. D’ou le résultat avec
we = Loi(X¢ | Ny > 0). Ceci montre que X est asymptotiquement régularisant
car la masse de la partie atomique de u; tend vers 0 quand t — oo. C’est le
mécanisme de sauts, seul source d’aléa, qui en est responsable.

Remarque 17.6 (Irréductibilité). Pour tout x > 0 et conditionnellement
a lévénement {Xo = x}, le processus X entre dans tout intervalle en un
temps fini avec probabilité positive. En d’autres termes, sa trajectoire coupe
toute bande horizontale en un temps fini avec probabilité positive. Cela est
immédiat si la bande est au-dessus de x. Si la bande est en dessous de x, il
suffit de considérer une trajectoire en dents de scie.
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2000
1500
1000

500

Fig. 17.2. Histogramme d’un échantillon de X; pour ¢t = 100, A = 1, Q@ = ;2.

Soit p > 1 un réel fixé. Si (E,d) est un espace métrique et p une loi sur
E, alors la quantité [d(z,y)P u(dy) est soit infinie pour tout z € E, soit finie
pour tout z € E et on dit dans ce cas que p a un moment d’ordre p fini.
La distance de Wasserstein W, sur I’ensemble des lois sur E possédant un
moment d’ordre p fini est définie par

1/p
W1, po) = inf E(d(X,Y)?)YP =  inf U d(z,y)? n(dz, d
p(H1s f12) ) (d(X,Y)P) centd ExE( y)? m(dz, dy)
Xarps

ou IT(p1, pi2) est Pensemble convexe des lois de probabilité sur E x E qui ont
pour lois marginales 1 et po. I1 contient la loi produit p; ® pe. Un élément
7 de cet ensemble constitue un couplage de 1 et po. Ici on prend E = R et
d(z,y) = |z — y|. On peut montrer qu'une suite (u,), converge vers y pour
W), si et seulement si elle converge faiblement pour C, et si tous les moments
d’ordre inférieur ou égal a p de u,, convergent vers ceux de p.

Théoréme 17.7 (Comportement en temps long par couplage). Soit vP; la loi
au temps t du processus TCP de loi initiale v et de paramétres A et Q. Alors,
pour toutes mesures de probabilités v1 et vo sur Ry possédant un moment
d’ordre p > 1 fini, pour tout t > 0, en posant 6, :== A\(1 — E(QY)), on a

0.t
Wo(r1 Py, voPy) < Wy(v1,1v2) exp (—%).

5. « Growth-collapse» en anglais.
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Démonstration. Considérons un couple (X,Y) ou X et Y partent de =z
et y mais utilisent le méme N et le méme @ (mémes temps de sauts et
coefficients multiplicateurs). Remarquablement, la quantité |X; — Y| reste
constante entre deux sauts et au k° saut elle est multipliée par Q. Par consé-
quent, pour tout ¢t > 0, on a

M8

E(X; - Yi|") = > B(X: - Yil Iin,—r})

B
Il
o

o

E(lz —y["QY ... QM (n,—k})

>
Il

0

= |z —yl" Y E(Q)FP(N, = k)
k=0

_ ‘x o y|P67/\t(17]E(Q’1’)).

Par conséquent, si X et Y sont deux processus TCP de parametres A et Q et
de lois initiales respectives 1y et vy, alors pour tout couplage 7 de vy et vs,
pour tout ¢ > 0 et tout p > 1,

W, (11 Py, 1o Py)P < 6701”5/ |z — y| n(dx, dy).
Ry xRy

Il ne reste plus qu’a prendre l'infimum sur le couplage 7m de v; et vy pour
conclure la preuve du théoréme. a

La chaine incluse X := ()?n)r@o = (X1,),50 de X est le processus pris
aux instants de saut. Il s’agit d’une chaine de Markov homogene a temps
discret et a espace d’états continu R4. Elle vérifie Xg = X et constitue un
processus autoregressif linéaire :

)?nJrl - QnJrl()?n + En+1)~

Le noyau de transition K de X vaut, pour tout f € Co(Ry,R) et x >0,

R, ) = B(f(Rny1) | Ko = 1) = A /[ o € St ) Q) dy

Théoréme 17.8 (Convergence en loi de la chaine incluse). Quel que soit Xg
la chaine incluse (X»),,, converge en loi vers ji = Loi(3>-07 Q1+ QunEy).

Démonstration. La formule autoregressive et les hypotheses d’indépendance
et de stationnarité, donnent, par récurrence sur n,

)?n = Qn e QlXO + Z Qn te Qn—k+1En—k+1
k=1
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Z Q1 QuXo +) Q1 QuEy.

On a E(Q1--Qn) = E(@Q)". Or E(Q) < 1 car PO < Q@ < 1) =1 et
donc par convergence monotone E(}° Q1---Qn) = >, E(Q)" < oo, donc
P>, Qn < 00) = 1 et donc P(Qy---Qn — 0) = 1. Par conséquent,
Q1 QnXo — 0 p.s. D’autre part, par convergence monotone,

> Q1 QrEr T35 > Que QuEn ~ i
k=1 noee n=1

Par conséquent, la chaine incluse converge en loi vers i quel que soit Xg. 0O

La loi i a pour moyenne A"'E(Q1)/E(1 — Q1). Pour la chaine incluse,
I’oubli de la condition initiale apparait clairement sur la formule suivante :

E(Q.)"

E(X,) = E(Q)"E(Xo) + E(Ql)m

La loi i vérifie I’équation en loi

loi

F=Qi(F+E)

ou F ~ [i est indépendante de Q1, E1.

17.2 Intensité des sauts variable selon la position

Il est possible de faire dépendre I'intensité de sauts du chemin parcouru
par le processus. On considere une fonction localement intégrable A : =z €
Ry — Ax) € Ry et une suite (E,),, de v.ar. iid. de loi exponentielle
de parametre 1. On construit la trajectoire du processus (Xt)t>0 partant de
Xo = xp en posant X, = xg + s pour tout 0 < s < T ou le premier temps de
saut 77 est défini par 'équation (instant ou 1’ [ atteint Ey)

T1 Tl
/ MXs)ds = / AMzo + s)ds = Ej.
0 0

Ensuite on pose X7, = Q1 X - = Q1(xo +T1), et plus généralement, on pose
1

Y [xn -1 $i Ty <t < Tyt
t = .
Qn+1(XTn + Tn+1 - Tn) sit= Tn+17

ol la suite croissante des temps de saut (15,),,5, est définie par To = 0 et

Thrt1 Trn41—Tn
/ )\(Xq) ds = / )\(XTn + S) ds = En+1-
0

Tn
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Par exemple, le cas spécial A(x) = = donne
T7),+1 - Tn = 2En+1 + (AXVTW)2 -

Cette construction fournit la trajectoire t — X; sur lintervalle [0,T[ ou
Too := lim,, o, T}, est le temps d’explosion du processus. Si A est une fonction
bornée, alors par comparaison au cas constant, on obtient P(T,, = c0) =1 et
on dit que le processus n’explose pas. Lorsque A n’est pas bornée, par exemple
A(z) = x, ce sont les propriétés de Q qui permettent d’établir la non explosion
éventuelle. On peut montrer que le générateur du processus (Xt)t>0 est

1
L(f)(z) = f'(z) + A(z) /0 (f(gz) — f(x)) Q(dg).

Le méme procédé permet plus généralement de construire les trajectoires d’un
processus de générateur infinitésimal

L(f)(z) = G(f)(z) + Az) /(f(y) — f(2)) K(z,dy)

ou K est un noyau markovien, ou A est une fonction positive localement
intégrable, et ou G est le générateur d'un processus quelconque, qui «agit»
entre les temps de sauts.

17.3 Branchement et croissance-fragmentation

Le processus TCP permet de modéliser bien plus de choses que la taille de
fenétre TCP du protocole TCP/IP. On peut penser par exemple & la taille ou
masse d’une cellule, qui grossit linéairement puis subit une division. On peut
également penser & un polymeére® dont la longueur augmente linéairement
au cours du temps puis subit une dislocation. Du point de vue de la masse,
la division ou la dislocation constituent une fragmentation qui conserve la
masse. Supposons pour simplifier que les fragments obtenus sont toujours au
nombre de deux et évoluent selon le méme processus, de maniere indépen-
dante. Intéressons-nous a la taille IV; de la population a l'instant ¢ > 0. Cela
revient a étudier un arbre binaire ou la longueur des segments de branches sont
i.i.d. de loi exponentielle de paramétre A. A Pinstant ¢ > 0, Iarbre posséde
Ny branches, et Ny = 1. Le processus (Nt)t>0 est appelé processus de Yule de
parametre A. Il s’agit d’un processus de Galton-Watson a temps continu de
loi de reproduction ds. C’est aussi un processus de vie pur a temps continu.

Théoréme 17.9 (Taille de la population). Pour tout t > 0 la taille de la
population Ny suit la loi géométrique sur IN* de paramétre e~ . En particulier,

E(N) = eMoet Var(V;) = (1 — e—)\t)€2/\t.

6. Molécule constituée d’une chaine de molécules identiques (monomeres).
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Fig. 17.3. Début de l’arbre binaire définissant le processus N.

Démonstration. La propriété d’absence de mémoire des lois exponentielles
permet d’établir que (Nt)t>0 est le processus de comptage issu de Ny = 1 de
la suite de v.a.r. (Sn)n>1 ou S, =F +---+ F, avec (Fn)n>1 suite de v.a.r.
indépendantes et F;, de loi exponentielle de parametre n\ pour tout n > 1.
Ona Ny —1=3" 14(Sn). Or daprés le lemme de Rényi 11.3, la v.a.r.
Sp ala loi de max(Fy,...,E,) ou E1,...,E, sont ii.d. de loi exponentielle
de parametre A. Donc, pour tout entier n > 0,

P(N; —12n)=P(S, <t)=P(E; <t)---P(E, <t)= (1 —e )™
0

Considérons le cas ou chaque fragmentation donne lieu a k + 1 fragments
o k > 1 est fixé. On note (Nt(k))t>0 le processus de comptage associé. Pour
tout n > 2, le processus issu de n est la somme de n copies i.i.d. du processus
issu de 1. C’est la propriété de superposition ou de branchement. On dit
que (Nt(k))t>o est un processus de Yule de loi de reproduction dx41. Il s’agit
d’un processus de Markov homogene a temps continu d’espace d’état IN et de
générateur infinitésimal L(*) donné pour tous f: IN — R et n € IN par

=nA(f(n+k) = f(n)).

A comparer, au passage, avec le générateur A(f(n + 1) — f(n)) du processus
de Poisson. Si f(n) = n et a,(t) = E(Nt(k) |N(§k) =n) = Pt(k)(f)(n) alors
(L*) £)(n) = kAn = EAf(n) et Péquation de Chapman-Kolmogorov progres-
sive (forward) donne ’équation différentielle ordinaire

Bran(t) = 0, PP (f) = PU(L®) f) = kAP () = kAan (#).

La condition initiale «,,(0) = n donne alors ]E(Nt(k) |N(()k) = n) = nef.
L’exploitation systématique de cette méthode conduit au résultat suivant.
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Théoréme 17.10 (Processus de Yule). Supposons que Nék) ~ 01. Pour tout
réel t > 0 et tout entier k > 1, si Z1,...,Z;, sont copies i.i.d. de Nt(k) alors

Zi+ -+ 2

3 ~ Geo(e ",

En particulier, la moyenne et la variance de Nt(k) sont données par
E(NM) = et Var(NM) = k(1 — e M)k,
De plus, il existe une v.a. Mo, € L* de loi Gamma(1/k,1/k) de densité

(1/k)1/k 1/k—1_—z/k
L 1
T (/5 T e R, ()
telle que
e_k)‘tNt(k) t—> M., p.s. et dans L?.

Démonstration. On se rameéne a A = 1 par changement de temps. Fixons a
présent s € [0, 1] et considérons la fonction f(n) = s™. On a Pt(k)(f)(n) =
IE(sNt(k) | Nék) =n). On s’intéresse & la fonction génératrice
(k)
ge(s) =B | NG =1) = PV () (1),
Par la propriété de branchement, Pt(k)(f)(n) = (Pt(k)(f)(l))" = gi(s)", d’ont
LOPE (1)) = n(PP ()0 + k) = PP (1)) = n(ge(s)™ — gu()").
L’équation de Chapman-Kolmogorov rétrograde donne a présent I'E.D.O.
k k
drgi(s) = 0P (£)(1) = LO (PP (1)(1) = ge(s) " = gu(s).
La condition initiale go(s) = s donne enfin
gi(s) = se7H(1 — (1 — e Ftysk)~1/k,

En particulier, gF est la fonction génératrice de kG ou G est une v.a.r. de
loi géométrique sur IN* de parametre e~**. Pour la convergence en loi, pour
0 < 0, la transformée de Laplace

E(exp (Qe*ktNt(k))) = exp (Qe*kt)e*t (1 — (1 — e*kt) exp (er*kt))fl/k

= (" exp (—erfkt) — et 4 1)_1/k

qui converge quand ¢t — oo vers

(1— ko)~ Yk = (1/2/6 9)1/k’

qui est la transformée de Laplace au point 6 de la loi Gamma(1/k, 1/k). Enfin

(e_k’\tNt(k))1t>0 est une martingale bornée dans L?, et converge donc p.s. et
dans L?, lorsque t — oo, vers une v.a. de loi Gamma(1/k,1/k). O
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La fragmentation serait bien stir modélisable plus généralement en utili-
sant une loi sur les partitions de [0, 1] avec un nombre possiblement infini de
morceaux. Cela méne a la théorie probabiliste de la fragmentation.

Supposons que le mécanisme de fragmentation en k+ 1 fragments consiste
en une division équitable de la masse. A linstant ¢ > 0, la population de
fragments est constituée de Nt(k) individus, positionnés sur un arbre k + 1
régulier (chaque individu fait k£ + 1 enfants puis meurt). Pour numéroter les
individus, on procéde comme dans le chapitre 22, et on introduit les étiquettes
U = UZ,(IN*)" avec la convention (IN*)? = &, et ot (IN*)" sert & numéroter
les individus de la génération r. Les individus vivant a un instant ¢ donné
peuvent appartenir a différentes générations. La population a l'instant ¢ est
un sous-ensemble aléatoire Gy de U, et vérifie Nt(k) = |Gy|. Si X+ représente
la taille de 'individu u € G} vivant a 'instant ¢ alors la répartition des masses
a l'instant ¢ dans la population est capturée par la mesure empirique

1
=gy D 0xu.
Nt( )uth

Cette loi aléatoire donne la masse d’un individu choisi uniformément parmi
ceux vivant a l'instant ¢. Pour une fonction test f : R+ — R, on a

E(/fdut> = E<Nl(k) Z f(Xu,t)> = E(f(Xv,.+))

t nsien

ou U; est de loi uniforme sur G;. Intuitivement, 1’évolution de la masse le long
d’une branche quelconque de ’arbre suit le processus TCP. En réalité, il faut
préciser ce que l'on entend par « branche quelconque » car un phénomene de

biais par la taille peut apparaitre”.

17.4 Pour aller plus loin

Le véritable modele de taille de fenétre TCP est plus complexe et in-
corpore notamment une taille maximale de fenétre. Il est étudié par Teunis
Ott et Johannes Kamperman dans [OKO08], et par Vincent Dumas, Fabrice
Guillemin, et Philippe Robert dans [DGR02]. Un lien avec les fonctionnelles
exponentielles des processus de Lévy est mené par Fabrice Guillemin, Philippe
Robert, et Bert Zwart dans [GRZ04]. Le processus est enfin abordé dans les
écrits pédagogiques de Philippe Robert [Rob05, Rob10]. Le comportement en
temps long est étudié dans l'article [CMP10]. Des aspects graphiques sont
explorés dans larticle [GR10] de Carl Graham et Philippe Robert. La version
branchante est étudiée par Vincent Bansaye, Jean-Francois Delmas, Laurence

7. 11 s’agit d’un biais d’échantillonnage classique en statistique : un individu tiré
au hasard a plus de chance d’étre issu d’une famille nombreuse.
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Marsalle, et Viet Chi Tran dans [BDMT11] ainsi que par Bertrand Cloez dans
[Clo13]. Le processus de Yule doit son nom & Udny Yule et est étudié dans
les livres [Har02, AN04]. Un lien avec des équations d’évolution de transport-
fragmentation se trouve dans le livre de Benoit Perthame [Per07] et dans le
travail de Bertrand Cloez [Clo13]. Une théorie de la fragmentation se trouve
dans le livre de Jean Bertoin [Ber06].

Les distances de Wasserstein sont également connues sous le nom de dis-
tances de couplage, de transport, de Kantorovich, de Mallows, ou de Fréchet.
Ces multiples noms témoignent de leur utilité dans des domaines variés. Ces
distances sont au coeur de la théorie du transport optimal de la mesure, dé-
veloppée notamment par Cédric Villani [Vil03]. Si E = R et d(z,y) = |z — y|
alors, en notant - ! Tinverse généralisé de la fonction de répartition de y, on
montre que W), est une distance L? inter-quantiles en ce sens que

1 1/p
W (ks p2) = </0 |F () — FL ()P dz) = [|Fu = Fpusl,,-
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Ruine d’une compagnie d’assurance

Mots-clés. Actuariat; temps de ruine; temps d’atteinte; processus de
Markov a temps continu.

Outils. Processus de Poisson composé ; transformée de Laplace ; fonction
caractéristique ; martingale ; marche aléatoire ; loi des grands nombres; loi du
logarithme itéré.

Difficulté. *

Ce chapitre est consacré essentiellement a un modele simple et classique
de risque en assurance, connu sous le nom de modele de Cramér-Lundberg.
Une nouvelle compagnie d’assurance veut entrer sur le marché. Elle souhaite
évaluer sa probabilité de faillite en fonction du capital initial investi et du prix
de ses polices d’assurance. On suppose que la compagnie a un capital initial
c et on note R; sa réserve a l'instant ¢. La compagnie d’assurance

— percoit des cotisations de ses clients que 'on supposera mensualisées,

uniformément réparties sur 'année et constantes au cours du temps :
les recettes de la compagnie pendant un temps t sont donc égales a pt
ou p est le taux de cotisations par unité de temps;

— verse des primes a ses assurés sinistrés en fonction des dommages subis.
On modélise 'apparition et les cofits des sinistres de la maniére suivante :

— les cofits des sinistres (Xj),, sont des v.a.r. aléatoires indépendantes,

de méme loi v, d’espérance commune X et de variance finie a — \?;

— les temps d’apparition (Tn)n>1 des sinistres sont distribués selon un

processus de Poisson (Ny),, d'intensité p. Les intervalles de temps
entre deux sinistres, notés (An)”>1 avec A, = T, — T, _1, sont des
v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle Exp(u).
— la suite (Xx),, et le processus (Ny),, sont indépendants.
La réserve de la compagnie d’assurance a 'instant ¢ est par conséquent :
Ny
R; = c+pt—ZXk.
k=1
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Ry

Fig. 18.1. Une trajectoire menant a la ruine au temps 7(c) avec un découvert Y (c).

Pour simplifier 1égerement les calculs, on considérera plutét la quantité
Ny
Ry=c—R =) Xp—pt.
k=1
La ruine survient lorsque la réserve R descend sous 0 ou que R excéde c.
L’instant de ruine, ou de défaut, de la compagnie est défini par
7(c) =inf{t >0: R, <0} =inf{t >0: R; > c}.

La probabilité de ruine de la compagnie est donnée par

Y(c) = IP(sup Ry > c) =P(7(c) < 0).

>0
On notera enfin Y (c) le découvert en cas de ruine (voir figure 18.1) :
Y(C) = —RT(C) = RT(C) — C.

Remarque 18.1 (Processus de Markov et générateur infinitésimal). On peut
montrer que R est un processus de Markov sur R de générateur infinitésimal

Li@) = —pf'(2) + 1 / T ty) - f@) vldy).

Ce processus évolue de maniéere déterministe entre ses temps de saut. On parle
de processus de Markov déterministe par morceaut.
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18.1 Processus de Poisson composé

Rappelons qu’il est facile d’estimer l'intensité d’un processus de Poisson a
partir d’une de ses trajectoires comme le montre le résultat suivant.

Lemme 18.2 (Temps long). La loi des grands nombres et le théoréme limite
central suivants ont lieu :

Nt ps, N, i
—LE% et \/5<t —u) L N0, 1),
t t—oo t t—o0
Démonstration. Pour tout ¢ € IN*, posons Y; = N; — N;_1. La variable Y; re-
présente le nombre de sauts du processus de Poisson dans I'intervalle de temps
Ji —1,4]. Le processus de Poisson est & accroissements stationnaires et indé-
pendants. En particulier, les variables aléatoires (Y;);; sont indépendantes
de méme loi de Poisson de parametre pu. Donc, en vertu de la loi des grands
nombres, N|¢|/[t] — p p.s. On remarque ensuite I'’encadrement suivant
N N, N 1
1t (8] o Ne o Nigr [8] +

] t ~ ot Tt +1 ¢

qui entraine que N/t tﬂ w. La convergence en loi se déduit du calcul expli-
—00

cite de la fonction caractéristique de v/#(N;/t — ) puisque Ny ~ Poi(ut). O

Le processus C' = (Ct),,, défini par

Ny
Ct = ZXka
k=1

est appelé processus de Poisson composé de parametre p et de loi de saut v.
Lemme 18.3 (Fonction caractéristique). Pour toust > 0 et u € R,

iuCly )

vc, (u) == T(e = exp(ut(p, (u) — 1)),

ot p, est la fonction caractéristique de v. Si les deur premiers moments X et
a de v existent, alors les deur premiers moments de C; existent et vérifient

E(Cy) = urt et Var(Cy) = uat,

et de plus
C .S. C oi
PR N et \/i(t —,uA) LN N(0, pa).
t t—oo t t— oo

Les moments de C; peuvent aussi étre calculés grace au lemme de Wald.

Démonstration. L’expression des moments de C et le résultat de convergence
en loi découlent de I’expression de la fonction caractéristique de Cy. La conver-
gence p.s. s’obtient en utilisant le lemme 18.2 et la loi des grands nombres.

O
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18.2 La ruine est-elle presque sire ?

Comme les trajectoires de R sont décroissantes entre les sauts, le franchis-
sement du niveau ¢ ne peut intervenir qu’a un instant de saut. Définissons
la suite (Sp),,5¢ par S, = Rr,. On dit que (Sy), c est la chaine incluse de

(Rt)ten1+~ Par construction, puisque Ay = T}, — T}, pour k > 1,

n
S():O et Vn}l, Sn:Z(kapAk)-
k=1
En particulier, S,, s’écrit comme la somme de n variables aléatoires i.i.d. de
moyenne A — p/u. La quantité Ay représente le montant moyen des sinistres
par unité de temps et sa position par rapport a p dicte, comme le montre le
résultat suivant, la valeur de la probabilité de ruine qui s’écrit encore

P(e) = IP(Sup Sp > c).

n>0
Notons 7(¢) = inf {n € N : S,, > ¢}. Par construction, on a
Te)=ne71(c)=T, et 7(c)<+oo e 7(c) < +o0.
Théoréme 18.4 (Caractérisation de la ruine presque siire).
p<An <= V=0, ¥c)=1.

Démonstration. Si p < Au, le résultat découle de la loi des grands nombres
appliquée a la suite (X — pAg),s;- Sip = A, la loi du logarithme itéré de
Strassen appliquée aux variables aléatoires i.i.d. (X — pAg), <k<n Centrées et
de variance 02 = a — A\? + p?/u? donne

lim inf Sn =-1 p.s.
n—=oo g4/2nlog(log(n))

et g
lim sup Z =+1 ps.

n—oo 04/2nlog(log(n))

Enfin, si p > Au, la loi des grands nombres assure ici que S,, — —oo p.s. Sup-
posons que le temps d’arrét 7, = inf{n > 0:S,, > ¢} soit fini p.s. La marche
aléatoire (Sy+r, — S )n>0 est de méme loi que (S,)n>0. Par conséquent, le
temps d’arrét 72 = inf{n > 0 : Sy, — Sr, > ¢} est lui aussi fini p.s. En
itérant le procédé, on montre que limsup S,, = oo, d’ott la contradiction. 0O

Remarque 18.5 (Condition de profit net). Comme le suggére Uintuition,
la compagnie doit s’assurer que p > Au pour éviter une ruine p.s. Les
lemmes 18.2 et 18.3 permettent, da partir d’un historique des sinistres, d’esti-
mer les paramétres A et u, ce qui peut ensuite aider a choisir p.
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18.3 Expression de la probabilité de ruine

On suppose dans la suite que la condition, dite de profit net, p > Ap est
satisfaite et on cherche & exprimer la probabilité de ruine 1(c). On introduit
la transformée de Laplace H de la loi des sinistres v :

VzeR, H(z)=E(e"") € [0,400].

La fonction H est finie sur un intervalle I qui contient | — oo, 0] car X; est une
variable aléatoire positive. De plus, H est de classe C* et strictement convexe
sur U'intérieur de I.

Lemme 18.6 (Transformé de Laplace des sinistres). Supposons que l’inter-
valle I sur lequel la transformée de Laplace H est finie soit un ouvert qui
contient 0. Alors la fonction

s’annule en 0 et en un unique réel u > 0.

Le réel u est appelé coefficient d’ajustement.

Démonstration. La fonction x — H(x) —px/p—1 est strictement convexe sur
I, nulle en 0 avec une dérivée strictement négative car H'(0) = E(X;) = A <
p/u. D’autre part, puisque I est ouvert, la fonction H tend vers +oo au bord
droit de I, et, pour tout xy > 0 tel que P(X; > z¢) > 0, et tout = € I,

H(I) 2 eszIP(Xl Z 1‘0).
Ainsi, la fonction  — H(z) — px/pu— 1 tend vers +o0o au bord droit de I. O

Théoréme 18.7 (Probabilité de ruine). Sous les hypothéses du lemme 18.6,
la probabilité de ruine est donnée par

€7UC

E(e*Y(9)|7(c) < 400)

¥(e) =

ot Y (c) = Sz(c) — ¢ est le découvert de la compagnie a l'instant de ruine.

Démonstration. La suite (e“S")n>O est une martingale positive car
E ("5t [0(Sp, ..., 5)) = e“s"']E(e”(X”“_pA"“)).

Comme X,,11 et A, 11 sont indépendantes et comme A,, 1 suit la loi Exp(u),

]E(e“(X"+1”’A"+1)> = H(u)—— =1
u =+ pu
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Ainsi E[e*5»] = 1 pour tout n > 0. Si n > 0 alors 7(c) A n est un temps
d’arrét borné et

1= E(e"5 @) = (" Uz cny) + ("5 Lz()5n))-

Sous I'hypothése p > Ay, Sp 2% —o0. De plus, sur {7(c) >n},ona s, <c
n—oo
Ainsi, par convergence dominée, la seconde espérance ci-dessus converge vers 0

lorsque n — +00. La premiére espérance converge par convergence monotone.
Par conséquent, on obtient

1= B(e"7 0L 7)< o)) = B (e 9]7(e) < +00) P(F(c) < +0),

ce qui fournit le résultat annoncé. a

—uc

Remarque 18.8 (Borne de Lundberg). Du théoréme précédent, (c) < e
La transformée de Laplace de la mesure de densité

e—$
= ——=1 x
1 + l'2 [0700[( )
est finie au point x si et seulement si < 1. Si H(1) < 1+ p/u, la fonction
x+— H(x)—px/p—1 ne s’annule qu'en 0 : cette fonction, infinie sur |1, +o0],
est strictement négative sur |0, 1]. Dans ce cas, le théoréme 18.7 ne s’applique
pas. Cependant, la suite (eS")n>0 est une sur-martingale :

H(1)
E(e®+ | o(So,...,S,)) =S —— < 5,
(6 |U( 0 ) )) € 1_|_p/'u €

On en déduit, en procédant comme dans la preuve du théoréme 18.7 que

—C

e

() < IE(eY(C) | 7(c) < +oo) ’

18.4 Sinistres exponentiels
La probabilité de ruine est explicite pour des cotits de sinistres exponen-
tiellement distribués.

Théoréme 18.9 (Probabilité de ruine). Si la distribution des codts des
sinistres est la loi exponentielle de paramétre 1/X\, ou de moyenne A avec
p > A, alors, pour tout ¢ 2 0, on a

P(e) = %exp (_p ;)\)\MC>.
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Démonstration. Pour x < 1/, on a

1 p—px 1
t = < —.
-z & "7 7o T

H(z) =

Il suffit de montrer que, sachant que 7(c) < 400, la variable Y (c) = Sz() — ¢
suit la loi exponentielle d’espérance A. Si 7(c¢) = n alors

Y(c)=5,—c=X, —pA,+ Sn—1 —c,

dot
P(Y(c) >y, 7(c) = n)

= IP(Y(C) >y, | max S <, Sy > c)

IN—

1<ig<n—1

:IP(Xn >y+pA,+c—S,_1, max S; <c>

:]P<Xn >y, Xp >y+pA,+c—S,—1, max S5; < c).
1<i<n—1

La derniére égalité provient du fait que X,, = Y(¢) + ¢ — S,—1 > y lorsque

Y(c) > y et maxigicn—19; < c¢. A présent, puisque la variable aléatoire X,

suit la loi Exp(1/A) et est indépendante de (A,,Si,...,S,—1), on a

1<i<n—1

P(Y c) y,7(c
y

($>y+pA +c¢—8S,_1, max S; < c) e M dx

= e”"’/ IP(:E >pA, +c—8S,_1, max S; < c> e M dx
0

<ig<n—1

_eWAP<Sn>(% max Sis(ﬁ = ¢ VAP(7(c) = n)

1<i<n—1
Ainsi, P(Y(¢) > y|7(c) < 400) = e~ ¥/* pour tout y > 0. Ceci assure que
E(e“y(c) | 7(e) < —l—oo) = H(u).
On conclut en appliquant le théoreme 18.7. a

Considérons deux compagnies qui assurent le méme type de risques et
pratiquent les mémes politiques de tarif et d’indemnisation. Supposons que
la clientele de la seconde différe d’un facteur multiplicatif p de la premiere.
Si (A, p) désigne les parametres de la premiére compagnie, ceux de la se-
conde sont donnés par (A, pu, pp). On suppose que les sinistres sont toujours
exponentiellement distribués. Par homogénéité, la probabilité de ruine de la
compagnie 7 = 1,2 est donnée par le théoréme 18.9 :
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Ap < p—Au )
C;) = —€X — Ci |-
¥(ci) P )

Supposons a présent qu’elles s’unissent pour ne former qu’une seule com-
pagnie. On supposera a nouveau que les sinistres assurés par chacune des
compagnies sont indépendants. Les parametres de la nouvelle entité sont
(A, (1 + p)p, (1 + p)p) et le capital initial vaut ¢; + c2. Une fois de plus, la
probabilité de ruine est donc donnée par ©(c; + c2) qui est inférieure aux
probabilités de ruine de chacune des deux compagnies. Les assureurs ont donc
intérét a se regrouper pour mutualiser les risques.

18.5 Pour aller plus loin

La définition et les propriétés essentielles des processus de Poisson se trouve
par exemple dans le livre de Dominique Foata et Aimé Fuchs [FF04], dans
celui de James Norris [Nor98a), et dans celui de Christiane Cocozza-Thivent
[CT97]. Les probabilités sont un des outils essentiels de ’actuariat, nom donné
a la science de Iassurance. Le modele présenté ici appelé modele de Cramér-
Lundberg a été introduit par Filip Lundberg vers 1903 puis popularisé par
Harald Cramér dans les années 1930. On pourra notamment consulter les
ouvrages de Sgren Asmussen [Asm00], Thomas Mikosch [Mik09] ou encore de
Arthur Charpentier et Michel Denuit [CD04]. Du point de vue de la théorie des
processus stochastiques, le processus de Cramér-Lundberg est un processus
de Markov déterministe par morceaux (un autre exemple est traité dans le
chapitre 17). Un modeéle plus sophistiqué prend en compte le fait que les
assureurs placent l'argent des cotisations au fur et a mesure. Le générateur
infinitésimal du processus décrivant la fortune de la compagnie s’écrit alors

Li) = (o + p) (@) + 1 / Tl —y) — f(@)) v(dy).

Les lois de franchissement d’un niveau sont alors plus difficiles a décrire.
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Polymeres dirigés en environnement aléatoire

Mots-clés. Phénomene de seuil ; transition de phase; inégalité FKG ; es-
pérance dépendant d’un parametre; polymere dirigé; environnement aléa-
toire ; mesure de Boltzmann-Gibbs.

Outils. Chaine de Markov ; transformée de Laplace; martingale; loi du
zéro-un.

Difficulté. ***

Un polymere est une longue molécule constituée de briques élémentaires
identiques appelées monomeres. On s’intéresse a la modélisation de la struc-
ture d’un polymere constitué de monomeres hydrophiles, placé dans une émul-
sion d’huile et d’eau. L’huile est présente sous la forme de gouttelettes micro-
scopiques. On suppose que les monomeres sont régulierement espacés et que
le polymere se déroule dans une direction privilégiée. On dit que le polymere
est dirigé. Par analogie avec les processus, cette dimension est dite temporelle,
et le polymeére est vu comme un chemin dans Z¢, c¢’est-a-dire une application
de {0,1,...,n} dans Z? ot n est la longueur du polymeére. On positionne sur
les points de IN x Z? des variables aléatoires i.i.d. qui quantifient la sensibilité
de chaque monomeére du polymere a la présence d’huile ou d’eau sur chaque
site. Dans tout le chapitre, 'entier d est fixé supérieur ou égal a 1.

La sensibilité du polymere a son environnement est modélisée par un pa-
rametre réel noté 3 introduit par la suite. Toute la question est de déterminer
pour quelles valeurs de ce parameétre le comportement du polymere est sensi-
blement différent d’une marche aléatoire simple qui modélise la structure d’un
polymere indifférent & son environnement.

19.1 Modéele et résultats principaux

On modélise un polymeére insensible & son environnement par une marche
aléatoire simple sur Z?, c’est-a-dire une suite (Sn), > avec So =0 et
=
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n

Sn:ZUia n}l,

ot (Un),,>, est une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur {e; : 1 <i < d}, o
e1,...,eq est la base canonique de Z?. On note (]:n)ngo la filtration naturelle
de (S5),50, et F la tribu engendrée par les variables aléatoires (Uy),, ;-

Il est commode de représenter les n + 1 premiers termes de (Sn)n>0 par
la variable aléatoire Sp., = (So,S1,...,S,), qui prend ses valeurs dans I,
I'ensemble des chemins issus de 0 et de longueur n dans Z¢, c’est-a-dire 1’en-
semble des (n+1)-uplets v = (Y0, 71, - - -, Yn) AVEC Yo, . . . , ¥ dans Z?, tels que
Yo=0¢et vip1 —v € {xe; : 1 <j<d}pourtout 0 <i<n—1L

On modélise 'environnement par des variables aléatoires réelles

(1, %)), 21, veza

i.i.d. non constantes. On suppose que (Un),,»; et (1(n,2)),,5¢ yeza sont indé-
pendantes. On note G la tribu engendrée par (1(i,));5, ,eze €t Gn la tribu
engendrée par (1(i, %)) ; ,yep, O En = {(i,7) : 1 <i<n, v € I,} est I'en-
vironnement vu par les chemins de longueur n.

Pour tout § > 0, on définit la mesure de probabilité aléatoire w,, sur I,
en posant, pour tout vy € I,

pn(y) = P IP(SO:TL = 7)’

avec

Ha(y) = Y n(i) et Zu(B) = B0 | ).
=1

La mesure de probabilité p,, est une mesure de Gibbs (voir chapitre 5). La
quantité H,,(Sp.,) représente l'affinité de la configuration du polymere dans
son environnement. Plus elle est élevée, plus la configuration du polymere est
probable. Le parametre 5 quantifie I'influence de ’environnement sur la struc-
ture du polymere. Il s’interprete comme I'inverse de la température. Si 5 =0
(la température est infinie) alors tous les chemins de longueur n ont le méme
poids : le polymeére n’est pas sensible a ’environnement et se comporte comme
la marche aléatoire simple. Si f = 400 (température nulle), le polymeére ne
charge que les chemins de longueur n qui maximisent H,,.

La quantité Z,(3) est une constante de normalisation appelée fonction
de partition du systéme. On pose n = 7(0,0) et on suppose que la fonction
suivante est bien définie :

At e R A(t) =logE(e") € Ry.
La fonction de partition normalisée est

Wn(B8) = E(GBH"(SUWL)*”)\(B) |g>
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Fig. 19.1. Environnement Bernoulli : les points noirs représentent les sites ou I'envi-
ronnement vaut +1). Pour les chemins v et 7/, Hs(y) = 6 et Hg(y') = 1. Le premier
est favorisé par rapport au second des que 8 > 0.

L’énergie libre du systéme et son espérance sont définies par

(8) = 1108 2,(8) et un(3) = Blaa(8))

Les quantités Z,(8), g.(8), Wn(8) et u, sont aléatoires, et nous allons
étudier leur comportement asymptotique quand n tend vers l'infini. Il y a
plusieurs facons de mesurer I'influence de I’environnement sur la structure du
polymere. Nous en présentons deux basées sur les comportements asympto-
tiques de g, (8) et W, (). Les résultats sont présentés dans cette section, leurs
démonstrations sont données dans les suivantes.

Nous commencgons par le premier résultat significatif sur une dichotomie
possible dans le comportement du polymere. Il est basé sur le comportement
asymptotique de la fonction de partition normalisée W, ().

Théoréme 19.1 (Phénomene de seuil). Il existe une v.a. Weo(B) telle que

Wa(B) =% Weo(B).

n— oo
De plus, il existe une constante f3. € [0,+oc] telle que, p.s.

Woo(B) >0 sif < fe, et on dit que le polymeére est en «faible désordres,
Waol(B) =0 si > B, eton dit que le polymére est en «fort désordrey.
Ce résultat sera démontré dans la section 19.2. Il donne la premiere notion

de désordre. Présentons a présent 'autre notion de désordre. Elle s’appuie sur
le résultat suivant.
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Théoréme 19.2 (Phénomene de seuil). Il existe une fonction u < X telle que

n— oo
De plus, il existe une constante 3. € [0, +o0] telle que

u(B) = A(B) siB <P, (le polymére est en «trés faible désordrey),
u(B) < A(B) si > P, (le polymére est en «trés fort désordres).

Ce théoréeme est démontré dans la section 19.4. Les deux notions de
désordre sont comparables.

Lemme 19.3 (Le tres fort désordre implique le fort désordre). On a toujours
0< Bc < Be < +oo.

Démonstration. Si 8 < B alors P({Ws(3) > 0}) = 1 et par suite

(u=A)(8) = lim ~log W, (8) = 0.

En d’autres termes, § < f.. a

Notons que la terminologie est délicate car le modele peut étre a la fois en
tres faible désordre et en fort désordre. Le tableau suivant résume les choses.

B (07 Bc) (Bm ﬁc) (607 +OO)
Fort Désordre non ous out
Treés Fort Désordre| non | non out

Les deux questions essentielles sont les suivantes :

— ces phénomeénes de seuil — on parle parfois en physique de transition
de phase — ont-ils vraiment lieu, en d’autres termes, les parameétres
critiques sont-ils finis et non nuls ?

— les deux parametres critiques sont-ils différents ?

Les réponses a ces questions peuvent dépendre de la loi de I’environnement et
de la dimension d du polymere. Nous obtenons dans la section 19.3 une borne
supérieure pour B, qui est finie ou non selon la loi de ’environnement et la
dimension d. Dans la section 19.5, nous montrons que si d > 3 alors quel que
soit Penvironnement, 3. > 0. On pourra se reporter & la section 19.6 pour le
cas des petites dimensions qui s’avere beaucoup plus délicat.

Certaines démonstrations ci-dessous reposent sur la remarque simple sui-
vante : si f et g sont croissantes, alors f(X) et g(X) sont positivement corré-
lées. Cette propriété, appelée inégalité FKG ! est vraie pour des fonctions de
plusieurs variables aléatoires indépendantes, comme affirme le lemme 19.4.

1. Pour Fortuin, Kasteleyn et Ginibre.
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Lemme 19.4 (Inégalité FKG). Soient X = (Xi), ;¢ des v.a.r. indépen-

dantes et f,g: R*¥ — R deux fonctions telles que f(X) et g(X) sont de carré
intégrable, croissantes au sens ot f(x) < f(y) si x; < y; pour tout 1 < i < k.
Alors f(X) et g(X) sont positivement corrélées :

E[f(X)g(X)] > E[f(X)] E[g(X)].

Démonstration. Pour k =1, si X’ est une copie indépendante de X, on a

E(f(X)g(X)) — Ef(X)Eg(X) = %E[(f(X) — FX))(g(X) — g(X"))] = 0.
Pour k > 1, on procede par récurrence en utilisant un conditionnement :

E(f(X)g(X)) — Ef(X)Eg(X)
—E( (FX)g(X)|X1) — B(F(X >|X1> (9(X)1X1))
E(E(f(X)|X1)E(g(X)|X1)) — Ef(X)Eg(X)
:ECOV(f(X),g(X)IXlHCOV( (FOO)|X01), E(g(X)[X1)).

Le premier terme est positif par hypothese de récurrence car a z; fixé les fonc-

tions f et g sont croissantes comme fonctions des k — 1 variables (xa, ..., xg).
Le second Dest aussi car les fonctions E(f(X)| X1 =) et E(g(X)|X1 = -) sont
croissantes et la propriété est vraie au rang 1. a

19.2 Fonction de partition normalisée

Cette section est consacrée a la preuve du théoreme 19.1.

Lemme 19.5 (Convergence). La suite (Wn(B)),, converge p.s. vers une
variable aléatoire W () qui est positive et d’intégrale inférieure d 1.

Démonstration. L’inégalité de Jensen assure que, pour p > 1,
E(W,(8)F) = E(IE (eBHn(Som)—nA(ﬁ) ‘g)p) < E(epﬁHn(SOm))e—pn)\(B)_
Pour tout v € I;,, on a
E<6pﬁHn(w)) = [E(erPn)]" = emA@8),

La variable aléatoire W2 est donc intégrable et (W, (8)P) < en(APA)—PAB)),
Pour p = 1, la majoration est une égalité : TB(W,,(8)) = 1. Pour tout n > 1,

Y B(LED 00 g,)

YELn+1

6_(n+1))‘(ﬁ)

IE( n+l( ) |g7l) - (2d)n+1
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—(n+1)A n .
= ((Qd—;n)—o—iﬁ) Z e’ Zi:l (70 A(B)
1

(2d)"

YELL+1

Z eﬂH'rL('Y)fn)‘(ﬁ) — Wn(ﬂ)

vEln

La suite (W, (8)),,>, est donc une martingale positive pour la filtration (G,,),,.
Elle converge donc p.s. vers une variable aléatoire positive W, (). De plus,
d’apres le lemme de Fatou,

E(Ww(5)) = E(hm inf Wn(ﬁ)) < liminf B(W, (8)) = 1,

n—oo n—oo

ce qui est le résultat annoncé. |

Rien n’assure pour linstant que la martingale converge dans L' ni que
W () soit d’intégrale 1. Le résultat suivant établit que W (8) est soit nulle
soit strictement positive presque stirement.

Lemme 19.6 (loi du zéro-un). Pour tout 8 > 0 et tout 8 € (0,1),
P(Weo(8) =0) €{0,1} et lim BW,(8)") = B(Wx(8)").
Démonstration. La propriété de Markov de la marche assure que

Wi (B) = ]E(eﬂHn(sm—nw) Z5n e | g)

oll, pour = € Z% et n et m entiers strictement positifs,

exp (ﬁZn(n—H,x-i—Si)) |g]

i=1

Zym(B) =E

Ainsi,

Woe(8) = Tim Wipsm(B) = B/ (S0 =020 tim (785 e=mA@)) | g).

m—o0 m—o0

Puisque e Hn(S0:n)=nA(B) gt strictement positif presque stirement, Pévénement

m—r oo

{Wx(B) =0} = { lim <fo)me_m”\(5)) =0 : Ve, P(S,=2) > 0}

appartient a la tribu U(n(j,a:), j=n, x € Zd). Ceci est vrai pour tout n.
Il appartient donc & la tribu asymptotique ﬂn>1 a(n(j, x):j=n, r€E Zd).
D’apres la loi du zéro-un de Kolmogorov, tous les éléments de la tribu asymp-
totique sont de probabilité 0 ou 1. Puisque W, () est d’espérance 1, la suite
(Wn(ﬂ)e)n>0 est bornée dans L'/?. De plus, elle converge vers Wuo(5)? p.s.
On a donc

lim E(W,(8)?) = E(We(8)").

n—oo

Cette limite est nulle si et seulement si W () est nul presque stirement. O
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Il reste a établir une propriété de monotonie pour la dichotomie ci-dessus.

Lemme 19.7 (Monotonie). Pour tout 0 €]0,1[, 8+ E(Wx(B)?) décroit.
Démonstration. On remarque tout d’abord que
05 (8) = B (Ho(Son) —nX (8))e (S22 | ).
On a donc, apres dérivation sous I'espérance,
O5B(Wo (8)") = OB (Wi (8)' ™ (Ha(Soun) — n (8))e 1 (S0:) =320,
L’inégalité FKG du lemme 19.4 appliquée a la mesure de probabilité de densité

ePHn(M)=nAPB) par rapport a P et aux fonctions W, (8)?~" et H, (y) —nN(8) -
qui sont des fonctions respectivement décroissante et croissante des variables

(n(k, x))(k,x)EEn — assure que

E(Wa(8)! (Ha(y) = nX (8))e? 1=
est inférieur a
E(Wn(ﬂ)e—leﬁHn(‘Y)—nk(ﬂ))E<(Hn(,7) _ n}\/(ﬁ))eﬁHﬂ(—y)—nA(ﬁ)).
Pour conclure, on utilise alors que
E((Ha(7) = nX(8))e? =60} = 9, B(W, (8)) = 0.

O

On peut a présent conclure. Par passage a la limite § — 1, on obtient que

B = EWx(8))

est décroissante. Il existe donc f. € [0, +00] tel que, presque siirement,

Wao(B) >0 sifB < fBe,
We(8)=0 sif> Be.

Ceci acheéve la démonstration du théoréme 19.1.

19.3 Borne inférieure en grandes dimensions

On se place ici en dimension d > 3. Dans ce cas, la marche aléatoire simple
(Sn)n>o est transiente (voir le théoréme 2.7). La probabilité qu’elle revienne
en 0 est strictement inférieure a 1. Notons my cette probabilité.
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Théoréme 19.8 (Critere de non nullité). Sid > 3 et si

7(8) = A(28) — 2A\(B) < log(1/mq)
alors Wy, > 0 presque sirement.

Démonstration. Pour tout 8 > 0, on a 7/(8) = 2(N(28) — N (B)) > 0 puisque
A est strictement convexe car logarithme d’une transformée de Laplace. Il en
découle que 7 est donc strictement croissante. Soit & présent une suite (U], )n>1
de méme loi que (Un)n>1, de sorte que

(Un)n>1a (U;L)n%» (W(”vff))n>o,zezd
U,

soient indépendantes. Soit (57,),,~, la suite construite a partir de (Uy,),,
maniere de (S,),5, a partir de (Uy),,»,. Par indépendance de (S,) et

Wn(ﬂ)z - (H eBn(k,Sk)—A(8) | g) E <H ePn(k.SL)—A(B) |g>

1a1a

(Sn),

k=1 k=1
—F (H B OI(k,S1)+0(k,51)) =27 (8) |g>.
k=1

Prenons I’espérance :

E(W;

k=1
Or, pour tout z, 2’ € Z%,
E(eﬁ(n(k,an(k,z'))—2>\(f5)) _ eT®B) §ix= x,
1 sixz # a2

On a donc
E(Wn(5)2) = E(GT(’@)I") ou I, = Z]l{skzs,;}
k=0

On remarque alors que les suites (Sy — S,Q),@O et (Sgk)k>0 ont méme loi
puisque —U/, et U, sont indépendantes et ont méme loi. La variable aléa-
toire I,, a donc méme loi que le nombre Ny, de retours en 0 de S avant
I’instant 2n. Par convergence monotone,

]E(erw)u) - E<€T(5)N2n) — E<€T(5)Noo>.

n—r oo

La propriété de Markov forte de S assure que la loi de N, est la loi géomé-
trique de parametre 1 — 74 et que, pour tout ¢t € R,



19.4 Energie libre moyenne 261

fe's) (]. — Td)et .
_ - t<—1 ,
E(e™=) = 3 (1 - m)rk et = { T qget og(ma)
k=1 +00 sinon.

On obtient ainsi une condition nécessaire et suffisante pour que la suite
(W(B)) >y soit bornée dans L :

sup E(Wn(ﬁ)2) < o0 <= 7(8) < log(1/my).

n>1

Si 7(8) < log(1/ma), alors (Wy,(B)),>, est une martingale bornée dans L2,

elle converge donc p.s. et dans L? vers une variable aléatoire de carré inté-
grable W, (). En particulier on a E(W(8)) = lim, E(W,,(8)) = 1 et donc
W (8) > 0 p.s. grace a la loi du zéro-un du lemme 19.6. a

Corollait:e 19.9 (Critére de non nullité). Si d > 3 alors pour tout environ-
nement, B, > 0.

Démonstration. La fonction 7 est nulle en 0 et réguliere sur R. Elle est de
plus strictement croissante car

7(B) =2(N(28) — N(B)) >0,

par stricte convexité de A. La condition du théoréme 19.8 est donc toujours
vérifiée pour (3 assez petit et ce, quel que soit I’environnement. a

Exemple 19.10 (Environnement gaussien). Sin ~ N(0,1), alors 7(3) = 5?
et 7(B) < log(l/mq) ssi B < /log(1/mg). On a donc B. > \/log(1/m4).
Exemple 19.11 (Environnement Bernoulli). Sin ~ Ber(p), alors

AB) =log (pe” +1—p) et lim 7(8) = —log(p).

B—o0

Ainsi, dés que p > mq, la condition du théoreme 19.8 est satisfaite pour tout
B =0, et 5. est infini.

19.4 Energie libre moyenne
L’objet principal de cette section est de démontrer le théoréeme 19.2. On
démontre tout d’abord que I’énergie libre moyenne converge.

Lemme 19.12 (Convergence de 1’énergie libre moyenne). Pour tout 8 > 0,
il existe une constante u(B) inférieure a A(B) telle que

n—oo
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Démonstration. L’inégalité de Jensen assure que

un(6) = T B(10g(Zu())) <+ ogB(Z, (9)).

Puisque E(W,(8)) = 1, on a E(Z,(8)) = em A et un(B) < A(B).
Conditionnellement a G, la propriété de Markov de la marche S assure que

]E(e/an+m(SU:n+m) ‘ g) — ]E(eﬁHn(SO:n)ZS% | g) A
Par définition de Z,,(53) et pn, on a simplement

(B Hn (Som) 750 | G)

BH,(Soin) 750 ) -
E(e Zuin |9 I (efHn(So:n) | G) Zn(8)
En d’autres termes,
log(Zn+m(B)) = log(Z,(B)) + log Z fin(Sn = n,m'
TEZ4
L’inégalité de Jensen pour la mesure u,, assure que
log(Zn+m(B)) = log(Z Z pin(Sn = x)log(Zy, )

€74

La mesure aléatoire pu,, est G,-mesurable et Z7

.m est indépendante de G,. On
a donc

Z ,Un(Sn = .Z‘) log( n,m |gn Z Un n — 33 (IOg( n, m) |gn)

TEZ2 TE€Z2

Lesv.a. Zy; ,,, et Z,, ont méme loi car les v.a. (n(n,z)),, . sonti.i.d. En prenant
I'espérance, on obtient que la suite (E(log(Z))),,>, est sur-additive, et donc,
d’apres le lemme de Fekete (voir page 223), la suite (u,(8)),,5, converge dans
R U {+o0}. Comme elle est bornée par A(3), sa limite u(/3) est finie. O

Le phénomene de seuil va découler d’une propriété de monotonie.
Lemme 19.13 (Monotonie). La fonction § +— u(B8) — A(B) décroit sur R.
Démonstration. Etudions les variations de 8 +— wu,(8) — A(3). On a

H’n(SO?’I'L)eBHn(SO:n) | g)
Zn(B)

B 1 Hn(’Y)GBH"(’Y)
‘<2d>nZE< Zn(B) )

YEIL

S5 Eos(Z,(5)) = E(E(
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Remarquons que H, () (respectivement Z, 1(3)) est une fonction croissante

(respectivement décroissante) des variables (1(i,2)); ,)ep, - D’autre part, la

mesure de densité e (1) =7AB) par rapport & la mesure P est une mesure de
probabilité. L’inégalité FKG du lemme 19.4 assure donc

Hy(v) BHn('v)—nA(B)>
E(an) ¢

<E (Hn(v)eﬁHw (’Y)—n)\(ﬁ)) E (Zn(ﬂ)—leﬁHn('y)—nA(ﬁ)) _

On obtient ainsi

9 B(log(Za(®) < o 3 e‘"“ﬁ)E(e;H"m)E(Hn(y)eﬂffnm)

9B (2d)m £ n(B)
, 1 eBHn(Y)
S| g 2 znw))
< nN(B).

En d’autres termes, (u, — A)'(8) < 0 : pour tout n > 1 la fonction u, — A
est décroissante. C’est encore vrai en passant a la limite quand n — oo : la
fonction uw — A est décroissante sur R . a

Les fonctions u et A sont nulles en 0. Il existe donc 8. € [0, 4+00] tel que

u(ﬂ) = )‘(ﬁ) si 5 < ﬁcv
u(B) < A(B) sipB> B

19.5 Borne supérieure sur le parametre critique

Le but de cette section est d’établir une borne supérieure sur j..

Lemme 19.14. Les fonctions (qn)n>1 et u vérifient les propriétés suivantes :
1. q, est strictement convexe, q,(0) = 0 ; u est conveze et nulle en 0.
2. B+ B71qn(B) est croissante.
3. B B Hqn(B) +1og(2d)) est décroissante.

Démonstration. La fonction 5 — ng,(S) est le logarithme de la transformée
de Laplace de la v.a.r. H,(So.,,) (les variables (-, ) étant fixées). La fonction
gn est donc de classe C2, convexe et nulle en 0. Ces propriétés sont stables par
passage a l'espérance puis a la limite quand n tend vers I'infini : u est convexe
sur Ry et nulle en 0. Puisque ¢, est convexe, la fonction (pente de la corde

entre (0,0) et (8,qn(8))) B+ ¢u(8)/B = (gn(B) — ¢.(0))/B est croissante.

Pour le point 3. on dérive pour obtenir
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<qn(5)+10g(2d)> _ —%(qn(ﬂ) 1 10g(2d)) + —= i (H,).

B B np
Par ailleurs, ’entropie de u,, définie par
eBH(™) eBH()
hnliin) = 2, 7 gy 8 <Zn(2d)">
vEln

= 5Mn(Hn) - (log(Zn) + nlog(2d))

est négative. Ainsi,

(qn (B) + log(2d)
B

La fonction 8 — 871 (g,(B) + log(2d)) est décroissante sur R . O

S|
= — < 0.
) nBQ hn(,un) <0

Le lemme 19.14 fournit une majoration de u et de f..

Théoréme 19.15 (Majorations). Si la condition suivante est vérifiée :

Jlim_BN(8) = A(8) > log(24),

alors 'équation en B suivante

BN (B) = A(B) + log(2d)

admet une unique racine (1 et, pour tout § > (1,

() < gwﬁl) + log(2d)) — log(2d),

Enfin, on a B. < B1.

Démonstration. Puisque A est strictement convexe, 8 — BN (8) — A\(B) est
strictement croissante sur R (sa dérivée vaut 8 — BN’(B)). Elle est de plus
nulle en 0. L’équation SN (8) = A(B) + log(2d) a donc au plus une solution.
Elle existe si et seulement si la condition du théoréme est satisfaite.

Le lemme 19.14 assure que la fonction 8 +— (u,(8) + log(2d))/8 est dé-
croissante. Comme de plus u,, < A, on obtient

un(B) + log(2d) un () + log(2d)

= inf
ﬁ a€l0,8] «
< inf AMa) + log(2d).
a€]0,8] (6%

La fonction « — (A(a) + log(2d))/« atteint son minimum sur [0, 3] en 8 ou
au point ou sa dérivée s’annule a savoir en ;. Donc, pour tout 8 > (i,
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(A(B1) + log(2d))
u(B) < 5,

Il reste a remarquer que pour 5 > f1,

(A(B1) + log(2d))
A

puisque A est strictement convexe et qu’il y a égalité en ;. a

B —log(2d).

B —log(2d) < A(B)

Exemple 19.16 (Environnement gaussien et environnement Bernoulli). Si

n ~ N(0,1) alors BN (B) — A(B) = B?/2, et dans ce cas 31 = \/2log(2d). En

revanche, sin ~ Ber(p) alors

’ _ pﬂeﬁ
BN(B) — AN(B) = peB+1-p

et By est fini si et seulement si 2dp < 1.

—log (pe” + 1 —p) 57~ log(®),

19.6 Pour aller plus loin

Ce modele de polymere dirigé en environnement aléatoire a été introduit
par John Imbrie et Thomas Spencer [IS88]. La notion de fort désordre a été
étudiée en détail par Erwin Bolthausen dans [Bol89], qui démontre en par-
ticulier les théoremes 19.1 et 19.8. Plus tard la notion de tres fort désordre
a été étudiée notamment par Francis Comets et Nobuo Yoshida [CY06], qui
démontrent le théoreme 19.2. En utilisant une inégalité de concentration pour
gn, autour de sa moyenne, il est possible (voir [CH02, LW09]) d’améliorer les
conclusions du théoréme 19.2, en démontrant que pour tout 5 > 0,

a(8) 25 u(B) et au(8) 2 u(d)

n—oo

En dimension 1 et 2, on sait démontrer que 3. = 0. Philippe Carmona et
Yueyun Hu ont établi dans [CH02] que 3. = 0 pour d = 1 et d = 2 lorsque
I’environnement est gaussien. Le cas général est traité par Francis Comets,
Tokuzo Shiga et Nobuo Yoshida dans [CSYO03]. Par la suite, Francis Comets
et Vincent Vargas ont établi dans [CV06] que (. est nul pour d = 1. Enfin,
Hubert Lacoin a démontré dans [Lacl0] que c’est encore vrai pour d = 2. La
question de 1’égalité des deux parametres critiques si d > 3 semble ouverte.

L’inégalité FKG, due a Cees Fortuin, Pieter Kasteleyn, et Jean Ginibre
[FKGT71], constitue un outil mathématique important en physique statistique.
On peut par exemple consulter & ce sujet le livre de Thomas Liggett [Lig85]
sur les systémes de particules en interaction.

Pour conclure, signalons que par soucis de clarté nous avons modifié lége-
rement les notations classiques utilisées dans les articles cités plus haut. En
effet, la mesure de référence est en général écrite comme le produit de deux
mesures, 'une pour ’environnement et I’autre pour la loi de la marche. Il faut
alors introduire deux signes d’espérance, qui correspondent aux espérances
conditionnelles par rapport aux tribus F et G dans le présent chapitre.
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Probleme du voyageur de commerce

Mots-clés. Optimisation combinatoire randomisée.

Outils. Inégalité d’Azuma-Hoeffding ; sous-additivité ; poissonisation ; pro-
cessus ponctuel de Poisson.

Difficulté. ***

Voici trois problemes phares de 'optimisation combinatoire randomisée :

— probléme du voyageur de commerce ! ;

— arbre couvrant minimal ? ;

— appariement euclidien minimal3.
Parmi les méthodes utilisées, on compte la sous-additivité, la concentration
de la mesure, la poissonisation, et la méthode objective. Nous allons aborder
le premier probleme, et utiliser certaines techniques. Le probleme du voyageur
de commerce consiste a trouver une tournée, c’est-a-dire un chemin circulaire
(circuit hamiltonien) de longueur minimale passant par des points prescrits
X1,...,X, € R% n,d > 2. Cela revient & résoudre sur le groupe symétrique

n
min ; | Xor) = Xotht1)]
ott |-| désigne la norme euclidienne de R?, S, est le groupe symétrique de
{1,...,n} et avec la convention o(n + 1) = o(1). Il est clair que la notion
de distance choisie a une influence sur la solution du probléme. L’explosion
combinatoire du groupe symétrique fait que des que n dépasse quelques di-
zaines, il n’est plus possible de tester toutes les permutations pour trouver
la meilleure. Il est cependant possible d’utiliser un algorithme d’optimisation

1. En anglais : « Traveling Salesman Problem» ou TSP.
2. En anglais : « Minimum Spanning Treey.
3. En anglais : « Minimum Fuclidean Matching».
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globale comme par exemple le recuit simulé, abordé dans la section 5.3, pour
produire en un temps raisonnable une solution approchée : une permutation
pour laquelle le minimum est (presque) atteint.

Plutot que de rechercher une permutation optimale, nous nous intéressons
dans ce chapitre & la valeur du minimum, et & son comportement lorsque n

est grand et les points X7, ..., X,, sont des variables aléatoires indépendantes
et de méme loi p sur R%. On note L,, = L, (X1,...,X,) la longueur minimale
de la tournée, qui est une fonction de X, ..., X,.

0.9 o

0.8

0.7 o

0.6 4

0.5 4

0.4 4

0.3 4

0.2 4

0.1+

Fig. 20.1. Trajet le plus court pour n = 20 points uniformément répartis dans le
carré unité obtenu par ’algorithme stochastique du recuit simulé (chapitre 4).

Théoréme 20.1 (Bearwood-Halton-Hammersley). Il existe une constante
0 < vg < o0 qui dépend de d > 2 telle que si p est a support compact et
de densité f : RY — R, par mpport a la mesure de Lebesgue, alors

Lo(Xy,...,X5)
(n(d 1)/d n—>oo /f d D/t da.

En particulier L, (Xy,...,X,) est d’ordre \/n en dimension d = 2. Nous
allons établir ce théoréme lorsque p est la loi uniforme sur le cube [0,1]%.
Nous allons montrer que la variable aléatoire L, (X1,...,X,) est d’autant
plus concentrée autour de son espérance (L, (X1,...,X,)) que n est grand,
puis que cette espérance est d’ordre n(¢-1)/d
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0.1

0 50 100 150 200

Fig. 20.2. Tracé d’une approximation de n n_l/QIE(Ln) dans le cas uniforme,
avec une méthode de Monte-Carlo et I'algorithme du recuit simulé (chapitre 5).

20.1 Concentration pour le cas uniforme

Théoréme 20.2 (Concentration autour de la moyenne). Si p est la loi uni-
forme sur le cube [0,1]% alors pour tout n > 1 et tout réel t >0 on a

ct? d—9
_ s1d=
1 )
P(L, — B(L,)| > 1) <2exp{ %)
ct .
7m st d > 2,

ot ¢ > 0 est une constante qui ne dépend que de la dimension d. Ainsi,

il

2

L L _

n___ _=n 1
nld=1)7d E(n(dl)/d>‘ 2 t) <2exp{  log(n)
—cnt? st d > 2.

sid=2,
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La preuve du théoréeme 20.2 s’appuie sur deux lemmes.

On dit qu’une variable est concentrée lorsqu’elle reste proche de sa
moyenne avec grande probabilité. Une telle propriété peut étre obtenue en
controlant la queue de distribution de la variable, par exemple au moyen de
moments, comme dans 'inégalité de Tchebychev basée sur la variance, et I'in-
égalité de Chernoff basée sur la transformée de Laplace (moments exponen-
tiels). L’inégalité d’ Azuma-Hoeffding exploite une information sur loscillation
de la variable (diametre du support). On a osc(f) < 2||f]|, ol

osc(f) :=sup f — inf f = diamétre(support(f)).

Lemme 20.3 (Inégalité de concentration d’Azuma-Hoeflding). Considérons
une variable aléatoire Y : (2, F,P) — R intégrable, alors pour tout r > 0,

2r2
P(|Y —EY)| >r) <2exp| —
(I Yl =r) p( osc(dy)® + - + osc(dn)2>

pour la décomposition télescopique en somme de différences de martingale®

n

Y E(Y) =Y B F) - BV | Fer) = S dy
k=1 k=1

associée d une filtration arbitraire d’interpolation
{2y =FyCcFHC---CF,=F.

Démonstration. Soit U une v.a.r. telle que E(U) = 0 et a < U < b. La
convexité de u — e* donne, pour tout ¢ > 0 et tout z € [a, b],

T —a b—x
6ta: < etb ta

S bh—a b—a

En posant p = —a/(b—a) et f(u) = —pu +log(1 — p + pe*) il vient donc

b
E(etV) < — aem _ biaetb _ 6ta<(1 ~p) _’_pet(bfa)> — of(t—a)).
A présent on a
/ pe" " e 1
=—p+——" et =pl-p)——— < -.
f(u) p+1_p+peu et f"(u) =p( p)(l_p+eu)2 1

Comme f(0) = f/(0) = 0, on en déduit que f(u) < u?/8 et donc

E(eV) < e%(b_“)z.

4. On parle parfois de martingale de Doob.
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Appliquée & U = dy, = E(Y | i) — E(Y | Fi—1) sachant Fj_1, cela donne

E(thk |-7:k—1) < 6%osc(dk)2.

Ensuite, en écrivant la somme télescopique Y —E(Y) = d,,+- - -+d; on obtient
2

]E(et(ny(Y))) — ]E(et(d"71+“'+dl)]E(etd" ‘fn—l)) g . < e%c’

ote:=3Y1_, osc(dk)Q. A présent, pour tout ¢, > 0, par I'inégalité de Markov,

P(Y —E(Y) > r) = P(e!V B > ¢t
< e—trE(et(Y—]E(Y)))

2
—tr4 =
<e g,

Ainsi, pour tout r > 0,

ct? 272
— > < i — - = _
P(Y-EY)>r) <exp (tlr>1(f){ tr + 3 }) exp ( p )

En utilisant cela pour les variables Y et —Y', on obtient le résultat souhaité
pour P(|Y —E(Y)| > ). O

Lemme 20.4 (Lemme géométrique). Il existe une constante cq > 0 telle que
si X1,..., Xg sont i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]% alors pour tout x € [0,1]%,

gk(x) == IE)( min |X; — x|> < gV,

1<i<k

Démonstration. Si B(x,r) désigne la boule de centre z et de rayon r > 0 dans
R4, le volume minimal de B(x,r) N[0, 1]¢ quand z parcourt [0, 1]¢ est atteint
lorsque z est un coin du cube [0, 1]¢. Lorsque 7 < 1, la valeur du minimum est
274 B(0,7)| = 274 B(0,1)|r? (dessin). Si 1 < r < V/d, la valeur du minimum
est difficile a calculer. Elle reste néanmoins supérieure ou égale a celle du cas
r = 1. Ainsi, pour tout 0 < r < v/d, ce volume minimal est supérieur ou égal
427 B(0,1)|(r/vd)* = agr?. Donc pour tout = € [0,1]% et tout 0 < r < V/d,

en utilisant a la fin 'inégalité de convexité 1 —u < e,

k
P(lréliigk | X; — x| > r) = IIIIP(Xi € B(z,r))

= (1= |B(z,r) N [0,1)))"
< (1- adrd)k
< exp (—adkrd).
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Ceci reste valable si r > v/d car dans ce cas P(minj<;<x | X; — x| = 7) = 0.
On a
o0
E( min |Xif:c|):/ IP( min \Xif:c|>r)dr
1<i<k 0 1<i<k
et

O

Démonstration du théoreme 20.2. Appliquons l'inégalité d’Azuma-Hoeffding
(lemme 20.3) 4 Y = L,(X3,...,X,) et a la filtration Fi, = o(X1,..., Xj)
avec JFo = {@, 2}. Cela rameéne le probléme & la majoration uniforme de

de = E(Lp (X1, .., Xn) | Fi) = E(Lp (X1, .., X0) | Feo1).
Si (X71,...,X]) est une copie indépendante de (X7, ..., X,) on remarque que
E(Lnp (X1, ooy Xy ooy X)) | Frm1) = B(Ly (X1, ., Xy oo, X)) | Fi)
et donc
iy = B(Ln(X1s oo, X oy X)) = L (X1s o, X oo X)) | Fi)-

Nous allons maintenant majorer ||dgl|., . Soit L la fonction qui associe & un
ensemble fini de R? la longueur minimale de la tournée. On a, pour tout
S c R? fini et tout = € RY,

L(S) < L(Su{z}) < L(S)+ 2min |z —yl.
ye
En appliquant cette inégalité & S = {z1,...,z,} \{zr} et d . = 24 et . = 2},
on obtient que
|[Lo(Z1,y .oy @Thy ooy ®n) — L (1,0 Ty ooy )|
< 21;(1;]2”1‘;6 — x| + 2r£&1]£1|x;€ — x4
< 2min |7}, — x;| + 2 min |z — 24].
i>k i>k
En posant gi(z) := E(lrgjgk | X; — x\) on obtient pour 1 <k <n—1,
NIA
\dy| < QE(min Xy — Xi| + min | X}, — X;|
i>k i>k
= 20n—1(Xk) + 2E(gn_r(X})).
Le lemme géométrique 20.4 donne, pourd > 2et 1 <k <n—1,
ldkll o < caln — k)~

%)

Or ||d, ||, < ca pour une autre constante car les X; sont bornées, d’ot

- Lz < dcd log(n)  pour d =2,
§ || k“oo = com(d—=2)/d d>2
— an pour d > 2.
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Lemme 20.5 (Un bon début). Si u ~ Unif([0, 1]¢) alors pour tout n > 1,
1L (X1, Xn) oo < cqn'@=D/

et
eyt L B(Ly (X, .., X)) < efnld=D/

o1 0 <cy < c}' < oo sont des constantes qui ne dépendent que de d.

Démonstration. Le cube [0,1]% est I'union de (1/¢)¢ petits cubes isométriques
a [0,e]®. Avec ¢ = n='/¢ on obtient que [0,1]% peut étre recouvert par O(n)
petits cubes de diameétre O(n~1/4). Par le principe des tiroirs®, pour tous
r1,...,T, € [0,1]? on a, pour une constante cq qui peut dépendre de d,

min |z; — | < cqn” 4
1<ij<n

Par conséquent, si £,, est le maximum sur z1, ..., z, de la longueur de tournée
minimale pour z4,...,x,, alors

Zn < en—l + 2Cd7’l_l/d
qui donne, pour une nouvelle constante ¢4 qui peut dépendre de d,
[ Ln (X1, X))l < can™ V3 = ¢gntdD)/d,

Par ailleurs, la preuve du lemme 20.4 indique que | B(z,7)N[0, 1]%| est maximal
quand z est au centre du cube, d’ot, pour tout z € [0, l]d et tout 0 < r < 1/2,

IP( min | X; — x| > 7") > (1 — wgrd)™ !
1<i<n—1

avec wq := |B(0,1)|. En utilisant l'inégalité élémentaire (1 —u)® > 1 — au
valable dés que 0 < u < 1/«, on en déduit que
1/2
IE( Krirgrrll_l | X; — x|> > /0 (1-— wdrd)"_l dr > cqn= 4.
Ainsi,

min E( min |XifXj|): min E(E( min |Xi*XjHXj))

1<j<n \1<i#j<n 1<j<n 1<i#j<n

ou ¢y est une constante qui dépend de la dimension d. Or le circuit optimal
a travers Xy,...,X, possede n arétes et passe par chacun des nm sommets.

5. Pigeonhole principle en anglais : si on dispose n objets dans m boites avec
n > m alors au moins 'une des boites contient deux objets ou plus.
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On dispose donc d’une écriture L, (X1,...,X,) = >, |X; — Xj,| pour des
entiers aléatoires ji,..., jn, ce qui donne

E(Ly(X1,..., Xn)) = ZE( i X~ Xj|)
j=1 SR

—1/d
> negn /

= ¢qnld=D/d,
ad

Théoréme 20.6 (Le bon résultat). Si u est la loi uniforme sur [0,1]% alors

 E(Ln(X4,..., X))
i d—1)/d =l

01 0 < 4 < 0o est un réel qui dépend de d.

Nous savons déja que a,, := E(L,) ~ n{?~1/4 ce qui rend naturel de cher-

cher & établir que n%/(@=Yq,, converge quand n tend vers 'infini. Ce compor-
tement non linéaire empéche 1'usage direct d’une technique de sous-additivité.
Il est cependant possible de linéariser le probleme par poissonisation puis dé-
poissonisation. L’heuristique est la suivante : si NV est une v.a.r. a valeurs en-
tieres alors E(ay) ~ E(N(@-1D/4) ~ B(N)@=D/4 qui est linéaire en t lorsque
N ~ Poi(t%(4=1)_ Par ailleurs si N ~ Poi(n) alors a, ~ E(ay).

Démonstration. On procede par étapes.

Poissonisation. On note L(S) la longueur minimale de la tournée pour un
ensemble fini de points S = {z1,...,z,} C R%, avec la convention L(S) = 0
si card(S) < 2. Soit P un processus ponctuel de Poisson sur R¢ de mesure
d’intensité Lebesgue. Soit (Z¢), le processus défini par Z; = L(P N [0,%]4)
c’est-a~dire la longueur minimale de la tournée pour les atomes du processus
de Poisson P se trouvant dans le cube [0, ¢]%. Pour tout n > 0,

Loi(P |card(P N [0,¢]%) = n) = Unif([0, ]4)®".
D’autre part, L(tS) = tL(S) et card(P N [0,t]%) ~ Poi(t?), ce qui donne
E(Z,) = i E(Z; | card(P N [0,t]%) = n)P(card(P N [0,t]%) = n)

n=0

tdn

= i E(L(P N [0,t]%) | card(P N [0,1]%) = n)e_tdﬁ
n=0

a o tdn
=c ) tany
o n:

ou
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ap = E(L,(X1,..., X))

Le facteur ¢t devant a,, vient du fait que a,, concerne [0, 1]¢ et non pas [0, ]%. Le
lemme 20.5 entraine que a, = O(n(?=1/?) et donc t ++ E(Z;) est continue et
méme analytique. La suite (an)n>1 peut donc s’obtenir a partir de la donnée
de la fonction ¢ — E(Z;) au voisinage de ¢t = 0. Cependant, nous allons plutot
montrer que lim; ., t~1IE(Z;) existe, ce qui suffira.

Sous-additivité. Soit C1,...,Cja une partition (aux bords pres) de [0,]?

en k% cubes similaires & [0,¢/k]?. Pour tous x1,...,z, € R? les k% tournées
des ensembles S; = {x1,...,2,} N C; peuvent étre concaténées pour former
une tournée pour {zy,...,z,}N[0,]%, avec un coiit supplémentaire O(k4~1) :

choisir un point dans chacune des k? tournées et les connecter avec une tournée
de cofit O(k?4~1) grace a la premiére borne du lemme 20.5 ce qui donne une
grande tournée en chapelet. Ainsi, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
tout k£ > 1 et tout t > 0,

kd
L{z1,...,2,} N[0, < Z L({z1,..., 2.} N C;) + ctk®1
i=1

Cela donne E(Z;) < k“E(Zy/x) 4 ctk®™!, d’ott une premicre estimation :

E(Z) < E(Z)

t1=d,
e S @ T

En prenant t = 1 on obtient

. B(Zy)
0<y:= lim
k—oo kd

< E(Z1)+C < 0.

Par définition de ~y, pour tout € > 0 on peut choisir ky assez grand pour que

E(Zkg)
kg

+ck(1)_d <y+e

Comme t — IE(Z;) est continue, on peut choisir § > 0 tel que pour tout
ko <t <ko+9,

E(Z

% + ettt <y 4 2.
Gréce a notre premiére estimation, on voit que cette deuxieme estimation
a lieu pour tout kky < t < k(kog + 6). Or pour k > ko/d les intervalles
Iy, :=]kko, k(ko + 6)[ et Ir41 se recouvrent. On en déduit qu’elle a lieu pour
tout ¢ > |kZ/d], ce qui implique en particulier

— E(Z E(Z
lim (t)<liim Eﬁdt)+2€:7+2€'

t—o0 td t—o00

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on obtient donc
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lim E(Z:) =
tSoo  td

Ainsi, le développement en série de E(Z;) donne, aprés le changement de

variable u = t%,
k

e} Y B

n—o0
k=0

Dépoissonisation. On commence par montrer que n +— a, est assez ré-
guliere. Comme il est possible de concaténer un circuit pour Xi,...,X,, et
un circuit pour X411, ..., Xm4n avec un coit inférieur a 2Vd (diametre du
cube) on en déduit que

nim < Ap + a, +2Vd

ce qui donne 0 < a,, — ap < Gn_k + 2v/d pour tout 0 < k < n. Or le lemme
20.5 donne a,, = O(n(4~1/?) et on en déduit

|an, — ag| < |an—k +2Vd| < ¢|n — k| 4"D/4,

Si N est une v.a.r. de Poisson de moyenne n alors

E(an) = Z ak(f”ﬁ
k=0 )

et donc
k

oo
n
lan, — E(an)| < ;|an — agle "ﬁ

00 k
_ )
g C E |n — kjl(d 1)/d€ ﬁ
k=0

= cB(IN — ()| /%)

< cB(IN — E(N)[)@-D/e0

= ¢Var(N)(@=1/2d)

= O(nld=1/Cd)y = o(pld=D/d),

Or le résultat de la poissonisation avec t = n donne

0 k
_an _
Elay) = Y are ™~ n(@-0/d
k=0

k! n—oo

et donc

O B(La(Xy,. ., X)) a,
Jim ld—1)/d = tm o =

Le fait que v > 0 découle de la borne inférieure du lemme 20.5. O
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20.3 Démonstration du cas uniforme

Nous sommes en mesure a présent de démontrer le théoréme 20.1 dans le
cas otl u suit la loi uniforme sur le cube [0,1]%. Par le théoréme 20.2 et le
lemme de Borel-Cantelli, p.s.

Onsoo(n@=2/CD | flog(n)) sid> 2

tandis que par le théoréeme 20.6 on a, pour un 0 < v < oo,

L, —E(L,) =

E(Ln(Xh s 7Xn)) ~n—oo ’Yn(dil)/d~

20.4 Pour aller plus loin

Lorsque d = 2 et Xi,..., X, sont ii.d. uniforme sur [0,1]?, on peut se
convaincre intuitivement que probablement L, (X,...,X,) est de ordre de
\/n lorsque n est grand en parcourant le carré par zigzags paralléles réguliere-
ment espacés, par exemple horizontaux : il y a approximativement /n lignes
de longueur unité contenant chacune approximativement /n points. Plus ri-
goureusement, cela conduit a aborder le probleme du voyageur de commerce
en dimension d = 2 en utilisant une courbe qui «remplit ’espace».

Le contenu de ce chapitre est directement inspiré du joli livre de Michael
Steele [Ste97]. On pourra également consulter sur ce théme le livre de Jo-
seph Yukich [Yuk98] ainsi que le livre de Marc Mézard et Andrea Monta-
nari [MMO09]. L’inégalité de concentration d’Azuma-Hoeffding est étudiée par
Colin McDiarmid dans [McD89, McD98]. Le théoreme 20.1 a été obtenu par
John Hammersley et ses éleves Jillian Beardwood et John Halton vers 1959
et peut étre démontré par réduction au cas uniforme sur le cube [0,1]¢. On
sait par ailleurs que 2 = 0,7 et que V4 ~g—o00o Vd2me.

En théorie de la complexité algorithmique, la complexité d’un algorithme
est le colit d’exécution en fonction de la taille (n pour TSP) du probléme.
Un algorithme polynomial est préférable a un algorithme exponentiel au-dela
d’une certaine taille. On dit qu’un probleme est NP lorsqu’il est possible de
vérifier la validité d’une solution avec un algorithme polynomial. L’explosion
combinatoire fait qu'un probléme NP n’est pas automatiquement résoluble
par un algorithme polynomial en testant toutes les solutions. On dit qu’un
probleme est NP-complet lorsque le probléme est au moins aussi difficile a
résoudre que tout autre probleme NP, c’est-a-dire que tout probleme NP se
réduit a celui-ci avec un algorithme polynomial. Les problemes NP-complets
sont donc des problémes clés. A 'heure actuelle, tous les algorithmes connus
pour résoudre les problémes NP-complets sont exponentiels, ce qui les rend
assez rapidement inexploitables. La question ouverte la plus fameuse de I'in-
formatique consiste a trouver un algorithme polynomial pour résoudre un
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probleme NP complet. On sait démontrer que TSP est NP-complet, et on
ne connailt pas d’algorithme de résolution polynomial. Il est cependant pos-
sible de rechercher une solution approchée, par exemple avec un algorithme
stochastique générique comme 'algorithme du recuit simulé, comme expliqué
dans le chapitre 5. Contrairement a TSP, les deux autres problemes phares
de Poptimisation combinatoire (arbre couvrant minimal et appariement eucli-
dien minimal) sont résolubles en temps polynomial. Pour en savoir plus, on
renvoie par exemple au livre de Alfred Aho, John Hopcroft, et Jeffrey Ullman
[AHU75], au livre de Giorgio Ausiello, Pierluigi Crescenzi, Giorgio Gambosi,
et Viggo Kann [ACG'99], ainsi qu’au cours de Charles Bordenave [Borl4a).
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Matrices aléatoires

Mots-clés. Matrice aléatoire ; matrice de covariance ; spectre ; nombres de
Catalan ; théoreme de Wigner ; loi du demi-cercle ; théoreme de Marchenko-
Pastur; loi du quart-de-cercle.

Outils. Méthode des moments ; fonction caractéristique ; théoréeme de Pro-
horov ; formule de Courant-Fischer; inégalité de Hoffman-Wielandt; inéga-
lité d’Azuma-Hoeffding; distance de Wasserstein ; distance de Kolmogorov-
Smirnov ; combinatoire.

Difficulté. ***

Ce chapitre est consacré a un phénomene d’universalité concernant le com-
portement asymptotique du spectre de matrices aléatoires de grande dimen-
sion. Nous commengons par une motivation statistique, dont le dénouement
n’est abordé que dans la section 21.5. Soient X1, ..., X,, des vecteurs colonnes
aléatoires i.i.d. de R? centrés et de matrice de covariance . La matrice X
est symétrique d x d et ses valeurs propres sont positives ou nulles. On a
i = BE(X#:iXk;) pour tous 1 < 4,j < d et tout 1 < k < n ou encore

Y=EX;X])=--=E(X,X,]).

La matrice de covariance empirique f]n est la matrice symétrique d x d suivante
S RS T 1 T
S, = EZXka = (X X)) (X X)) T

On a R
EX,) =X

Par la loi des grands nombres appliquée aux d x d coefficients,

SIS y)

n—oo
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On souhaite étudier le comportement de la matrice aléatoire 2’,1 lorsque la
dimension des données d = d,, dépend de n et tend vers co. Simplifions en
posant X' = ;. Cela nous conduit au modeéle suivant : on se donne une famille
(Ej)i7,j21 de v.a.r. i.i.d. de moyenne 0 et de variance 1, et pour tout entier
n > 1, on considere la matrice aléatoire d,, X d,, symétrique

lyyr
n
ot Y = (Yi;)1<i<dn,1<j<n- Si n > dy, est constante et égale a d alors LYY T
converge presque sirement vers la matrice X = I. Il est naturel de cher-
cher a comprendre le comportement de la matrice aléatoire %YYT lorsque d,,
dépend de n, par exemple en étudiant son spectre. L’analyse de la matrice
symétrique YY T est rendue difficile par le fait que ses coefficients sont dépen-
dants. Cela suggere d’analyser en premiére approche des matrices aléatoires
symétriques dont les coefficients sont indépendants dans le triangle supérieur,
ce qui conduit au théoreme de Wigner, objet principal de ce chapitre. Nous
reviendrons aux matrices de covariance empiriques dans la section 21.5.

21.1 Théoreme de Wigner

Soient (M;;) des v.a.r. indépendantes. On considere le tableau aléa-

i21,5>1
toire symétrique infini obtenu en posant M;; := M;; pour tous ¢,5 > 1 :
My Mo
My Ms o

On se donne un entier n > 1 et on note M := (M;;), , i<n la matrice réelle
<iyj<n

symétrique aléatoire obtenue en extrayant le carré n x n situé dans le coin

supérieur gauche du tableau. Soient

/\n,la ey )\n,n

les valeurs propres de la matrice réelle symétrique ﬁM , ordonnées de sorte
que Ap1 = -+ = Ap,. On s’intéresse a leur mesure de comptage, appelée
mesure spectrale empirique, définie par

Mn 1= % Z 6)\n,,k'
k=1

Il s’agit d’une mesure de probabilité aléatoire, de méme nature que la mesure
empirique dans le théoréme de Glivenko-Cantelli ', mis & part que les atomes

1. Si (Zn)n>1 sont i.i.d. de loi n alors presque siirement, la mesure empirique
% Z::1 0z, converge étroitement vers n quand n — oo, et la convergence des fonc-
tions de répartition est uniforme. Il s’agit d’une conséquence de la loi forte des grands
nombres, et du fait que la topologie de la convergence étroite sur R est séparable.
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3.5e-01

3e-01 4

2.5e-01

2e-01 4

1.5e-01 +

le-01

5e-02

0e00 T T T T T T T 1

Fig. 21.1. Illustration du théoréme 21.1 de Wigner : densité de la loi du demi-cercle
ule et histogramme des valeurs propres d'une matrice symétrique de taille n = 1000
dont les coefficients du triangle supérieur, diagonale incluse, sont des v.a.r. i.i.d. de
loi uniforme sur Vintervalle [—4/3/n, 1/3/n] (la variance vaut donc 1/n).

Anls .-y An,n sont ici des v.a.r. dépendantes 2. Pour tout borélien B C R,

card{l < k<n:\, € B}
~ :

,un(B) =

Pour toute fonction f : R — R mesurable, on a

/fdﬂn = %Zf(An,k)'

La fonction de répartition F), de u, est donnée pour tout x € R par

card{l <k <n: A\, <z}

Fula) = () = 01) = [ ey e = .

Le théoreme de Wigner est un analogue de la loi des grands nombres.

2. Fonctions non linéaires de M (racines du polynoéme caractéristique!).
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Théoréme 21.1 (Wigner). Supposons que (Mij);,;, soient des v.a.r. i.i.d.

centrées et de variance finie et non nulle o2. Soit M = (M, ;) avec

1<i,j<n
M; ;= M; ;. Soit pu, = % > ory Ox, .. la mesure empirique des valeurs propres
de \%M Alors presque stirement, la suite de mesures de probabilité (,un)n21

converge étroitement vers la loi du demi-cercle uS de densité

402 — 22
€T +— W]l[_ZJ’QU] (QC)

En d’autres termes, p.s. pour toute fonction f : R — R continue et bornée,

[ = [7auS.

Rappelons que la convergence étroite des mesures de probabilités est la
convergence pour les fonctions test continues et bornées. Elle est équivalente
a la convergence ponctuelle des fonctions caractéristiques, ainsi qu’a la conver-
gence ponctuelle des fonctions de répartition en tout point de continuité de la
limite. Pour les variables aléatoires, cela correspond a la convergence en loi.

Le nom «loi du demi-cercle» utilisé pour désigner uS vient du fait que la
densité est I’équation d’un demi-cercle (& une constante de normalisation pres
égale  la moitié de I'aire du cercle). Comme ;S n’a pas d’atomes, le théoréme
de Wigner affirme que presque stirement, pour tout intervalle I C R,

n—o00 2770'2

402 — 22
tiw g, (1) = 19 (D) = | VAT~ g,
IN[—20,20]

Ainsi, la proportion de valeurs propres de M n’appartenant pas a 'intervalle
[—20+/n,20+/n] tend vers zéro quand n — oco. Le théoréme de Wigner met

en lumiére un phénomeéne d’universalité, en ce sens que la loi limite u$ ne

dépend de la loi des coefficients de la matrice M qu’a travers leur variance o2.

Le comportement de la moyenne de p,, peut étre compris en observant que

[eduao) S N (Y,
n = - n,k — — 1T —F=
T CHnl n e kT vn
1 p-S. o
= 372 > Miin:zooz/l’dlia(x)
1<ign

ou la convergence p.s. provient de la loi des grands nombres. La normalisation
en 1/y/n de M peut étre comprise & son tour en observant tout d’abord que

/x2 dpin () = igﬁk = :LTT<<\/15M>2>

1 .
= > Mj = 02=/$2du?($)
n

v n—oo
1<i,j<n
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ou la convergence p.s. provient ici encore de la loi des grands nombres. D’autre
part, par I'inégalité de Markov, p.s. pour tout r» > 0,

, 1 o?
pall=rrl?) < 5 [ dun(a) = 5.
Par conséquent, presque stirement, pour tout € > 0 il existe un compact
K. = [—re, 7] tel que pu,(K.) < € pour tout n > 1. Ainsi, presque siirement,
la suite (un)7121 est tendue, et le théoreme de Prohorov? affirme alors que
cette suite est relativement compacte pour la convergence étroite, en ce sens
que si elle possede une unique valeur d’adhérence pour la convergence étroite
alors elle converge étroitement. Malgré cette observation réconfortante, nous
allons utiliser une autre approche pour démontrer le théoréeme de Wigner.
L’idée consiste & se ramener a des fonctions test f polynomiales (section
21.3) puis & établir la convergence des moments (section 21.4) en s’inspirant
de la méthode utilisée ci-dessus pour les moments d’ordre 1 et 2. Mais cela
nécessite tout d’abord de réduire le probléme & un cas plus simple!

21.2 Réduction a un cas plus simple

La mesure spectrale empirique moyenne Eu,, est la mesure de probabilité
définie pour toute fonction f : R — R mesurable et positive (ou bornée) par

[iBu = [ fdp, = E(Tll Zf(An,k)> .
k=1

Le but de cette section est de réduire le théoreme de Wigner 21.1 & une
version simplifiée, le théoréme 21.2 ci-dessous, qui concerne la suite de mesures
de probabilités (Epy,)n>1 lorsque la matrice M a une diagonale nulle et des
coefficients hors diagonale bornés. Le théoreme 21.2 est démontré plus loin,
dans la section 21.4, en utilisant la méthode des moments de la section 21.3.

Théoréme 21.2 (de Wigner simplifi¢). Soit M = (My;), , <, une matrice
réelle symétrique aléatoire, a diagonale nulle M1y = --- = My, = 0, telle
que les variables aléatoires (Mij)1<i<]<n sont indépendantes et identiquement
distribuées, centrées, de variance o2 finie et non nulle, et d support compact
[-C,C], C > 0. Soit p, = 23765, la mesure empirique des valeurs
propres de ﬁM Alors pour toute fonction f: R — R continue et bornée,

lim E/fdyn Z/fdu?.
n—oo

Le théoreme 21.2 est démontré dans la section 21.4.

3. Un ensemble de mesures de probabilités est tendu si et seulement si il est sé-
quentiellement relativement compact pour la topologie de la convergence étroite. En
particulier, si une suite de mesures de probabilités est tendue et posséde une unique
valeur d’adhérence pour la convergence étroite, alors elle converge étroitement.
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Réduction au cas borné

Dans cette sous-section, nous allons montrer qu’il suffit d’établir le théo-
reme de Wigner 21.1 dans le cas particulier ot les coefficients de la matrice
sont bornés. On procede par troncature. Soit C' > 0 un réel et

(Mc)ij = ML, <cy-

Notons P I'ensemble des lois sur R possédant un moment d’ordre 2 fini.
La distance de Wasserstein Wy sur P, est définie pour tous vy, vs € Py par

Wa(vi,12)? = (Xin)f() E(X; — X2?)
X1NV1:X2NV2

ou 'infimum porte sur ensemble des couples de variables aléatoires (X1, X5)
de lois marginales 11 et v5. La convergence pour la distance de Wasserstein
W, entraine la convergence étroite. Dans le cas de lois discrétes de la forme

1 & 1 <
Vlzﬁz%k et VQ:EZ%
k=1

k=1

avec a1 < --- < ay, et by <--- < by, on trouve
1 n
2 2
Wa(vi, 1) = E (a; — b;)*.

Rappelons que M,,(C) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(A, B) := Tr(AB*). La norme associée est appelée norme de Hilbert-Schmidt 4

1Alfs = Tr(447) =D > |44l

i=1 j=1
Le lemme suivant, admis, est un résultat classique d’algebre linéaire. Des

références sont données dans la section 21.5.

Lemme 21.3 (Inégalité de Hoffman-Wielandt). Si A, B € M,,(C) sont her-
mitiennes de spectres A1(A) = -+ = A (A) et M (B) = -+ = Au(B) alors

n

nWapa, i) =Y (Ak(A) = Me(B)? < YD |Aij — Byl* = ||A - Bl

k=1 i=1 j=1

Par le lemme de Hoffman-Wielandt 21.3 et la loi forte des grands nombres,

W2(/L\%Ma UﬁMC)Z

4. Ou encore norme de Schur ou norme de Frobenius.
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1 ) pes. )
< ;Z}Z}IMUI Liprg oy 70 BIMu L, scy).
i=1 j=

Par le théoreme de convergence dominée ou par le théoréme de convergence
monotone, le membre de droite peut étre rendu arbitrairement proche de 0
en choisissant C' assez grand. Par conséquent, il suffit d’établir le théoreme de
Wigner 21.1 pour M¢ (en lieu et place de M) pour tout réel C' > 0. Cependant
les coefficients de la matrice M ne sont plus forcément centrés car la loi des
coefficients de M n’est pas forcément symétrique.

Réduction au cas centré

Dans cette sous-section, nous allons montrer qu’il suffit d’établir le théo-
réme de Wigner 21.1 pour M¢ — E(M¢) pour tout réel C' > 0.

L’orthogonalité des sous-espaces propres des matrices symétriques conduit
aux formules variationnelles min-max de Courant-Fischer pour les valeurs
propres. Plus précisément, si A € M,,(C) est hermitienne de valeurs propres
A(A) = -+ = A\ (A), alors pour tout 1 < k < n, en notant G, 'ensemble des
sous-espaces vectoriels de C™ de dimension k, on a

Ai(A) = max min (Az,z) = min max (Az,x).
VeGr, zeV Vegn,7k+1 zeV
ll=ll,=1 lzll,=1

Les cas k = 1 et k = n sont familiers. Ces formules sont un résultat classique
d’algebre linéaire, tout comme le lemme suivant, que nous admettons. Des
références sont données dans la section 21.5. On note F4 la la fonction de
répartition de la mesure spectrale p4 = % ZZ:1 dxr,.(4)- Pour tout t € R,

card{l1 < k <n: A \(A4) <t}
- .

Fa(t) = pa(] - o0, 1]) = / TPy

Lemme 21.4 (Entrelacement pour les perturbations additives de faible rang).
Si A, B € M,,(C) sont hermitiennes de valeurs propres A1 (A) = --- = A, (4)
et A (B) = - = M\(B) et sir:=rang(B — A) alors

Aktr(A) < Ak(B) < Ap—r(A)

pour tout 1 < k < n, avec la convention A\ (A) = +oo sik <1 et A\p(A) = —0
st k> n. En particulier on a

rang(A — B
dsu i) = | Fa = Fal . o= sup | Fa(t) - Fa()] < 220250
te

La notation dkg désigne la distance de Kolmogorov-Smirnov entre les lois
de probabilités discretes pa et pup. Il est bien connu que la convergence en
distance de Kolmogorov-Smirnov entraine la convergence étroite.
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A présent, comme les variables aléatoires ((Mc)ij), ¢, j<, sont de méme
XS

moyenne m¢ := E((M¢);j), on a rang(E(M¢)) = rang(mcl,) < 1 et donc

1

s (gt g ne-nen ) < 3 22,0

Par conséquent, il suffit d’établir le théoréeme de Wigner 21.1 pour la matrice
Me —E(Mce) (en lieu et place de M) pour tout réel C > 0.

Suppression de la diagonale

La méthode utilisée pour la troncature permet de la méme maniére de
supprimer la diagonale : si D¢ := diag((M¢e — E(M¢))i : 1 < i< n)est la
matrice diagonale formée par la diagonale de la matrice Mo — E(M¢), alors

1 n

2 2 p.s.

Wa(p o (Mo—E(Me)) B2 (Mo—E(Me) Do) S oz > Ml <0y el
i=1

grace a la loi des grands nombres. Ceci montre qu’il suffit d’établir le théoreme

de Wigner 21.1 pour la matrice M¢c — E(M¢) — D¢, pour tout réel C' > 0.

Réduction a la mesure spectrale empirique moyenne

Dans cette sous-section nous allons montrer qu’il suffit d’établir le théo-
reme de Wigner 21.1 pour la mesure spectrale empirique moyenne

EN%(MC—E(MC)—DC)v
et ce pour tout réel C' > 0. Le lemme suivant, de méme nature que l'inégalité
de Tchebychev, est une reformulation du lemme 20.3.

Lemme 21.5 (Inégalité de concentration d’Azuma-Hoeffding). Considérons
des vecteurs aléatoires X1, ..., X, indépendants pas forcément de méme di-
mension. St G(X1,...,X,) est une variable aléatoire réelle et intégrable, fonc-
tion mesurable de ces vecteurs, alors pour tout t > 0,

212
P(G(X1,..., X)) — E(G(Xy,...,Xn))| =t) <2 _—
(1G(X1, ., Xn) — B(G(X,.., X)) > 1) exp( c%mﬂ%)
0t ¢ 1= SUP(y yyep, |G(T) — G(2')| et Dy := {(x,2") : x; = x] sii# k}.
Voyons comment utiliser ce lemme. Soit f : R — R de classe C! et &

support compact, et A, B € M,,(C) hermitiennes. Le lemme 21.4 donne

|Fa— Fgll, < ou r:=rang(A— B),

r
n

et par intégration par parties,
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’/fduA/fduB

Ty () (Fa(t) — Fp(t)) dt

+oo
<5/ @)=

— 00
On note A(z1,...,2,) € M,(C) la matrice hermitienne dont les lignes du
triangle supérieur sont x1, ..., x, (vecteurs de C",C"~1 ... C), et on pose
G(le,..., /fd/-lA (Z1,-.sTn)
En notant y := (x1,...,2y,) et y = (21,..., Th—1, T, Tht1, - .-, Tp), il vient

rang{A(y) ~ AQY)} <2 et done [Gly) —~ G| < -]

A présent H := ﬁ(MC — E(M¢) — D¢) est hermitienne aléatoire & valeurs
dans M,,(C). Les lignes de son triangle supérieur (H;;), ;¢ ;<,, sont indépen-
dantes (vecteurs aléatoires de €™, C"~ 1, ..., C). Grace au lemme 21.5, pour
toute fonction f de classe C! et & support compact, et pour tout réel t > 0,

nt?
©(( s fram] 1) <20 (555 ).

Cette inégalité exprime le fait que ppy est trés concentrée autour de son es-
pérance Epu . C’est pour cette raison que les fluctuations sont si faibles dans
les simulations, des que la dimension dépasse quelques dizaines. On a

/fduH—lE/fduH o,

Pour tirer parti de la rapidité de convergence, on pose t = n~1/2+¢ avec £ > 0
petit fixé, de sorte que la borne exponentielle dans le membre de droite de
I'inégalité soit sommable en n. Le lemme de Borel-Cantelli entraine alors que

/fduH—E Fdu 25 0.

Cela ramene 'étude de la convergence étroite presque sire de ugy a celle de
la convergence étroite de Eug. Ainsi, le théoréeme de Wigner 21.1 est une
conséquence du théoreme de Wigner simplifié 21.2.

21.3 Convergence des moments et convergence étroite

Cette section est dédiée a ce qu’on appelle méthode des moments. Soit P
'ensemble des lois de probabilité v sur R telles que R[X] C L!(v), muni de la
relation d’équivalence v ~ vy ssi fP dv = fP dvy pour tout P € R[X], c’est-
a-dire que v et o ont les mémes moments. On dit que v € P est caractérisée
par ses moments lorsque sa classe d’équivalence est un singleton.
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Théoréme 21.6 (Convergence des moments et convergence étroite). i
v,v1,Va, ... sont des éléments de P vérifiant, pour tout polynome P € R[X],

lim [ Pdv, = /P dv,

n— oo

et si v est caractérisée par ses moments, alors (vy,), -, converge vers v étroi-
=
tement, c’est-a-dire que pour tout f : R — R continue et bornée,

lim [ fdv, = /f dv.
Démonstration. Par hypothése, pour tout P € R[X],

Cp:= sup/Pdun < 00.

n>1
Par conséquent, par I'inégalité de Markov, pour tout réel R > 0,

o Oxe
vn((=R B < 7

et donc (v)n>1 est tendue. Grace au théoréme de Prohorov, il suffit donc
d’établir que si (vp, )k>1 converge étroitement vers v’ alors v/ = v. Fixons
P € R[X] et un réel R > 0. Soit ¢ : R — [0,1] une fonction continue telle
que 1_g ) < ¥r < L[_g_1,r+1)- On a la décomposition

/Pdl/n,C = /@RPdunk + /(1 —or)Pdvy,.

Or @rP est continue et bornée et (v, )g>1 — V' étroitement, d’onr
. n—00

lim [ prPdv,, = /QDRPdl//.
k—o0

De plus, par les inégalités de Schwarz et de Markov, on a

2 C'x2Cp2

‘/(1 — or)Pdvy, B

< vn (=R, R]°) / P2dv,, <
On obtient donc

lim sup ‘/Pdl/nk - /goRP dv'

k— o0

D’un autre c6té, on sait que

lim [ Pdy,, :/Pdl/

k—oco
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d’ou enfin
lim [ prPdv = /P dv.
R—o00

En utilisant cela pour P2, qui est positive, on obtient d’abord par convergence
monotone que P € L?(v') C L'(V), puis par convergence dominée que

/Pdu’:/Pdu.

Comme P est arbitraire et v est caractérisée par ses moments, ona v =v'. O

Un théoreme de Weierstrass affirme que pour tout compact K C R, les
polynoémes R[X] restreints a K sont denses dans C(K, R, ||-||,). Ainsi, toute
loi de probabilité & support compact est caractérisée par ses moments parmi
l’ensemble des lois a support compact. Le théoréme suivant permet d’aller plus
loin, car il implique que toute loi a support compact est caractérisée par ses
moments parmi I’ensemble des lois dont tous les moments sont finis. C’est le
cas en particulier de la loi du demi-cercle u.

Théoréme 21.7 (Analycité de la transformée de Fourier et moments). Soit
p € P. On pose ¢(t) = [e"du(z) et k, = [z™du(z). Les propositions
sutvantes sont équivalentes :

1. ¢ est analytique sur un voisinage de 0,

2. ¢ est analytique sur R,

n

T 1
3. lim, o0 (m|“n‘) < 0.
Si ces conditions sont vérifiées alors | est caractérisée par ses moments.

En particulier, une loi a support compact est caractérisée par ses moments.

Démonstration. Pour tout n, on a [|z|™ du < oo et donc ¢ est n fois dérivable
sur R. De plus, ap(") est continue sur R et pour tout t € R,

(0 = [ e duo).
R
En particulier, (™) (0) = ik, et la série de Taylor de ¢ en 0 est déterminée
par la suite (k,)n>1. Le rayon de convergence r de la série entiere ) a,z"
associée & la suite de nombres complexes (an,)n>0 est donné par la formule de
— 1
Hadamard r—! = lim,, |a,|™. Ainsi, 1< 3 (prendre a, = i"k,/n!). D’autre
part, comme pour tout n € N, s,t € R,

eisw <eitw —1- Ztl ..... (th)n1>' < ‘t‘r|n,

1! (n—1)! n!

on a pour tout n € N pair et tous s,t € R,

‘ t !

‘P(S—l—t)—go(s)—ﬁ(p’(g)_..._ (

t’I’L
1)1@("_1)(8)’ <K Ll
n — !

’ﬂn'7
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qui montre que 3 = 2. Comme 2 = 1, on a bien 1243, Si ces propriétés
ont lieu, alors les arguments précédents donnent un r > 0 tel que ¢ est déve-
loppable en série entiere en tout x € R avec un rayon de convergence > r. De
proche en proche, on obtient que ¢ est caractérisée par ses dérivées en zéro.
Enfin, si 4 est & support compact, disons inclus dans [—C,C] pour une
constante C' > 0, alors |k,| < C™ pour tout n > 1, et comme la for-
mule de Stirling n! ~ v/2mn(n/e)” donne (1/n))Y/™ = O(1/n), il vient
limy, o0 (& ]Kn])/™ = 0, et donc  est caractérisée par ses moments. O

Théoréme 21.8 (Moments de la loi du demi-cercle). La loi du demi-cercle
uS est caractérisée par ses moments. De plus, pour tout entier r > 0,

1 2r
241 1, 000) = 0 et /2rd9 _ o .
/m s (1) e " dpd(r) =0 il

En particulier uS a pour moyenne 0 et variance o2, et les moments pairs de
la loi du demi-cercle standard ,ule sont les nombres de Catalan.

Démonstration. La loi uS est caractérisée par ses moments car son support
[~0, 0] est compact (lemme 21.7). Les moments impairs sont nuls car u$ est
symétrique. Pour calculer les moments pairs, par dilatation et parité,

2r 2
/I'QT duf (x) = d / 2" \/4 — 22 dx.
T Jo

Par le changement de variable z = 2 cos(u) et une intégration par parties,

2 Z 4r+1 Z
/ 2?4 — 22 dx = / 471 cos?" (u) sin® (u) du = / cos?(" V) (u) du.
0 0 2r+1Jq
Cette derniere expression est une classique intégrale de Wallis. a

21.4 Preuve du théoréme de Wigner simplifié
Grace au théoreme 21.6 et au théoreme 21.8, la preuve du théoreme de
Wigner simplifié 21.2 se ramene a établir le théoreme 21.9 ci-dessous.

Théoréme 21.9 (Convergence des moments). Sous les hypothéses du théo-
réeme de Wigner simplifié 21.2 on a, pour tout entier r > 1,

E/wrdun — /xrdu?.
n—oo

Démonstration. On se rameéne au cas o2 = 1 par dilatation. Les moments de
la loi du demi-cercle 4 sont donnés par le théoréme 21.8. Pour tout entier
r > 1, le moment d’ordre r de Eu,, s’écrit (avec i,41 := 1)
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1 n
E/l‘r dpn(2) = - D Ak
k=1

1 T
= s (M)

1
= itz Y E(Miy - Mi,.,).

1<y, yir S

Comme les coefficients diagonaux de M sont nuls, on a

1 n
E/zdun = WZEM” =0= /xdule(:zz)
i=1

et comme M a des coefficient hors diagonale centrés et réduits, on a

1 n?—n
E/$2dﬂn=ﬁ ZE(M%):Tﬁlz/xQd,ule(x).

1<i,j<n

L’étude du moment d’ordre 3 est un peu plus subtile. On a

1
E/g;3 djin, = o7 Z E(M;; M), My;).

1<4,5,k<n

Si deux éléments parmi {{7,j},{Jj, k}, {k,i}} sont distincts alors on a forcé-
ment E(M;; M;,My;) = 0 par indépendance et centrage. Dans le cas contraire,
onai==Fkoui=jouk = j, ce qui conduit & E(M;;M;,My;) = 0 car la
diagonale de M est nulle. Ainsi, le moment d’ordre 3 de u,, est égal a zéro,
tout comme le moment d’ordre 3 de ,ule.

Pour le moment d’ordre 4, on pourrait procéder de méme en utilisant

1
E/z4 dpy, = T Z E(M;; M, My My;).

1<i,j .k I<n

Mais un phénomeéne nouveau se produit cette fois-ci : le cas i = k et j =1
avec i # j donne E(M;; M, My M;) = E(ij), qui n’est pas fonction des
deux premiers moments des coefficients de M. Cependant, il n'y a pas de
contradiction : ces termes n’ont pas de contribution asymptotique quand n
tend vers oo car leur nombre, n(n — 1), est négligeable devant nit4/2 = p3,

Plus généralement, pour tout entier » > 1 on a

- 1
E/x dpn (z) = e Z E(M;, iy - M, )-

1<y, yir S

On peut supposer que iy # ix41 pour tout 1 < k < r—1 car la diagonale de M
est nulle. On associe a chaque r-uplet d’indices de ce type i1, ..., %, un multi-
graphe orienté, voir figures 21.2 et 21.3. Les sommets du multi-graphe orienté
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sont les valeurs distinctes prises par ces indices, et on note ¢ leur nombre. Les
arétes, du multi-graphe orienté sont les liaisons (i,ir4+1) avec 1 <k <r— 1.
Elles peuvent avoir une multiplicité et sont orientées. De plus ce multi-graphe
orienté est cyclique de longueur r + 1. Si on note ¢ le nombre de sommets
distincts, on dit qu’il s’agit d’'un multi-graphe orienté G(r,t). Deux multi-
graphes orientés G(r,t) sont équivalents lorsque qu’on peut passer de 'un &
Pautre en permutant les indices. Des multi-graphes orientés G(r, t) équivalents
donnent la méme valeur a E(M;,;, - -+ M, ), notée E(Mg). Il y a

Grlpg1
nn—1)--(n—t+1)

multi-graphes orientés G(r,t) dans chaque classe d’équivalence (nombre d’ar-
rangements de ¢t objets parmi n). Chaque classe d’équivalence contient un
représentant pour lequel les ¢ valeurs distinctes prises par les indices i1, ..., i,
sont successivement 1,...,¢t. Afin de calculer les contributions, on distingue
trois types de multi-graphes orientés G(r,t) détaillés ci-apres. Le type est
constant sur chaque classe (c’est une propriété de la classe).

Fig. 21.2. Multi-graphe orienté associé & IE(Mi2 M1 M13Ms1). On ar =4, ¢t = 3,
i1 =113 = 1, ia = 2, i4 = 3. Les arétes successives sont 12, 21, 13, 31. Chaque aréte
présente, ainsi que I’aréte de sens opposé, ne I’est qu’une fois. Le graphe non orienté
squelette est arbre 2 <» 1 <» 3. Ce multi-graphe orienté est donc de type 1.

— type 1 : ceux pour qui chaque aréte présente, ainsi que l'aréte de
sens opposé, ne 'est qu’une fois, et le graphe non orienté squelette
obtenu en effacant les orientations et les multiplicités des arétes est
un arbre (c’est-a-dire qu’il n’a pas de cycles). C’est le cas par exemple
de E(M12M21M13M31) = E(MfQ)E(MIQ?)) = 1, voir ﬁgure 21.2. Un
exemple plus long est donné par la figure 21.3;

— type 2 : ceux pour qui une aréte au moins n’apparait qu’une seule
fois et l'aréte de sens opposé n’apparait pas, comme par exemple
E<M12M23M31) == E(Mlg)]E(Mgg)E<M3l> = 0, voir ﬁgure 213,

— type 3 : ceux qui ne sont ni de type 1 ni de type 2. C’est le cas par
exemple de E(MyoMoy MisMsy) = E(M{,) > 0 car 'aréte 12 (ainsi
que Daréte 21) apparait exactement deux fois. Un autre exemple est
donné par E(M12M21M13M32M23M31) = E(M%Q)E(M%)E(Mgg) = 1,
car le graphe non orienté squelette associé est le cycle 1 <+ 2 <> 3 < 1.
Ces deux exemples sont illustrés par la figure 21.3.
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N

Fig. 21.3. En haut a gauche le multi-graphe orienté associé au long exemple
E(M12M23M32M24M45M54M46M64M42M21), qui est de type 1. En haut a droite le
multi-graphe orienté associé a IE(Mi2Ma3Ms1), qui est de type 2. En bas & gauche
le multi-graphe orienté associé a IE(Mi2Mao1 M3 MszaMasMsi1), et en bas & droite le
multi-graphe orienté associé & E(Mi2Ma1 M12Ma1), tous deux de type 3.

Nous abordons a présent la phase finale :

— Les multi-graphes orientés de type 2 ont une contribution nulle. En
effet dans ce cas E(M¢g) = 0 par indépendance et centrage;

— Les multi-graphes orientés de type 3 ont une contribution asymptoti-
quement nulle. En effet, si G est de type 3 alors il contient au moins
trois arétes de mémes extrémités ou un cycle d’arétes d’extrémités diffé-
rentes, ce qui implique dans les deux cas I'inégalité 2t < r+1, qui donne
la majoration n(n —1)---(n —t + 1) < nt < n'/2*7/2, D’autre part,
le nombre de classes d’équivalences de multi-graphes orientés G(r,t)
est majoré par t" = O(1). Comme les coefficients de M sont bornés a
valeurs dans [—C, C], on a également E(M¢) < C” = O(1), d’ou enfin

> n(n — 1)71'1.4572_ PV B(Mg) = 00 172) = 0, smol1);
cl. t. 3
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— Contribution des multi-graphes orientés de type 1. Si G est un multi-
graphe orienté de type 1 alors E(Mg) = 1 par indépendance car les
coefficients hors diagonale de M ont une variance de 1. Cela rameéne le
probleme a la détermination du nombre N; de classes d’équivalences de
multi-graphes orientés G(r,t) de type 1. Si r est impair alors Ny = 0.
Si r est pair, disons r = 2s, alors t = 1 +1/2 = 1 + s car le nombre
de sommets d’un arbre est toujours égal a 1 plus le nombre d’arétes.
Ainsi les classes de type 1 sont en bijection avec les arbres planaires
enracinés & s arétes® (et & 1+ s sommets), avec les parenthésages, avec
les excursions de la marche aléatoire simple, etc, voir (théoréme 2.5).

Il y en a donc Ny = lerl (255) (nombre de Catalan), et

Z n(n71)~~~(n7t+1)E(MG)

14+7r/2
n
cl. t. 1

n n—s+1 1 2s
T n n s+1\s

1 (25)
— .
n—soo 1 +8\ 8

21.5 Pour aller plus loin

Reprenons le modele de matrice de covariance empirique du début du
chapitre avec (Yij)i,j>1 des v.a.r. i.i.d. de moyenne 0 et de variance 1, et
la matrice rectangulaire Y = (Yij)lgigdmlgjgn. Soit Ap1 < -0 < A,
le spectre de la matrice symétrique semi-définie positive %YYT7 ordonné de
maniére croissante. Supposons que lim,,_, d,,/n = p avec 0 < p < oo. Alors le
théoreme de Marchenko-Pastur, qui peut étre démontré avec la méme méthode
que le théoréeme de Wigner, bien que la mise en ceuvre soit un peu plus lourde,
affirme que p.s. la mesure spectrale empirique p,, := di i’;l Ox, . converge
étroitement quand n — oo vers la loi de Marchenko-Pastur

(b—z)(x—a)

O .
l’l’p T q60 + 27_‘_px

]l[a,b] (a:)dx
avec

q:=max(0,(1—p7 1)) et a:=(1-p)? et b:i=(1+p)>

Une illustration du théoréme de Marchenko-Pastur est donnée dans la figure
21.4. Les moments de ,uf)B sont donnés pour tout r > 1 par

5. On prendra garde a ne pas confondre avec les arbres binaires planaires enraci-
nés du chapitre 4, qui sont également comptés par les nombres de Catalan!
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fraso-S2 01

En particulier, la loi u? a pour moyenne 1 et variance p. La loi ,uga est un
mélange entre une masse de Dirac en 0 et une loi & densité par rapport a
la mesure de Lebesgue. L’atome en 0 est di au fait que la matrice n’est pas
forcément de rang plein. Il disparait lorsque p < 1. Lorsque p = 1, la matrice
Y est en quelque sorte asymptotiquement carrée. Dans ce cas, a = 0 et b = 4.
Par changement de variable, presque stirement la mesure de comptage du
spectre % de (%YYT)l/ 2 converge étroitement quand n — oo vers la loi du

quart-de-cercle de densité @ — /4 — 22 1} o)(z).

1.6
1.4 o

1.2 A

i

0.6
0.4

0.2 +

Fig. 21.4. Histogramme des valeurs propres non nulles d’une matrice de covariance
empirique avec n = 800 et d = 1000 et loi de Marchenko-Pastur.

L’étude des matrices aléatoires constitue un vaste champ de recherche. Les
travaux les plus anciens sont dus principalement a John Wishart (années 1920)
sur les matrices de covariance empiriques des échantillons gaussiens, a John
von Neumann et Herman Goldstine (années 1940) sur 'analyse numérique
matricielle, et & Eugene Wigner, Freeman Dyson, et Madan Lal Mehta (an-
nées 1950-1960) sur les niveaux d’énergie des noyaux atomiques en physique

6. C’est aussi les valeurs singuliéres de la matrice rectangulaire ﬁY.
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mathématique. Le théoreme de Marchenko-Pastur a été obtenu par Vladi-
mir Marchenko et Leonid Pastur dans les années 1960. La loi du demi-cercle
constitue un analogue de la loi gaussienne dans la théorie des probabilités
libres initiée par Dan-Virgil Voiculescu, en liaison avec les matrices aléatoires.

Le théoreme 21.1 de Wigner a été obtenu par Wigner dans les années
1950 sous des hypotheses plus restrictives. La version la plus aboutie date
de la fin des années 1970. La convergence étroite de la mesure de comp-
tage u, n’empéche pas une fraction asymptotiquement négligeable d’atomes
d’exploser quand n — oco. Cependant, le théoréeme de Bai-Yin affirme que si
E(M3,) < oo alors presque sfirement le support de j,, converge vers le support
[~20,20] de la limite u2, c’est-a-dire que presque stirement

lim A\, = —20 et lim A\ = 20.

n—oo n—oo
La partie combinatoire de la preuve du théoreme de Wigner est détaillée par
exemple dans le livre de Zhidong Bai et Jack Silverstein [BS10], et dans le livre
de Greg Anderson, Alice Guionnet et Ofer Zeitouni [AGZ10]. Le théoréme de
Wigner peut également étre obtenu par une méthode analytique, en utilisant
la transformée de Cauchy-Stieltjes, faisant apparaitre la loi du demi-cercle
comme solution d’une équation de point fixe. Le théoreme de Wigner est
également présenté dans les notes de cours de Mireille Capitaine [Capl2] et
dans celles de Charles Bordenave [Borl4b]. Le contenu de la section 21.2
est inspiré de [Chal3]. Notons enfin qu’au-dela du théoréme 21.7, il existe
une condition suffisante pour que p € P soit caractérisée par ses moments
(Kn),>1. connue sous le nom de condition de Torsten Carleman, et lice a la
quasi-analycité ” de la transformée de Fourier :

Z /<;2_nl/(2") = 0.

n

Les inégalités de Courant-Fischer ainsi que les lemmes 21.4 et 21.3 (inéga-
lité de Hoffman-Wielandt) sont démontrés par exemple dans le livre de Roger
Horn et Charles Johnson [HJ13] et dans le livre de Rajendra Bhatia [Bha97].

7. Une fonction f : R — R de classe C* est quasi-analytique si elle est caracté-
risée par ses dérivées successives en 0, parmi une classe de fonctions assez large.
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Naissances et assassinats

Mots-clés. Dynamique de population.

Outils. Processus de Poisson ; processus de Galton-Watson ; théoreme de
Chernoff.

Difficulté. ***

On s’intéresse a 'extinction ou a la survie d’une population organisée en
clans. Chaque individu vivant donne naissance a des enfants selon un processus
de Poisson et ne peut pas mourir tant que son peére est en vie. Dés que celui-ci
disparait tous ses enfants sont exposés et meurent aprés un temps aléatoire
propre de loi (). Une configuration a un instant donné est une collection finie
d’arbres généalogiques munis d’un patriarche qui seul peut étre assassiné.

@

Fig. 22.1. Patriarche et quelques-uns de ses descendants.

Le patriarche de la population entiére sera noté (&). Chacun de ses des-
cendants est identifié a un k-uplet d’entiers strictement positifs pour & > 1.
Par exemple, (1) est le premier enfant de lancétre, tandis que (1,2) est le
deuxieme enfant du premier enfant de 'ancétre, voir figure 22.1. Le nombre
de coordonnées indique la génération de I'individu. Soit
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N = Upso(IN9)"

I’ensemble des n-uplets d’entiers strictement positifs, avec la convention
(N*)? = @. Pour n € N, notons k(n) le nombre de coordonnées de n. Le
nombre d’individus qui ont dii naitre pour que n naisse vaut

o(m) :=ny + -+ Ngm)-

On adopte les conventions k(&) = 0 = o(2).

Soit (X™),c une famille de processus de Poisson indépendants de méme
intensité A. On notera (T,;‘)]@1 les temps de saut du processus X™. Soit
(Kn)pen une famille de v.a.r. i.i.d. strictement positives de méme loi Q. On
suppose que les familles (X™),\- et (Kpn),c sont indépendantes.

Le processus est initialisé a ¢ = 0 avec un unique ancétre étiqueté par &.
Cet individu donne naissance a des enfants aux instants de saut du proces-
sus de Poisson X2 qui entrent dans le systéme & leur tour avec les indices
(1),(2),... dans 'ordre de leurs naissances. Chaque nouvel individu n entrant
dans le systeme commence & donner des descendants aux instants de saut du
processus X™; les descendants de n sont indicés par (n, 1), (n,?2),... toujours
dans ’ordre chronologique.

Le patriarche est exposé des le temps 0. I donne naissance a des en-
fants jusqu’au temps aléatoire Yy := Ky ou il disparait. Chacun de ses
enfants devient le patriarche de son clan et est a son tour exposé. Soit
n = (ny,...,ng_1,n;) dans N et n’ := (ny,...,n,_1). Quand n’ est sup-
primé, au temps aléatoire Y/, n devient exposé; il continue a avoir des des-
cendants jusqu’au temps aléatoire Yy, := Yy, 4+ K, puis est & son tour supprimé.

Exemple 22.1. Dire que l'individu (3,2) est né, c¢’est dire que
— lindividu @ a eu au moins trois enfants avant de mourir : Ty inter-
vient avant la mort de @ a linstant Ky ;
— Vindividu (3) a eu au moins deuz enfants avant de mourir ¢’est-a-dire

que T2(3) intervient avant la mort de (3) a linstant Kg + K3).
On a donc

{(3,2) est Tlé} = {ng < Kg, ng +T2(3) < Kg +K(3)}

On dit que le systeme de naissances et d’assassinats est stable si, avec
probabilité 1, il existe un temps fini a partir duquel le systéme est vide. Sinon
on dit que le systeme est instable.

Théoréme 22.2 (Conditions suffisantes de stabilité et d’instabilité). Soit B
un processus de naissances et d’assassinats d’intensité A dont la transformée
de Laplace u — ¢(u) = [;e"* Q(dz) de Q est finie au voisinage de 0, et soit

I (T)
G = 1in .
u>0 u

Alors on dispose de conditions suffisantes de stabilité et d’instabilité :
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— le processus B est stable si o < 1
— le processus B est instable si o > 1.

Les sections 22.1 et 22.2 sont consacrées a la preuve des deux conclusions
du théoreme 22.2.

22.1 Condition suffisante de stabilité
Introduisons le nombre moyen de descendants de &,

m = ZIP(n est né) € [0, +o0].

Si B est instable, alors par définition, avec probabilité strictement positive,
il n’existe pas de temps (aléatoire) fini & partir duquel le systéme est vide,
donc le nombre de descendants de @ est infini avec probabilité non nulle, et
donc m = oo. Par conséquent, si m < oo alors B est stable. Il suffit donc
d’établir que m < co des que a < 1.

A lindividu n = (ny,...,ny), on associe sa lignée ancestrale formée des
individus n(i) = (n1,...,n;) pour 0 < i < k (avec n(0) = &). L’individu n
voit le jour si, pour tout 0 < @ < k, son ancétre n(i — 1) a la génération i a eu
au moins n; descendants :

J J
{n est né} = {Z T,‘l‘i(i_l) < ZKn(iq), J=12,.. .,k(n)}.
i=1 i=1

En particulier,

k(n) k(n)

P(n est né) Z Tn 1) < Z Kagi-1)

L’inégalité de Markov assure que, pour tout u > 0,

Kk
PO TRV <) Ko
i=1 i=1

k(n) k(n)

< E| exp uZKn(Z 1) — UZT“2 D

L’indépendance des processus de naissances et d’assassinats permet d’écrire

k(n) k(n) k(n)

i— A "
=1 i=1

=1
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En sommant sur n, on obtient
o0

A o(n)
4 k
S Pmestnd) <3| Y <Hu)
n k n, k(n)=k

=1

D’autre part,

> ()"

n, k(n)=k m
zmz%card{n : k(n) =k, o(n) =m}(xiu>
k * "
— <2> 7g}ccamd{n : k(n) =k, o(n) =m} (u_'_u/\) <u+>\/\) .

L’entier card{n : k(n) =k, o(n) = m} représente le nombre de m-uplets a
coordonnées 0 ou 1 contenant exactement k 1. Le terme général de la derniere
somme ci-dessus est donc la probabilité que dans un schéma de Bernoulli de
probabilité de succes u/(u+ A) le k° succes survienne au temps m (c’est la loi
binomiale négative). On retrouve au passage

card{n : k(n) =k, o(n) =m} = (’Z__ll)

s () -0
n, k(n)=k Atu u

En d’autres termes, on a donc montré que

méz (AZ(U))]C

k=1

On a donc

Si a < 1, alors le nombre moyen d’individus créés est fini, et B est stable.

22.2 Condition suffisante d’instabilité

Démontrons a présent la seconde partie du théoréme 22.2. L’idée principale
est de montrer que, si a > 1, il existe £ > 1 tel que

Z P(n est né) > 1

n, k(n)=k
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puis de conclure grace a un argument de type branchement.

Soit (N;);5; une suite de variables aléatoires indépendantes de loi géo-
métrique de paramétre p indépendante du processus B. A la génération k,
on considére l'individu N = (Ny,..., Ni) ainsi que sa lignée ancestrale for-
mée des individus N(i) = (Ny,...,N;) pour 0 < ¢ < k. Exprimons de deux
maniéres différentes la probabilité que N naisse. D’une part,

P(Nestné) = Y IP(N est né’N - n)]P(N —n)

n, k(n)=*k
= Z IP(n est né)pk(l _p)n1+"'+nk*k
n, k(n)=k
k
- (lpp) D> P(nest né)(1—p)7.

n, k(n)=*k

D’autre part, posons
Z; = KN(z 1y _TN(’L 1)

pour tout ¢ > 1. Comme dans la premiere partie de la preuve,

P(N est né) (ZTN(Z 2 <ZKN(Z 1y, J=1,. k;)
:]P(ZZi>O,j:1,...,I<;>.

i=1
On estime cette probabilité avec le lemme suivant, démontré en fin de section.

Lemme 22.3 (Déviation asymptotique). i (X;);, est une suite de v.a.r.
i.0.d. avec E(X7) <0, P(X; > 0) > 0, et si la transformée de Laplace v de
X, est finie au voisinage de 0, alors

k
1
: > ) := mi .
lim log]P(mln E X; >O> > log(p), ot p Ln>1181/}(u)

n—oo n 1<k<n 4

La variable aléatoire T’y NE=D gt 1a loi exponentielle! Exp(A\p). Les va-
riables aléatoires (Z;) i>1 sont i.i.d. de transformée de Laplace et de moyenne

Ap 1

)
o u et E(Zy)=¢'(0) %

E(e“zl) = ¢(u)

Ainsi, 'espérance de Z; est strictement négative pour p assez petit. De plus,
si 'on note @ = 1 + ¢, on peut choisir p suffisamment petit pour que

1. Le lemme 11.4 affirme que si G, E1, Es, ... sont des v.a. indépendantes avec G
de loi géométrique de parameétre p et E1, Es, ... de loi exponentielle de parameétre A
alors la somme aléatoire E1 + - - - + E¢ suit la loi exponentielle de parametre pA.
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. - Ap(u)
uz
miyE(E®) = pmip o, > P el

Le lemme 22.3 appliqué a la suite (Z,I)T@1 assure que, pour k assez grand,

J
1P< min > Z; > 0) > pF(1+¢/2)k.

1<j<k 4
=1

On obtient donc

k
(p) Z P(n est né)(1 — p)°@® > pk(1 4 /2)k.

1=p n, k(n)=k
On divise par p* et on fait tendre p vers 0. Par convergence monotone,

Z P(n est né) > (1+¢/2)% > 1,
n, k(n)=k

ce qui fournit la relation

z P(n est né) > 1.

n, k(n)=*k

Achevons la démonstration du théoreme 22.2. On dira qu'un individu est
spécial si c’est 'ancétre ou si ¢’est un individu de la génération nk qui descend
d’un individu spécial a la génération (n—1)k dont le pére est mort. La relation
obtenue ci-dessus nous apprend que le nombre moyen d’individus spéciaux a la
génération k est strictement supérieur a (1+¢/2)*. De méme, le nombre moyen
d’individus spéciaux a la génération nk est supérieur a (1 + ¢/2)"*. Ainsi, le
processus de comptage des individus spéciaux est un processus de Galton-
Watson sur-critique. Avec une probabilité strictement positive, ce processus
ne s’éteint pas (voir le théoréme 3.7 page 3.7). C’est donc également pour B.
Terminons cette section par la démonstration du lemme 22.3.

Démonstration du lemme 22.3. Sous les hypotheses du lemme 22.3, on peut
démontrer que le résultat du lemme 22.3 est vrai pour l'instant terminal en
utilisant le théoreme de Chernoff :

1 -
nh_}n;o - log IP (Zl X; > O) = log(p).
=
Montrons a présent que

k
. 1 .
IP( min S > 0> > ﬁIP(Sn >0) ou Sp= ;XZ

1<k<n
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On procede comme pour le principe de rotation du lemme 3.18. Pour tout
k, notons o(k) l'entier compris entre 1 et n égal & k modulo n. Pour tout
l=1,...,n, on définit S! par
l l 1
Sé) =0 et S](CJ)FI :S£)+Xg(k+l).

Ona S =S®. La somme totale ST(,,I) ne dépend pas de [ et vaut S,,. Comme
(X1,...,Xn) et (Xy,..., X0, X4,...,X;—1) ont méme loi, il vient

. 1 (<
P(lglklg S >0 } Sp > O) = EE (lz; ]l{minlgkgn S/il>>0} | Sp > 0).

IFN

A présent, la somme dans le membre de droite est minorée par 1 car sur
{S,, > 0}, il existe une valeur (aléatoire) de ! pour laquelle le minimum de
SO est strictement positif : le plus grand indice pour lequel I — S; atteint
son minimum. Il est utile de faire un dessin et comparer avec la figure 3.3
page 3.3. Ceci fournit la minoration annoncée. O

22.3 Pour aller plus loin

Le modele présenté a été introduit dans un article [AK90] de David Al-
dous et William Krebs. Le lien avec un modele de file d’attente est abordé
dans Darticle [TPH86] de John Tsitsiklis, Christos Papadimitriou, et Pierre
Humblet. Un lien avec la marche aléatoire branchante se trouve dans l'article
[Korl15] de Igor Kortchemski. Le théoréeme de (Herman) Chernoff, qui serait
dii & Herman Rubin, est démontré par exemple dans le livre [DZ10] de Amir
Dembo et Ofer Zeitouni.

Le théoreme 22.2 laisse entiere la question de la stabilité éventuelle de B
au point critique. Une réponse précise peut étre apportée dans un cas par-
ticulier important. Supposons que la loi d’assassinat soit exponentielle. Par
changement d’échelle de temps, on peut supposer sans perte de généralité que
son paramétre vaut 1, ce qui donne @(u) = (1 —u) Mg q(u) + ool of(u),
d’ott min,~o AMu"tp(u) = 4\ (minimum atteint en v = 1/2). Le théoréme 22.2
assure que B est stable si 0 < A < 1/4 et instable si A > 1/4. On note Ej
I’espérance par rapport a la loi de B et N le nombre total d’individus qui sont
nés, ancétre compris. L’article [Bor08] de Charles Bordenave montre notam-
ment que les moments de N satisfont les propriétés d’intégrabilité suivantes :

— si 0 < A < 1/4 alors

2
Ey(N) = — .
W= A
— si 0 < A < 2/9 alors
2
E)(N?) =

3Vl —dh—1
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— pour tout p > 2, E\(NP) < oo si et seulement si

p

0< A< .
(p+1)2

En particulier, si A = 1/4, le processus B est stable puisque I, ;N = 2. Il est
aussi montré dans [Bor08] que la loi de N a une queue polynomiale pour tout
0 < A < 1/4. En effet, pour tout £ > 0, il existe C tel que pour tout ¢t > 0,

14+ VIT—4x
1= 1—4X

Les processus de Galton-Watson sous-critiques étudiés au chapitre 3 ne
présentent pas ce comportement a queues lourdes : il existe une constante
¢ > 0 telle que Ej exp(cN) < oo pour A < 1. D’autre part, le nombre moyen
d’individus est donné par Ex(N) = (1 — A)~! : il explose donc quand \ tend
vers la valeur critique 1.

PA(N > 1) < Ct7YM*e avee 4(N)
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Modele du télégraphe

Mots-clés. Processus de Markov déterministe par morceaux; équation
aux dérivées partielles ; générateur infinitésimal.

Outils. Processus de Poisson ; chaine de Markov a temps continu ; trans-
formée de Laplace.

Difficulté. ***

On s’intéresse au mouvement d’une bactérie qui possede de quatre a six
flagelles répartis sur sa surface et se déplace en les faisant tourner a la maniére
d’un tire-bouchon. Quand ils tournent dans le sens anti-horaire, les flagelles
forment un faisceau propulsif qui produit un déplacement en quasi-ligne droite.
Quand ils tournent dans le sens des aiguilles d’une montre, les flagelles sont
décorrélés et produisent une rotation de la cellule sans déplacement signifi-
catif. La cellule alterne donc les déplacements en ligne droite ou «runs» et
les rotations sur place ou «tumbles». La durée moyenne d’'un run est d’en-
viron une seconde tandis que le temps moyen d’une rotation est de ’ordre
du dixieme de seconde. Dans la suite, on néglige le temps de rotation et on
suppose que le mouvement s’effectue en dimension 1. Dans un milieu isotrope,
le taux d’apparition d’une rotation au cours d’un run est essentiellement in-
dépendant du temps passé depuis la derniere rotation : la longueur d’un run
peut donc étre modélisée par une loi exponentielle de parametre noté a.

Notons X; et V; la position et la vitesse de la bactérie a 'instant t. La
vitesse de la bactérie prend ses valeurs dans l’ensemble {—1,+1} aprés un
changement d’échelle adéquat. Soit (Nt)t>0 un processus de Poisson d’inten-
sité a et (Vp, Xo) une variable aléatoire a valeurs dans £ = {—1,+1} x R
indépendante de (V). On définit le processus ((Vi, Xt));( & valeurs dans
FE en posant, pour tout ¢ > 0

t
Vi= ()M, et Xt:X0+/VSds.
0
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On souhaite savoir comment évolue la répartition des bactéries au cours du
temps connaissant la répartition a I'instant initial.

Tout d’abord, le processus des vitesses (Vt)t>0 est un processus de Markov
sur {—1,+1} dont on peut déterminer la loi. Pour tout ¢ > 0, notons

pe(t) = P(Vi=+1) et p_(t) = P(V; = —1).

Théoréme 23.1 (Loi de la vitesse). Le processus (Vi) admet une unique

loi invariante, qui est la loi de Rademacher symétrique %5_1 + %6+1. De plus,
pour tout t = 0, loi de V; est donnée par

_ 1 p4(0) —p-(0) 5y _ 1
pol) = 24 2O PO ey ] 2= (0) et

solutions des équations différentielles

() = ap-(t) —p+(t) et p(t) = a(p+(t) —p-(t)).
Démonstration. La formule

(ot)”

p(t) = Y P((-1)" = PN, =n) = 3 P((~1)" = Vo)e "=

conduit immédiatement & I’équation différentielle

Pl (t) = —apy(t) + ap_(1).

Or py +p- =1, d’ot I'équation différentielle vérifiée par p_. De plus

(p+ —p-)'(t) = —2a(pr —p-)(t) et (p+ +p-)'(t) =0.
La résolution de ces équations différentielles linéaires donne le résultat. O

Dans la section 23.1, on étudie les propriétés markoviennes du processus
V et du processus complet (V, X), héritées de celles du processus de Poisson.
Nous faisons ensuite le lien entre ce processus et une équation aux dérivées
partielles dite du télégraphe dans la section 23.2.

23.1 Aspects markoviens du processus complet

Nous étudions dans cette section le semi-groupe de Markov et le généra-
teur infinitésimal associés au processus (V, X). L’approche est similaire & celle
adoptée pour le processus de croissance-fragmentation dans le chapitre 17 et
pour la file d’attente M/M /oo dans le chapitre 11. Pour tout ¢ > 0 et toute
fonction f mesurable bornée de E dans R, on note

Ptf(’l},l‘) = E(f(VhXt”VO =0v,Xo = .Z‘)
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=E [f((—l)N‘v, T+ /Ot(—1)Ns dsﬂ .

Pour k € IN, on note C% l’ensemble des fonctions f : E — R mesurables,
bornées, de classe C* en la deuxiéme variable, & dérivées successives bornées.

Théoréme 23.2 (Semi-groupe de Markov). La famille (1), vérifie :
— pour toutt = 0, si 1 est la fonction constante égale a 1, alors P11 =1 ;
— st f est positive, alors Py f l'est aussi;
— pour tout f € C,’% et toutt >0, Pf € Cg ;
— pour tout f € CL, limy_o P,f = f uniformément ;
— pour tous t,s = 0 et toute fonction f: E — R mesurable et bornée,

Piisf(v,x) = Pro Pyf(v,z).
On dit que (Pt)t>0 est un semi-groupe de Markov.

Démonstration. Les deux premiers points n’offrent pas de difficulté. Pour éta-
blir le troisiéme, on écrit

|Pf(v,x) — f(v,2)| <E(|f(Vs, X¢) — f(v,2)] | Vo = v, Xo = )
<E(|f(Vth) - f(vvx)‘]l{Nt:O} | Vo =v,Xo = SU)
+E(If(Ve, Xi) = f(v,2) LN, 51y | Vo = v, Xo = 2)

Si N = 0, alors, pour tout s € [0,¢], Vs =v et Xy = + tv. On a donc

]E(|f(‘/taXt) - f(vvx)“l{]\/t:()} |V0 = ’U,XO = l’) = |f('U,1' + ’Ut) - f('l),x)|
< 0z f ot

ol on a utilisé |v| = 1. D’autre part,

E(|f(Vi, Xe) — f(v,2)[Lgn, 13 | Vo = v, Xo = z) <2[|f[| PN > 1)
=2[|fllo (1 —e™*).

Démontrons la derniére propriété. Pour tous s,¢ > 0, on a
Piysf(v,2) = E{E{f(Vits, Xi+s) | Xo, Vo, X, Vi} | Xo = 2, Vo = v}.

Par définition de (V, X) on écrit
S
Vt+s = (_1)Nt+5—Nt‘/t et Xt+s =X, + Vt/ (_1)Nt+u—Nt du.
0

On utilise ensuite le fait que le processus de Poisson est a accroissements
indépendants et stationnaires, et, en particulier, que (N5 — N;) 5, est un
°=
processus de Poisson de parametre o indépendant de (Ny,) o<, <, d’0l
X <X
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E(f((l)Nf“vat,Xt +Vi / (—1)Nerem du) | Xo, Vo, X, vt>
0
= P f(Vi, Xu).
On retrouve alors la relation de semi-groupe Py f(v,2) = Pro Psf(v,z). O

Théoréme 23.3 (Générateur infinitésimal). Pour tout t > 0 et tout f € Ck,

H Ponf — Pof

_ AP,
h tfHoo il

ou l'opérateur A est défini par
Af(v,2) == a(f(—v,z) = f(v,2)) + v, f (v, ),
pour tout f € CL. En particulier, pour tout t > 0 et pour tout f € Ck,
0P f(v,x) = AP f(v,z) = Py(Af) (v, x).

Démonstration. Démontrons d’abord le résultat pour ¢ = 0. Soit f € C}, on
a

Py f(v,x) =B(f(Va, Xn)1{n, =0y | Vo = v, Xo = z)
+ E(f(Va, X)Ly, =13 | Vo = v, Xo = )
+ E(f(Va, X)L {n, 301 | Vo = v, Xo = ).

On étudie ces trois espérances séparément. La valeur absolue de la troisieme
et derniere espérance est bornée par

£l BN = 2) = [|fllo (1 — e " (1 + ah)) = O(h?).
La premieére espérance vaut

E(f(v,z 4+ vh)l{y,—0}) = f(v,z + vh)e~eh
= f(v,x) + h(vO,f(v,x) — af(v,z)) + o(h).

Enfin, la deuxieme espérance s’écrit

E

f (v, T+ /Oh(1)Nu du) n{N}L_l}] = ahe™*"(f(—v,z) + O(h))

= ahf(—v,z) + o(h)
puisque le terme intégral est borné (en valeur absolue) par h. On a ainsi obtenu
Puf(v,x) = f(v,2) + hAf (v, ) + o(h),

ce qui acheve le cas t = 0. Pour étendre le résultat a tout temps ¢ > 0, on
utilise la propriété de semi-groupe et la premiere partie de la preuve :
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Pt+hf_Ptf

_(Pn— P I
- APJ(A)Ptf]igo,

h

puisque que P, f € CL. De méme, l'écriture alternative

Popnf — B f Py — Py
Zih) 28 p (2R 20 .
h t h fa
fournit la relation 0, P f = P, Af. a

23.2 Lien entre équation et processus
Soit ¢ : R — R de classe C2. Définissons ut et u~ sur R, x R par
ut(t,2) == Pig(l,2) = B(¢(Xy) [ Vo = 1, Xo = 2),
u”(t,z) == Ro(—1,2) = B(¢(Xy) | Vo = —1, Xo = 2),

avec l’abus de notation suivant : on note encore ¢ I'application (v, z) — ¢(z).
Par définition de u™ et u™, la derniére formule du théoréme 23.3 assure que

atu+ (ta (L‘) = atPt¢(1> {IJ) = APt¢(1a l’)
= a(Pt¢(_17x) - Ptd)(]-vx)) + 8IP25¢(1,.’E)
=a(u (t,z) —ut(t,x)) + Oput (¢, ).
On peut faire de méme pour v~ et en déduire que (u™,u™) est solution de
Ot (t,z) = a(u™ (t,x) —ut(t,x)) + du™ (¢, x)
Ou (t,x) = a(ut(t,z) —u (t,x)) — Opu™ (¢, ).
En posant
ut(t, @) +u (¢, @)
2

le couple (u, @) est solution de

Opu(t, x) = 0z a(t, ),
ovu(t, x) = —2aa(t, x) + dyu(t, z).

ut(t,x) —u=(t,x)
2 )

u(t, ) = et a(t,x):=

Dériver la premiére équation par rapport a t et la seconde par rapport a x
permet de supprimer le terme 0,0, 4(t, z) pour obtenir

QAu(t, x) = —2a0,a(t, x) + 02, ul(t, ).
Il reste alors & remplacer 0,4(t, z) par Oyu(t, z) pour obtenir que
OXu(t, ) — 0% u(t, z) + 2adu(t, x) = 0.

Or lorsque Xg = « pour un & € R et Vj ~ %(5,1 + %61 alors on trouve
u(t,z) = E(é(z + X)), et on a donc démontré le résultat suivant.
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Théoréme 23.4 (Représentation probabiliste de la solution d’une EDP). La
fonction u définie par u(t,z) = E(p(x + X)) pour tout t > 0 et z € R ou
Xo =0 etV suit la loi %5,1 + %61 est solution de l’équation du télégraphe :

OAu(t, x) — 02, u(t,x) + 2adsu(t,z) = 0 pour toust > 0, =z € R,
u(0,2) = ¢(x) pour tout x € R,
Ou(0,2) =0 pour tout © € R.

L’équation aux dérivées partielles du théoreme 23.4 est une superposition
de deux équations classiques : I'équation des ondes ou des cordes vibrantes,
et '’équation de la chaleur. La premiere décrit la propagation d’un signal sans
amortissement tandis que la seconde traduit un phénomene de diffusion.

23.3 Modification ergodique

Dans cette section, on modifie légerement la dynamique du processus
(V, X). La vitesse est toujours a valeurs dans {—1, 41} et X correspond encore
a lintégrale de V. Toutefois, on complique légérement le mécanisme de saut
de V. Pour simplifier, on construit par récurrence les positions aux instants
de saut de V' et on complete ensuite par interpolation.

Soit @ > 0 et b > 0 des réels fixés. Soit (E,),,, une suite de v.ar. i.i.d. de
loi exponentielle de paramétre 1 indépendante de (Vp, Xo) € {—1,+1} x R,
On note Ty = 0. On définit par récurrence les quantités suivantes :

E”L

T si Vn—l

Tn = Tnfl + E _ ~
min (a",Xn_l) siV,_1=-1,

I
—

puis ~ ~ ~ R ~
Vi==Vh1 et X=X, 1+ anl(Tn - Tn71>-

On construit alors le processus (X, V) en posant V; :=V,,_1si T,,_1 <t < T,
et X comme interpolation linéaire de X. Pour résumer, le taux de saut de V'
est donné par

bl u1y + (@ + 00T (z—0}) T =1}

Une excursion de (V, X) est une trajectoire issue de (41, 0) arrétée a 'instant
S:=inf{t >0 : X; =0}.
On note 7 la transformée de Laplace de S :

YA e R Y(N) =Eq ().
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X

Fig. 23.1. Une trajectoire.

Lemme 23.5 (Longueur d’une excursion). Le domaine de définition de 1 est
| =00, A], ot A est donné par

Ac—agbfﬁzi(‘/g_\/ay

- 2

De plus, si A < A¢, alors

a+b—2\—/(a+b—2)\)2 —4ab
2a ’

En particulier, Y(A.) = \/b/a et By 0)(S) = 2/(b— a).

Démonstration. Le premier temps de saut T3 = E pour V lorsque (Vp, Xo) =
(1,0) suit la loi exponentielle de parameétre b. Si V' ne saute pas entre E et
2F alors S = 2E. Dans le cas contraire, (V, X) fait une excursion au-dessus
de X7, qui a méme loi que X. Apres cette excursion, (V,X) se trouve en
(=1, X1, ). Encore une fois, de deux choses I'une : X atteint 0 avant que V ne
saute ou non (dans ce cas, une autre excursion se greffe). La figure 23.2 illustre
ce découpage. Le nombre N d’excursions incluses dans la descente depuis FE
suit la loi Poi(aF). On peut donc écrire

(A) =

N
SZ2E+ S,
k=1

ou E, N et (Sk),621 sont indépendantes. Ainsi on a, pour tout A dans le
domaine de définition de ¢ (qui contient | — o0, 0]),

PN = IE(IE (8”5“ 2 S’*‘|E,N>> = (2 PE(H(\)N|E))

b
— 2 EaE@(N)-1)Y _
(6 c ) b+a—2\—ap(\)
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X

Fig. 23.2. Décomposition d’une excursion. Les points signalent les sauts de vitesse.

d’ou la formule. a

Plus de précision est possible sur la structure d’'une excursion issue de
(+1,0). Ceci va permettre d’exprimer la quantité suivante en termes de va-
riables aléatoires classiques :

S
I=/ eg(Vy) ds
0

ol g est une fonction définie sur {—1,+1}. Le premier temps de saut F suit la
loi exponentielle de paramétre b. Conditionnellement & {E = x}, le nombre N
d’excursions «greffées» sur le retour a 0 est distribué selon la loi de Poisson de
parametre ax. Conditionnellement & {E = x, N = k} les k hauteurs auxquelles
elles ont lieu sont distribuées comme (xU k), 2Ugk k—1), - - - 2Ur,1)) ou les
var. (Uj);s, sont iid. de loi uniforme sur [0,1] et ot (U k), .- Un.r))
représente 1’échantillon réordonné dans I'ordre croissant. Soient

((Vt(l)v Xt(Z))ogtgs(ﬂ) N

i>1

des trajectoires indépendantes sur une excursion issue de (+1,0). On a alors

E N .S ; )
I= (o) +o(-0) [ ey 4 3 [ En g0 s
0 = Jo

On a alors
Si () ,
E( [T XDV 0) ds | BN, U),5, ) = B,
0

On en déduit la relation suivante

B(I) = E<9(” HIED (8 ) fjewm)
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(1) +g(-1) X ET
R w— +E(I)E<;e“f>.

Enfin, par indépendance des variables aléatoires considérées,

N
E (Z e |E> =E(NE)
i=1

Ainsi, pour tout A < b — a, on obtient

-0

Le théoréme ergodique montre que si v est la loi invariante de (V, X) alors

Az _EWJ)  g()+g(=1) b-a
/{—1,+1}><1R+e g(v)v(dv, dz) = E(S) 2 b—a—M\

Ainsi, la loi invariante v est la loi (1/2)(6-1 + d4+1) ® Exp(b — a).

23.4 Pour aller plus loin

De nombreux modeéles mathématiques pour ces problemes de déplacement
de bactéries se trouvent par exemple dans les articles de Hans Othmer, Ste-
ven Dunbar, et Wolfgang Alt [ODAS8S], et de Radek Erban et Hans Oth-
mer [EOO05]. Le théoréme 23.4 est di a Marc Kac [Kac74]. Dans Darticle
de Kac, ’équation aux dérivées partielles du théoreme 23.4 apparait comme
une limite d’échelle de marches aléatoires persistantes, qui modélisent 1’évo-
lution d’un courant électrique dans un céble coaxial, ce qui explique le nom
d’équation du télégraphe. Ce lien avec les marches aléatoires persistantes est
également au coeur d’un article de Samuel Herman et Pierre Vallois [HV10].






24

Probléme de Dirichlet

Mots-clés. Diffusion; mouvement brownien; temps de sortie; équation
de la chaleur ; fonction harmonique.

Outils. Chaine de Markov; propriété de Markov; martingale; méthode
de Monte-Carlo.

Difficulté. ***

Ce chapitre est consacré au probléme de Dirichlet continu, en liaison avec
le mouvement brownien. La version discrete est abordée dans le chapitre 2
consacré aux marches aléatoires. La motivation est I’étude de la répartition
de la température dans un solide. Considérons donc un solide homogene iden-
tifié & 'adhérence D d’un ouvert connexe borné D de RY dont on fixe la
température de surface non nécessairement constante égale a une fonction b.
La température a l'intérieur du solide converge vers un équilibre thermique
que l'on souhaite exprimer en fonction de D et b. Intuitivement, la tempéra-
ture en un point intérieur du solide est égale a la moyenne des températures
prises sur toute boule centrée en ce point et incluse dans le solide : la tempé-
rature ¢ vérifie la formule de la moyenne. Pour tout € R? et tout réel r > 0,
la boule et la sphére de centre x et de rayon r sont notées

B(z,r):={yeR: |z —y|<r} et S(z,r):={yeR?:|z—y|=r}
tandis que la boule fermée de centre x et de rayon r est notée
B(z,r) := B(x,r)US(z,r) = {y e R*: |z — y| < r}.

On notera parfois 0B (x,r) := S(z,r). On dit que ¢ est harmonique sur D si
elle est localement intégrable et vérifie la formule de la moyenne :

1
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La température devrait étre continue sur I’ensemble du solide si b ’est au bord
9D de D. On peut donc formuler ainsi le probleme de Dirichlet : une fonction
¢ définie sur D a valeurs dans R est solution du probléme de Dirichlet si

1. pour tout point x de 9D, p(x) = b(x),
2. ¢ est continue sur D,
3. ¢ est harmonique sur D.

Il existe de nombreux théorémes étudiant ’existence et/ou 'unicité de la
solution du probleme de Dirichlet mais bien sir la solution n’est en général
pas explicite. Dans certains cas treés particuliers, il est cependant possible
de donner une représentation intégrale relativement explicite de la solution.
Dans les autres cas, des méthodes numériques, déterministes ou probabilistes,
permettent de résoudre le probleme de maniére approchée.

Théoréme 24.1 (Fonctions harmoniques). Pour toute fonction ¢ : D — R
les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Moyenne sur les boules : ¢ est harmonique ;

2. Moyenne sur les sphéres : ¢ est localement intégrable sur D et vérifie
Vo € D, Vr < dist(z,0D), ¢(x)= / o(xz+y)or(dy),
S(0,r)

ot o, est la loi uniforme sur la sphére centrée de rayon r ;
8. Laplacien nul : ¢ est de classe C* sur D et Ap =0 sur D.

De plus, si ¢ est harmonique sur D alors toutes ses dérivées partielles sont
harmoniques sur D. Enfin, si || est bornée sur D, alors il en va de méme
pour toutes les dérivées partielles de .

Le théoréeme 24.1 permet de reformuler le probléme de Dirichlet en termes
d’équations aux dérivées partielles (EDP).

Corollaire 24.2 (Probléme de Dirichlet et EDP). Une fonction ¢ est solution
du probleme de Dirichlet sur D avec conditions aux bords b, si et seulement
si, elle est de classe C* sur D et continue sur D et vérifie

Ap(x) =0  pour tout x € D,
p(z) = b(x) pour tout x € OD.

Démonstration du théoréme 24.1. Montrons que la seconde propriété implique
la premiére. Supposons sans perte de généralité que x = 0. Grace a un chan-
gement de variables polaires, on a

1 1 r
I oY @ydy=7// o(y) os(dy)|0B(0, s)| ds
B0 Jion W ABO Sy Sy, THWIOEC)

d [ _
=— / / o(y) os(dy)s?1 ds.
™ Jo JoB(o,s)
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Ainsi, si ¢ vérifie la formule de la moyenne sur les spheres, alors ¢ vérifie la
formule de la moyenne sur les boules. Réciproquement, si ¢ est harmonique,
I’expression ci-dessus donne

o0 =d [ st s
o JoaB(0,s)

Une dérivation par rapport a r donne la formule de la moyenne sur les spheres.

Montrons que les deux dernieres propriétés sont équivalentes. La premiere
étape consiste a régulariser la fonction ¢ par convolution. Soit z € D, V un
voisinage de z inclus dans D, et ¢ < dist(V,9D). La fonction

V. x s e(e) exp((af” = %)) Lqjai<e

est de classe C*°, positive, d’intégrale 1 pour ¢(g) bien choisi, & support dans
la boule B(0,¢) et radiale. La fonction ¢ % &, est donc de classe C* sur V. De
plus, pour tout y € V, la formule de la moyenne sur les spheres assure que

e *W(y) /B(O )<ﬂ(y+U)%(U)du

:/</ gp(y—i—sz)as(dz))|S(O,s)|%(s)ds
0 S(0,s)
— o(y) /B RACES

puisque ¥, est radiale. Elle est de plus d’intégrale 1 : ¢ et ¢ x W, coincident
sur V et @ est ainsi de classe C*° sur V. Enfin, pour |y| assez petit, on a

pla+y) = () + Vipla) -y + 1 (Hess() (@) -y + olly).

En intégrant cette relation sur la sphere centrée de rayon r contre la mesure
uniforme et en faisant tendre r vers 0, on obtient que Ap(z) = 0, tandis que
la réciproque s’obtient en intégrant la relation sur une petite boule.

Il reste a établir les propriétés de régularité automatiques des dérivées. La
propagation de ’harmonicité s’obtient par récurrence en dérivant la formule
de la moyenne. De plus, pour tout multi-indice a € IN?, il existe K (e, ) tel
que, pour tout y € V,

0atp(y)| = ¢ * OaWe| < K (e, a) sup [p(2)].
zeD

Un argument de compacité assure le résultat. O

24.1 Interprétation probabiliste

La théorie des probabilités fournit les outils nécessaires a 1’étude du pro-
bleme de Dirichlet sous sa forme EDP, notamment une représentation proba-
biliste de la solution. Soit (Bt),>, un mouvement brownien sur RY et
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T:=inf{t >0 : B; ¢ D}

le temps de sortie de D pour (Bt)tgo- On notera P, la loi de (Bt)t>0 sachant
que By = z et [E, I'espérance par rapport a cette loi. Le mouvement brownien
est un processus de Markov fort et la formule d’It6 assure que si f est une
fonction de classe C? de R? dans R & dérivées bornées, alors

f(Bt) =f<Bo)+/O %Af(Bs)ds—k/O/Vf(Bs)st.

L’intégrale stochastique (dernier terme) ci-dessus est une martingale. La clé
du lien entre probabilités et analyse est contenue dans la remarque suivante :
(f(Bt));>0 est une martingale si f est une fonction harmonique.

Théoréme 24.3 (Harmonicité de la représentation probabiliste). La fonction
v définie sur D par v(z) = E,[b(B;)] est harmonique sur D.

11 est délicat d’établir la continuité sur D de la fonction v donnée par le
théoreme 24.3. Cela fait intervenir les propriétés géométriques du domaine D.

Démonstration. Soit x € D et r < dist(z, dD). Notons
Tr:=1inf{t >0 : B; ¢ B(x,r)}

le temps de sortie de la boule centrée en x de rayon r pour le mouvement
brownien issu de z. Voir la figure 24.1. La propriété de Markov forte de (Bt)t>0
assure alors que

’U($) = Ez[Ew(b(BT)U:ﬂ)] =E, [EX” (b(BT))] = Ew(v(B‘rr))'

Enfin, comme la loi du mouvement brownien est invariante par rotation, la
v.a. B;, est distribuée selon la loi uniforme sur S(x,r). Cette propriété assure
que la fonction v vérifie la formule de la moyenne sur les spheres. O

Remarque 24.4 (Noyau de Poisson). La représentation probabiliste ci-dessus
montre que la solution du probléme de Dirichlet en un point x de D s’écrit
comme la moyenne des valeurs auzx bords pondérées par la loi du lieu de sortie
d’un mouvement brownien issu de x. La densité de cette mesure est appelée
noyau de Poisson de D.

Une fonction A harmonique sur un domaine D atteint nécessairement son
maximum sur un compact K en un point du bord de K. Ce principe du maxi-
mum fournit 'unicité de la solution du probléme de Dirichlet : la différence
de deux solutions est une fonction harmonique nulle sur 9D et donc nulle sur
D. Le théoreme suivant montre que la I'unicité de la solution du probleme de
Dirichlet peut aussi se déduit de 'interprétation probabiliste.

Théoréme 24.5 (Unicité). Si ¢ est une solution du probléme de Dirichlet
sur D de condition aux bords b, alors cette solution est unique et s’écrit

Vz €D, <p(x) = Ew[b(BT)]
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Fig. 24.1. Découpage d’une trajectoire sortant de D aprés étre sortie de B(x,r).

Démonstration. La formule d’'It6 fournit la décomposition suivante :

tAT
o(Bins) = o) + / S Ap(B.) ds + My
0

ou (MtAT>t>o est une martingale bornée d’apres les propriétés de régularités
automatiques des fonctions harmoniques (théoréme 24.1). En effet, ¢ est har-
monique sur D et bornée sur D. Il en est alors de méme pour ses dérivées. En
prenant ’espérance et en faisant ¢ — oo, on obtient le résultat annoncé. O

24.2 Cas de la boule unité

Il existe tres peu de domaines D pour lesquels une expression explicite de
la solution du probléme de Dirichlet est disponible. Cette section est consacrée
au cas des boules euclidiennes.

Théoréme 24.6 (Noyau de Poisson des boules). Le probléme de Dirichlet sur
la boule centrée de rayon r dans R¢ de condition auzx bords b a pour solution

_ 2
r2(r? — Jaf)

o) = [ MR o), o Biay) ="

Ici encore ¢(x) s'écrit comme la moyenne de b sur 9D contre la densité
P.(z,y) par rapport a la mesure uniforme sur S(0,r). Cette mesure donne
plus de poids aux points de la sphere qui sont proches de z, ce qui correspond
bien a l'intuition en termes de température du solide.
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Le probléme de Dirichlet sur une boule de R¢ se raméne ainsi au calcul
d’une intégrale sur la sphere de dimension d — 1. Lorsque d >> 1, les méthodes
de calcul approché déterministes deviennent tres difficiles & mettre en place
car elles demandent de discrétiser la sphere. La méthode de Monte-Carlo reste
elle tres simple a utiliser grace au résultat suivant.

Théoréme 24.7 (Simulation de la loi uniforme sur la sphere). Si X est un
vecteur aléatoire dans R? de loi Ny(0, 1), le vecteur aléatoire Y = X/|X| suit
la loi uniforme sur S(0,1).

Démonstration. La v.a. Y est définie p.s. puisque I'ensemble {X = 0} est de
mesure nulle. De plus, la loi de X est invariante par toute rotation : si O est
une matrice orthogonale alors OX a méme loi que X. Il en est donc de méme
pour Y. Or la seule loi de probabilité sur la sphere unité munie de sa tribu
borélienne qui soit invariante par rotation est la loi uniforme. a

Remarque 24.8 (Algorithme de Box-Muller). Si U et V sont deux v.a.r.
indépendantes avec U de loi uniforme sur [0,1] et V' de loi exponentielle de
paramétre 1/2 alors les v.a.r.

X =VVecos(2xU) et Y =Vsin(2zU)

sont indépendantes et de méme loi gaussienne centrée réduite N'(0,1). Cette
propriété a longtemps été utilisée par les logiciels de calcul scientifique avant
d’étre délaissée pour des procédures plus efficaces comme 'algorithme du Zig-
gurat de Marsaglia basé sur une méthode de polygonalisation.

24.3 Approches numériques

Dans le cas d’'un domaine général D, on ne dispose pas d’une expression
explicite du noyau de Poisson. Il faut donc envisager des méthodes de résolu-
tions approchées. Pour cela, on discrétise D. Soit h > 0 le pas de discrétisation.
On définit la grille D;, comme lintersection de D et du réseau hZ< :

Dy :=DNhZ*={z €D, Iir,...,iq) € Z%, x = (hiy,...,hig)}.

On dit que =,y € hZ? sont voisins, et on note z ~ ¥, si |z —y| = h. La
frontiere de Dy, s’écrit

onDp ={y € Dj : Iz € Dy, z ~ y}.

L’opérateur laplacien est lui remplacé par I'opérateur aux différences :

Anf(e) = 55 S (Fw) - Fa).

y~z
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On dit que ¢y, est h-harmonique sur Dy, si Appp = 0 sur Dy. 11 convient
également de définir une fonction by, sur 0, Dp qui soit une approximation
raisonnable de b définie sur dD. Le probleme de Dirichlet discret est alors le
suivant : trouver @y, sur Dy U Oy Dy, telle que

Apen(z) =0  pour tout x € Dy,
on(z) =bp(x) pour tout © € O Dy,

C’est exactement le probleme de Dirichlet discret étudié dans le chapitre 2, qui
posseéde une solution probabiliste dans le méme esprit que celle du probléme
de Dirichlet continu, avec la marche aléatoire simple en lieu et place du mou-
vement brownien. Cette substitution est justifiée par la remarque suivante. Si
f est une fonction de classe C> de R? dans R, alors

h?
Anf(z) = 55Af (@) + o(h?).

Ainsi, quand h est petit, Ay, apparalt comme une approximation du laplacien.
D’autre part, dire que Appp(x) = 0 revient a dire que @y () est la moyenne
(avec la mesure uniforme) des valeurs de @}, en les 2d voisins de z, ce qui est
un analogue de la propriété de la moyenne.

Remarque 24.9 (Approches déterministe et probabiliste). Comme Dy, est
fing, le probléme de Dirichlet discret est un systéme linéaire de card(Dy,) équa-
tions a card(Dy,) inconnues, qui posséde une unique solution. Sa résolution est
simplifiée par le fait que la matrice associée au systéme est creuse : au plus
2d+ 1 inconnues sont impliquées dans chaque équation. Cette méthode directe
permet, au terme des calculs, de déterminer simultanément la valeur de la
solution pp, en tout point de la grille Dy,. Cette méthode est payante lorsque
l’on veut déterminer la température du corps en tous les points du solide.

24.4 Demi-plan supérieur : du discret au continu

Le but de cette section est d’illustrer dans un cas particulier la convergence
de la solution du probléme de Dirichlet discret vers la solution du probléme
de Dirichlet continu formulé dans le corollaire 24.2. Méme s’il n’est pas borné,
le demi-plan supérieur dans R? posséde un noyau de Poisson explicite. I
est également possible de déterminer la loi du lieu de sortie de la marche
aléatoire sur le réseau de hZ>2. Soit N € IN*. Le pas de discrétisation est
choisi de la forme h = 1/N. On note (X},Y,") la marche aléatoire sur
hZ? issue de (XY,Y{¥) = (0,1) telle que les suites de variables aléatoires
(XN, — X)) et (VX — YY) soient indépendantes entre elles, formées de
variables indépendantes de méme loi :

P((Xy — X)) = —1/N) =P((X); = X)) =1/N) = 1/2,
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PV, — YY) = ~1/N) = P((V,, - X)) = 1/N) = 1/2.

n+1 n

A chaque pas, la marche choisit au hasard entre les 4 points & distance
V2/N (nord-ouest, nord-est, sud-ouest et sud-est). Cette modification légere
de dynamique de la marche aléatoire permet d’assurer que (X), et (V,V),
sont deux marches aléatoires simples indépendantes, ce qui simplifiera le rai-
sonnement par la suite.

On s’intéresse a l'instant et a ’abscisse de sortie du demi-plan supérieur
pour la marche aléatoire ainsi définie. L’instant de sortie est la v.a.r.

TV :=inf {k>0: Y =0}.
L’abscisse de sortie UN est ’abscisse de la marche aléatoire & I'instant TV,
Uy .= quyN.
Théoréme 24.10 (Convergence en loi du lieu de sortie). La suite (UN)N21

converge en loi, quand N tend vers linfini, vers la loi de Cauchy de densité :

1 1
cR— ———.
. Tl 4 a2

Démonstration. Notons Sy le temps d’atteinte de 0 pour la marche aléatoire

simple (Zn)n>0 sur Z issue de k, et G sa fonction génératrice. La propriété
de Markov forte assure que

S 2 Sty gk

ot (51); <<y sont ii.d. de méme loi que Sy, d’ott G (s) = G1(s)*. De méme,

S 91428,

ol Z est une v.a. de loi de Bernoulli Ber(1/2) indépendante de S5, d’ou
s

GﬂQ:2+§@@L se0,1].

Pour tout s € [0, 1], G1(s) est solution de sz? — 2z + s = 0 et vaut donc

1—+1—52

S

Gi(s) =
puisque G1(s) < 1. En conclusion, 7V a méme loi que Sy, et sa fonction

génératrice Gy est donnée par Gy (s) = G1(s).
Déterminons & présent la fonction caractéristique de U™ . Pour tout ¢ € R,

N
ot =) - (2GR
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puisque la fonction caractéristique de X2 vaut cos(t/N)". Enfin,
1— [sin(t/N)]\ ¥ A .
)= ———71 7 ~ 12 1
wun () < cos(t/N) N—so0 N Nooo ©
et la limite est la fonction caractéristique de la loi de Cauchy standard. a

Remarque 24.11 (Noyau de Poisson du demi-plan). Le probléme de Dirichlet
sur R x R% admet la représentation suivante : pour tout (x,y) € R x R% ,

1 Yy

u(z,y) = /]Rb(z)PH(ac,y,z) dz, avec P((z,y),z)= ;m

24.5 Récurrence, transience, et fonctions harmoniques

La connaissance des fonctions harmoniques radiales sur R¢ permet d’ob-
tenir des propriétés de récurrence et transience pour le mouvement brownien.
Pour r < |z| < R, notons

T,y :=1inf{t >0 : B, € B(0,r)}

et
T(o,r) ‘= inf{t >0 : By ¢ B(0,R)}.

Le temps S := Tp(0,r) ATB(0,r) €st le temps de sortie de la couronne C(0, 7, R).

Fig. 24.2. Une trajectoire brownienne issue de = arrétée hors d’une couronne.
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Théoréme 24.12 (Récurrence ou transience du mouvement brownien). Soit
(Bt),~q un mouvement brownien sur R.
0

1. Sid=2 etr < |z| <R, alors
log(R) — log(|z)

@) Pu log(R) — log(r) ’

Tro,r) < TB(O,R)) =
b) P,
c) P,
d) P, TB(O,T) < o0 ZS) =1.
2. 8id >3 etr<|z| <R, alors

o — R
a) Pw(TB(O,r) < TB(07R)) = 2—d _ Rpe—d ’

b) P, (T(y < 00) =0,

T{o} < OO) =0,
TB(O,T) < OO) =1,

—~~ ~~ —~

‘{L_|27d

C) IP:I:(TB(O,T) < OO) = 7,2_(1 .

Le théoréme 24.12 établit la récurrence du mouvement brownien dans R? :
s’il n’atteint aucun point donné, il atteint presque stirement tout voisinage de
ce point une infinité de fois! Ceci n’est plus vrai en dimensions supérieures. Le
comportement est semblable a celui de la marche aléatoire simple symétrique
sur Z¢, étudié dans le chapitre 2.

Démonstration. Soit ¢ la fonction z — log(|z|), respectivement z — |z|>~%,
pour d = 2, respectivement d > 3. Dans les deux cas, ¢ est une fonction
harmonique radiale sur R? privé de l’'origine. Le processus (p(Bins))iso est
une martingale bornée. De plus, .S est fini p.s. puisque la premiére coordonnée
de (B;) prend des valeurs arbitrairement grandes. Le théoréme d’arrét assure
donc que

o(z) = Ey(¢(Bs)) = (r)Ps (T, < TB0,R)) + (R)P2(TB(0,r) > TB(0,R))

que l’on écrit encore

p(r) — p(R)
P.(T < ="
3:( B(0,r) TB(O,R)) go(r) — cp(R)
Pour obtenir 1.(b) et 2.(b) on prend les limites successives r — 0 puis R — oo.
Le point 1.(d) se déduit de 1.(c) et de la propriété de Markov forte. O

24.6 Pour aller plus loin

Le probleme de Dirichlet continu a été étudié au dix-neuvieme siecle et
doit son nom au mathématicien Peter Gustav Lejeune Dirichlet. La solution
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probabiliste du probleme de Dirichlet continu, due & Shizuo Kakutani, date
du milieu du vingtiéme siecle. Le probléme de Dirichlet continu se situe a la
confluence des probabilités (mouvement brownien), de la théorie du potentiel,
de 'analyse harmonique, et des équations aux dérivées partielles, confluence
fortement développée par Paul Lévy et Joseph Leo Doob au cours du ving-
tieme siecle. Des aspects variés sont développés notamment dans le livre de
Richard Bass [Bas95], ainsi que dans celui de Peter Morters et Yuval Peres
[MP10]. La version discrétisée constitue une ouverture vers l’analyse numé-
rique matricielle (matrices creuses) et ’analyse numérique des équations aux
dérivées partielles, ainsi que vers I’analyse numérique stochastique comme les
schémas d’Euler stochastiques (voir la section 27.6). La solution explicite du
probleme de Dirichlet dans le cas de la boule se trouve par exemple dans le
livre de Walter Rudin [Rud87]. L’existence et la continuité sur D sont abor-
dées dans le livre de Richard Bass [Bas95]. Notre section 24.4 est inspirée du
livre de Bernard Ycart [Yca02]. La plupart des résultats sont généralisables &
des opérateurs différentiels bien au-dela du laplacien usuel.
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Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Mots-clés. Diffusion ; mouvement brownien ; processus gaussien ; proces-
sus d’Ornstein-Uhlenbeck ; équation différentielle stochastique ; équation aux
dérivées partielles.

Outils. Vecteurs gaussiens; semi-groupe de Markov ; formule d’It6 ; ana-
lyse hilbertienne; transformée de Laplace; polynémes d’Hermite ; couplage ;
entropie relative ; inégalité de Poincaré ; inégalité de Sobolev logarithmique;
distance de Wasserstein.

Difficulté. ***

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt)t>0 sur R est la solution de I'équa-

tion différentielle stochastique (EDS) linéaire suivante :
t
X, :XO—/XSds+\/§Bt,
0

ou (By) ¢>0 €st un mouvement brownien standard sur R indépendant de Xo.

Le facteur v/2 dans I'EDS rend certaines formules plus belles. On utilise aussi
la version abrégée suivante de I’'EDS :

dX; = —X; dt + V2dB,.

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est le plus simple des processus de diffu-
sion gaussiens ergodiques sur R. Il posséde des propriétés remarquables, qui le
rendent incontournable. Il apparait notamment comme limite d’échelle de plu-
sieurs chaines de Markov a espace d’états discret, comme la chaine d’Ehrenfest
(chapitres 9 et 27), ou la file d’attente M/M /oo (chapitre 11). Il intervient
également dans la définition du processus de Langevin du chapitre 26.
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25.1 Premiéres propriétés

Théoréme 25.1 (Changement d’échelle). Soit A > 0 et 0 > 0. Si X est un
processus d’Ornstein- Uhlenbeck alors le processus Y défini par

Yt =
est solution de l’équation différentielle stochastique
t
Y;:YO—/\/YQCZS+O'Wt
0

ot (W), est un mouvement brownien standard.
=

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, en notant W, = BM/\&,

At
g g

g g
7 xy=-Z xo- | Z_x.ds+
N NG U NGy VA

t
:YO—)\/YSds—&—GWt,
0

By

et (Wi);5o est un mouvement brownien standard (invariance d’échelle). O
Théoréme 25.2 (Processus gaussien). Si Xo =z, alors
X~ N(ze 81 —e2).

Plus généralement, le processus (Xt)t>0 est un processus gaussien de cova-
riance donnée pour tous 0 < s <t par

Cov(X,, X;) = (1 — e 2)e=(t=9),

Cette propriété vient en fait de la linéarité de ’équation différentielle stochas-
tique satisfaite par (Xt)t20.

Démonstration. La formule d’It6 appliquée au processus (etXt)t>0 avec Xg =
x donne

t
X, =ze t 4 \/i/ e~ tdB,.
0

On en déduit que X; ~ N (ze™t, 1 — e~2!). Pour calculer la covariance de X,
et Xy, on écrit de méme que

X, = X,e ) 1y,

ou Y; est une variable aléatoire centrée indépendante de Xj. a
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Soit A I’ensemble des fonctions de classe C*° sur R dont toutes les dérivées
sont & croissance lente®. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur R est la
famille (N,g)telR+ d’opérateurs de A dans A définis pour tous t > 0, f € A par

Ni(f)(x) = E(f(X¢) | Xo = z).
Ce qui précede donne la formule de Mehler : pour tout ¢t > 0 et tout f € A,

N @) = [ £t V=) 2,

ou 7y désigne la mesure gaussienne standard sur R. Cette formule montre que
Ni(f)(z) est bien défini pour tout = € R et tout f € LY(N(ze™t, 1 —e™2)).

25
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Fig. 25.1. Echantillon de trajectoires du processus d’Ornstein-Uhlenbeck partant
du méme point initial éloigné de l'origine. La dérive ’emporte sur la diffusion au
départ, et raméne rapidement puis maintient la trajectoire prés de l'origine, ou la
diffusion provoque des fluctuations. En temps grand la loi invariante s’impose.

Théoréme 25.3 (Propriété de semi-goupe). La famille (Nt)t>0 vérifie les
propriétés suivantes :

1. pour toute fonction f € A, Nof = f,

1. Une fonction f : R — R est & croissance lente si | f| < P pour un polynéme P.
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2. pour tous s,t =0 et f € A, (Nso N)(f) = Neasf.

Démonstration. Le premier point est évident. Pour le second, notons o; =
V1 —e~2t Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de loi . Par définition
de Nta

(Ns o No)(f)(x) = E[N,(f)(e™ "z + 0,.X)]
=E[f(e (e "z +0,X) +0,Y)]
=E[f(e* 'z +e fo. X +0,Y)].

Il ne reste plus qu’a observer que
e o X + oY ~N(0,02,,)
et a utiliser la formule de Mehler. O

Examinons a présent ’évolution infinitésimale, sur un temps tres court.

Théoréme 25.4 (Générateur infinitésimal). Pour tout f € A et tout x € R,

lim Nif(x) — Nof(x)

t—0+ t

= (Af)(x) ot (Af)(z) = f"(z)—zf'(2).

Plus généralement, pour tout f € A et toutt > 0, les équations aux dérivées
partielles suivantes ont lieu :

O¢Ne f = AN f) = Ny (Af).

Cette équation aux dérivées partielles (EDP) est parfois appelée équation
de la chaleur avec dérive. L’opérateur A est le générateur infinitésimal du
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Il est important de penser a la formule
formelle N, = e, qui fait apparaitre que Ny = I et 9, N, = AN,.

Démonstration. Si f € A, alors la formule de Taylor & l'ordre 2 avec reste
borné au voisinage de x donne

Fla+ ) = 1)+ b (@) + 1 (@) + O(n).

Remarquons dans un premier temps, que pour h = (e~¢ — 1)x + o3y, on a

[ty = (et = 177 1
/w%wwzmwﬂ

Le développement limité ci-dessus assure que
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Nif(z) = f(x) + (7" = D f'(z) + %((64 = 1)%% + 07) f" () + O(*?).

On a donc bien la limite annoncée :

lim + (N, f(z) — £(z)) = f"(x) — o' (z).

t—0 ¢

Ce résultat s’obtient aussi avec la formule d’It6 : si Xg =z et ¢ > 0, alors

F(X0) = f(2) + / Af(X,)ds +/2 / f'(X.) dB,,

et comme l'intégrale stochastique est une martingale, ’espérance donne

Nof(@) = f) + / NL(Af)(x) ds.

Il reste & utiliser que Ng(Af)(x) — Af(x) quand s — 0 pour obtenir la pre-
miere propriété du théoréeme. La seconde se déduit de la premiére en utilisant
la propriété de semi-groupe. a

D’apres la formule de Mehler, pour tout x € R et f € A,
Nef(@) 2, [ 1
—00

De plus, grace a la formule de Mehler, pour tous t > 0 et f € A,

/Ntf dy = //f(xe’t + V1 —e?y)q(dy)~y(dx) = /f dry.
Autrement dit, la variable aléatoire X; a la méme loi que
Xoe P+ V1 —e2tZ

ou Z ~ N(0,1) est une variable aléatoire indépendante de X, et donc si
X ~ v alors X; et Xy ont méme loi N'(0,1), et pour tous t > 0 et f € A,

[Nt dy = BV, (X)) = B (X0) = (X)) = [ f e
La mesure 7y est donc la loi invariante du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Le
résultat suivant va plus loin que 'invariance.

Théoréme 25.5 (Symétrie et réversibilité). Les opérateurs (Ni),, et A sont
auto-adjoints dans L*(v). En particulier, pour toutes fonctions f,g € A,

[Atgar= [sagar=- [rgan.

La loi invariante v est réversible : si Xg suit la loi v, alors pour tout T > 0,
le processus renversé (Xr—¢),e(07) @ la méme loi que (X¢),e(0.77-
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Démonstration. Par définition du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck,

/ [Nugdy = E[f(X)g(e7'X + 07Y)],

ou X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi . Le couple
(X,e X + 0,Y) est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

1 et
et 1 )

On peut donc échanger les roles de f et g dans l'identité précédente, ce qui
assure que Ny est auto-adjoint dans L?(7y). Enfin, une intégration par parties
fournit la formule du théoreme. O

Remarque 25.6 (Simulation). Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck a des ac-
croissements gaussiens indépendants (non stationnaires). La simulation des
trajectoires est particuliérement simple. Soit (tn)n>0 une suite strictement
croissante de réels positifs avec tg := 0. Le processus a temps discret (th)n%
a la méme loi que le processus autorégressif (Zn)n>0 défini par Zy = Xo et

Ztn+1 = e_(tn‘Fl_t”)Ztn —+ vV 1— 6_2(tn+1_tn)€n

pour toutn = 1, ot (sn)n>0 sont des v.a.r. i.i.d. de loi N'(0,1), indépendantes
de Zy. Ce processus est une chaine de Markov a temps discret d’espace d’état
R, et de loi invariante N'(0,1). Cette observation fournit une maniére de si-
muler les trajectoires du processus d’Ornstein- Uhlenbeck, illustrée par la figure
25.1. Conditionnellement & Zy, le vecteur aléatoire (Z1,...,Z,) est gaussien,
et la décomposition de Cholesky de sa matrice de covariance fournit une autre
maniere efficace de simuler la trajectoire du processus.

Les propriétés ci-dessus permettent de voir que la loi de X; est absolument
continue avec une densité réguliere des que ¢ > 0, quel que soit Xj.

Théoréme 25.7 (Equation d’évolution de la densité de la loi). Soit v, la loi
de X;. Quelle que soit vy, pour tout t > 0, la loi vy admet une densité de
classe C* par rapport a la mesure de Lebesgue. De plus, si vy est absolument
continue de densité vy par rapport a la mesure v alors vy l’est aussi et sa
densité vy par rapport @ v est solution de l’équation aux dérivées partielles

Opve(x) = Avg(z).

Démonstration. Si g est une fonction réguliere, la propriété de symétrie de Ny
donne

Eg(X,) = / E(g(X,)|Xo = 2)v () y(de)

= /th(x)vo(ﬂf)’Y(dx)
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_ / (@) Ny (v0) (2)(dw).

Par définition vy = N¢(vp). Par définition de Ny, t — Ni(vg)(z) est de classe
C°° (méme si vy ne lest pas). On conclut grace au théoréme 25.4. a

Remarque 25.8 (EDP de Fokker-Planck). On peut montrer par un change-
ment de variables que la densité u; de la loi de X; par rapport a la mesure de
Lebesgue est solution de l’équation auzr dérivées partielles suivante

Orur () = 02, ui(z) + Op (zue(2)).

Cette équation aux dérivées partielles est parfois appelée équation de Fokker-
Planck. Elle exprime ’évolution temporelle d’une densité spatiale, tout comme
l’équation d’Euler en mécanique des fluides, et [’équation de Boltzmann en
théorie cinétique des gaz.

25.2 Décomposition spectrale et inégalité de Poincaré

On étudie dans cette section I'action du semi-groupe (Nt)t>0 sur les poly-
némes. Les polynomes forment un sous-espace dense de L?(7y). En effet, soit
f € L?(v). La transformée de Laplace de la mesure signée v(dz) = f(z)vy(dz)
est finie sur R puisque, pour A € R, on a

’ / A y(da)

La transformée de Laplace de v est donc en particulier analytique au voisinage
de 0. Si f est orthogonale a tous les polyndmes, toutes les dérivées de cette
transformée sont nulles en 0 et par suite elle est également nulle. Ceci implique
que f est nulle y-p.s. On peut donc trouver une base hilbertienne de L?()
formée de polynomes. On lira avec profit le théoreme 21.7.

Les polynomes d’Hermite (H,),,-, sont définis par leur série génératrice :

2
< /f2 d’y/e2’\l v(dz) < +o0.

sz—1g? - s"
G(va) =e 2 = ZEHn(x)a
n=0
c'est-a-dire Hy(z) = 07G(0,z). On a
Ho(x) =1, Hi(z)==z, Hy(z)=2>-1, etc.
Ils vérifient ’équation de récurrence a trois termes

H,1(z) =zH,(z) — nH,_1(x),

I’équation de récurrence différentielle
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H (2) = nH, 1 (=),
et I’équation différentielle
H/!(z) — zH] (z) + nH,(x) = 0.

L’équation de récurrence et le fait que Hy = 1 et Hy(z) = z font que le
coefficient du terme de plus haut degré de H,, vaut 1, pour tout n > 0.

Les polyndémes d’Hermite sont orthogonaux pour la loi gaussienne standard
v, et diagonalisent les opérateurs Ny et A du processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Théoréme 25.9 (Polynémes d’Hermite et processus d’Ornstein-Uhlenbeck).
La suite (Hn/m)n>o est une base hilbertienne de L?(v). De plus pour tout
entier n > 0 et tout réel t > 0, le polynome H,, est vecteur propre de N
(respectivement de A) associé d la valeur propre e=™t (respectivement —n,).

Démonstration. Soit s,t € R fixés. Appliquons N, a la fonction = — G(s, z) :
Ni(G(s,-))(x) = exp(se 'z — 5% /2)Elexp(sa,Y)]

ou Y suit la loi 7. La transformée de Laplace de Y vaut

E(exp(A\Y)) = exp(%)\2>
donc
Ni(G(s,-))(z) = G(se™t, z).

Par définition des polynémes d’Hermite, on obtient

Ni(Hn)(x) = Ni(07G(0,))(x) = 0¢ Ni(G (s, ) () s=0
= 0G(se ", x)|s=0 = e MOTG(se ", @) 50 = € " Hy ().

Le polynéme d’Hermite H,, est donc vecteur propre de N, de valeur propre
e~ ™. En appliquant le théoréme 25.4 & la fonction H,,, on obtient que H,
est vecteur propre de A associé & la valeur propre —n. La symétrie de N; par
rapport a y assure que, pour tous entiers m et n et tout ¢t > 0,

e~mt /HmHn dy = /Nt(Hm)Hn dy = /HmNt(Hn) dy=e™ /HmHn dr.

En particulier, H,, et H,, sont orthogonaux dans L?(v) dés que n # m. Pour
voir enfin que (H,,/ \/H)n>0 est bien une base orthonormée de L?(7y), on peut
utiliser la formule de Plancherel
e S2n o
Y =gl a2y = [ Gls,2)* v(dw) = exp(—57) [ > y(d)
nl2 )
n=0

n

2 o 57
= exp(s ) = Z Fv
n=0

qui donne la valeur de HHnHQLQ (y) = n! en identifiant les deux séries. O
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Le théoreme 25.9 permet d’obtenir la décomposition de N;f sur la base
hilbertienne des polynémes d’Hermite a partir de celle de f, et fournit en
particulier une estimation pour la convergence de N;(f) vers une fonction
constante dans L?().

Théoréme 25.10 (Décomposition spectrale et convergence dans L2(v)).
Pour tout f € L*(y), si

f= Zaan o ap :/an dy  avec Zn!ai < +o0,
n=0 n

alors, pour tout t > 0,

Ny f = Z e "a, H,.

n>=0

De plus, pour tout f € L?(v), la convergence exponentielle suivante a lieu :

INef =2y < € = 1Dl 0 A7) = [ e

Démonstration. La premiere partie découle du théoreme 25.9. Pour la seconde
partie, on remarque tout d’abord que Hy(xz) = 1. Ensuite, pour tout ¢ > 0,
puisque 7 est la mesure invariante de (N¢);,

aO:/fd’y:/Ntfd'y.

1N =Dl = [if a0y = 3 ate

n>1

Ainsi, pour tout ¢t > 0,

<e N aZnt = e 2| f = ()72

n>1
O

Remarque 25.11 (Mind the gap!). Le taux de convergence exponentiel (égal
d 1) du théoréme 25.10 correspond a l'écart entre les deux premiéres valeurs
propres de A, a savoir 0 et —1. Cette propriété se généralise a tous les proces-
sus de Markov réversibles dont le générateur infinitésimal posséede la propriété
dite de trou spectral : 0 est valeur propre simple et isolée du reste du spectre.

Remarque 25.12 (Lois de conservation et vitesse de convergence). Le semi-
groupe préserve la décomposition spectrale. Si f 1 Vect{Hy,..., Hx_1} dans
L2(%) alors Ny(f) L Vect{Hy,...,Hy_1} pour tout t >0 et

INef =2lizy <M1 =1y 01 D = [
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On dit qu’une mesure de probabilité y sur R vérifie une inégalité de Poin-
caré de constante ¢ > 0 si, pour toute fonction f : R — R de classe C' &
support compact,

Var, (f) = [ 72 du~ </fdu)2 <c [

La constante ¢ optimale est la plus petite constante possible. Notons que

Vary (f) = 1f = Bu(F)l 32

Corollaire 25.13 (Inégalité de Poincaré). La mesure gaussienne v satisfait
une inégalité de Poincaré de constante optimale 1 : pour toute fonction f de
R dans R de classe C' a support compact,

Var, (f) < / 12 d.

Démonstration. Pour tout t > 0, on a

a(t) := Vary (N f) = || Nef —’Y(f)”izm) = /(Ntf)2 dy — (/fd7>27

ou la seconde égalité s’obtient par invariance. Du théoreme 25.10 on a l'in-
égalité a(t) < e ?'a(0). Le théoréme 25.5 (symétrie et réversibilité) donne

o (t) = /ZNthtNtf dy = _2/(Ntf)/2 dry.

La fonction ¢ € Ry — e~ a(0) — a(t) est positive et nulle en zéro. Sa dérivée
a droite en zéro est donc positive :

d —2t
0< g,y —a®)

= —2a(0) — 2/f’2 dry

—2Var,(f) —2/]”2 dry.

L’inégalité de Poincaré de constante 1 est donc établie. L’optimalité de la
constante peut se vérifier sur la fonction propre f(z) = Hy(x) = x. Notons que
réciproquement, on peut obtenir la convergence exponentielle a(t) < e~2'a/(0)
du théoreme 25.10 & partir de cette inégalité de Poincaré, en écrivant

a(t) = —2/(Ntf)'2 dy < —2Var(N;) = —2a(t).

Donnons enfin une preuve alternative de 1'inégalité de Poincaré. Soit ¢t > 0
et f réguliere. On définit la fonction S sur [0,¢] en posant
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B(s) = Ny(B(Ni_of)) ot W(x) = a2

Dans la suite, on notera g = N;_,f. Remarquons que
B(t) = B(0) = Ne(¥(f)) — U(Nif) = Vary, ) (f)-
D’autre part, grace au théoréme 25.4; on a, par un calcul,
B'(s) = No(A((g)) — Ag?'(9))-

Or un calcul direct montre que

AT (g)) — Ag¥'(g) = V" (9)g™ = 29",

On a donc
B'(s) = 2Ns ((Ni—s £)).

Par la formule de Mehler, le semi-groupe vérifie la relation de commutation
(Nef)' = e " Ne(f"),
qui fournit ’expression suivante pour ’(s) :
B'(5) = 227N ((Nees (f2)).-
L’inégalité de Jensen (ou de Cauchy-Schwarz) assure que
(Ne|£)% < Ne (7).
Ainsi, on obtient, grace a la relation de semi-groupe, la majoration suivante
B'(s) < 2672079 N, (f").

Une intégration entre 0 et t assure que, pour tout ¢ > 0 et tout x € R,
la mesure de probabilité N;(-)(z) = N(xe ! 1 — e~2t) vérifie une inégalité
de Poincaré de constante (1 — e~2!)/2. Pour conclure, on remarque que si v
vérifie une inégalité de Poincaré de constante c alors la mesure image de v par
x — ax + b vérifie une inégalité de Poincaré de constante a’c. a

25.3 Entropie, couplage, et temps long

On souhaite a présent étudier la convergence de la loi de X; vers sa loi
invariante quand ¢ — 400 en termes d’entropie relative et de distance de
Wasserstein. Soit g1 et pe deux mesures de probabilité sur R. L’entropie
relative de p; par rapport & py est définie par 2

2. En physique Ent(y | y) est une énergie libre si p et -y sont des mesures de Gibbs.
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d/J,l <dﬂ1 ) .
—log| —)d sl << pg,
Ent(u1 | o) = djis g djis H2 M1 < H2

+0oo sinon.

Bien qu’il ne s’agisse pas d’une distance, elle est positive, et nulle si et seule-
ment si g = v (ceci découle de I'inégalité de Jensen pour la fonction stricte-
ment convexe z € Ry — ulog(u) avec 0log(0) = 0). La distance de Wasser-
stein d’ordre 2 entre u; et us est donnée par

. 2
Wa(p1, p2) = _inf E(\X1 — Xo ),
Xy~
Xor~vpo
ot linfimum porte sur les couples (X7, X3) de variables aléatoires dont les
lois marginales sont 1 et po. Les distances de Wasserstein de tous ordres sont
définies dans le chapitre 17. Ces deux quantités Ent(u; | n2) et Wa(pq | p2) ont
une expression explicite si pq et o sont deux mesures gaussiennes.

Théoréme 25.14 (Distances entre lois gaussiennes). Si puy3 = N (mq,01) et
p2 = N(ma,09) sur R alors

Wa(p1, p2)? = (m1 —ma)? + (01 — 02)*.
D’autre part, si 1 > 0 et g2 > 0 alors

0? — 03+ (m1 — ma)?
203 '

g
Bnt (i | p2) = log (2) "
g1

Démonstration. Commencons par la formule pour la distance de Wasserstein.
Soit (X1, X2) un couple de v.a.r. tel que X; ~ p; = N(m;,0?) pour i = 1,2.
On a

E(|X: — Xs|*) = B(X}) + B(X2)? — 2E(X; X2)
= (my1 —ma)? + 07 + 03 — 2Cov(X1, X2).

Cette formule ne dépend que de la moyenne et de la matrice de covariance du
vecteur aléatoire (X1, X3). On a

WQ(ﬂl,N2)2 = (ml — m2)2 + 0'% + O'% — 2211}3 Clg
€

ou C désigne 'ensemble des matrices de covariance 2 x 2 dont la diagonale
est prescrite par C1; = 07 et Oy = 02. Comme l'ensemble des matrices
de covariance coincide avec ’ensemble des matrices symétriques a spectre
positif ou nul, 'appartenance a C' se traduit par la contrainte supplémentaire
det(C) = 0303 — C%, > 0, dott C12 = 01072, ce qui conduit au résultat.

Pour la formule pour I’entropie, on écrit

d
Ent(p [ p2) = /log (dl/j;) dpn
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(35

log <02> 1 +U%+m?—2m1m2+m§

o1 2 20%

o 02 — 02 4+ (mq — my)?
:log<2>+ 1 2 (21 2) '

g1 20’2

O

Puisque le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est gaussien, le théoréeme pré-
cédent fournit une expression explicite de la distance entre les deux lois
au temps t issues de deux lois gaussiennes différentes. Plus précisément,
pour tous x1,x2 et t > 0, on obtient, en utilisant le théoreme 25.14 avec
p1 = Ne()(w1) = N(z1e7 1 —e ) et po = Ni(+)(22) = N(wae™t, 1 — 72,

Wa(Ni(-) (1), Ne(-)(22))* = e (21 — 22)> N\, O

t—o00

et —2t 2
e % (x1 — x2) < 0
2(]- - 672t) too
Ces résultats s’étendent a des lois initiales plus générales. Le cas de la distance
de Wasserstein est simple, celui de ’entropie fait I’objet de la section suivante.

Ent(Ny(-)(z1), Ne(+)(z2)) =

Théoréme 25.15 (Convergence en distance de Wasserstein). Si pg et pif, sont
deuz mesures de probabilité de moment d’ordre 2 fini, et si us (resp. p1;) est la
loi de Xy (resp. X}) lorsque Xo ~ o (resp. X() ~ ug), alors pour tout t > 0,

Wa(pe, ) < e~ Wa(po, ip)-
En particulier, si ul, =~ alors pour tout t > 0,
Wa(pe, ) < e Walpo,v)-

Démonstration. Soit (Xo, X{) un couplage des lois po et uf, indépendant du
mouvement brownien (By),,. On construit deux processus (X;),5 et (X3),5¢
issus respectivement de X, et X, et dirigés par le méme mouvement brownien
B. On dit que les processus sont couplés. On a alors

t
Xt—Xt’:XO—X(’)—/(XS—X;)ds.
0

On en déduit que
2
X, = XIP = X0 — X
Par définition de Wa(us, i), on obtient

2
|

Waljue, 1)* < e B(|Xo - X4°).

Reste & prendre I'infimum sur tous les couplages de pg et py. a
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25.4 Inégalité de Sobolev logarithmique

On dit qu'une mesure de probabilité u sur R vérifie une inégalité de So-
bolev logarithmique de constante ¢ > 0 si, pour toute fonction f: R — R de
classe C! positive et & support compact,

But () i= [ Flog(f)du— [ £ duog (/fdu> <c/ffdu.

La constante ¢ optimale est la plus petite constante possible. Notons que

E.(f)Ent,(f) =Ent(v|px) ou dv= I du.

E.(f)

Théoréme 25.16 (Inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne). La me-
sure gaussienne standard vy vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique de
constante optimale 1/2.

Démonstration. On procede comme dans la seconde preuve de 'inégalité de
Poincaré du corollaire 25.13. Soit ¢ > 0 et f réguliere. On définit 8 : [0,¢] — R
par

B(s) = Ny(D(Ni—sf)) ou &(z) = xlog(z).

Dans la suite, on notera g = N;_,f. Remarquons que
B(t) — (0) = Ne(@(f)) — (Nef) = Enty, ) (f)-
D’autre part, grace au théoréeme 25.4, on a, par un calcul,
B'(s) = Ns(A(2(g)) — Ag®'(g))-

Un calcul direct montre que

A(B(g)) — Agd(g) = 2" (g)g” = 9g

On a donc o f)’2
5/(5)_%( Moo >

Par la formule de Mehler, le semi-groupe vérifie la relation de commutation

(Nef)' = e " Nu(f"),

qui fournit ’expression suivante pour ’(s) :

DY,

/ _ ,—2(t—s)
5(8)—6 K Ns( Nt—sf

L’inégalité de Schwarz assure que
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(N D)2 = [M('\J/c;»l\/f)r < Nt(f:)Nt(f).

Ainsi, on obtient, grace a la relation de semi-groupe, la majoration suivante

12

B'(s) < e 23N, (f)

Une intégration entre 0 et ¢ assure que, pour tout ¢ > 0 et tout x € R, la
mesure de probabilité N;(-)(z) = N(ze™t 1 — e~?!) vérifie une inégalité de
Sobolev logarithmique de constante (1 —e~2!) /2. Pour conclure, on remarque
que si v vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique de constante ¢ alors la
mesure image de v par x — ax + b vérifie une inégalité de Sobolev logarith-
mique de constance a’c. On remarque enfin que les fonctions x — e saturent
I'inégalité de Sobolev logarithmique : la constante 1/2 est optimale. a

Remarque 25.17 (Preuve alternative). Voici une preuve alternative unifiée
de linégalité de Poincaré du corollaire 25.13 et de l’inégalité de Sobolev lo-
garithmiques du théoréme 25.16. Elle utilise la convexité remarquable de la
fonction (u,v) — ¥(u,v) = &"(u)v?, avec ®(u) = u? pour l'inégalité de Poin-
caré, et P(u) = ulog(u) pour l'inégalité de Sobolev logarithmique.

M) = 0NS) = [ NPV
— /0 t N (A(D(N;—sf)) = ANy (D' (Ny s f))) ds
- /OtNS(@"(Nt_sf)(Nt_sf)’Q) ds
_ / 2N (B (Vo) (Voo d
- /Ote%NS(LD(Nt_sf, Ni—s(f')) ds
< /ote—%Ns(Nts(W(f, 1)) ds
- N0 [ e
— SN 1))

Voici enfin encore une autre preuve, dont les commutations sont a justifier :
[ ar- @( /1 dv) — [ (Jim @) - 2o ) dy
(o)
“d
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t
:_/<t1g&/o (NfNAfds)dv
— — lim t(/@’(NfNAfdv)ds
t~>ooO
= lim " (Nyf)(N. ’Zd)d
0(/ (N )N )2 dy ) ds

t—o0

t

i [ ([P 0 b

t—o0 0

lim te—QS (/W(st, Ns(f") d'y) ds
0

t—o0

t
Jim ; e 2 (/NS(!I/(f, f’))dv) ds
t
(tlirgo/()e_25ds> /W(ﬁf’)dv
1 !
5 (v

Dans les deux cas on a utilisé l’inégalité de Jensen pour la mesure de proba-
bilité N et la fonction convere ¥.

N

Remarque 25.18 (Forme L? de I'inégalité de Sobolev logarithmique). On
préfere parfois définir 'inégalité de Sobolev logarithmique sous forme L? : pour
toute fonction f réguliére,

/f2 1og(f2)du—/f2 dplog (/f2 du) < 4c/f’2 dp.

L’inégalité de Sobolev logarithmique du théoréme 25.16 permet d’obtenir
une vitesse de convergence exponentielle de I’entropie relative de la loi de X4
par rapport a la loi invariante ~.

Théoréme 25.19 (Convergence exponentielle de ’entropie). Supposons que
la loi po de X soit d’entropie relative finie par rapport d «y. Alors, en notant
we la loi de Xy, la fonction t € Ry — Ent(uq |y) décroit et pour tout t > 0,

Ent (11, | 7) < e”*Ent(uo | 7).

Notons que réciproquement, tout comme nous ’avons fait pour I'inégalité
de Poincaré (preuve du corollaire 25.13), on peut déduire 'inégalité de So-
bolev logarithmique de la convergence exponentielle de ’entropie relative, en
considérant la dérivée en t = 0 de la différence des deux membres.

Démonstration. Notons vy la densité de p; par rapport a . On a alors

But(ue[7) = [ o1 log(un)d:
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D’apres le théoreme 25.7 et le théoreme 25.5, on a
d
A log(vy)dy = [ Opve(1 + log(vy))dy
- / Avy(1 + og(v,))dy
- / v A(L + log(v))d7.

Or, pour toute fonction réguliére g, un calcul direct montre que

Ag g7
A(l+1o == — ==,
( g(9)) pai

D’apres la propriété d’invariance de v, on a /Ag dy = 0. On a donc

d _ (8xvt)2
iEnt(ﬂtW) = —/ o dry,

ce qui prouve la décroissante de ¢ — Ent(u; | 7). De plus, I'inégalité de Sobolev
logarithmique appliquée a la fonction v; assure que

d
gt [ 7) < —2Ent(pe [ 7).

Le lemme de Gronwall 3 fournit enfin la relation souhaitée. a

Remarque 25.20 (Effet régularisant). Le théoréme 25.7 assure que méme
st la loi de Xog n’a pas de densité, la loi de Xy a toujours une densité dés que
t > 0. On peut donc appliquer le théoréme 25.19 entre les instants to > 0 et t
pour obtenir la convergence exponentielle de l’entropie relative vers 0.

25.5 Pour aller plus loin

Tout ce qui concerne le processus d’Ornstein-Uhlenbeck se trouve dans les
premiéres pages du cours de Dominique Bakry [Bak94]. L’expression de la dis-
tance de Wasserstein entre deux mesures gaussiennes dans le théoreme 25.14
est établie notamment dans un article [GS84] de Clark Givens et Rae Shortt.

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est I'illustre représentant d’une impor-
tante classe de processus stochastiques : les diffusions de Kolmogorov. Soit

3. Sit € [a,b] — a(t) € Ry est une fonction continue et dérivable sur a, b et
sit € [a,b] — B(t) € R4 est une fonction continue et si a’(t) < B(¢)a(t) pour tout

t €la,b| alors a(t) < ala)exp (f:ﬂ(s) ds) pour tout ¢t € [a, b].
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U une fonction sur R a valeurs réelles de classe C* et (By),5, un mouve-
ment brownien standard & valeurs dans R?. On appelle équation de Langevin
I’équation différentielle stochastique suivante :

dX; =V2dB, — VU(X,)dt.

La solution (Xt)t>0 de cette équation différentielle stochastique est appe-
lée processus de diffusion de Kolmogorov associée au potentiel U. Comme
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, c¢’est un processus de Markov. La version
intégrale de 1’équation différentielle stochastique s’écrit

t
Xi = Xo+V2B; — / VU(X,) ds.
0

Son générateur infinitésimal L est donné pour une fonction f de classe C2 par
Lf = Af - (VU,Vf).

Si e~V est intégrable alors la mesure de probabilité
1
wu(dz) = Ee_U(I) de avec Z = /e_U(I) dz,

est la loi invariante associée a X. L’opérateur L est méme auto-adjoint dans
L?(u). La décomposition spectrale du semi-groupe associé n’est pas explicite
au-dela du cas gaussien, mais il est encore possible d’obtenir des analogues
des théoremes 25.10 ou 25.19 en procédant par comparaison au cas gaussien.
On peut par exemple montrer que s’il existe A > 0 tel que

Ve € RY, HessU(z) > M,

ce qui revient a dire que p a une densité log-concave par rapport & la mesure
de probabilité gaussienne centrée de covariance A~ 'I;, alors pour tout ¢ > 0,

Ent (p; | p1) < e M Ent (o | 1)

ou ¢ est la loi de X;. C’est un cas particulier du critére dit de I's établi par
Dominique Bakry et Michel Emery [BE85]. Les processus de Kolmogorov sont
étudiés en détail dans les livres de Gilles Royer [Roy99], de Dominique Bakry,
Ivan Gentil, et Michel Ledoux [BGL14], et dans I'ouvrage collectif [ABC100].

Signalons que le théoréeme 25.14 posséde une extension au cas multivarié.
Plus précisément, si py = Ng(my, X1) et pz = Ny(ma, 5o) sur R? alors

Wa (1, p2)? = [[my — ma|3 + Te(Z1 + Zp — 2(21°2,2/)1/2).

Lorsque X7 et Yy commutent le dernier membre de la formule ci-dessus se

. N 2 . . N . .
résume a ||\/21 - ZQHHS, ce qui ressemble bien a la formule de dimension
1. D’autre part, si les matrices de covariance Xy et X5 sont inversibles alors

1 det X
Ent(pu | 2) = 5(1°g (det Ej)

+ Tr (22_121) —d+ (m1 — mg)Tng_l(ml — mg))
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Modeles de diffusion cinétique

Mots-clés. Diffusion ; mouvement brownien ; équation cinétique ; équation
aux dérivées partielles ; équation différentielle stochastique linéaire.

Outils. Vecteur gaussien ; distance de Wasserstein ; entropie relative.

Difficulté. ***

26.1 Modele de Langevin

On consideére une particule de poussiére dans un fluide comme l'eau. La
particule est énorme par rapport aux molécules du fluide. L’échelle de taille de
la particule est dite macroscopique : ses mouvements peuvent étre observés,
au moins a ’aide d’une bonne loupe, et mesurés. Les molécules qui composent
le fluide sont quant a elles beaucoup trop petites et surtout beaucoup trop
nombreuses pour étre observées une a une. Elles se situent a une échelle dite
microscopique. A chaque instant, d’innombrables chocs ont lieu entre la parti-
cule et les molécules qui ’entourent. Ces chocs se répartissent en moyenne de
maniere uniforme sur la surface de la particule. Pourtant a un instant donné
il peut y avoir des déviations par rapport a cette répartition uniforme. On
recherche un modeéle pour I’évolution du couple position/vitesse (Xy, V;) de la
particule au temps ¢t qui découle du principe fondamental de la dynamique.
Les forces qui s’exercent sur la particule sont les suivantes :

— le poids de la particule;

— la poussée d’Archimede;

— la force de frottement qui s’oppose au déplacement de la particule;

— la résultante des chocs de molécules d’eau.

Le poids de la particule et la poussée d’Archimede se compensent et nous
négligerons leur résultante en considérant 1’évolution horizontale seulement.
On suppose que l'intensité de la force de frottement est proportionnelle a la
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vitesse de la particule. Elle s’écrit donc —AV; puisqu’elle s’oppose au mouve-
ment. La modélisation de 'effet des chocs des molécules d’eau demande un
peu plus d’attention. Entre les instants ¢ et ¢ + « avec a grand dans ’échelle
de temps microscopique, la particule subit un nombre de chocs Na ou N, le
nombre de chocs par unité de temps, est supposé tres grand. On adopte une
approche «statistique» ou «stochastique» et on modélise les chocs par des va-
riables aléatoires (g;),5, indépendantes et identiquement distribuées centrées
de variance 72. On pose 02 = N72. La force exercée pendant la durée o vaut

Na 1 Na
E ai:va2a7§ g .
— VT2Na =
i=1 i=1

Y

Si Na est grand, le théoreme limite central suggere que la loi de Y est proche
d’une loi gaussienne centrée réduite. De plus, les forces aléatoires exercées sur
les intervalles de temps disjoints sont dues a des molécules d’eau différentes car
elles se déplacent beaucoup moins que la particule. On peut donc les supposer
indépendantes. En conclusion, il parait naturel de modéliser I’action des chocs
par un processus a accroissements indépendants et stationnaires dont la loi
d’un accroissement entre deux instants ¢ et ¢ + « est gaussienne centrée de
variance o2a. Ce processus est le mouvement brownien (0Bt);0- On retrouve
ici I'idée du théoréme de Donsker (voir le théoreme 27.6). Comme la vitesse
est la dérivée de la position, on obtient le systeme :

dX; =V, dt

dVy = =AVidt + 0dBy.
On dit qu’il s’agit d’'une équation cinétique car elle fait intervenir simultané-

ment la position et la vitesse de la particule. Dans tout le chapitre, on notera
(Zt)t>0 le processus complet défini par Z; = (X;, V;) pour t > 0.

Théoréme 26.1 (Processus de Langevin). Conditionnellement d I’événement
{(Xo, Vo) = (z0,v0)}; le processus (Zt),, est un processus gaussien tel que

1— e—)\t
E(Xt) =xg+ f’l}()
2 2
Cov(Xy, X;) = % + 20? (—2 42 2e7 N — Al e‘MHS)).

En particulier, la variance de X; est donnée par

2 2
Var(X;) = % + ;7)\3(_3 +de™A — =),

L’évolution de la vitesse ne dépend pas de la position.
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Démonstration. Le processus (V,g)l620 est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck,
étudié dans le chapitre 25. Le processus (Vt)t>0 est donc gaussien, de moyenne

E(V;E) = 6_)\t1}0 et de covariance

2
Cov(Vy, Vs) = %(Q—A\t—éﬂ _ e—)x(t—&-s)).

A présent le processus X est gaussien car image du processus V par une
application linéaire : X; = xo + fot V, ds. O

Remarque 26.2 (Ordres de grandeur). La constante 1/\, homogéne & un
temps, est appelée temps de relazation. Elle est en pratique de lordre de 1078
seconde. Ceci suggeére qu’il est impossible de distinguer en pratique le processus
(Xt);> d’un mouvement brownien de variance a? /N2,

26.2 Processus de Langevin confiné

On modifie a présent légerement le modele de la section précédente. On
ajoute une force —ux qui provient de I’énergie potentielle x — % pux?. L’évo-
lution du couple vitesse/position est alors donnée par le systéme suivant :

dX; = Vi dt

On dit que Z = (X,V) est un processus de Langevin confiné!. On peut
réécrire le systeme sous la forme matricielle suivante :

t
N 0 1 0
Zt:ZO+/OMstS+O'Wt ou MZ(—,U,—)\) et Wt:<Bt>

La solution de cette équation linéaire est de la forme
t
Z, = eM 7, + 0/ =M gy,
0

Lemme 26.3 (Loi au temps t). Si (Xo,Vy) est un vecteur gaussien, alors il
en est de méme pour (X, Vi) pour tout t > 0. De plus, si on note, pourt > 0,

r=B(Xy), v=EWV,), a =EX?), b =BEXV;) et ¢ =TEV?).

alors
('Tt)t>07 (Ut)t>o7 (at)t>0> (bt)t>o= et (Ct)t>0

sont solutions des équations différentielles linéaires :

1. «Damped Langevin process» en anglais.



348 26 Modeles de diffusion cinétique

0

d T T d Qg Qg
fal =M t — b | =N|0b 0
dt (Ut) <Ut> T o) 2
C¢ C¢ g

0 2 0

M:(_O _1/\> et N=|—-pu —-X 1

H 0 —2u —2\
Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence immédiate de la formule d’It6. O

Remarque 26.4 (Formules explicites). La matrice e™ peut étre explicitée :

— si A2 > 4u, alors, en notant w = /A2 —4u, a1 = (=X +w)/2, et
ag = (A —w)/2,

et]M _ eazt <—C¥1 1 > N ea1t (a2 -1 ) ;
w —H a2 w Hno—aq

— 50 A2 = 4p, alors

oM eatj2 (L=AE/2 .
=A%t/4 1+ Mt)2)°

— 8i A2 —4u < 0, alors, en notant w = \/ju — \2/4,

\si .
6tM _ e—At/Q cos(wt) _|_ SISUSWt) 51n£Jwt) '
_ psin(wt) cos(wt) _ Asin(wt)
w 2w

L’expression explicite de eV est beaucoup plus pénible a obtenir. On peut

toutefois remarquer que les valeurs propres de N ont toutes une partie réelle
strictement négative.

Les équations différentielles linéaires du lemme 26.3 sont simples a résoudre
numériquement (illustration donnée par la figure 26.1).

Lemme 26.5 (Densité de la loi a tout instant). Pour toute loi initiale et
tout instant t > 0, la loi du processus de Langevin confiné (X, V;) admet une
densité strictement positive sur R2.

Démonstration. 1l suffit d’établir le résultat lorsque la loi initiale est une masse
de Dirac en un point (z,v), le cas général s’obtenant en conditionnant par la
valeur initiale. Si la loi initiale est une masse de Dirac, le couple (X¢, V;) est un
vecteur gaussien. Par suite, sa loi admet une densité strictement positive sur
R?Z si et seulement si le déterminant de sa matrice de covariance est strictement
positif. Pour simplifier, on suppose que (Xo, V) = (0,0). Le déterminant de
la matrice de covariance est alors donné par d; = a;c; — b7 avec les notations
du lemme 26.3. Donc

d; = —2X(asc; — b7) + 0%a; = —2Xd; + o%ay.
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Fig. 26.1. Evolution des vecteurs moyenne (z¢, v:) (en haut) et covariance (a¢, by, ¢t)
(en bas) pour o0 =1, A =1 et u = 10.

Comme dy = ag = 0, la dérivée de t — d; est nulle en 0. En itérant, on obtient
d} = —2X\d} + 20%b;
A = 2N + 202 (—pay — Aby + ;)
dY = —2xd® + 20% (Apa, + (A% — 4p)by — 3Acy) + 20,
En particulier, les trois premieres dérivées de t +— d; sont nulles en 0 et

dg4) = 20%. Donc le déterminant devient strictement positif pour ¢ > 0 s’il est
nul & I'instant initial. a

Remarque 26.6 (Hypoellipticité). Dans la preuve du lemme 26.5, on a
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Pour une diffusion sur R? avec un bruit brownien non dégénéré, le détermi-
nant serait de lordre de t?. Ce décalage est di au fait que seule la composante
des vitesses est perturbée par un mouvement brownien. Cependant, la struc-
ture subtile du coefficient de dérive dans I’équation du processus de Langevin
confiné assure que ce bruit se propage sur les deux composantes et que la loi
du couple (X¢,V;) a une densité dés que t > 0. Il s’agit d’un cas particulier
du phénomeéne d’hypoellipticité, étudié dans un cadre général par Hormander
puis par Malliavin notamment.

La figure 26.2 illustre ’apparition de densité lorsque la loi initiale est une
mesure de Dirac sur R? au travers de I’évolution temporelle du déterminant de
la matrice de covariance. Il converge notamment vers celui de la loi invariante
qui vaut ot /(4\%p).

26.3 Comportement en temps long du processus confiné

Comme pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, on associe au processus

de Langevin confiné Z = (X, V) un semi-groupe (Qt),,, donné pour ¢ > 0,
2z € R2, et f réguliere par

Quf(2) = E(f(Z1)|Z0 = 2).

Lemme 26.7 (Générateur infinitésimal). Si f est une fonction de classe C*
sur R? et a support compact, alors pour tout t > 0 et z € R?,

9Q1f(2) = Qu(Af)(2)

ot, avec la notation z = (x,v),
Af(z,v) =v-Vof(z,v) — (uz + \v) - Vo f(z,0) + %QAvf(x,v).
Démonstration. On applique la formule d’It6 a f avec Zy = z :
f(Z) = f(2) + /OtAf(Zs) ds + M,

ol (M), est une martingale. Ainsi,

lim 7Qtf(z) —f) = Af(2).
t—0 t
La propriété de Markov fournit la relation & tout temps ¢ > 0. a

Théoréme 26.8 (Loi invariante). La mesure de probabilité gaussienne produit

0'2 O'2
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015 | \\
1] \ \
4 \ /\ \

Fig. 26.2. Evolution en fonction du temps du déterminant de la matrice de co-
variance issu de (w0, vo, a0, bo,co) = (0,0,1,1,1) (en haut) et (0,0,0,0,0) (en bas)

lorsque 0 =1, A =1 et u = 10.
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est la loi invariante du processus (X, V). Elle vérifie, pour toute fonction f
de classe C? et a support compact,

/Afdw = 0.

Démonstration. Puisque (X, V) est un processus gaussien, toute loi invariante
est une loi gaussienne. De plus, le point o2/(2A\u)(0,0,1,0, 1) est I'unique
point fixe des équations différentielles du lemme 26.3. On remarque enfin que

o2

(Ita U, G, bta Ct) m @(07 07 17 Oa /u’)
pour toutes conditions initiales finies puisque les parties réelles des valeurs
propres de M et N sont strictement positives. a

Remarque 26.9 (Irréversibilité). Contrairement au cas du processus d’Orn-
stein-Uhlenbeck, on peut vérifier que le générateur A du processus n’est pas
auto-adjoint dans L?(r). En d’autres termes, le semi-groupe (Qt) ;o nest pas
réversible pour la loi invariante .

Dans la suite, on cherche a quantifier la convergence de la loi de X; vers la
loi invariante 7 lorsque ¢ tend vers 400 en termes de distance de Wasserstein
ou d’entropie relative comme cela a été fait pour le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck dans le chapitre 25.

Grace a la formule explicite pour la distance Wy entre deux lois gaus-
siennes donnée dans la section 25.5 (version multivariée de celle du théoréme
25.14), on peut estimer la distance de Wasserstein entre la loi de (X, V;) et
la loi invariante lorsque la loi initiale est gaussienne. La figure 26.3 représente
I’évolution de I'entropie relative et du carré de la distance de Wasserstein de
la loi au temps ¢ par rapport a la loi invariante 7. La figure 26.3 suggere que
I’entropie relative de la loi au temps ¢ par rapport a la loi invariante décroit
par paliers. Contrairement a I'entropie relative, la distance W5 n’est pas du
tout une fonction décroissante du temps!

Théoréme 26.10 (Décroissance de l'entropie). Sim; est la loi de (X, V;) et
h; est sa densité par rapport a la mesure w, alors

d |vvht|2
—Ent =— | ——dnm.

gt he "
Démonstration. Pour alléger les calculs, on suppose sans perte de généralité
que o est égal & v/2. En vertu du lemme 26.5, la loi 7; de (X3, V;) admet une
densité u; par rapport a la mesure de Lebesgue. Elle est solution de I’équation
aux dérivées partielles suivante (équation de Fokker-Planck cinétique)

Opur + v - Vaup — px - Vyur = Ayur + Vo, - (Avug),
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5.0

50

353

Fig. 26.3. Evolutions comparées de ’entropie relative et de la distance de Wasser-
stein d’ordre 2 entre la loi au temps t et la loi invariante, o = 1, A = 1, u = 10,
(z0,v0, a0, bo, co) = (1,0,0,0,0) (en haut) et p = 60 (en bas).
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qui peut s’obtenir & partir du générateur infinitésimal (lemme 26.7) en ef-
fectuant une intégration par parties. La structure de cette équation est inté-
ressante : le membre de gauche est conservatif et décrit les trajectoires d’un

systeme dynamique dans R? associé & ’hamiltonien
(z,v) — ,u@ + /\E
) 2 2 )

tandis que le membre de droite est dissipatif mais n’agit que sur la variable
de vitesse. Notons hi(x,v) = wi(x,v)/m(x,v) ou 7(x,v) désigne par abus
de notation la densité de la loi invariante 7 au point (z,v) donnée par le
théoreme 26.8. On vérifie que la fonction h est alors solution de I’équation
aux dérivées partielles (EDP) suivante :

8tht +v- Vxht — U - V@ht = Avht — v - Vvht.

La variation d’entropie relative est donnée par

d d
%Ent(mh) = a/ht 10g(ht)dﬂ' = /8tht(1 + log(ht)) dm.

L’expression de m du théoréme 26.8 et les intégrations par parties (IPP)

- /(v - Vghe)(1 +log(hy)) dm = — /v - Vg (hilog(he)) dm

= — A\l /(x -v)hy log(hy) dm

o Fuh) 1+ dog)) dm = [ 9 toghe))

EP )\,u/(x - v)hy log(hy)dm

/(Avht)(l +log(hy)) dr = _/wdﬁ
t
+ )\/(1 + lOg(ht))Vvht ~vdm

fournissent le résultat annoncé. O

L’obtention de bornes explicites pour la convergence exponentielle de
I’entropie relative demande beaucoup plus de travail que pour le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck étudié au chapitre 25. Il est plus facile d’obtenir un ré-
sultat de convergence pour la distance de Wasserstein d’ordre 2 méme si cette
quantité n’est pas une fonction décroissante du temps.

Théoréme 26.11 (Convergence en distance de Wasserstein). Soit vy et 1
deux mesures de probabilité sur R? possédant un moment d’ordre 2 fini. Notons
v (respectivement v;) la loi de Zy lorsque Zy suit la loi vg (respectivement v}, ).
Alors il existe des constantes ¢ et d telles que
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Wa(vt, v)) < (c+ dt)e P Wa(vo, 1),

avec

— =
AV

5 St A > 2,/u,

st A< 2/p.

A
_2A
2

Démonstration. On procede par couplage. Soit (Zp, Z) un couplage des lois
v et 1 indépendant du mouvement brownien (Bt)t>0. Notons

Z = (X0, Vi)ysy et Z' = (X/,V{)ys0

les processus de Langevin confinés issus respectivement de Zy et Z{, et dirigés
par le méme mouvement brownien (B;),,. Notons
=z

Zt = Zt — Z;

Par linéarité de ’équation différentielle stochastique, la fonction ¢ — z; dé-
pend de (Zy, Z|) mais pas de (Bt)t>0. En effet, elle est solution de ’équation
différentielle

d
%Zt = Mz avec M = ( 0 1}\>.
Z():ZO—Z(/) i

t

Ainsi, z, = "™ 2. Les valeurs propres de la matrice M sont données par :

A+ /A2 4 PRVZI=pY
7% si A2 et fgiiﬂi si A< 2y/7.

2

Une décomposition de Dunford de M assure qu’il existe deux constantes c et
d telles que, pour tout ¢t > 0

J22] < (e + dt)e"'] |
ou —p est la plus grande partie réelle des valeurs propres de M. En particulier,
Wa (v, v))? < E(\Zt - Zg|2) <(c+ dt)Qe_thE<|Zo - Zé\2>.
On conclut en considérant I'infimum sur tous les couplages de v et 1) :

inf E(|Zy — Z|°) = Wa(vo, ).
(Zo,2y)
Z[/)Ny?
ZONVO
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26.4 Pour aller plus loin

En 1828, un botaniste du nom de Robert Brown ? rend compte de ses ob-
servations : une particule de pollen, observable au microscope, plongée dans
I’eau, contient des grains animés de mouvements aussi rapides qu’irréguliers.
La these qui s’est imposée au fil du temps est la suivante : le mouvement
serait lié aux chocs de la particule de pollen avec les molécules d’eau. Les tra-
vaux de Albert Einstein, en 1905, sont souvent présentés comme les premiers
pas mathématiques vers ce qui va devenir la théorie du mouvement brownien,
développée notamment par Norbert Wiener3 et par Paul Lévy. Cependant,
un peu avant les travaux d’Einstein, et dans un tout autre contexte, Louis
Bachelier avait déja obtenu, en 1900, la loi du mouvement brownien dans sa
these intitulée « Théorie de la spéculationy», qui n’a eu que peu d’impact a
I’époque. Citons également les travaux de Marian Smoluchowski, contempo-
rains de ceux d’Einstein. Le modele étudié dans ce chapitre a été introduit
par Paul Langevin et perfectionné par Leonard Ornstein et George Uhlen-
beck dans les années 1930. On trouvera dans 'ouvrage de Edward Nelson
[Nel67] la modélisation du début du chapitre, des perspectives historiques et
des prolongements mathématiques.

On peut généraliser le processus de Langevin, en sortant du monde confor-
table des processus gaussiens, en considérant la solution de I’équation diffé-
rentielle stochastique suivante :

dX, = V,dt
dV, = —A\Vydt — VU(X,)dt + odB,,

ou la fonction U joue le role d’un potentiel de confinement (penser & une fonc-
tion convexe). Dans ce cas, la loi invariante s’écrit comme le produit de deux
mesures sur les espaces de position et de vitesse. Lorsque le mouvement brow-
nien agit sur toutes les coordonnées, on parle de processus de diffusion non
dégénéré, I’équation aux dérivées partielles de Kolmogorov décrivant 1’évolu-
tion de la loi du processus au temps ¢ est dite elliptique et admet une solution
de classe C*. Cependant, beaucoup d’équations d’évolution, comme les équa-
tions cinétiques décrivant la vitesse et la position d’une particule, sortent de
ce cadre. Lars Hormander dans [Hor67] classifie les diffusions dégénérées dont
la loi au temps ¢ est absolument continue de densité réguliere.

Les résultats précis de convergence a ’équilibre pour ces processus sont
assez récents. L’article de Denis Talay [Tal02] fournit des estimations pour la
convergence de la densité de la loi au temps vers la densité de la loi invariante
dans des espaces LP & poids. Les travaux de Cédric Villani [Vil06, Vil09]
proposent une autre approche via les inégalités fonctionnelles (inégalité de
Poincaré, inégalité de Sobolev logarithmique) et la théorie de Lars Hérmander
sur ’hypoellipticité.

2. Resté dans I'histoire pour cette découverte (anecdotique dans son ceuvre).
3. On parle d’ailleurs également de processus de Wiener.
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La décroissance au cours du temps de I’entropie relative par rapport a la loi
invariante (théoréme 26.10) a lieu en général pour les modeéles markoviens, et
peut devenir tres difficile & établir au-dela de ce cadre. Pour la célébre équation
de Ludwig Boltzmann qui régit I’évolution de la densité d’un gaz de particules
en interaction, cette décroissance est connue sous le nom de Théoreme-H, et
constitue encore aujourd’hui un objet d’étude en physique mathématique. On
pourra lire & ce sujet Particle de vulgarisation de Villani [Vil08].






27

Des chaines de Markov aux processus de
diffusion

Mots-clés. Convergence de processus; approximation par une diffusion;
schéma d’Euler.

Outils. Martingale ; temps d’arrét ; chaine d’Ehrenfest ; chaine de Wright-
Fisher; file d’attente M/M/oo; processus de Yule; processus d’Ornstein-
Uhlenbeck ; mouvement brownien.

Difficulté. ***

Les résultats de convergence de processus sont tres utiles et assez intuitifs
mais demandent un arsenal mathématique important qui dépasse le cadre
de ce livre. Ce chapitre présente un petit panorama, pour ne pas dire un
catalogue, des liens, résumées par le graphique 27.1, entre processus & espace
discret ou continu et a temps discret ou temps continu. Certains résultats ne
sont que partiellement démontrés ou méme seulement énoncés mais la derniere
section renvoie & des ouvrages proposant d’aller plus loin.

27.1 Paresse et échantillonnage

Soit P une matrice de transition sur un espace d’états fini F et I la matrice
identité sur E. Pour tout N > 1,

1 1 P-1I
Pyv=(1-—=|I+=-P=1+——
N ( N) -I-N + N

est une matrice de transition. La chaine (X2 Jnew associée a Py reste en
un état ¢ € E pendant un temps aléatoire de loi géométrique de parametre
(1 —="P(z,7))/N puis, si cette probabilité n’est pas nulle, saute sur E\{i} avec
la mesure de probabilité proportionnelle a (PN(i,j))jeE\{i}. On dit que XV
pour N > 2 est une chaine paresseuse associée a P. Une chaine de ce type est
étudiée dans le chapitre 9 consacré au modele d’Ehrenfest.
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échantillonnage

Espace continu Espace discret
temps discret temps continu

)
7

S
Théoréme 27.3 Section 27.7
Section 27.4

Exemple 27.8

Espace continu
temps continu

Section 27.6

I9[NG], P BWOYDS

Espace continu
temps discret

Fig. 27.1. Diverses connexions entre processus a espace et temps discrets ou conti-
nus présentées dans ce chapitre.

Posons Y,V = X|n¢) pour t € Ry . La suite de processus (YN)N>1 converge
vers le processus de Markov a temps continu (Yt)t>0 sur E de générateur

A =P —1 et de semi-groupe (Pt)t>0. La convergence pour un temps donné ¢
s’écrit simplement :

A Ve A [Nt]
t=e Noeo T N N < TN )
La propriété de Markov permet d’étendre cela a toutes les lois marginales.

Réciproquement, si (Yt)telR+ est une chaine de Markov a temps continu
sur E de générateur A alors

(va)ne]N = (Y(57l)n61N

est une chaine de Markov & temps discret sur E de matrice de transition e®4
appelée chaine échantillonnée.

)
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Les processus de Markov (X}), s (Ye)iem, et (Y,9), e sont trés liés
les propriétés de récurrence et transience coincident et ces processus ont les
mémes lois invariantes. Cependant méme si la chaine (X}) nen €5t périodique,
ce n'est pas le cas pour (Yy),cp, et (Y;é)te]RJr' En effet, on montre facilement
¢'il existe n € N tel que P, (X! = z) > 0 alors P,,(Y; = ) > 0 pour tout
t € Ry et P, (V2 =) > 0 pour tout m € IN.

Remarque 27.1 (Bernoulli vers Poisson). Un processus de Bernoulli rendu
de plus en plus paresseux convenablement renormalisé en temps converge vers
un processus de Poisson. Ceci permet notamment de retrouver la loi des petits
nombres déja croisée au chapitre 1.

Remarque 27.2 (Généalogie et paresse). Dans le chapitre 13, la chaine d
temps discret décrivant le nombre de générations a remonter pour trouver
lancétre commun le plus récent dans une population de taille N converge,
quand N — oo, vers un processus de mort pur d temps continu de maniére

semblable a la convergence des chaines paresseuses.

27.2 Convergence d’une chaine vers une diffusion

L’objet de cette section est d’énoncer un théoréme assurant la convergence
en loi d’une suite de chalnes de Markov convenablement renormalisées en
temps et en espace vers un processus de diffusion dont les coefficients de
diffusion et de dérive sont explicites.

Théoréme 27.3 (Approximation diffusive). Soit (Pn)ys, une suite de
noyaux de transition sur R et posons

by(x) =N (y — 2)Pn(z,dy)

ly—z|<1
et

an(x) = N | |<1(y —2)°Py(z, dy).
y—z|<

Supposons qu’il existe deux fonctions a et b d valeurs dans |0,4o00[ et R res-
pectivement, bornées et de classe C', et telles que pour tous r >0 et € > 0,

lim sup |by(z) —b(z)|=0, et lim sup |ay(z)—a(z)|=0

N—o0 |z|<r N—oo |z|<r
et
lim sup NPy(z, [z —¢e,x+¢]°) =0.
N—00 |z|<r
Soit (Y;N),en la chaine de Markov de noyau de transition Py et (thv)telR+

le processus défini par Z)N = YLIXIH. Si (YON)N>1 converge en loi vers v alors,
pour tout T > 0,
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loi
(Z e e (Xt)iepo1y

ot (Xt)te[o 7] €st un processus de diffusion de loi initiale v et de générateur A
donné par

Af(x) = La@)f"(@) + D) (@),

pour toute fonction f de classe C? da support compact.

Idée de preuve. Le semi-groupe (P; associé au générateur infinitésimal
tER+

A vérifie, pour toute fonction f de R dans R et classe C? & support compact
et tout t € Ry,

t
Ptf:er/ P,Af ds.
0
Pour tout NV > 1, notons Ay = Py — L. Soit ¢ > 0. Alors

. L(N=Dt] L Lo
PYf=f+ Y PhAnf=f+7 Y Pi(NAN)S

i=0 i=0
LN=Dt] o(i+1)/N
—r+ Y [ PhvAy)fds
i=0 /N

On obtient ainsi que, pour tout ¢t € Ry,
t
PNy +/ PV (NAN)fds.
0

Ainsi, la famille de mesures de probabilité (PJLVN”) ter, ost-elle lice & NAy

comme (P,:)te]R+ I'est & A. De plus, si f est de classe C? & support compact,

NAxf(z) =N / (f() — F()) P (. dy)

1
=by(x)f'(z) + iaN(z)f”(z) +O(NPy(z, [z — 1,2+ 1])).
Les hypotheses du théoréme assurent que N Ay f converge vers Af. Reste a
en déduire la convergence en loi des processus associés. Cette étape dépasse
le cadre de cet ouvrage. On trouvera dans la section 27.7 des références pour
la preuve complete de ce résultat. O

Remarque 27.4 (Rien n’est simple). En pratique, la chaine de Markov YN
est en général d valeurs dans un sous-ensemble Iy discret et souvent fini de
R. Ainsi, son noyau de transition Py n’est-il pas défini sur tout R. I faut
alors étendre sa définition da l'extérieur de In de maniére un peu artificielle.
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Exemple 27.5 (Marche aléatoire et mouvement brownien). Soit S la
marche aléatoire sur Z. définie par

n

N 2 :
Sn = E;

i=1

ot (sfv)i>1 est une suite de v.a. i.9.d. de loi py1 + (1 —pn)d_1. Dans ce cas,
— sipy = 1/2 alors (Sf\jf\,‘J/\/N)N>1 converge en loi vers le mouvement
brownien issu de 0 ; ~
— sipn =p # 1/2 alors (S| n.)/N) -, converge en loi vers le processus
déterministe t — (2p — 1)t ;
— sipy = 1/2+ a/(2V/N) alors (S| /N) s, converge en loi vers le
mouvement brownien avec dérive o issu de 0.

Le premier cas de ’exemple ci-dessous est une instance du théoréme de
Donsker, analogue du théoreme limite central pour les lois de processus.

Théoréme 27.6 (Principe d’invariance de Donsker). Soit (Y,,),,-, une suite
de variables aléatoires i.1.d. centrées et de variance 1. Notons

L[

XN = Y, — (Nt — | Nt|)Y]
C TN ; e — ( [Nt])Y| Ntj+1

La suite de processus (X™V) . converge en loi vers le mouvement brownien.
=

Remarque 27.7 (Interpolation linéaire). Dans [’énoncé du théoréme de
Donsker, les trajectoires de XN sont construites par interpolation linéaire
entre les points d’abscisses multiples de 1/N. Cette précaution permet de
considérer la convergence de (XtN)Ogth comme une variable aléatoire a va-
leurs dans C([0,T]) muni de la norme infinie et de la tribu borélienne.

Exemple 27.8 (Chaine d’Ehrenfest et processus d’Ornstein-Uhlenbeck).
Pour N > 1, soit ZV la chaine d’Ehrenfest (voir chapitre 9) a valeurs dans

{0,..., N} dont la matrice de transition est donnée par
i/N sij=i—1,
P(ZY =41z =i)={1—i/N sij=i+1,

0 sinon.

On définit la chaine (Y,fv)n>O @ valeurs dans
EN:{4UQ¢N+M¢N:O<k<N}
en posant

zN 1
N __ no_ -
Y, —\/N(N 2).
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Son noyau de transition est donné par

Py(z,) = (; + %)51;1/\@(') + (; - %)%H/W(%

pour x € En. Apres avoir étendu P raisonnablement sur R, on obtient

i) =N |5+ =] o= o]+ [5- | |o+ ] - 2) =2
" ANV | R/ 3 I ERRVG T | RV '
De méme, ay(x) = 1. L’hypothése de concentration du noyau Py(z,-)

est clairement satisfaite puisque son support converge vers {x}. Ainsi, si

N ; : N
(Yo" )y converge en loi vers v, alors la suite de processus (YLN'J)N>1

converge en loi vers le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de loi initiale v so-
lution de I’équation différentielle stochastique

dX; =dB; —2X, dt.

27.3 Diffusion sur un intervalle

Avant de détailler de nouveaux exemples importants, nous rassemblons
dans cette section des résultats classiques sur les processus de diffusion a
valeurs dans R. Considérons le processus (X¢), solution de I’équation diffé-
rentielle stochastique

dXt = O'(Xt) dBt + b(Xt) dt,

o o et b sont des fonctions régulieres sur U'intervalle I = ][, 7] a valeurs dans
10,00 et R respectivement. Le générateur infinitésimal de X est 'opérateur
agissant sur les fonctions f de classe C2 sur I donné par

Lf(x) = 50%(@)"(x) + ba) ().

Soit ¢ € I. Introduisons
— la fonction d’échelle p :

I Y'b(z)dz
p(x) :/C exp <2/C () )dy,
— la mesure de vitesse m est définie par
2 2 Tb(z)dz
——————dx =1 — 2 d
T = e (2 [ 55

— et pour I < a < b < r la fonction sur Ja, b,

m(dz) = 1;(x)

Maala) = = [ ole) ~p))m(ay)+ LD =20

b
p(b) = p(a) / (p(0)—p(y))m(dy).
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Les fonctions p et M, ; vérifient les relations cruciales suivantes :

Lp(x) =0 pour x €I, LM, p(z) =1 pour z € |a,b],
p(c) =0, et Mgy p(a) =0,
p'(c) =1, M, (b)) =0.

Théoréme 27.9 (Sortie d’un intervalle). Soitl < a <b <r et
Top=inf{t>0: X, ¢ [a,b]}
le temps de sortie de intervalle [a,b] pour X. Alors
P,(X7,,=0a) =1-P,(Xr,, =b) =
et

Em (Ta,b) = Ma’b(l’).

Remarque 27.10 (Mouvement brownien). Ce résultat généralise le cas bien
connu du mouvement brownien pour lequel la probabilité de sortir de l'inter-
valle [a,b] en a partant de x vaut (b—x)/(b— a).

Démonstration. La fonction p est croissante par définition. Ceci assure que,
pour a < y < b, les fonctions

p(z) — p(y) ot zela ”p(w)—p(y)m
vello i o sl [T

sont croissantes. En conséquence, la fonction M, ; est positive sur [a,b]. Po-
sons, pour n € IN*,

¢
T, = inf {t >0; / 0% (X,)ds > n}
0
Puisque LM, ;(z) = —1 pour x € ]a, b], la formule d’It6 pour M, ,(X;) donne
Ma,b(Xt/\Tn/\Ta,b) - Ma,b(XO) - (t A Tn A Ta,b)

tATRATap
+ / ab(Xs)o(X,)dBs.
0

Grace a l'arrét au temps 7, A T, l'intégrale stochastique ci-dessus est une
martingale. En prenant 'espérance avec Xg = x, on obtient grace a la positi-
vité de M, p,

Ez(t N Tp N Ta,b) = Ma,b(-r) - ]E.L [Ma,b(Xt/\Tn/\Ta,b)} < Ma,b(x) < 00.

Il reste a faire tendre n puis ¢ vers +o0o pour obtenir, par convergence mono-
tone, que E, (T, ) est fini. Le temps T, ;, est donc fini p.s. et, par convergence
dominée, on obtient
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lim IE[M,L;,(XMTM)} = ]E[M%b(XTa,b)] =0,

t—o0

puisque M, ; est continue bornée sur [a, b] et nulle en a et b. On obtient ainsi
Pexpression de E,(Tq.p).
De méme, la formule d’It6 appliquée a p(X;) donne

p(z) = B [p(X1, ,)] = pla)Ps(X1,, = a) + p(b)P. (X1, , = b).

On conclut en utilisant la relation P, (XTM = a) + P, (XTM = b) =1 a

27.4 Application aux processus de Wright-Fisher

Considérons le modele de Wright-Fisher avec mutations et sélection intro-
duit au chapitre 12. 11 s’agit de la chaine de Markov (X2), o sur {0,..., N}
de transition

Loi(X}Y,,| X} = 2) = Bin(N, n,)

avec

(1+s)x
(1+s)z+N-—x

nx:wm(lqu)JF(l*@[}x)uB et P, =

Le réel s représente I'avantage sélectif de A sur B et ua est la probabilité de
mutation d’un allele A vers un allele B. La proportion d’alleles A dans une
population de taille NV a la génération n est

yN . Xy
= =
Pour tout ¢ € R, posons
N ._yN
Z;) = YLNH'

Théoréme 27.11 (Limite diffusive de Wright-Fisher). Supposons que les taux
de sélection s et de mutation ua et ug (qui dépendent de N) soient tels que

(Ns,Nua,Nug) — (a,Ba,8B)
N—oo

Alors la suite de processus (Z_N)N>1 converge en loi vers le processus de diffu-
sion (Z,:)telR+ solution de l’équation différentielle stochastique a valeurs dans
[0,1] suivante :

dZt = O'(Zt) dBt + b(Zt) dt,

o2(z2)=z(1-2) et bz)=az(l—-2)—Faz+Bp(l—2).
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Démonstration. Soit z € Ex = {0,1/N,...,1}. Alors

NN = YN2(1 —ua) + (1 —Yn2)up
—Baz+Bp(l—2)+az(l—2=2)

+O(1/N).

Puisque la loi de NZ{ sachant que Z}' = z est la loi Bin(N,ny.), on a

NIB[ZlN — 2|z} = z] = N(nn= — 2)
= —Baz+ Bp(l —2)+az(l —z) + O(1/N).

De méme
NE[(Z{V - Z)Q\Z(])V = Z} =nnz(1—nn:)
=z2(1-2)+O(1/N).
Enfin, grace a 'inégalité de Markov, on obtient
NE[ (2 - 2)"|12 = 2]

4

NP(ZN €[z —¢e,2+¢€)|Z) =2) <

Or
NE[ (2 - 2)"128 = 2] =o(N7),

car le moment centré d’ordre 4 d’une v.a. X de loi Bin(N, p) est donné par
E[(X — Np)'| = BNp(1 = p) +1 = 6p(1 = p)) Np(1 - p) = O(N?),

Ces estimations sont uniformes en z € FEpy. Reste a prendre une derniére
précaution. Le coefficient de diffusion o n’est en effet pas lipschitzien en 0 et
1. Il faut donc utiliser le théoreme 27.3 pour des processus arrétés lorsqu’ils
passent sous € ou au-dessus de 1 —¢ pour un certain parametre € > 0 petit. O

Remarque 27.12 (Echelles de temps). Pour transférer les estimations de
temps d’absorption de la diffusion d la chaine de Markov, il faudra prendre
garde d les multiplier par N. Les probabilités d’atteinte ou les profils de lois
invariantes sont pour leur part insensibles a ce changement d’échelle temporel.

Exprimons la fonction d’échelle : pour ¢,z €10, 1]

S@) = [y g e,
et la mesure de vitesse :
m(dz) = 202571 (1 — x)?Pa—te20 gy,

On peut alors décliner les exemples en fonction des parametres du modele.
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Exemple 27.13 (Ni mutation, ni sélection). Si « = B4 = B = 0 alors
la dérive de la diffusion est nulle : la diffusion est une martingale, on a
P.(Zz,, = 1) = x, et l'espérance du temps de fization est donnée par

E,(To,1) = —2[zlog(z) + (1 — z)log(1l — x)].

Ceci est illustré par la figure 27.2.

Espérance du temps de sortie

—— Estimation

bl —— Theorie

-10 T T T — T T T T T T I I T
0 10 20 30 40 50 60

Fig. 27.2. Estimation du temps de fixation pour N = 40 en I’absence de sélection
et de mutation.

Exemple 27.14 (Sélection sans mutation). On choisit « > 0 et B4 = B = 0.
Alors Ty 1 est fini p.s. et la probabilité de disparition de l'alléle B vaut

1— 672aw
P.(Zg,, =1) = =T
La figure 27.8 propose une illustration de [’estimation de la probabilité de
fization de lalléle A. Si N = 10°, s = 107* et x = 0,5, alors a = 20 et
la probabilité de fixation de l'alléle A vaut environ 0,999955. Ce faible avan-
tage sélectif s, inobservable en laboratoire ou par des mesures statistiques,
est pourtant suffisant pour avoir un effet déterminant sur la fization des al-
leles. Le calcul de ’espérance du temps de fization est plus délicat. L’équation
différentielle suivante :
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Probabilité de sortir & droite

1.0
4 .
0.8
0.6
0.4+
0.2
4 —— Estimation
Bl IdC
4 —— Theorie
0.0 T T T L L LI B — —
0 5 10 15 20 25 30

Fig. 27.3. Probabilité de fixation de A pour N =30 et @ = 2.

1
2(x) + 202 (z) = —
x

=2 avec z(0) =0 et z(1) =0,

n’a pas de solution explicite. La figure 27.4 propose une estimation du temps
d’absorption pour N = 30 et a = 10.

Exemple 27.15 (Mutation sans sélection). On suppose ici que a = 0. La
diffusion est solution de

dX; = /X,(1— X¢)dB; + (—BaX; + Bp(1 — X;)) dt.

Cette diffusion reste dans l’intervalle 0,1, ¢’est-a-dire que T 1 est infini p.s.
De plus, elle admet pour loi invariante v la loi Beta(208p,284), ¢’est-d-dire

que
~ I'(284+28B) 2851

_ 2841
v(dy) T25.T (235) (1-y) dy.
En particulier, si' Y suit la loi v,
__Bs _ BaBe
=55 ¢ ) S GG A 1)

Remarque 27.16 (Modele multi-alléles). Dans le modéle a k alléles distincts
avec un taux de mutation total 0/2 et des probabilités respectives de mutation
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Espérance du temps de sortie

- —— Estimation
IdC

Fig. 27.4. Espérance du temps de fixation pour N = 30 et o = 10.

(Ti)1<i<ps le processus des proportions des alléles est d valeurs dans le sim-
AN

pleze A de RF, de dimension k — 1, et la densité de sa loi invariante par
rapport d la mesure de Lebesque sur A est

I'(0) POm)—1  D(0rg)—1
coyh

= 1 .
V(y17 7yK) F(Hm)f'(@m()yl A(yh ayk)

27.5 Fonction de répartition empirique

Soit (Uy),,>, une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. La fonction

de répartition empirique FN de Uy, ..., Uy est définie par
1N
FN(z) = N ;]I{ngm} pour x € R.

Introduisons le processus (H,Y) (o, défini par HY = /N (FN (z) —z)) pour
x € [0, 1]. La loi forte des grands nombres et le théoréme limite central assurent
que, pour tout z € [0, 1],

FN) 2% 2 et HY 2% AN(0,2(1 —1)).

N —oc0 N—o0
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Notons que Hév = HY = 0. De plus, pour tous 0 < y < = < 1,
COV(H;V,HéV) =y(l—=x)

puisque Cov(l{y, <y}, L{v,<a}) = y(1 — ). Ce calcul s’étend aisément a la
convergence d’'une marginale quelconque (Hﬁ sy ch ). On obtient alors le
résultat suivant.

Théoréme 27.17 (Pont brownien). La suite de processus (HN)N>1 converge
vers le processus gaussien (My),c(o 1) qui est centré et de covariance

Cov(M,, M) =y(1 —x)

pour 0 <y < x < 1. Ce processus est appelé le pont brownien.

Ce résultat de convergence en loi du processus empirique, couplé avec
des propriétés de continuité des normes du supremum et L? sur un espace
de processus permet de retrouver les théoremes de Kolmogorov-Smirnov et
Cramér-Von Mises.

Corollaire 27.18 (Kolmogorov-Smirnov et Cramér-Von Mises).

, 1 , 1
sup |H:]CV| Loty sup |M,| et / (HN)? dx Lo, / M? dx.
z€[0,1] N—=00 ze0,1] 0 N—oo Jg

Les propriétés remarquables du mouvement brownien permettent de déter-
miner les lois des variables aléatoires intervenant dans le corollaire ci-dessus.

Remarque 27.19 (Définitions alternatives). Le pont brownien peut étre dé-
fini de plusieurs autres facons :
— le mouvement brownien standard sur lintervalle de temps [0, 1] condi-
tionné a étre nul aux instants 0 et 1;
— le processus (Mt)te[o,l] donné par M; = B; — tB1 ou (Bt)t>o est un
mouvement brownien standard ;
— la solution de ’équation différentielle stochastique inhomogéne

M
dM; = dB; — _‘ft dt.

La derniere formulation, contrairement a la deuziéme, montre que le pont
brownien est un processus de Markov.

27.6 Schéma d’Euler

Considérons le processus de diffusion (X;),, solution de I'équation diffé-
rentielle stochastique suivante : B

dXt = O'(Xt) dBt + b(Xt)dt
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Sauf cas particulier, cette équation n’admet pas de solution explicite. On
cherche donc a I'approcher par une chaine de Markov facile a simuler. L’idée
la plus simple, et la plus robuste en pratique, est de procéder comme pour les
équations différentielles ordinaires en introduisant le schéma d’Euler associé
a une discrétisation du temps. Soit o > 0, le schéma d’Euler de pas « est la
chaine de Markov (Y,f“)n>0 a valeurs dans R associée au noyau

P, (z,) = N(x + ab(x),a"(g)Q)

On peut I'étendre & un processus de diffusion (X{*),cp, dont les coefficients
sont constants entre des temps multiples de « : pour t € [an, a(n + 1),

t

¢
b(X5,)ds —|—/ o(X.,)dBs
ta

= Xga + (t - na)b(Xga> + O’(Xr?a)(Bt - B’fwé)'

Xf:X3a+/

no

On a alors Y, = X%, pour tout n € IN.

Théoréme 27.20 (Erreur faible). i les coefficients b et o sont des fonctions
de classe C* a dérivées bornées, alors, pour toute fonction f mesurable bornée
et tout t > 0, il existe C > 0 tel que

|E. f(X:) — Ep f(X)| < Ca.

Démonstration. Esquissons ici une idée de la preuve. Notons (), le semi-
v=
groupe associé a (X;),5, et L son générateur infinitésimal. On écrit
=

n
PLf = Panf =Y PE'(Po = Po)Pagni)f.
k=1

Or les développements limités des deux noyaux de probabilité P, et P, coin-
cident jusqu'a lordre 2. En effet, puisque 0, P, = LP;,

Pag(z) = g(z) + aLg(z) + O(a?)
Soit Y de loi A(0,1). En posant §(z) = yao(2)Y + ab(z), on a
P.g(z) = Eg(z + ab(z) + Vao(x)Y)
/ i(z)*
—E(g(a) + o' o) +

X 3
. ¢"(2) 6(x)°
=g(z) + aLlg(x) O(O‘g)

@)+ 06

puisque les moments d’ordres 1 et 3 de Y sont nuls. L’erreur entre diffusion
et schéma d’Euler sur un pas de temps o est donc de l'ordre de a. Au bout
de n itérations, 'erreur sera donc d’ordre « (puisque an est de lordre de
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t). Reste une difficulté de taille : montrer que l'on controle les dérivées de
Pyn—k)f pour que le développement limité ci-dessus soit valide. Ceci découle
de propriétés de régularité de la solution de I’équation aux dérivées partielles
parabolique d;u = Lu. O

Il est également possible de contrdler I’écart trajectoriel entre les processus
X et X supposés étre construits avec le méme mouvement brownien.

Théoréme 27.21 (Erreur forte). S’il existe C > 0 tel que pour tous z,y € R,
b(z) = b(y)| + |o(z) — o (y)| < Clo —yl,

alors, pour tout p > 1 et tout T > 0, il existe K,(T) tel que

IE< sup | X; — Xta|p> < K, (T)a?/?.
0<t<T
La démonstration de ce résultat est technique mais assez directe. Elle

repose essentiellement sur la formule d’It6, le lemme de Gronwall et 'inégalité
de Burkholder-Davis-Gundy.

27.7 Pour aller plus loin

De nombreux ouvrages sont consacrés au calcul stochastique et aux pro-
cessus de diffusion. On trouvera notamment dans le livre d’losif Gikhman
et Anatoliy Skorokhod [GST72] I’étude des diffusions sur un intervalle de R
et leurs comportements aux bords du domaine. Les différentes variantes et
subtilités des résultats de convergence de processus sont rassemblées dans le
livre [EK86] de Stewart Ethier et Thomas Kurtz. La section 7.4 de cet ou-
vrage tres dense concerne notamment ’approximation diffusive et propose une
démonstration du théoréme 27.3.

Citons encore deux exemples classiques de convergence pour des processus
de Markov a temps continu et espaces d’états discrets vers une diffusion.

Pour N € IN*, soit ZNM la file d’attente M/M /oo, étudiée dans le cha-
pitre 11, de taux d’arrivée N\ et de taux de service u. Pour tous N > 1 et
t > 0, posons

ZN)\,H

xﬁ:ﬁ( N ‘A> avee  Z)M = [NA/u+vNa.

7

La suite (X ﬁv J) converge en loi vers le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

solution de

N>1

dXt =V2A dBt - ‘[LXt dt avec XO =,

Cette approximation d’une file d’attente par une diffusion est tres utilisée en
pratique. On nomme ce modele une file fluide. On pourra consulter & ce propos
le livre de Philippe Robert [Rob00].
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De méme, soit une suite (YV) n>1 de processus de naissance et mort de
taux respectifs (Ann), v et (unn),,cn- On suppose que

NN —pn)=b+O(1/N) et Ay +pun =2a+ O(1/N).

Alors la suite de processus (YL]]VV. | /N )N>1 converge vers la diffusion X solution

de I’équation différentielle suivante :
dXt =V 2(1Xt dBt + bXt dt.

Les schémas d’Euler associés a des processus de diffusion ont été tres lar-
gement étudiés. Citons les ouvrages de synthese de Peter Kloeden et Eckhard
Platen [KP95], Nicolas Bouleau et Dominique Lépingle [BL94| pour la preuve
du théoréme 27.21. Ajoutons également le livre de Carl Graham et Denis Talay
[GT13]. I est possible d’améliorer le théoréme 27.20 en obtenant un dévelop-
pement limité de I'erreur faible en puissances de «. Ceci permet d’accélérer la
convergence : en combinant des schémas de pas 2« et o on obtient une erreur
de l'ordre de o?! Cette méthode, appelée extrapolation de Romberg, est éga-
lement utilisée en analyse numérique des équations différentielles ordinaires.
Les deux travaux fondateurs dans cette direction sont dus & Denis Talay et
Luciano Tubaro [TT90], qui supposent que la fonction test est treés réguliére,
puis & Vlad Bally et Denis Talay [BT95] qui, grace au calcul de Malliavin, ob-
tiennent le résultat pour des fonctions mesurables bornées si les coefficients o
et b sont réguliers. La contribution de Denis Talay [Tal96] propose également
une synthese sur les estimations de l’erreur faible.
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Francois Le Gall [LG13], Bert @Oksendal [@Jks03], Daniel Revuz et Marc Yor
[RY99], Kai Lai Chung et David Williams [CW14], David Williams et Chris



376 27 Des chaines de Markov aux processus de diffusion

Rogers [RWO00], et Ioannis Karatzas et Steven Shreve [KS91]. Citons enfin
le livre de Carl Graham et Denis Talay [GT13] qui présente également des
résultats d’approximation des diffusions par les schémas d’Euler.



Littérature

AB99.

ABO02.

ABCT00.

ABROS.

ABTO3.

ACG™T99.

AFOL1.

AG13a.

AG13b.

AGZ10.

R. ALBERT et A.-L. BARABASI — « Emergence of scaling in random
networks », Science (1999), no. 286, p. 509-512. 214

— , « Statistical mechanics of complex networks », Rev. Modern Phys.
74 (2002), no. 1, p. 47-97. 214

C. ANE, S. BLACHERE, D. CHAFAT, P. FOUGERES, I. GENTIL, F. MAL-
RIEU, C. ROBERTO et G. SCHEFFER — Sur les inégalités de Sobolev
logarithmiques, Panoramas et Synthéses [Panoramas and Syntheses],
vol. 10, Société Mathématique de France, Paris, 2000, With a preface
by Dominique Bakry and Michel Ledoux. 344

L. ADDARIO-BERRY et B. A. REED — « Ballot theorems, old and new »,
Horizons of combinatorics, Bolyai Soc. Math. Stud., vol. 17, Springer,
Berlin, 2008, p. 9-35. 55

R. ARRATIA, A. D. BARBOUR et S. TAVARE — Logarithmic combinato-
rial structures : a probabilistic approach, EMS Monographs in Mathe-
matics, European Mathematical Society (EMS), Ziirich, 2003. 199

G. AUSIELLO, P. CRESCENZI, G. GAMBOSI, V. KANN, A. MARCHETTI-
SPACCAMELA et M. PRrRoTASI — Complexity and approximation,
Springer-Verlag, Berlin, 1999, Combinatorial optimization problems
and their approximability properties, With 1 CD-ROM (Windows and
UNIX). 278

D. J. ALpous et J. A. FILL — « Reversible Markov Chains and Random
Walks on Graphs », cours non publié disponible sous forme électronique
sur Internet, 1994-2001. 17, 38

A. ASSELAH et A. GAUDILLIERE — « From logarithmic to subdiffusive
polynomial fluctuations for internal dla and related growth models »,
The Annals of Probability 41 (2013), no. 3A, p. 1115-1159. 91

— , « Sublogarithmic fluctuations for internal dla », The Annals of
Probability 41 (2013), no. 3A, p. 1160-1179. 91

G. W. ANDERSON, A. GUIONNET et O. ZEITOUNI — An introduction to
random matrices, Cambridge Studies in Advanced Mathematics, vol.
118, Cambridge University Press, Cambridge, 2010. 296



378 Littérature

AHUT5.

AK90.

Ald85.

Ald9al.

ANO4.

AndS87.

AS80.

Asm00.

Bak94.

Bas95.

Bax82.

BBO03.

BCO03.

BCO07.

BDO02.

BDMT11.

A. V. AHo, J. E. HOPCROFT et J. D. ULLMAN — The design and ana-
lysis of computer algorithms, Addison-Wesley Publishing Co., Reading,
Mass.-London-Amsterdam, 1975, Second printing, Addison-Wesley Se-
ries in Computer Science and Information Processing. 278

D. ALpous et W. B. KREBS — « The “birth-and-assassination” pro-
cess », Statist. Probab. Lett. 10 (1990), no. 5, p. 427-430. 303

D. J. ALDOUS — « Exchangeability and related topics », Ecole d’été de
probabilités de Saint-Flour, XII[-—1983, Lecture Notes in Math., vol.
1117, Springer, Berlin, 1985, p. 1-198. 199

— , « Threshold limits for cover times », J. Theoret. Probab. 4 (1991),
no. 1, p. 197-211. 16

K. B. ATHREYA et P. E. NEY — Branching processes, Dover Publica-
tions Inc., Mineola, NY, 2004, Reprint of the 1972 original [Springer,
New York; MR0373040]. 54, 243

D. ANDRE — « Solution directe du probléme résolu par M. Bertrand »,
Comptes Rendus Acad. Sci. Paris 105 (1887), p. 436-437. 37

D. B. ARNOLD et M. R. SLEEP — « Uniform random generation of
balanced parenthesis strings », ACM Trans. Program. Lang. Syst. 2
(1980), p. 122-128. 68

S. ASMUSSEN — Ruin probabilities, Advanced Series on Statistical
Science & Applied Probability, vol. 2, World Scientific Publishing Co.
Inc., River Edge, NJ, 2000. 252

D. BAKRY — « L’hypercontractivité et son utilisation en théorie des se-
migroupes », Lectures on probability theory (Saint-Flour, 1992), Lec-
ture Notes in Math., vol. 1581, Springer, Berlin, 1994, p. 1-114. 343
R. F. BAss — Probabilistic techniques in analysis, Probability and its
Applications (New York), Springer-Verlag, New York, 1995. 325

R. J. BAXTER — Ezactly solved models in statistical mechanics, Acade-
mic Press, Inc. [Harcourt Brace Jovanovich, Publishers], London, 1982.
81

F. BACCELLI et P. BREMAUD — Elements of queueing theory, second
éd., Applications of Mathematics (New York), vol. 26, Springer-Verlag,
Berlin, 2003, Palm martingale calculus and stochastic recurrences, Sto-
chastic Modelling and Applied Probability. 155

C. BIERNACKI et S. CHRETIEN — « Degeneracy in the maximum like-
lihood estimation of univariate Gaussian mixtures with EM », Statist.
Probab. Lett. 61 (2003), no. 4, p. 373-382. 112

B. BERCU et D. CHAFAI — Modélisation stochastique et simulation,
cours et applications, Collection Sciences Sup, Dunod, 2007, Mathé-
matiques appliquées/SMAI 81, 91, 103, 375

P. J. BROCKWELL et R. A. DAVIS — Introduction to time series and
forecasting, second éd., Springer Texts in Statistics, Springer-Verlag,
New York, 2002, With 1 CD-ROM (Windows). 103

V. BANSAYE, J.-F. DELMAS, L. MARSALLE et V. C. TRAN — « Limit
theorems for Markov processes indexed by continuous time Galton-
Watson trees », Ann. Appl. Probab. 21 (2011), no. 6, p. 2263-2314.
243



BES5.

BEKO5.

Ber76.

Ber06.

Ber09.

BGL14.

Bha97.

BHJ92.

BLY4.

BL98.

BMPOS.

BMR14.

Bod14.

Bol80.

Bol8&9.

Littérature 379

D. BAKRY et M. EMERY — « Diffusions hypercontractives », Séminaire
de probabilités, XIX, 1983/84, Lecture Notes in Math., vol. 1123, Sprin-
ger, Berlin, 1985, p. 177-206. 344

M. BENAIM et N. EL KAROUI — Promenade aléatoire : chaines de
markov et simulations; martingales et stratégies, Mathématiques ap-
pliquées, Les éd. de I’Ecole polytechnique, 2005. 215, 375

C. BERGE — Graphs and hypergraphs, revised éd., North-Holland Pu-
blishing Co., Amsterdam-London ; American Elsevier Publishing Co.,
Inc., New York., 1976, Translated from the French by Edward Minieka,
North-Holland Mathematical Library, Vol. 6. 67

J. BERTOIN — Random fragmentation and coagulation processes, Cam-
bridge Studies in Advanced Mathematics, vol. 102, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, 2006. 185, 199, 243

N. BERESTYCKI — Recent progress in coalescent theory, Ensaios Ma-
tematicos [Mathematical Surveys|, vol. 16, Sociedade Brasileira de Ma-
tematica, Rio de Janeiro, 2009. 185, 199

D. Bakry, I. GENTIL et M. LEDOUX — Analysis and geometry of
Markov diffusion operators, Grundlehren der Mathematischen Wissen-
schaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences], vol. 348,
Springer, Cham, 2014. 344

R. BHATIA — Matrixz analysis, Graduate Texts in Mathematics, vol.
169, Springer-Verlag, New York, 1997. 296

A. D. BARBOUR, L. HOLST et S. JANSON — Poisson approximation,
Oxford Studies in Probability, vol. 2, The Clarendon Press Oxford
University Press, New York, 1992, Oxford Science Publications. 15

N. BOULEAU et D. LEPINGLE — Numerical methods for stochastic pro-
cesses, Wiley Series in Probability and Mathematical Statistics : Ap-
plied Probability and Statistics, John Wiley & Sons, Inc., New York,
1994, A Wiley-Interscience Publication. 374

P. BARBE et M. LEDOUX — Probabilités, De la licence a l'agrégation,
Belin, 1998. 375

P. BALDI, L. MAZLIAK et P. PRIOURET — Martingales et chaines de
Markov. Théorie élémentaire et exercices corrigés, Hermann, 2008. 375

S. BUBECK, E. MOSSEL et M. Z. RACz — « On the influence of the
seed graph in the preferential attachment model », arXiv :1401.4849,
2014. 215

T. BODINEAU — « Promenade aléatoire : chaines de Markov et martin-
gales », Cours de I’Ecole Polytechnique, Palaiseau, France, 2014. 81,
215, 375

B. BOLLOBAS — « A probabilistic proof of an asymptotic formula for
the number of labelled regular graphs », Furopean J. Combin. 1 (1980),
no. 4, p. 311-316. 67

E. BOLTHAUSEN — « A note on the diffusion of directed polymers in a
random environment », Comm. Math. Phys. 123 (1989), no. 4, p. 529—
534. 265



380 Littérature

Bor95.

Bor08.

Borl4a.

Borl4b.

BPPC99.

BR11.

Bré9g9.

BRSTO1.

BS10.

BSZ11.

BT95.

Capl2.

Cat99.

CD04.

CDKM14.

CDM13.

V. S. BORKAR — Probability theory, Universitext, Springer-Verlag, New
York, 1995, An advanced course. 375

C. BORDENAVE — « On the birth-and-assassination process, with an
application to scotching a rumor in a network », Electron. J. Probab.
13 (2008), p. no. 66, 2014-2030. 303, 304

C. BORDENAVE — « Lecture notes on random graphs and probabilis-
tic combinatorial optimization », Disponible sur la page Internet de
l’auteur, 2014. 67, 229, 278

— , « A short course on random matrices », Disponible sur la page
Internet de 'auteur, 2014. 296

C. BouzITAT, G. PAGES, F. PETIT et F. CARRANCE — En passant par
hasard. . . les probabilités de tous les jours, Vuibert, 1999. 16

M. BENAIM et O. RAIMOND — « Self-interacting diffusions IV : Rate
of convergence », Electron. J. Probab. 16 (2011), p. no. 66, 1815-1843.
215

P. BREMAUD — Markov chains, Texts in Applied Mathematics, vol. 31,
Springer-Verlag, New York, 1999, Gibbs fields, Monte Carlo simulation,
and queues. 375

B. BoLLoBAS, O. RIORDAN, J. SPENCER et G. TUSNADY — « The de-
gree sequence of a scale-free random graph process », Random Struc-
tures Algorithms 18 (2001), no. 3, p. 279-290. 215

Z. BA1l et J. W. SILVERSTEIN — Spectral analysis of large dimensional
random matrices, second éd., Springer Series in Statistics, Springer,
New York, 2010. 296

N. BERESTYCKI, O. SCHRAMM et O. ZEITOUNI — « Mixing times for
random k-cycles and coalescence-fragmentation chains », Ann. Probab.
39 (2011), no. 5, p. 1815-1843. 67

V. BALLY et D. TALAY — « The Euler scheme for stochastic differential
equations : error analysis with Malliavin calculus », Math. Comput. Si-
mulation 38 (1995), no. 1-3, p. 35-41, Probabilités numériques (Paris,
1992). 374

M. CAPITAINE — « Introduction aux grandes matrices aléatoires », Dis-
ponible sur la page Internet de ’auteur, 2012. 296

O. CATONI — « Simulated annealing algorithms and Markov chains with
rare transitions », Séminaire de Probabilités, XXXIII, Lecture Notes
in Math., vol. 1709, Springer, Berlin, 1999, p. 69-119. 81

A. CHARPENTIER et M. DENUIT — Mathématiques de l’assurance non-
vie - concepts fondamentaux de théorie du risque, tome 1, Economica,
2004. 252

N. CurieEN, T. DUQUESNE, I. KORTCHEMSKI et I. MANOLESCU — « Sca-
ling limits and influence of the seed graph in preferential attachment
trees », prépublication arXiv:1406.1758, 2014. 215

D. CHAFAL, Y. DOUMERC et F. MALRIEU — « Processus des restaurants
chinois et loi d’ewens », RMS 123 (2013), no. 3, p. 56-74. 198


http://arxiv.org/abs/1406.1758

CDPPO09.

CF51.

CHO2.

Cha06.

Chal3.

Clo13.

CMP10.

CSY03.

CT97.

CV06.

CW14.

CY06.

Dav90.

DCD83.

DCS12.

Dem05.

Littérature 381

P. Caputo, P. DAl PRA et G. POSTA — « Convex entropy decay via the
Bochner-Bakry-Emery approach », Ann. Inst. Henri Poincaré Probab.
Stat. 45 (2009), no. 3, p. 734-753. 155

K. L. CaHuNG et W. H. J. FucHS — « On the distribution of values
of sums of random variables », Mem. Amer. Math. Soc. 1951 (1951),
no. 6, p. 12. 37

P. CARMONA et Y. HU — « On the partition function of a directed
polymer in a Gaussian random environment », Probab. Theory Related
Fields 124 (2002), no. 3, p. 431-457. 265

D. CHAFAI — « Binomial-Poisson entropic inequalities and the M /M /oo
queue », ESAIM Probab. Stat. 10 (2006), p. 317-339 (electronic). 155

— , « Introduction aux matrices aléatoires », Aléatoire, Ed. Ec. Poly-
tech., Palaiseau, 2013, p. 87-122. 296

B. CLOEZ — « Comportement asymptotique de processus avec sauts et
applications pour des modeles avec branchement », These, Université
Paris-Est, 2013. 243

D. CHAFAI, F. MALRIEU et K. PAROUX — « On the long time beha-
vior of the TCP window size process », Stochastic Processes and their
Applications 8 (2010), no. 120, p. 1518-1534. 242

F. ComETS, T. SHIGA et N. YOSHIDA — « Directed polymers in a ran-
dom environment : path localization and strong disorder », Bernoulli
9 (2003), no. 4, p. 705-723. 265

C. CoC0zzA-THIVENT — Processus stochastiques et fiabilité des sys-
temes, Mathématiques et Applications, Springer, 1997. 252, 375

F. COMETS et V. VARGAS — « Majorizing multiplicative cascades for di-
rected polymers in random media », ALEA Lat. Am. J. Probab. Math.
Stat. 2 (2006), p. 267-277. 265

K. L. CHUNG et R. J. WILLIAMS — Introduction to stochastic inte-
gration, second éd., Modern Birkh&user Classics, Birkhduser /Springer,
New York, 2014. 375

F. CoMETS et N. YOSHIDA — « Directed polymers in random environ-
ment are diffusive at weak disorder », Ann. Probab. 34 (2006), no. 5,
p. 1746-1770. 265

B. Davis — « Reinforced random walk », Probab. Theory Related Fields
84 (1990), no. 2, p. 203-229. 215

D. DACUNHA-CASTELLE et M. DUFLO — Probabilités et statistiques.
Tome 2, Collection Mathématiques Appliquées pour la Maitrise. [Col-
lection of Applied Mathematics for the Master’s Degree], Masson, Pa-
ris, 1983, Problémes a temps mobile. [Movable-time problems]. 102

H. DuMINIL-COPIN et S. SMIRNOV — « The connective constant of the
honeycomb lattice equals v/2 + /2 », Ann. of Math. (2) 175 (2012),
no. 3, p. 1653-1665. 229

A. DEMBO — « Favorite points, cover times and fractals », Lectures on
probability theory and statistics, Lecture Notes in Math., vol. 1869,
Springer, Berlin, 2005, p. 1-101. 17



382 Littérature

Dev12.

DF91.

DGRO2.

DJo6.

DLM99.

DLR77.

DMA47.

DM80.

DMWZZ04.

DP13.

Drm09.

DS81.

DSg4.

DS87.

DST14.

L. DEVROYE — « Simulating size-constrained Galton-Watson trees »,
SIAM J. Comput. 41 (2012), no. 1, p. 1-11. 68

P. Diaconis et W. FULTON — « A growth model, a game, an alge-
bra, Lagrange inversion, and characteristic classes », Rend. Sem. Mat.
Univ. Politec. Torino 49 (1991), no. 1, p. 95-119 (1993), Commutative
algebra and algebraic geometry, IT (Italian) (Turin, 1990). 91

V. Dumas, F. GUILLEMIN et P. ROBERT — « A Markovian analysis
of additive-increase multiplicative-decrease algorithms », Adv. in Appl.
Probab. 34 (2002), no. 1, p. 85-111. 242

J.-F. DELMAS et B. JOURDAIN — Modéles aléatoires, Mathématiques &
Applications (Berlin) [Mathematics & Applications], vol. 57, Springer-
Verlag, Berlin, 2006, Applications aux sciences de l'ingénieur et du
vivant. [Applications to engineering and the life sciences]. 54, 102, 172,
185, 375

B. DELYON, M. LAVIELLE et E. MOULINES — « Convergence of a sto-
chastic approximation version of the EM algorithm », Ann. Statist. 27
(1999), no. 1, p. 94-128. 112

A. P. DEMPSTER, N. M. LAIRD et D. B. RUBIN — « Maximum like-
lihood from incomplete data via the EM algorithm », J. Roy. Statist.
Soc. Ser. B 39 (1977), no. 1, p. 1-38, With discussion. 112

A. DVORETZKY et T. MOTZKIN — « A problem of arrangements », Duke
Math. J. 14 (1947), p. 305-313. 54

C. DELLACHERIE et P.-A. MEYER — Probabilités et potentiel. Cha-
pitres 'V a VIII, revised éd., Actualités Scientifiques et Industrielles
[Current Scientific and Industrial Topics], vol. 1385, Hermann, Paris,
1980, Théorie des martingales. [Martingale theory]. 375

P. Diaconis, E. MAYER-WOLF, O. ZEITOUNI et M. P. W. ZERNER
— « The Poisson-Dirichlet law is the unique invariant distribution for
uniform split-merge transformations », Ann. Probab. 32 (2004), no. 1B,
p- 915-938. 67

A. V. DouMas et V. G. PAPANICOLAOU — « Asymptotics of the rising

moments for the coupon collector’s problem », Electron. J. Probab. 18
(2013), p. no. 41, 15. 16

M. DRMOTA — Random trees, SpringerWienNew York, Vienna, 2009,
An interplay between combinatorics and probability. 68
P. DIACONIS et M. SHAHSHAHANI — « Generating a random permu-

tation with random transpositions », Z. Wahrsch. Verw. Gebiete 57
(1981), no. 2, p. 159-179. 67

P. G. DoYLE et J. L. SNELL — Random walks and electric networks,
Carus Mathematical Monographs, vol. 22, Mathematical Association
of America, Washington, DC, 1984. 37

P. D1acoNiIS et M. SHAHSHAHANI — « Time to reach stationarity in the
Bernoulli-Laplace diffusion model », SIAM J. Math. Anal. 18 (1987),
no. 1, p. 208-218. 127

M. DiSERTORI, C. SABOT et P. TARRES — « Transience of Edge-
Reinforced Random Walk », arXiv :1403.6079, 2014. 215



Duf97.

Dur64.

Dur08.

Durl0a.

Durl0Ob.

Dwa69.

DZz10.

EG60.

EKS6.

EKM97.

EO05.

ER59.

ER61a.

ER61b.

Ewe04.

Fel68.

Littérature 383

M. DUFLO — Random iterative models, Applications of Mathematics
(New York), vol. 34, Springer-Verlag, Berlin, 1997, Translated from the
1990 French original by Stephen S. Wilson and revised by the author.
112

R. DURSTENFELD — « Algorithm 235 : Random permutation », Com-
munications of the ACM 7 (1964), no. 7, p. 420. 66

R. DURRETT — Probability models for DNA sequence evolution, second
éd., Probability and its Applications (New York), Springer, New York,
2008. 172, 185, 199

R. DURRETT — Probability : theory and examples, fourth éd., Cam-
bridge Series in Statistical and Probabilistic Mathematics, Cambridge
University Press, Cambridge, 2010. 375

— , Random graph dynamics, Cambridge Series in Statistical and Pro-
babilistic Mathematics, Cambridge University Press, Cambridge, 2010.
215

M. Dwass — « The total progeny in a branching process and a related
random walk. », J. Appl. Probability 6 (1969), p. 682-686. 55

A. DEMBO et O. ZEITOUNI — Large deviations techniques and applica-
tions, Stochastic Modelling and Applied Probability, vol. 38, Springer-
Verlag, Berlin, 2010, Corrected reprint of the second (1998) edition.
303, 375

P. ERDOS et T. GALLAI — « Gréafok el8irt fokszdmi pontokkal », Ma-
tematikai Lapok (1960), no. 11, p. 264-274. 67

S. N. ETHIER et T. G. KURTZ — Markov processes, Wiley Series in Pro-
bability and Mathematical Statistics : Probability and Mathematical
Statistics, John Wiley & Sons Inc., New York, 1986, Characterization
and convergence. 373

P. EMBRECHTS, C. KLUPPELBERG et T. MIKOSCH — Modelling extre-
mal events, Applications of Mathematics (New York), vol. 33, Springer-
Verlag, Berlin, 1997, For insurance and finance. 375

R. ERBAN et H. G. OTHMER — « From individual to collective behavior
in bacterial chemotaxis », SIAM J. Appl. Math. 65 (2004/05), no. 2,
p. 361-391 (electronic). 313

P. ERDOS et A. RENYI — « On random graphs. I », Publ. Math. De-
brecen 6 (1959), p. 290-297. 229

— , « On a classical problem of probability theory », Magyar Tud.
Akad. Mat. Kutatd Int. Kézl. 6 (1961), p. 215-220. 16

—, « On the evolution of random graphs », Bull. Inst. Internat. Statist.
38 (1961), p. 343-347. 229

W. J. EWENS — Mathematical population genetics. I, second éd., Inter-
disciplinary Applied Mathematics, vol. 27, Springer-Verlag, New York,
2004, Theoretical introduction. 172, 185, 199

W. FELLER — An introduction to probability theory and its applications.
Vol. I, Third edition, John Wiley & Sons Inc., New York, 1968. 15,
16, 37, 137, 375



384

Fel71.

Fer&9.

FFo4.

Fil98.

FKGT1.

Fre65.

FY48.

Gil59.

GJ8r.

GR10.

Gri99.

Gril0.

GRZ04.

GS72.

GS84.

GSO01.

Littérature

— , An introduction to probability theory and its applications. Vol. II.,
Second edition, John Wiley & Sons Inc., New York, 1971. 15, 16, 375

T. S. FERGUSON — « Who solved the secretary problem ? », Statist.
Sci. 4 (1989), no. 3, p. 282-296, With comments and a rejoinder by
the author. 138

D. FOATA et A. FUCHS — Processus stochastiques : processus de poisson,
chaines de markov et martingales, Collection Sciences Sup, Dunod,
2004. 252

J. A. FILL — « An interruptible algorithm for perfect sampling via
Markov chains », Ann. Appl. Probab. 8 (1998), no. 1, p. 131-162. 81

C. M. FortuiN, P. W. KASTELEYN et J. GINIBRE — « Correlation
inequalities on some partially ordered sets », Comm. Math. Phys. 22
(1971), p. 89-103. 265

D. A. FREEDMAN — « Bernard Friedman’s urn », Ann. Math. Statist
36 (1965), p. 956-970. 91

R. A. FISHER et F. YATES — Statistical Tables for Biological, Agri-
cultural and Medical Research, Oliver and Boyd, London, 1948, 3d ed.
66

E. N. GILBERT — « Random graphs », Ann. Math. Statist. 30 (1959),
p.- 1141-1144. 229

J. GLIMM et A. JAFFE — Quantum physics, second éd., Springer-Verlag,
New York, 1987, A functional integral point of view. 37

C. GRAHAM et P. ROBERT — « A multi-class mean-field model with
graph structure for TCP flows », Progress in industrial mathematics at
ECMI 2008, Math. Ind., vol. 15, Springer, Heidelberg, 2010, p. 125-131.
242

G. GRIMMETT — Percolation, second éd., Grundlehren der Mathe-
matischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical
Sciences], vol. 321, Springer-Verlag, Berlin, 1999. 229

— , Probability on graphs, Institute of Mathematical Statistics Text-
books, vol. 1, Cambridge University Press, Cambridge, 2010, Random
processes on graphs and lattices. 229

F. GUILLEMIN, P. ROBERT et B. ZWART — « AIMD algorithms and
exponential functionals », Ann. Appl. Probab. 14 (2004), no. 1, p. 90—
117. 242

I. I. GIHMAN et A. V. SKOROHOD — Stochastic differential equations,
Springer-Verlag, New York, 1972, Translated from the Russian by Ken-
neth Wickwire, Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete,
Band 72. 373

C. R. GIvEns et R. M. SHORTT — « A class of Wasserstein metrics
for probability distributions », Michigan Math. J. 31 (1984), no. 2,
p. 231-240. 343

G. R. GRIMMETT et D. R. STIRZAKER — Probability and random pro-
cesses, third éd., Oxford University Press, New York, 2001. 155



GT13.

Gutl3.

Héig02.

Har60.

Har02.

Has70.

HH80.

HJO6.

HJ13.

HJVO7.

HolO1.

Hop84.

Hor67.

HV10.

IS88.

JKT77.

Littérature 385

C. GRAHAM et D. TALAY — Stochastic simulation and Monte Carlo me-
thods, Stochastic Modelling and Applied Probability, vol. 68, Springer,
Heidelberg, 2013, Mathematical foundations of stochastic simulation.
374, 376

A. GUT — Probability : a graduate course, second éd., Springer Texts
in Statistics, Springer, New York, 2013. 375

O. HAGGSTROM — Finite markov chains and algorithmic applications,
London Mathematical Society student texts, Cambridge University
Press, 2002. 81, 375

T. E. HARRIS — « A lower bound for the critical probability in a certain
percolation process », Proc. Cambridge Philos. Soc. 56 (1960), p. 13—
20. 229

—, The theory of branching processes, Dover Phoenix Editions, Dover
Publications Inc., Mineola, NY, 2002, Corrected reprint of the 1963
original [Springer, Berlin; MR0163361 (29 #664)]. 54, 243

W. K. HASTINGS — « Monte Carlo sampling methods using Markov
chains and their applications », Biometrika (1970), no. 57, p. 97-109.
81

P. HALL et C. C. HEYDE — Martingale limit theory and its application,
Academic Press, Inc. [Harcourt Brace Jovanovich, Publishers], New
York-London, 1980, Probability and Mathematical Statistics. 91, 375

O. HAGGSTROM et J. JONASSON — « Uniqueness and non-uniqueness
in percolation theory », Probab. Surv. 3 (2006), p. 289-344. 229

R. A. HOrRN et C. R. JOHNSON — Matrix analysis, second éd., Cam-
bridge University Press, Cambridge, 2013. 296

P. Haccou, P. JAGERS et V. A. VATUTIN — Branching processes :
variation, growth, and extinction of populations, Cambridge Studies in
Adaptive Dynamics, Cambridge University Press, Cambridge, 2007. 54

L. HOLST — « Extreme value distributions for random coupon collector
and birthday problems », Fzxtremes 4 (2001), no. 2, p. 129-145 (2002).
16

F. M. HoOPPE — « Pélya-like urns and the Ewens’ sampling formula »,
J. Math. Biol. 20 (1984), no. 1, p. 91-94. 199

L. HORMANDER — « Hypoelliptic second order differential equations »,
Acta Math. 119 (1967), p. 147-171. 356

S. HERRMANN et P. VALLOIS — « From persistent random walk to the
telegraph noise », Stoch. Dyn. 10 (2010), no. 2, p. 161-196. 313

J. Z. IMBRIE et T. SPENCER — « Diffusion of directed polymers in a
random environment », J. Statist. Phys. 52 (1988), no. 3-4, p. 609-626.
265

N. L. JoHNSON et S. KoTz — Urn models and their application, John
Wiley & Sons, New York-London-Sydney, 1977, An approach to mo-
dern discrete probability theory, Wiley Series in Probability and Ma-
thematical Statistics. 214



386

JKB97.

JLS12.

JLS13.

JP02.

JPO03.

Kac47.

Kac74.

KB97.

Kes80.

Kin80.

Kin93.

KLO04.

Knu05.

Korl5.

KP95.

Littérature

N. L. JoHNSON, S. KOoTZ et N. BALAKRISHNAN — Discrete multiva-
riate distributions, Wiley Series in Probability and Statistics : Applied
Probability and Statistics, John Wiley & Sons Inc., New York, 1997,
A Wiley-Interscience Publication. 199

D. JERISON, L. LEVINE et S. SHEFFIELD — « Logarithmic fluctuations
for internal DLA », J. Amer. Math. Soc. 25 (2012), no. 1, p. 271-301.
91

D. JERISON, L. LEVINE et S. SHEFFIELD — « Internal dla in higher
dimensions », Electron. J. Probab. 18 (2013), p. no. 98, 1-14. 91

J. JAcoD et P. PROTTER — L’essentiel en théorie des probabilités,
Enseignement des mathématiques, Cassini, 2002. 375

— , Probability essentials, second éd., Universitext, Springer-Verlag,
Berlin, 2003. 375

M. KAc — « Random walk and the theory of Brownian motion », Amer.
Math. Monthly 54 (1947), p. 369-391. 127

— , « A stochastic model related to the telegrapher’s equation », Ro-
cky Mountain J. Math. 4 (1974), p. 497-509, Reprinting of an article
published in 1956, Papers arising from a Conference on Stochastic Dif-
ferential Equations (Univ. Alberta, Edmonton, Alta., 1972). 313

S. Kotz et N. BALAKRISHNAN — « Advances in urn models during
the past two decades », Advances in combinatorial methods and ap-
plications to probability and statistics, Stat. Ind. Technol., Birkhduser
Boston, Boston, MA, 1997, p. 203-257. 214

H. KESTEN — « The critical probability of bond percolation on the
square lattice equals % », Comm. Math. Phys. 74 (1980), no. 1, p. 41—
59. 229

J. F. C. KINGMAN — Mathematics of genetic diversity, CBMS-NSF
Regional Conference Series in Applied Mathematics, vol. 34, Society
for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, Pa.,
1980. 199

— , Poisson processes, Oxford Studies in Probability, vol. 3, The Cla-
rendon Press Oxford University Press, New York, 1993, Oxford Science
Publications. 185, 199

E. KunN et M. LAVIELLE — « Coupling a stochastic approximation
version of EM with an MCMC procedure », ESAIM Probab. Stat. 8
(2004), p. 115-131 (electronic). 112

D. E. KNUTH — The art of computer programming. Vol. 1-4, Addison-
Wesley, 2005. 66, 67, 68

I. KORTCHEMSKI — « Predator-Prey Dynamics on Infinite
Trees : A Branching Random Walk Approach », Prépublication
arXiv:1312.4933 a paraitre dans Journal of Theoretical Probability,
DOI 10.1007/s10959-015-0603-2, 2015. 303

P. E. KLOEDEN et E. PLATEN — « Numerical methods for stochastic
differential equations », Nonlinear dynamics and stochastic mechanics,
CRC Math. Model. Ser., CRC, Boca Raton, FL, 1995, p. 437-461. 374


http://arxiv.org/abs/1312.4933
http://dx.doi.org/10.1007/s10959-015-0603-2

KPSCO08.

KS66.

KS76.

KS91.

Lac10.

Law13.

LBG92.

LG13.

Lig85.

LL10.

LP15.

LPWO09.

LWO09.

Lé0s.

Mah09.

Mar04.

Littérature 387

A. M. KRIEGER, M. POLLAK et E. SAMUEL-CAHN — « Beat the mean :
sequential selection by better than average rules », J. Appl. Probab. 45
(2008), no. 1, p. 244-259. 137

H. KESTEN et B. P. STIGUM — « A limit theorem for multidimensional
Galton-Watson processes », Ann. Math. Statist. 37 (1966), p. 1211-
1223. 54

J. G. KEMENY et J. L. SNELL — Finite Markov chains, Springer-Verlag,
New York, 1976, Reprinting of the 1960 original, Undergraduate Texts
in Mathematics. 127

1. KARATZAS et S. E. SHREVE — Brownian motion and stochastic cal-
culus, second éd., Graduate Texts in Mathematics, vol. 113, Springer-
Verlag, New York, 1991. 376

H. LACOIN — « New bounds for the free energy of directed polymers in
dimension 1+ 1 and 1+ 2 », Comm. Math. Phys. 294 (2010), no. 2,
p. 471-503. 265

G. F. LAWLER — Intersections of random walks, Modern Birkh&user
Classics, Birkhduser/Springer, New York, 2013, Reprint of the 1996
edition. 37

G. F. LAWLER, M. BRAMSON et D. GRIFFEATH — « Internal diffusion
limited aggregation », Ann. Probab. 20 (1992), no. 4, p. 2117-2140. 91

J.-F. LE GALL — Mouvement brownien, martingales et calcul stochas-
tique, Mathématiques & Applications (Berlin) [Mathematics & Appli-
cations], vol. 71, Springer, Heidelberg, 2013. 375

T. M. LIGGETT — Interacting particle systems, Grundlehren der Ma-
thematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathemati-
cal Sciences|, vol. 276, Springer-Verlag, New York, 1985. 265

G. F. LAWLER et V. LiMIC — Random walk : a modern introduction,
Cambridge Studies in Advanced Mathematics, vol. 123, Cambridge
University Press, Cambridge, 2010. 37

R. Lyons et Y. PERES — Probability on trees and networks, Cambridge
University Press, 2015. 68

D. A. LEVIN, Y. PERES et E. L. WILMER — Markov chains and mixing
times, American Mathematical Society, Providence, RI, 2009, With a
chapter by James G. Propp and David B. Wilson. 17, 38, 81, 127, 375

Q. Liu et F. WATBLED — « Exponential inequalities for martingales
and asymptotic properties of the free energy of directed polymers in a
random environment », Stochastic Process. Appl. 119 (2009), no. 10,
p- 3101-3132. 265

T. LEVY — « Probabilistic methods in statistical physics », Lecture
notes - Tsinghua University, October 2008. 229

H. M. MAHMOUD — Pdlya urn models, Texts in Statistical Science
Series, CRC Press, Boca Raton, FL, 2009. 214

J.-F. MARCKERT — « Structures arborescentes, algorithmes », Habili-
tation a diriger des recherches, 2004. 55



388 Littérature

Mau03.

McD89.

McD98.

Mik09.

MMO09.

MP10.

MR95.

MRR*53.

MV12.

MW90.

Mé13.

Nel67.

NevT72.

NevT75.

Nor98a.

Nor98b.

A. MAURER — « A bound on the deviation probability for sums of non-
negative random variables », JIPAM. J. Inequal. Pure Appl. Math. 4
(2003), no. 1, p. Article 15, 6 pp. (electronic). 138

C. McDIARMID — « On the method of bounded differences », Surveys in
combinatorics, 1989 (Norwich, 1989), London Math. Soc. Lecture Note
Ser., vol. 141, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1989, p. 148-188.
277

— , « Concentration », Probabilistic methods for algorithmic discrete
mathematics, Algorithms Combin., vol. 16, Springer, Berlin, 1998,
p- 195-248. 277

T. MIkosCH — Non-life insurance mathematics, second éd., Universi-
text, Springer-Verlag, Berlin, 2009, An introduction with the Poisson
process. 252

M. MEZARD et A. MONTANARI — Information, physics, and computa-
tion, Oxford Graduate Texts, Oxford University Press, Oxford, 2009.
277

P. MORTERS et Y. PERES — Brownian motion, Cambridge Series in Sta-
tistical and Probabilistic Mathematics, Cambridge University Press,
Cambridge, 2010, With an appendix by Oded Schramm and Wendelin
Werner. 325

R. MOTWANI et P. RAGHAVAN — Randomized algorithms, Cambridge
University Press, Cambridge, 1995. 16, 66

N. MEeTrOPOLIS, A. ROSENBLUTH, M. ROSENBLUTH, A. TELLER et
E. TELLER — « Equations of State Calculations by Fast Computing
Machines », Journal of Chemical Physics (1953), no. 21, p. 1087-1092.
81

S. MELEARD et D. VILLEMONAIS — « Quasi-stationary distributions
and population processes », Probab. Surv. 9 (2012), p. 340-410. 54

B. D. McKAY et N. C. WORMALD — « Uniform generation of random
regular graphs of moderate degree », J. Algorithms 11 (1990), no. 1,
p. 52-67. 67

S. MELEARD — « Modeles aléatoires en ecologie et evolution », Cours
de ’Ecole Polytechnique, 2013. 172, 185, 199

E. NELSON — Dynamical theories of Brownian motion, Princeton Uni-
versity Press, Princeton, N.J., 1967. 356

J. NEVEU — Martingales a temps discret, Masson et Cie, éditeurs, Paris,
1972. 375

J. NEVEU — Discrete-parameter martingales, revised éd., North-Holland
Publishing Co., Amsterdam-Oxford; American Elsevier Publishing
Co., Inc., New York, 1975, Translated from the French by T. P. Speed,
North-Holland Mathematical Library, Vol. 10. 375

J. R. NORRIS — Markov chains, Cambridge Series in Statistical and
Probabilistic Mathematics, vol. 2, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1998, Reprint of 1997 original. 37, 127, 155, 252

J. R. NORRIS — Markov chains, Cambridge University Press, 1998. 375



NS60.

ODASS.

OKO8.

@ks03.

Par07.

PemO07.

Per07.

Pit06.

Pre00.

PW96.

PW98.

RCO04.

Rev97.
Rob00.

Rob05.

Rob10.

Roy99.

RRS05.

Littérature 389

D. J. NEWMAN et L. SHEPP — « The double dixie cup problem », Amer.
Math. Monthly 67 (1960), p. 58-61. 16

H. G. OTHMER, S. R. DUNBAR et W. ALT — « Models of dispersal in
biological systems », J. Math. Biol. 26 (1988), no. 3, p. 263-298. 313
T. J. Orr et J. H. B. KEMPERMAN — « Transient behavior of processes
in the TCP paradigm », Probab. Engrg. Inform. Sci. 22 (2008), no. 3,
p. 431-471. 242

B. OKSENDAL — Stochastic differential equations, sixth éd., Universi-
text, Springer-Verlag, Berlin, 2003, An introduction with applications.
375

E. PARDOUX — Processus de Markov et applications, Collection Sciences
Sup, Dunod, 2007, Mathématiques appliquées/SMAI. 81, 102, 375

R. PEMANTLE — « A survey of random processes with reinforcement »,
Probab. Surv. 4 (2007), p. 1-79. 214, 215

B. PERTHAME — Transport equations in biology, Frontiers in Mathema-
tics, Birkhduser Verlag, Basel, 2007. 243

J. PITMAN — Combinatorial stochastic processes, Lecture Notes in Ma-
thematics, vol. 1875, Springer-Verlag, Berlin, 2006, Lectures from the
32nd Summer School on Probability Theory held in Saint-Flour, July
724, 2002, With a foreword by Jean Picard. 185, 199

J. PREATER — « Sequential selection with a better-than-average rule »,
Statist. Probab. Lett. 50 (2000), no. 2, p. 187-191. 137

J. D. ProppP et D. B. WILSON — « Exact sampling with coupled Mar-
kov chains and applications to statistical mechanics », Random Struc-
tures Algorithms 9 (1996), no. 1-2, p. 223-252. 81

—, « Coupling from the past : a user’s guide », Microsurveys in discrete
probability (Princeton, NJ, 1997), DIMACS Ser. Discrete Math. Theo-
ret. Comput. Sci., vol. 41, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1998,
p- 181-192. 81

C. P. ROBERT et G. CASELLA — Monte Carlo statistical methods, se-
cond éd., Springer Texts in Statistics, Springer-Verlag, New York, 2004.
81

D. REVUZ — Probabilités, Hermann, 1997. 375

P. ROBERT — Réseaux et files d’attente : méthodes probabilistes, Ma-
thématiques & Applications (Berlin) [Mathematics & Applications],
vol. 35, Springer-Verlag, Berlin, 2000. 155, 373

— , « Réseaux de communication, algorithmes et probabilités », Cours
de 'Ecole Polytechnique, Palaiseau, France, 2005. 242

— , « Mathématiques et réseau de communication », Dossiers pour la
science (2010) hal:inria-00472217, 2010. 242

G. ROYER — Une initiation auz inégalités de Sobolev logarithmiques,
Cours Spécialisés [Specialized Courses], vol. 5, Société Mathématique
de France, Paris, 1999. 344

S. RoBIN, F. RODOLPHE et S. SCHBATH — DNA, words and models,
Cambridge University Press, Cambridge, 2005, Translated from the
2003 French original. 102


http://hal.inria.fr/inria-00472217

390

Rud87.

Rug01.

RWO00.

RY99.

Ré85.

She07.

Shig6.

SMO02.

Spi70.

Sta83.

Ste94.

Ste97.

Tal96.

Tal02.

Tarll.

Littérature

W. RUDIN — Real and complex analysis, third éd., McGraw-Hill Book
Co., New York, 1987. 325

C. RUGET (éd.) — Mathématiques en situation, SCOPOS, vol. 11,
Springer-Verlag, Berlin, 2001, Issues de 1’épreuve de modélisation de
lagrégation. [From the Examination in Modelling for the Agrégation].
54

L. C. G. ROGERS et D. WILLIAMS — Diffusions, Markov processes,
and martingales. Vol. 1, Cambridge Mathematical Library, Cambridge
University Press, Cambridge, 2000, Foundations, Reprint of the second
(1994) edition. 376

D. REvuz et M. YOR — Continuous martingales and Brownian motion,
third éd., Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Funda-
mental Principles of Mathematical Sciences], vol. 293, Springer-Verlag,
Berlin, 1999. 375

J.-L. REMY — « Un procédé itératif de dénombrement d’arbres binaires
et son application a leur génération aléatoire », R.A.I.R.O. Informa-
tique Théorique 19 (1985), no. 2, p. 179-195. 68

S. SHEFFIELD — « Gaussian free fields for mathematicians », Probab.
Theory Related Fields 139 (2007), no. 3-4, p. 521-541. 37

A. N. SHIRYAEV — Probability, second éd., Graduate Texts in Mathe-
matics, vol. 95, Springer-Verlag, New York, 1996, Translated from the
first (1980) Russian edition by R. P. Boas. 375

J. SILTANEVA et E. MAKINEN — « A comparison of random binary tree
generators », The Computer Journal 45 (2002), no. 6, p. 653-660. 68

F. SPITZER — Principes des cheminements aléatoires, Traduit de I'an-
glais par E. Baverez et J.-L. Guignard. Centre Interarmés de Recherche
Opérationnelle, vol. 2, Dunod, Paris, 1970. 37

A. J. STAM — « Generation of a random partition of a finite set by an
urn model », J. Combin. Theory Ser. A 35 (1983), no. 2, p. 231-240.
67

J. M. STEELE — « Le Cam’s inequality and Poisson approximations »,
Amer. Math. Monthly 101 (1994), no. 1, p. 48-54. 15

—, Probability theory and combinatorial optimization, CBMS-NSF Re-
gional Conference Series in Applied Mathematics, vol. 69, Society for
Industrial and Applied Mathematics (STAM), Philadelphia, PA, 1997.
15, 277

D. TALAY — « Probabilistic numerical methods for partial differential
equations : elements of analysis », Probabilistic models for nonlinear
partial differential equations (Montecatini Terme, 1995), Lecture Notes
in Math., vol. 1627, Springer, Berlin, 1996, p. 148-196. 374

—, « Stochastic Hamiltonian systems : exponential convergence to the
invariant measure, and discretization by the implicit Euler scheme »,
Markov Process. Related Fields 8 (2002), no. 2, p. 163-198, Inhomoge-
neous random systems (Cergy-Pontoise, 2001). 356

P. TARRES — « Localization of reinforced random walks »,
arXiv:1103.5536, 2011. 215


http://arxiv.org/abs/1103.5536

Tav04.

Tou99.

TPHS6.

TT90.

TVW10.

vdH14.

Vil03.

Vil06.

Vil08.

Vil09.

Wil9l.

Wil96.

WLO1.

Yca02.

Yuk98.

Littérature 391

S. TAVARE — « Ancestral inference in population genetics », Lectures
on probability theory and statistics, Lecture Notes in Math., vol. 1837,
Springer, Berlin, 2004, p. 1-188. 172, 185, 199

P. TOULOUSE — Thémes de probabilités et statistique, Dunod, 1999.
375

J. N. Tsirsikris, C. H. PAPADIMITRIOU et P. HUMBLET — « The per-
formance of a precedence-based queueing discipline », J. Assoc. Com-
put. Mach. 33 (1986), no. 3, p. 593-602. 303

D. TALAY et L. TUBARO — « Expansion of the global error for numeri-
cal schemes solving stochastic differential equations », Stochastic Anal.
Appl. 8 (1990), no. 4, p. 483-509 (1991). 374

A. TRIPATHI, S. VENUGOPALAN et D. B. WEST — « A short construc-
tive proof of the Erd6s-Gallai characterization of graphic lists », Dis-
crete Math. 310 (2010), no. 4, p. 843-844. 67

R. VAN DER HOFSTAD — « Random Graphs and Complex Networks »,
Lecture notes available on Internet, 2014. 67, 215, 229

C. VILLANI — Topics in optimal transportation, Graduate Studies in
Mathematics, vol. 58, American Mathematical Society, Providence, RI,
2003. 243

— , « Hypocoercive diffusion operators », International Congress of
Mathematicians. Vol. III, Eur. Math. Soc., Ziirich, 2006, p. 473-498.
356

— , « H-theorem and beyond : Boltzmann’s entropy in today’s mathe-
matics », Boltzmann’s legacy, ESI Lect. Math. Phys., Eur. Math. Soc.,
Zirich, 2008, p. 129-143. 357

— , « Hypocoercivity », Mem. Amer. Math. Soc. 202 (2009), no. 950,
p. iv+141. 356

D. WILLIAMS — Probability with martingales, Cambridge Mathematical
Textbooks, Cambridge University Press, Cambridge, 1991. 102, 375

D. B. WILSON — « Generating random spanning trees more quickly
than the cover time », In Proceedings of the 28’th annual ACM sym-
posium on Theory of computing pages 296-303, 1996. 68

F. WANG et D. P. LANDAU — « Efficient, Multiple-Range Random
Walk Algorithm to Calculate the Density of States », Physical Review
Letters 86 (2001), p. 2050. 81

B. YCART — Modéles et algorithmes markoviens, Mathématiques &
Applications (Berlin) [Mathematics & Applications], vol. 39, Springer-
Verlag, Berlin, 2002. 325

J. E. YUKICH — Probability theory of classical FEuclidean optimization
problems, Lecture Notes in Mathematics, vol. 1675, Springer-Verlag,
Berlin, 1998. 277






Index

absence de mémoire, 143, 182, 214, 240
actuariat, 252
ADN, 93, 180
agrégation limitée par diffusion interne,
84, 91
algorithme
de Stam, 62
BFS, 227
d’Arnold-Sleep, 65
de Fisher-Yates-Knuth, 59, 190
de Kiefer—-Wolfowitz, 112
de Metropolis-Hastings, 72, 112
de Propp-Wilson, 77
de Rémy, 68
de segmentation, 102
de tri rapide, 58
de tri rapide randomisé, 66
des configurations, 64
du parcours en largeur, 227
du recuit simulé, 75, 268, 269
du rejet, 60
EM, 109
progressif-rétrograde, 95
Robbins—Monro, 112
ancétre commun le plus récent, 174
appariement, 60, 64
euclidien minimal, 267
apériodique, voir chaine de Markov
arbre, 218
binaire, 64
couvrant de loi uniforme, 68
couvrant minimal, 267

de Galton-Watson, 40, 220, 227

conditionné a taille fixe, 68

enraciné, 64

planaire, 64

régulier, 220
Arnold-Sleep, voir algorithme de
attachement préférentiel, 205
Avogadro, voir nombre de
Azuma-Hoeffding, voir inégalité de,

voir inégalité de

Barabési-Albert, voir graphe aléatoire
de

Barbour-Eagleson, voir inégalité de

battage de cartes, 34

Bearwood-Halton-Hammersley, voir
théoreme de

Bell, voir nombres de, voir nombres de

Berry-Esseen, voir théoreme limite
central de, voir théoréeme de, voir
théoreme limite central de

Birkhoff, voir théoréme de

bistochastique, voir doublement
stochastique

bits, 3

Bollobés, voir algorithme des confi-
gurations, voir modele des
configurations

Boltmzann, voir entropie de

Boltzmann, voir entropie de, voir
théorie cinétique des gaz

Borell-Cantelli, voir lemme de

boucle auto-évitante, 224

branchement, voir propriété de



394 Index

Burkholder-Davis-Gundy, voir inégalité
de

Cannings, voir modeéle de
Carleman, voir condition de
Catalan, voir nombres de, voir nombres
de, voir nombres de
Cauchy, voir loi de
Cayley, voir graphe de
Cesaro, voir lemme de
champ libre gaussien, 33, 70
Chapman-Kolmogorov, voir équation
de, voir équation de
chaine de Markov
apériodique, 34, 35, 72, 94, 115, 166
cachée, 93
incluse, 237
paresseuse, 115, 359
échantillonnée, 360
chemin auto-évitant, 218
Chen-Stein, voir méthode de
Chernoff, voir inégalité de, voir
théoreme de
circuit hamiltonien, 267
Clopper-Pearson, voir intervalle de
confiance de
coalescence des trajectoires, 78
coalescent de Kingman, 183
collectionneur de coupons, 1, 9, 27, 35,
115
comparaison série-intégrale, 89, 133,
193
composante connexe géante, 227
condition
de Carleman, 296
de Doeblin, 72
de Lindeberg, 131
de Lyapunov, 87, 88
configurations, voir modeéle de
constante
d’Euler, 10
de connectivité, 223
convergence abrupte, 36, 121
couplage, voir méthode de, voir
méthode de, voir méthode de
Courant-Fischer, voir formule varia-
tionnelle de
courbe de Jordan, 224
covariance, 279, 328

empirique, 279, 295
Cramér-Lundberg, voir modele de
Cramér-Von Mises, voir théoreme de
crible de Poincaré, 12, 60

de Moivre-Laplace, voir théoréme limite
central de
demi-cercle, voir loi du
Dirichlet, voir probléme de, voir
probléme de
distance
de Wasserstein, 236
de couplage, 243
de Fréchet, 243
de Kolmogorov-Smirnov, 285
de Mallows, 243
de Wasserstein, 16, 152, 284, 338,
339, 352, 354
en variation totale, 5, 152
divergence de Kullback-Leibler, 342
Dobinski, voir formule de
Doeblin, voir condition de
Donsker, voir théoreme de
Doob, voir théoreme d’arrét
doublement stochastique, 35, 114
Dunford, voir décomposition de
décomposition
de Dunford, 355
dépoissonisation, 274
dérangement, 60
Désiré André, voir formule de
désordre, 256

Ehrenfest, voir modéle de, voir urne de
EM, voir algorithme
entropie, 113, 264

de Boltzmann, 70, 161

de Shannon, 161

relative, 110, 342, 352
environnement aléatoire, 254, 256
Erddés-Gallai, voir théoréme de
Erddés-Rényi, voir graphe aléatoire, voir

graphe aléatoire de

erreur
faible, 372
forte, 373

estimateur de maximum de vraisem-
blance, 101, 107
Euler, voir constante de, voir schéma d’



Ewens, voir formule d’échantillonnage,
voir loi de
excursion, 310

famille exponentielle, 71
Fekete, voir lemme de, voir lemme de
file
d’attente, 142, 373
fluide, 373
filtre de Kalman, 99
Fisher-Yates, voir algorithme de, voir
algorithme de
fixation, 159, 162
FKG, voir inégalité
Fokker-Planck, voir équation de, voir
équation de
fonction
Beta, 203
caractéristique, 14, 177, 247, 322
contractante, 77
d’acceptation-rejet, 73, 75
d’échelle, 364
de Green discrete, 32
de partition, 69, 254
de renforcement, 209

Gamma, 203
génératrice, 23, 41, 149, 220, 222,
241, 322
harmonique, 24, 30, 315
formule

d’Isserlis, 61

d’Tto, 318, 328, 331, 365, 373

d’Itd discrete, 24

d’échantillonnage d’Ewens, 183

de Bayes, 100

de Dobinski, 62

de Désiré André, 25

de Hadamard, 289

de Kantorovich-Rubinstein, 153

de la moyenne, 315

de Mehler, 329

de Placherel, 334

variationnelle de Courant-Fischer,

285

Fourier, voir transformée de
Friedman, voir urne de
Frobenius, voir norme de
Fréchet, voir distance de

Index 395

Galton-Watson, voir arbre de, voir
processus de
Gibbs, voir mesure de, voir échantillon-
neur de
graphe
d-régulier, 63
aléatoire, 70, 218
aléatoire de Barabasi-Albert, 205
aléatoire de Erdos-Rényi, 63, 226
complet, 226
de Bethe, 220
de Cayley, 190
dual, 224
fini, 62
régulier, 74
a attachement préférentiel, 205
Green, voir fonction de
groupe symétrique, 34, 58, 59, 70, 187,
267
Gronwall, voir lemme de
Gumbel, voir loi de
générateur infinitésimal, 151, 154, 232,
240, 252, 330

Hadamard, voir formule de

hamiltonien, 69, voir circuit hamiltonien

Hardy-Weinberg, voir loi de

harmonique, voir fonction, voir mesure

Hermite, voir polynéme d’

Hilbert-Schmidt, voir norme de

Hoffman-Wielandt, voir inégalité de

Hoppe, voir urne de

horloges exponentielles en compétition,
143

hypoellipticité, 349

Ho6rmander, 349

identité de Vandermonde, 28
immigration, voir processus de
Galton-Watson
intervalle
de confiance de Clopper-Pearson, 3
de confiance de Wald, 3
de prédiction, 12, 13
inégalité
de Jensen, 110
de Le Cam, 15
d’Azuma-Hoeffding, 89, 137, 215,
270, 272, 286



396 Index

de Barbour-Eagleson, 15
de Burkholder-Davis-Gundy, 373
de Chernoff, 124, 270
de Hoffman-Wielandt, 284
de Jensen, 71, 257, 262, 337, 338, 342
de Le Cam, 9, 195
de Markov, 12, 147, 193, 228, 271,
288
de Poincaré, 336, 337, 356
de Schwarz, 118, 288, 337, 340
de Sobolev logarithmique, 340-343,
356
de Tchebychev, 123, 270, 286
FKG, 256, 259
fonctionnelle, 356
Maurer, 138
irréversibilité, 113, 352
Ising, voir modele de
Isserlis, voir formule de
1t6, voir formule de

Jensen, voir inégalité de, voir inégalité
de, voir inégalité de

jeu de dé, 9

jeu de pile ou face, 1, 40, 163, 193, 197,
205, 218

Jordan, voir courbe de

Kalman, voir filtre de

Kantorovich-Rubinstein, voir formule
de

Kingman, voir coalescent de

Knuth, voir algorithme de, voir
algorithme de

Kolmogorov, voir loi du zéro-un, voir
processus de diffusion

Kolmogorov-Smirnov, voir distance de,
voir théoreme de

Kullback-Leibler, voir divergence de

Langevin, voir processus de

Laplace, voir transformée de, voir
principe de, voir transformée de

laplacien discret, 30

Le Cam, voir inégalité de, voir inégalité
de

lemme

de Borel-Cantelli, 3, 13, 77, 147, 193,

197, 277, 287

de Cesaro, 88
de Fekete, 223, 262
de Gronwall, 343, 373
de Rényi, 144
de Scheffé, 48
de Slutsky, 195
de Wald, 247
loi
Beta, 3, 167, 199, 203, 369
Beta-binomiale, 3, 203
binomiale, 2
binomiale-négative, 2
d’Ewens, 70, 183, 189
de Bernoulli, 1
de Cauchy, 322, 323
de Gumbel, 13, 120, 133, 135, 179
de Hardy-Weinberg, 157, 158
de Mendel, 157
de Pareto, 136, 215
de Pascal, 2
de Poisson, 8, 58
de Rademacher, 19, 306
de reproduction, 39
de Zipf, 215
des grands nombres, 3, 23, 247, 248,
279, 281-283, 370
chalnes de Markov, 98, 166
martingales, 102, 103, 131
des petits nombres, 9, 155, 226, 231,
361
des événements rares, 155
du quart-de-cercle, 295
du demi-cercle, 24, 282
du logarithme itéré de Strassen, 211,
248
du zéro-un
de Kolmogorov, 225, 258
pour les lois exponentielles, 145, 214
pour les polymeres, 258
géométrique, 2
invariante, 34-36, 72, 73, 79, 81, 97,
98, 114, 115, 117, 119, 122, 125,
127, 151-155, 166-168, 234, 235,
306, 313, 331, 337, 342-344, 350,
352, 353, 356, 357, 361, 367, 369,
370
multinomiale, 26, 42, 173
réversible, 73, 114, 152, 331, 352

uniforme



appariements, 61

arbre couvrant, 68

arbres binaires enracinés planaires,
65

graphes finis, 63

groupe symétrique, 59, 190

partitions d’un ensemble fini, 62

Malliavin, 349
Mallows, voir distance de
marche aléatoire, 20, 26, 27, 50, 227,
248, 254, 321
persistante, 313
renforcée par sites, 210
sur le cube discret, 114
sur le groupe symétrique, 34
Marchenko-Pastur, voir théoréeme de
Markov, voir inégalité de, voir propriété
de, voir propriété de, voir inégalité
de, voir semi-groupe de
martingale, 3, 24, 31, 44, 88, 101, 131,
161, 162, 170, 202, 270, 318, 331,
350, 365, 368
bornée, 45, 161, 319, 324
bornée dans L2, 48, 134, 180, 194,

241, 261
positive, 44, 45, 137, 161, 227, 249,
258
matrice

aléatoire, 280

d’adjacence, 62

de covariance, 279

de covariance empirique, 279, 295

de remise, 205

de Vandermonde, 171
Maurer, voir inégalité de
maximum de vraisemblance, 101, 107
Mendel, voir loi de
mesure

de Gibbs, 69, 254, 337

de vitesse, 364

harmonique, 31

spectrale empirique, 280
Metropolis-Hastings, voir algorithme de
modeéle

des configurations, 64

d’Ehrenfest, 113

d’Erd6s-Rényi, voir graphe aléatoire

de

Index 397
d’Ising, 70, 81
de Cannings, 169
de Cramér-Lundberg, 252
de Moran, 158
de Wright-Fisher, 21, 42, 130, 157,
161, 174, 366
des configurations, 64
moment, voir méthode du
moments, voir méthode des
caractérisation, 289
exponentiels, 270
monotonie, 78
Monte-Carlo, voir méthode de
Moran, voir modele de
mouvement brownien, 317, 327, 356,
363, 365
multigraphe, 63
mélange
de lois, 106, 203
de lois gaussiennes, 108
méthode
de couplage, 237
de Chen-Stein, 15
de couplage, 8, 16, 21, 85, 86, 115,
152, 163, 219, 224, 227, 236, 284,
339, 355
coalescent, 78
de couplage par le passé, 78
de Monte-Carlo, 112, 269
de simulation par inversion, 57
de simulation par rejet, 60
des moments, 87, 235, 287, 289
du second moment, 12, 193

naissance et mort, voir processus de
nombre d’Avogadro, 121
nombres
de Bell, 61, 197
de Catalan, 24, 26, 37, 66, 290
de Stirling de premiere espéce, 198
de Stirling de seconde espéce, 10, 176,
197, 198
norme
de Frobenius, 284
de Hilbert-Schmidt, 284
de Schur, 284
noyau
de Poisson, 318, 319, 323
de Poisson discret, 31



398 Index
de proposition ou d’exploration, 73

optimisation combinatoire randomisée,
267

Ornstein-Uhlenbeck, voir processus de,
voir semi-groupe d’

oscillation, 270

PDMP, voir processus de Markov
déterministe par morceaux, voir
processus de Markov déterministe
par morceaux

percolation, 218

phylogénie, 185

phénomene

de seuil, 15, 41, 121, 220, 255, 256

Plancherel, voir formule de

Pochhammer, voir polynéme de

Poincaré, voir crible de, voir crible de,
voir inégalité de

Poisson, voir processus de, voir noyau
de

poissonisation, 195, 274

polymere, 70, 253, 255

polynéme

d’Hermite, 333
de Pochhhammer, 198
pont brownien, 371
principe
d’inclusion-exclusion, 12, 60, 198
d’invariance de Donsker, 346, 363
de Laplace, 74
de rotation, 51, 303
des tiroirs, 273
du maximum, 318
probabilité
critique, 219
d’extinction, 43
de percolation, 218
probléme
d’arrét optimal, 138
de contrdle stochastique, 138
de Dirichlet, 316
de Dirichlet discret, 30
de la ruine du joueur, 21, 30, 85
des secrétaires, 138
du mariage, 138
du voyageur de commerce, 75, 267
processus

de Poisson, 181
autorégressif, 19, 99, 237, 332
d’Ornstein-Uhlenbeck, 127, 155, 327,
347, 364
de Bernoulli, 2
de diffusion de Kolmogorov, 344
de Galton-Watson, 174, 227, 239, 302,
304
de Galton-Watson avec immigration,
52
de Langevin confiné, 347
de Markov déterministe par
morceaux, 232, 246
de Markov & temps continu, 154
de mort pur, voir processus de Yule
de naissance et de mort, 154, 176
de Poisson, 3, 119, 142, 231, 245, 297,
306
de Poisson aminci, 145
de Poisson composé, 247
de taille de fenétre TCP, 232
de Wiener, 356
de Yule, 144, 146, 154, 239
des restaurants chinois, 130, 181, 183,
187
gaussien, 328
ponctuel de Poisson, 274
Prohorov, voir théoréme de, voir
théoreme de
Propp-Wilson, voir algorithme de
propriété
de branchement, 40, 48
de Markov, 48, 258, 260, 262, 306,
318
Pélya, voir urne de

Rademacher, voir loi de
recuit simulé, voir algorithme du
renforcement, 201
géométrique, 210
linéaire, 210
restaurants chinois, voir processus des
ruine du joueur, voir probleme de la
Rémy, voir algorithme de
Rényi, voir lemme de
réseau, 228
réversibilité, 113
réversible, voir loi



Scheffé, voir lemme de
Schur, voir norme de
Schwarz, voir inégalité de, voir inégalité
de, voir inégalité de, voir inégalité
de
schéma
d’Euler, 372
schéma d’Euler, 371
scrutin, voir théoreme du
second principe de la thérmodynamique,
113
semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck, 329
de Markov, 233, 360
Shakespeare, 3
Shannon, voir entropie de
simulation exacte, 81
Slutsky, voir lemme de
Sobolev, voir inégalité de
sous-additivité, 223, 262, 274, 275
sous-martingale
bornée dans L', 53
spectre
de matrice de covariance empirique,
295
de matrice de transition, 117, 170,
171, 235, 333
trou, 335
spin, 33, 70
Stam, voir algorithme de
statistique d’ordre, 129, 144
Stirling, voir nombres de
Strassen, voir loi du logarithme itéré,
voir loi du logarithme itéré
sur-martingale, 250
symbole de Pochhammer, 198
série génératrice, 333

Tchebychev, voir inégalité de, voir
inégalité de
temps
d’arrét borné, 250
d’atteinte, 30, 50, 85, 159
d’explosion, 239
de coalescence, 78, 116, 119, 120
de contraction, 77
de couplage, 78
de fixation, 159, 162
de recouvrement, 17

Index 399
de relaxation, 347
de retour, 125
de sortie, 21, 318
température inverse, 69, 254
tension, 283
théorie
cinétique de gaz de Boltzmann, 113
de Mendel, 157
des probabilités libres, 296
du transport optimal de la mesure,
243
théoréme
d’arrét, 24, 31, 161, 227
d’Erdés-Gallai, 63
de Bearwood-Halton-Hammersley,
268
de Berry-Esseen, 15, 195
de Birkhoff, 313
de Chernoft, 302, 303
de Cramér-Von Mises, 371
de Donsker, 346, 363
de Kolmogorov-Smirnov, 371
de Marchenko-Pastur, 294
de Prohorov, 283, 288
de Weierstrass, 289
de Wigner, 281, 282
de Wigner simplifié, 283
de Yaglom, 45
des séries centrées, 131, 133, 194
du scrutin, 25
ergodique
chaines de Markov, 98, 166
chaines de Markov (fluctuation), 98
processus de Markov, 313
limite central, 3, 4, 23, 37, 124, 195,
346, 363, 370
chaines de Markov, 98
de Berry-Esseen, 4, 15
de Lindeberg-Lévy, 131, 195
de Moivre-Laplace, 4
martingales, 87, 91, 102, 103, 131,
195
transformée
de Laplace, 48
de Fourier, 296
de Laplace, 135, 227, 228, 241, 250,
270, 310, 333
transition de phase, 256
trou spectral, 335



400 Index

urne
d’Ehrenfest, 113
de Friedman, 91
de Hoppe, 199
de Pélya, 91, 201
de Pdlya généralisée, 205, 210, 213

valeurs singulieres, 295

Vandermonde, voir identité de, voir
matrice de

variation totale, voir distance de

vecteur gaussien, 99, 328

vie et mort, voir processus de naissance
et de mort

von Neumann, 3

voyageur de commerce, voir probleme
du, voir probléeme du

vraisemblance, 101, 107

Wald, voir intervalle de confiance de,
voir lemme de

Wasserstein, voir distance de, voir
distance de, voir distance de, voir
distance de

Weierstrass, voir théoréme de

Wiener, voir processus de

Wigner, voir théoreme de

théoréme de, 282
théoréme simplifié de, 283
Wright-Fisher, voir modéle de

Yaglom, voir théoreme de
Yule, voir processus de, voir processus
de

échangeabilité, 171, 203
échantillonneur de Gibbs, 74
égalité en loi, 50
énergie, 69
libre, 255
équation
aux dérivées partielles, 306, 330
de Chapman-Kolmogorov, 149, 234,
241
de Fokker-Planck, 333
de Fokker-Planck cinétique, 352
de la chaleur, 310, 324
de la chaleur avec dérive, 330
des ondes, 310
différentielle stochastique, 165, 167,
327, 328, 344, 355, 364, 366, 368,
371
du télégraphe, 306, 310, 313
maitresse, 207






402 A Principales notations et abréviations

Principales notations et abréviations

) | distance en variation totale
Wy (p,v) | distance de Wasserstein d’ordre p
) | espace de fonctions f t.q. |f|? est p-intégrable
) | espace de fonctions f t.q. |f|?” est Lebesgue intégrable sur E
LY. . | espace de fonctions f t.q. |f|” est localement intégrable
[ f]l, | norme L”(x) de la fonction f
|M|| s | norme de Hilbert-Schmidt /Tr(MM*) de la matrice M
Tr(M) | trace de la matrice M
|z| | norme, module, ou valeur absolue de x
S, | groupe symétrique
|| | plus grand entier inférieur ou égal & = (partie entiére)
[x] | plus petit entier supérieur ou égal a x
log | logarithme naturel
Y | égalité en loi
X ~ | la variable aléatoire X suit la loi p
r = a | x est défini par a
a =: x | x est défini par a
a A'b | min(a,b)
a Vb | max(a,b)
v < | v est absolument continue par rapport a u
Ber(p) | loi de Bernoulli n + plp—1 + (1 — p)la=o

Bin(n, p) | loi binomaile k +— (Z)pk(l - p)"fklkemm[oyn]
Geo(p) | loi géométrique n + (1 — p)" 'plyen=
Geon(p) | loi géométrique n +— (1 — p)"plapen
Exp()) | loi exponentielle z — )\64‘”1120
Gamma(a, A) | loi Gamma z — A*I'(a) 'z e 1,50

loi de Student & n degrés de liberté = N (0,1)/+/x2(n)/n
Tn = On—mo(yn xn/yn —0 quand n — oo
z = O(y) | |z| < Cly| pour une constante C' > 0
an ~ by | an /b, — 1 quand n — o0
i.i.d. | indépendantes et identiquement distribuées
p-s. | presque stirement
ssi | si et seulement si
v.a. | variable(s) aléatoire(s)
v.a.r. | variable(s) aléatoire(s) réelle(s)
t.q. | telle(s) que
LGN | Loi des Grands Nombres
TLC | Théoréme Limite Central

Cauchy | loi de Cauchy = € R m
Mul(n, p) | loi multinomiale k +— (kh_’i’kd)plfl x ‘psdlkE]N":kl_g.m+kd:n
Poi(A) | loi de Poisson n +— efk%;’lnem
Unif(I) | loi uniforme sur ’ensemble I
1 2
N (m,o?) | loi gaussienne z — (2mo?) /2~ 37 (#7™)
N (m, %) | loi gaussienne z — (21)~"/? det(Z)_1/267%<271<z*m>‘<zfm>>
x*(n) | loi du chi-deux & n degrés de liberté = Gamma(n/2,1/2)
)
)
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