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Morphismes procycliques

Francis Wlazinski

3 avril 2024

Résumé

Le but de cet article est de généraliser la notion de morphisme cyclique. De plus, on
donnera quelques propriétés des morphismes procycliques en ce qui concerne la préserva-
tion de ’absence de puissance.

1 Mots

Etant donné un alphabet A, c’est-a-dire un ensemble fini non vide de symboles, un mot sur A
est la juxtaposition d’un nombre fini de ces symboles. La longueur du mot w, notée |w|, est le
nombre de symboles utilisés pour écrire le mot.

Si A = {a,b,c,e,l}, w = clebaba est un mot sur A de longueur |w| = 7. Si B =
{0,1}, w = 011010011001011010010110011010011001 est un mot sur B que bon
nombre de lecteurs auront reconnu comme étant un préfixe du mot de Thue-Morse.

Muni de la juxtaposition des mots et du mot vide € ne contenant aucune lettre, ’ensemble des
mots sur A, noté A*, est un monoide libre. On note AT ’ensemble des mots non vides sur A
c’est-a-dire AT = A*\ {e}.

Dans tout le reste de cet article, A et B sont deux alphabets quelconques tels que Card(A) > 2
et Card(B) > 2 et tous les mots seront considérés sur l'un de ces deux alphabets.

Si on peut écrire un mot w sous la forme pw’s alors on dit que p,w’ et s sont des facteurs de
w, que p est un préfixe de w et que s est un suffixe de w. En outre, si I'un des deux mots p ou
s est non vide, alors w’ est dit propre. Si les deux mots p et s sont non vides, alors w’ est dit
interne. On note Fcts (w) 'ensemble de tous les facteurs d’un mot w.

Soit w un mot non vide, pour tout couple (i,5) € IN? tel que 1 < i < j < |wl|, on note wli..j]
le facteur de w tel que w = pwli..j|s pour deux mots p et s ou |p| = i — 1. Autrement dit,
wli..5] est le facteur de w qui commence & la i lettre et finit & la 5™ lettre de w. Lorsque
i = j, on note wi] le facteur w(i..i] qui est simplement la ™ lettre de w. En particulier, w(1]
et w([|w|] sont respectivement la premiére et la derniére lettre de w.

Pour toute lettre a d’'un mot w, on note |wl, le nombre d’occurences de la lettre a dans w.

Les puissances d'un mot « sont définies de facon récursive par u’ = ¢ et 4™ = uu""!, pour tout

entier n > 1. Etant donné un entier k& > 2, on appelle puissance k tout mot u* avec u # ¢ : on
exclut le cas ¥ qui n’offre que peu d’intérét.



En particulier, un carré et un cube correspondent respectivement aux cas k =2 et k = 3.

Un chevauchement est un mot de la forme aXaXa ol a est une lettre et X est un mot qui
peut éventuellement étre vide. On considérera aussi un motif particulier que nous appelerons
un carré cadré qui est un mot de la forme aX Xa ol a est une lettre et X est un mot qui peut
éventuellement étre vide.

Etant donné un entier k > 2, un mot est sans puissance k (resp. sans chevauchement ou sans
carré cadré) s’il ne contient aucun facteur qui soit une puissance k (resp. un chevauchement
ou un carré cadré) .

Remarquons que, pour un mot w de longueur inférieure ou égale & trois, w est sans carré si et
seulement si w est sans carré cadré.

Un mot primitif est un mot qui n’est pas une puissance k > 2 d’un autre.
Une puissance k, v*, est dite pure si tout facteur propre de v* est sans puissance k.

Rappelons en premier lieu, le résultat de Fine et Wilf [5, 6].

Theorem 1.1 Soient x et y deur mots. St une puissance de x et une puissance de y ont un
préfize commun de longueur au moins égale o |x| + |y| — pged(|zl, |y|), alors x et y sont des
puissances d’un méme mot t.

Son corollaire qui suit est souvent utilisé dans les preuves sur les morphismes sans puissance k :

Corollary 1.2 [2] Soient z et y deux mots. Si une puissance de x et une puissance de y ont
un facteur commun de longueur au moins égale a |x| + |y| — pged(|z|, ly|), alors il existe deux
mots t1 et to tels que x soit une puissance de tito et y soit une puissance de tot1 avec tito et
toty des mots primitifs. De plus, si |x| > |y| alors x n’est pas primitif.

On déduit du théoréme 1.1 que :

Lemma 1.3 Pour tout mot w non vide, il existe un unique mot primitif z tel que w = 2" pour
un entier n > 1. Le mot z est appelé la racine primitive de w.

On dit que deux mots u et v sont conjugués si 'on a u = t1to et v = tat; pour des mots t; et
to. Par contraposée, on obtient trivialement que :

Lemma 1.4 Tout conjugué d’un mot primitif est primitif.

Nous utiliserons réguliérement la proposition suivante (voir [5]) qui donne les solutions de trois
équations élementaires sur les mots :

Proposition 1.5 Soient u,v,w trois mots sur A et soient x,y deux lettres dans A.
1. Sivu = uw et v # €, alors il existe deux mots r and s sur A, et un entier p tels que
u=(rs)Pr, v=rs et w = sr.
2. S5t vu = wv, alors il existe un mot w sur A, et deux entiers p et q tels que u = wP et
v=wi.



3. Si xu = uy, alors x =y et il existe un entier q tel que u = x1.
Comme conséquence immédiate de la proposition 1.5(2), on obtient :

Lemma 1.6 [2, 4] Si un mot non vide v est facteur interne de vv c¢’est-a-dire s’il existe deux
mot non vides x et y tel que vv = xvy, alors il existe un mot non vide t et deux entiers i,j > 1
tel quex =t', y=1t, et v =t"7,

On obtient aussi :

Corollaire 1.7 Soient u,v,w trois mots non vides de A™. Si uvw = wvu alors il existe deuz
mots r et s et trois entiers i, j et k tels que u = (rs)'r, v = (sr)is et w = (rs)Fr.

On peut résoudre d’autres équations du méme type :

Lemme 1.8 Soient u,w deux mots de A* et soient x,y deux lettres de A. Si uxw = wyu alors
x =y ou il existe deux mots v, w' de A* tels que v'zw' = w'yu’ et |u'| + |w'| < |ul + |w].

Preuve.

Siu=c¢eousiw=c¢, d'aprés le cas 3 de la Proposition 1.5, on a x = y.

Si |u| = |w| alors u = w et z = y.

On continue donc avec |u| # |w| et, par symétrie du probléme, on peut supposer, sans perte
de généralité, que |u| > |w| > 0.

D’aprés le cas 2 de la Proposition 1.5, I’équation u(zw) = (wy)u implique 'existence de deux
mots r et s et d’un entier naturel p tel que wy = rs, xw = sr et u = (rs)Pr.

Si |s| = 0 alors wy = r = zw. d’aprés le cas 3 de la Proposition 1.5, on obtient z = y.

Si |s| > 1 alors, des deux égalités wy = rs et zw = sr, on tire que s commence par z et finit
par y. Si |s| =1 alors s = y = x. Si |s| > 2 alors il existe alors un mot s’ tel que s = zs’y. On
a donc wy = rxs'y et zw = xs'yr c’est-a-dire res’ = w = s'yr avec |rs’| < |w| < |u| + |w|.

Il suffit donc de prendre {u/,w'} = {r, s’} pour obtenir le résultat.

Corollaire 1.9 Soient u,w deuz mots de A* et soient x,y deux lettres de A. Si uzw = wyu
alors x = y.

Le lemme 1.9 est une simple conséquence du lemme 1.8. En effet, il n’existe pas de suite (infinie)
strictement décroissante d’entiers naturels.

Corollaire 1.10 Soient u,w deux mots de A* et soient z,y deuz lettres de A. Si ruw = wuy
alors x = y.

Preuve.

Le corollaire est vrai si u = € ou si w = & (c’est-a-dire |w| = 0) d’aprés le cas 3 de la
Proposition 1.5, on obtient bien que = = y.

On suppose donc |w| > 1 et u # . De I'égalité zuw = wuy, on tire que w commence par x
et finit par y. Si |w| = 1, on obtient w = = = y. Si |w| > 2, il existe alors un mot w’ tel que
w = zw'y. L’équation zuw = wuy devient rurw'y = xw'yuy c’est-a-dire uzxw’ = w'yu. Et,
d’apres le corollaire 1.9, onaz =y.



Corollaire 1.11 Soient u,w deux mots de A* et soient x,y deuz lettres de A. Si ruw = wyu
alors © =y.

Preuve.

Siu=c¢eousiw=ce (cest-a-dire |w| = 0), on obtient x = y d’apres le cas 3 de la Proposi-
tion 1.5.

Si |u| = |w|, on obtient u = w et, toujours d’aprés le cas 3 de la Proposition 1.5, il s’en suit
que T = y.

D’aprés le cas 1 de la Proposition 1.5, I'équation (zu)w = w(yu) implique 'existence de deux
mots 7 et s et d’un entier naturel p tel que zu = rs, yu = sr et w = (rs)Pr.

Si|r| =0 ousi |s| = 0 alors xu = yu et on obtient z = y.

Si|s| > 1et |r| > 1 alors, des deux égalités zu = rs et yu = sr, on tire que r commence par x
et s commence par y. Il existe alors deux mots 7’ et s’ tels que r = x7’ et s = ys'.

On a donc zu = xr'ys’, yu = ys'xr’ et u = r'ys’ = s'zr’. Et, d’aprés le corollaire 1.9, cela
implique que x =y.

Proposition 1.12 Soit t un mot primitif. S’il existe un entier o > 2 et deux mots v et £ tels
que |v| > [t| et vlv soit un facteur de t* alors vl est une puissance d’un conjugué de t.
En particulier, |[vf] =0 mod |t| et si { # €, alors vl n'est pas primitif.

Preuve.

Le mot vfv est un facteur commun de (vf)? et de t*. De plus, puisque |v| > || on a |vfv| >
|vl| + |t|. D’aprés le corollaire 1.2, il existe deux mots t1 et ty et deux entiers 5 et v tels que
t = (t1t2)? et vl = (tot1)" avec tity et tot; des mots primitifs. Puisque ¢ est un mot primitif,
onaf=1.Sif#¢,ona vl > |t| et donc vl n'est pas primitif c’est-a-dire v > 2.

2 Canevas d’un mot

Definition 2.1 Soit 1 < n <9 un entier et soit lapplication &,, de [0;n]™ dans [0;n]* définie
pour tout mot |w| > 2 par é,(w) = w o, pour tout i de 1 a |w| — 1, w[i] est le reste de la
division euclidienne de w[i + 1] — w[i] par n + 1. Autrement dit, on a w[i] = w[i + 1] — w]i]
mod (n +1).

Si w = 0112102 alors w = d2(w) = 101222.

Sip=01101001100101101001011001101001 100101100110 100101101001 alors
= 01(p) =1011101010111011 1011101 0101110101011101 010111011 1011101.

Si f =010010100100101001010 alors f = d01(f) =1101111011011110 1111.

On étend cette définition aux lettres : pour tout = de A, d,(z) = «.

On peut aussi étendre, de fagon naturelle, cette définition aux mots infinis.

On remarque trivialement que |w| = |w|—1 et que, si w ne posséde pas de carré de lettres alors
w ne contient pas de 0. De plus, cette application d, n’est pas un morphisme. Plus exactement,
si u,v € [0;n]* avec u = ujug ... up et v = V1V ... Vg, o0 a Iy (uv) = 0 (u)0p (upv1 )on (V) C'est-
a~dire 0, (uv) = On(w)dp (ul|ul]v]1])on, (v).



Un mot w est entiérement déterminé par un seul des w[i] et w. Et donc en particulier, si
u[l] = v[1] et si u = v alors u = v. On dira que w est le canevas du mot de w. Et, & partir de
ce canevas, on peut construire d’autre mots en changeant une des lettres de w.

wy = 1220210 est le mot de [0;2]* obtenu & partir de w = 101222 en commengant
par la lettre 1.

w3 = 1223131 est le mot de [0; 3]* obtenu & partir de w = 101222 en commengant
par la lettre 1.

f2 = 012201200122012001201 est le mot de [0;2]* obtenu a partir de f = §;1(f) =
11011110110111101111 en commencant par la lettre 0. B

p1 = 0010011101110010011100100 est le mot de [0;1]* obtenu & partir de p =
011010011001 011010010110 en commencant par la lettre 0.

Pour toute lettre a € [0;n] et tout mot C' € [0; p]* ou p < n, nous noterons (a, C),, le mot de
[0; n]* qui a pour canevas C' qui commence par a. En particulier, si w € [0; n]*, on peut écrire
w = (w[1],w)n.

On remarquera que, si deux mots u et v ont méme canevas, alors, pour tout entier ¢ de 1 a |ul,
la différence u[i] — v[i] est une constante (égale & u[1] — v[1]) modulo n + 1.

La relation "avoir le méme canevas" est une relation d’équivalence dont I’ensemble quotient
mériterait d’étre étudié. Mais ce n’est pas le but ici.

L’étude des words dont the canevas aurait une forme particuliére (voir the mot de Thue-Morse,
le mot de Fibonacci ou plus généralement les mots sturmiens) pourrait étre intéressante. Une
autre idée pourrait consister a étudier les différents canevas d’un mot dans un alphabet plus
grand que celui du mot lui-méme. Mais les voies & explorer sont trop nombreuses pour les
énoncer ou, encore moins, pour tenter une approche de I'une d’elles dans cet article. Nous nous
focaliserons sur les morphisms and les puissances.

On étend naturellement the definition 2.1 & a alphabet ordonné quelconque :

Definition 2.2 Soit A = (ag,a1,as2,...,a,) un alphabet ordonné a n + 1 lettres et soit l’ap-
plication 0, de A* dans A* définie par 0,(w) = w ou, pour tout i de 1 a |w| — 1, si w[i] = a,
et wli + 1] = a5 alors on a wli] =a; out=s—r mod (n+1).

Si A ={a,b,c} et w= abacca alors w = beceab.

Pour tout entier n, on pourrait aussi travailler en base n (ou n + 1 en 'occurence lorsque 'on
considére [0;n]). Il faut donc garder en mémoire que les propriétés de la suite de cet article ne
se limitent pas aux chiffres de 0 & 9. Méme si on peut s’y référer en exemple car ils sont plus
simples d’utilisation.

Pour nous, il y a n + 1 lettres différentes dans ’alphabet [0;n] et nous ne parlerons pas de
nombre et encore moins de chiffre de [0;n]. Grossiérement, on travaille dans les ensembles
Z./(n 4 1)Z mais en excluant en grande partie ses propriétés structurelles.

Dans la suite de cet article, N, n et p sont trois entiers strictement positifs.



Pour tout mot w de [0; N]*, on notera Somme(w)ny1 le reste de la division euclidienne de
Zyjl w(i] par N + 1.

Les preuves des lemmes suivants sont laissées au lecteur.

Lemme 2.3 Pour tout mot w de [0; N]*, on a Somme(w)nt+1 = w[|w|] — w[l] mod (N +1).
En particulier, w commence et finit par la méme lettre si et seulement si Somme(w)ny1 = 0.

Lemme 2.4 Soit k > 2 un entier.
Un mot w de [0; N|* contient une puissance k si et seulement si w contient un facteur de la
forme (Xy)*=1X avec X un mot et y une lettre tels que Somme(Xy)n,1 = 0.

Corollaire 2.5 Soit k > 2 un entier et soit w un mot de [0; N]*.
Si w contient une puissance (N + 1) x k alors w contient une puissance k.

Preuve.
Cela découle directement des lemmes 2.3 et 2.4 et du fait que, pour tout mot non vide v, on a
Somme(vV )N =0.

3 Morphismes

Soient A et B deux alphabets. Un morphisme f de A* vers B* est une application de A* vers
B* telle que f(uv) = f(u)f(v) pour tous les mots u, v sur A. Si B n’a pas d’importance, nous
dirons simplement que f est défini sur A.

Soit £ > 2 un entier. Un morphisme f est sans puissance k sil'image de tout mot sans puissance
k est aussi sans puissance k. On dit que le morphisme f préserve I'absence de puissance k.
Lorsque k = 2 (resp. k = 3), on parlera de morphisme sans carré (resp. sans cube).

De méme, un morphisme f sur A est sans carré cadré (resp. sans chevauchement) si 'image
de tout mot sans carré cadré (resp. sans chevauchement) est aussi sans carré cadré (resp. sans
chevauchement).

Un morphisme f sur A est appelé préfize (resp. suffize) si, pour toutes les lettres a et b dans A,
le mot f(a) n’est pas un préfixe (resp. pas un suffixe) de f(b). Un morphisme f est non-effacant
si f(a) # € pour toutes les lettres a. Un morphisme est bifize s'il est préfixe et suffixe.
Notons, qu'un morphisme préfixe (resp. suffixe) est injectif et est non-effacant.

Un morphisme f de A* vers B* est un ps-morphisme si les égalités f(a) = ps, f(b) = ps’, et
f(c) =p's avec a,b,c € A (éventuellement ¢ = b) et p, s, p/, et s € B* impliquent que b = a
ou ¢ = a.

Notons qu'un ps-morphisme est bifixe.

Rappelons quelques définitions et propriétés qui seront utilisées dans la suite.

Le lemme 3.1 découle directement de la définition d’'un morphisme préfixe ou suffixe.

Lemma 3.1 Soit f un morphisme bifivze sur un alphabet A et soient u, v, w, et t des mots
sur A.



L’égalité f(u) = f(v)p ou p est un préfize de f(w) implique u = vw' pour un préfize w' de w
tel que f(w') = p.

De fagon symétrique, l’égalité f(u) = sf(v) ou s est suffize de f(t) implique u = t'v pour un
suffize t' de t tel que f(t') = s.

Lemma 3.2 (2, 4] Si f n'est pas un ps-morphisme alors f n’est pas un morphisme sans puis-
sance k pour tout entier k > 2.

Supposons que f(w) = pu¥s pour un facteur W d’un mot w et pour un mot non vide wu, et
supposons que w contient un facteur wq tel que |f(wo)| = |u|, si f est un ps-morphisme,
le lemme 3.4 établit que W contient nécessairement une puissance k de la forme w’* avec
f(w') un conjugué de u. Nous dirons que f(w) contient une puissance k synchronisée u*. Plus

précisement :

Definition 3.3 Soit k > 2 un entier. Soit f un morphisme de A* vers B*, w un mot sur A,
et u un mot non vide sur B tel que f(w) contient la puissance k u®. Soit W un plus court
facteur de w dont limage par f contient u*, c’est-a-dire f(w) = pu®s avec |p| < |f(w[1])| et
sl < |f@lwl)].

Nous dirons que f(w) et uF sont synchronisés s’il existe trois mots wo, wy, et wy tels que
|f(wo)| = |u| et W =wiwows avecp=c siwy =¢, et s =¢ st wy = €.

Soit f le morphisme de {a, b, c}* vers {a, b, ¢, d}* défini par f(a) = abed, f(b) = ac
et f(c) =d.

Si w est le mot abebebaa, alors nous avons f(w) = ab(cda)? ¢ abed abed. En prenant
u = cda, W = abcbeb et wy = be, nous obtenons que f(w) et u? sont synchronisés.

On remarquera que f n’est pas un morphisme suffixe et il n’est donc pas sans
puissance k(> 2).

Lemma 3.4 [8] Soit k > 2 un entier, soit f un ps-morphisme, et soit w un mot tel que
fw) = puFs avec |p| < |f(w[1])| et |s| < |f(w]|w]])|. Si f(w) et uF sont synchronisés alors w
commence ou finit avec une puissance k de la forme wlg avec f(wp) et u conjugués.

En ce qui concerne les morphismes sans puissance c’est-a-dire sans puissance k pour tous les
entiers k > 2, les résultats que nous allons utilisés ont été donnés par Leconte.

Théoréme 3.5 [3/ Un morphisme de A* vers B* sans carré jusqu’a trois est sans puissance
k> 4.

Théoréme 3.6 [3/ Un morphisme de A* vers B* sans carré jusqu’a trois et tel que, pour toute
lettre a dans A, le mot f(a?) ne contient pas de cube, est sans puissance k > 3.

Definition 3.7 On dit que deux morphismes f et g de [0;n]* dans [0; p]* sont équivalents s’il
existe une permutation o1 de [0;n] et une permutation oo de [0;p] telles que fooy =o204.

Les morphismes f, g de {0,1,2}* dans {0,1}* définis par f(0) = 011, f(1) = 101,
f(2) =110, ¢g(0) = 010, g(1) = 001 et g(2) = 100 sont équivalents.



Remarque 3.8 On vérifie aisément que "étre équivalents” est une relation d’équivalence sur
les morphismes.

Lemme 3.9 Soient f et g deuxr morphismes équivalents. Alors, pour tout entier k > 2, f est
sans puissance k si et seulement si g est sans puissance k.

Preuve.

Par symétrie, il suffit de montrer que f n’est pas sans puissance k implique que g n’est pas
sans puissance k.

On suppose que fo oy, = o309 et que f(w) = puFs avec u # ¢ et w sans puissance k.
Le mot o] '(w) est sans puissance k et g(o7 (w)) = o5 (oa(gloy (w))) = o' (f(w)) =
07 (p) (73 () (5) avee a3 (u) A&,

Lemme 3.10 Soit f un morphisme de A* vers B* et soient a,b deux lettres différentes de A.
Si f est sans carré ou sans carré cadré et si f(a) finit (respectivement commence) par x (lettre
ou mot non vide) alors f(b) ne commence pas (respectivement ne finit pas) par x.

Si f est sans chevauchement et si f(a) finit (respectivement commence) par x (lettre ou mot
non vide) alors f(b) ne finit pas (respectivement ne commence pas) par x.

Preuve.
Il suffit de considérer f(ab), f(ba), f(baa) ou f(aab).

Definition 3.11 [1, 9/ Un endomorphisme f de [0;n]* est dit cyclique si f commute avec la
permutation o = (012 ... n).

L’application f de {0, 1,2}* dans {0, 1, 2}* définie par f(0) = 2102, f(1) = 0210 et
f(2) = 1021 est un morphisme cyclique.

Nous étendons ici cette définition.

Definition 3.12 On dit qu’un morphisme de [0;n]* vers [0;p]* est procyclique si 6,(f(a)) =
dp(f(b)) pour toutes les lettres a et b de A. Cette valeur commune sera appelée le canevas du
morphisme.

Autrement dit un morphisme est procyclique si toutes les images des lettres ont le méme
canevas. Puisque f(a) = ((f(a))[1],C)p, un morphisme procyclique f de [0;n]* vers [0;p]*
est donc défini par son canevas C et I’ensemble des premiéres lettres des images des lettres
c’est-a-dire {(f(£))[1] | £ € [0;n]}.

Une fois le morphisme f défini, on utilisera plutdt la notation f(a) = f(b) pour exprimer le
fait que f est procyclique. -

Le morphisme f de {0,1,2}* dans {0,1,2,3}* défini par f(0) = 0123, f(1) = 3012
et f(2) = 1230 est un morphisme procyclique de canevas 111.

Remarque 3.13 Le morphisme de Thue-Morse (fi: {0;1} — {0;1}*;0+— 01 et 1 +— 10) est
un morphisme procyclique de canevas 1. C’est aussi un endomorphisme cyclique.



Exemple 3.14 On s’intéresse plus précisemment au mot de Thue-Morse p qui est obtenu en
itérant le morphisme de Thue-Morse & partir de 0. Autrement dit, p = lim,_, . @"(0).
Remarquons que, pour tout entier n > 0, p™(0) finit par 0 si n est pair et finit par 1 si n est
impair. De plus, (1) commence toujours par 1.

Soit p, le canevas du morphisme ", i.e., p, = p"(0) = @"(1) et soit t la suite définie par
tn =0 sin est pair et t, =1 st n est impaif

Pour tout entier n > 2, on a donc p, = " (0)g" (1) = pn_1tnpin_1. Il s’agit donc d’une
suite bi-idéale. o

Remarque 3.15 Un morphisme procyclique de [0;n]* dans [0;p] est défini par son canevas
et une application o de [0;n] dans [0;p] correspondant a la premiére lettre (ou une autre fizée)
de limage des lettres de [0;n].

Remarque 3.16 Remarquons qu’un morphisme procyclique n’est pas nécessairement un en-
domorphisque et qu’il est par définition uniforme.
Remarquons aussi qu’un endomorphisme cyclique est un morphisme procyclique.

Remarque 3.17 Comme dans l'exemple 3.14, l’étude du canevas d’un mot engendré par un
endomorphisme procyclique prolongeable en une lettre nous aménera sirement & des sesqui-
puissances.

4 Morphismes procycliques et puissance k

Lemme 4.1 Soit k > 2 un entier. Un endomorphisme procyclique sans puissance k de [0; n]*
dans lui-méme est équivalent a un endomorphisme cyclique.

Preuve.

On pose A = [0;n]. Soit f un endomorphisme procyclique sans puissance k de A* dans lui-
méme de canevas C' et soient a, b deux lettres de A.

Puisque f est procyclique, si f(a) et f(b) commencent par la méme lettre alors f(a) = f(b).
Si a # b, on obtient donc que f(a*~1b) contient une puissance k. Cela signifierait que f n’est
pas un morphisme sans puissance k : une contradiction avec les hypothéses.

Donc, on a a # b = (f(a))[1] # (f(b))[1]. Autrement dit, {(f(¢))[1] | £ € A} = A. Ce qui
signifie qu’il existe une permutation 7 de [0;n] telle que, pour tout a de [0;n], on ait que
(f o7)(a) commence par a.

L’endomorphisme g = f o 7 est aussi procyclique de canevas C.

Sion pose 0 = (012...n),on a (cdog)(a) = o((for)(a) = o((a,C)y) = (0(a),C), =
(for)(o(@) = (goo)a). o

Lemme 4.2 Soit f de [0;n]* dans [0;n]* un endomorphisme procyclique sans carré. Alors,
pour tout a dans [0;n]*, f(a) commence et finit par la méme lettre.

Preuve.
On pose A = [0;n]. On suppose que f est L-uniforme avec L > 1 et soient a, b deux lettres de

A.



Comme dans la preuve du lemme 4.1, si f(a) et f(b) commencent ou finissent par la méme
lettre alors f(a) = f(b) et f(ab) est un carré. Puisque f est sans carré, cette situation ne peut
se réaliser que si a = b.

Donc {(F(O)[1] | £ € A} = A= {(F(O)[L] | ¢ € A}.

On suppose maintenant que f(a) finisse par la lettre z. Pour toute lettre b # a, si f(b)
commencait par x alors f(ab) contiendrait le carré xzx : ce qui est contraire aux hypothéses.
Puisque {(f(¢))[L] | ¢ € A} = A, cela signifie que f(a) commence par z.

Remarque 4.3 Le lemme 4.2 ne s’applique pas aux endomorphismes procycliques sans carré
cadré. Par exemple, le morphisme de [0;1]* dans [0;1]* défini par f(0) = 01 = f(1) est un
morphisme procyclique qui n’est pas sans carré puisque f(01) = (01)2 ni méme sans puissance
k en général. Mais il est sans carré cadré puisque l’image de tout mot est de la forme (01)° qui
ne peut pas s’écrire comme un carré cadré. Et pourtant, f(0) commence et finit par des lettres
différentes.

Lemme 4.4 Soit f de [0;n]* dans [0; p]* un morphisme procyclique de canevas C. Soient X,
Y et Z des images de lettres par f.

Sion a XYb= SZP ou b est une lettre, S est le suffize non vide de l'image d’une lettre par
f et P est le préfize de l'image d’une lettre par f avec |P| > 2, alors X[| X||Y[1] = Y[|Y|]b =
SUSI)Z01] = Z[Z)\ P[]

Dans la suite, la condition |P| > 2 proviendra naturellement du fait que nous serons en présence
d’une désynchronisation.

Preuve.

Si on note a = X[| X||]Y[1], 8 =Y[|Y|]b, v = S[|S]|Z][1] et 6 = Z][|Z||P[1], on tire de XYb =
SZP que CaCp = XYb=SZP = CoyC6Cq ou C est un préfixe de C' et Cy est un suffixe
de C.

En outre, puisque |CaCpB| = |CoyCdC|, on a |C| = |C2Cy]. Autrement dit, C = C1Cy et
I’équation devient C1CoaC1Cy8 = CoyC1C0C.

Cela signifie que C1(# ¢) finit par 5. Et, puisque |C;Coar| = |CoyC4|, du préfixe de I’équation,
on tire C1Coax = Coy('y, c’est-a-dire C finit par . Autrement dit, on a a = (.

Il existe un mot C] tel que Cy = Cla et donc CjaCraCiaCra = CoyClaC20C o

Par des critéres de longueur, on obtient les égalités ClaCy = CoyCY et ClaCy = C26C7. On
conclut avec le lemme 1.9 :aa=vyeta=4.

On démontre de fagon identique que :

Lemme 4.5 Soit f de [0;n]* dans [0; p]* un morphisme procyclique de canevas C. Soient X,
Y et Z des images de lettres par f.

Si on a bXY = SZP ou b est une lettre, S est le suffive de l'image d’une lettre par f avec
|S| > 2 et P est le préfize non vide de l’image d’une lettre par f, alors bX[1] = X[|X|]Y[1] =
S[S112[1) = Z[1Z)P(1]
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Corollaire 4.6 Soient { > 2 et L > 2 deux entiers et soit f de [0;n]* dans [0;p]* un mor-
phisme L-uniforme procyclique de canevas C. Soient xo, o1 ... Tpq1, 20,27, ... ) des lettres de
[0; n].

St on a Uégalité so f(x1) ... f(xe)pes1 = sof(x]) ... f(ay_y)p) avec f(xo) = poso, f(x() = Pysp,
f(xeg1) = pep1Sesr et f(x)) = ppsy avec py, pet1, p, des mots non vides alors les lettres
(f(x)[L]f (xig1)[1])i=1..e et (f(@f)[L]f (2], 1)[1])i=0.e—1 sont toutes une méme lettre a.

Si, de plus, |so| # 0 alors f(zo)[L]f(x1)[1] = .

Preuve.

Puisque |so f(2e)per1| = [sopy] et | f(xe)pesi] > |Ph], on a [so| < |sp|. Soit si le suffixe de s tel
que s = sps(. Cela signifie que s{j est aussi un suffixe de f(z).

L’équation devient :  f(x1)... f(xg)per1 = sgf(2)) ... flzp_)p; (1)

On a donc f(z1)f(z2)x = sif(x))p ot x est la premiére lettre de f(x3) et p est un préfixe de
f(xh). Puisque [so| < |sp|, on a |sg| < |sj| < L et done |p| > 2.

D’aprés le lemme 4.4, on obtient que f(x1)[L]f(z2)[1] = f(x2)[L]f(x3)[1] = f(z()[L]f(z})[1] =
fEDIL)f () 1] = a.

Si |so| # 0 alors, en utilisant la derniére lettre de s, d’aprés le lemme 4.5 on a, de plus,
f(xo)[L]f(z1)[1] = .

Si ¢ > 3, il suffit de considérer les mots de ’équation (1) auquels on a retiré les L x (¢ — 2)
premiéres lettres pour obtenir le résultat de fagon récursive.

En considérant un préfixe non vide de f(xy) dans le corollaire 4.6, on obtient directement :

Corollaire 4.7 Soient { > 2 et L > 2 deux entiers et soit f de [0;n]* dans [0;p]* un mor-
phisme L-uniforme procyclique de canevas C. Soient xo,x1 ... %, 4, 2], ... %, des lettres de
[0; n].

Si on a Uégalité sof(x1) ... f(@i—1)pe = sof(x]) ... f(x)y_y)p) avec |so| < |spl, f(xo) = poso,
f(xy) = poso, f(ze) = pese, f(x)) = ppsy et ppy, pe, Py des mots non vides alors les lettres
(f(za)[L]f (xig1)[1])i=1..0—1 et (f(25)[L]f(zjy1)[1])i=0..0—1 sont toutes une méme lettre c.

Si, de plus, |so| # 0 alors f(xo)[L]f(x1)[1] = a.

Lemme 4.8 Soit k > 2 un entier et soit f de [0;n]* dans [0; p]* un morphisme procyclique
de canevas C.

S’il existe deux mots 7 et o, un mot non vide u et un mot w de longueur supérieure ou égale @
2k + 2 tels que f(w) = muFo avec || < |f(w[1])] et |o| < |f(w]|w|])| et si f(w) et uF ne sont
pas synchronisés alors il existe une lettre o, deux entiers 2 < i < j et deuxr mots t1 et ty tels
que f(w) = (Ca)®I=1C, Ca = (tits)" et uu[l] = (tat1)? avec tity et toty primitifs et j nlest
pas un multiple de i. o

Preuve.

Pour tout entier j compris entre 0 et k, soit i; le plus petit entier tel que |f(w[l..i;])| > |7u/|.
Puisque f est L-uniforme pour un entier L et puisque |w| > 2k + 2, nous avons |uF| >
|f(w[2..]w| — 1])| > 2k x L. Puisque f(w) et u* ne sont pas synchronisés, nous avons |u| > 2L
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et 1 =g < iy <ig < -+ < i1 < i = |w|. Pour tout entier g avec 0 < q < k, il existe
des mots p, et s4 tels que f(wliq]) = pgsq et, pour tous les entiers ¢ tels que 1 < g < k,
u = Sqg_1f(wlig—1 + 1..ig — 1])p, avec p, # € (par définition de iy). En outre, sg # ¢, pg = 7 et
S = 0.

La situation précédente peut étre résumée par la figure 1.

Sfwliy) Sfawli,) fwli,) fawli, 1 fawli)
—— —— — ——— —_—
P S PoSy PS5 Py Sea P 5
fw) = ——4 o e ——+— ——
u u u
uk

FIGURE 1 — Décomposition d’'une puissance k

Si, pour tout entier 1 < ¢ < k, on avait iq < ig—1 + 2 alors on aurait |w| = i, <14 2k ce qui
est contraire aux hypothéses. Ce qui signifie donc que |w[ig + 1..ig41 — 1]| > 2.

Puisque f(w) et u* ne sont pas synchronisés, on a s; # s; si i # j. Soit £ 'entier tel que |sy| =
ming<;<k—1 |si|. Puisque, pour tout entier 1 < ¢ <k, on a |u| = |sq—1 f(w[ig—1 + 1..ig — 1])pq|,
cela implique que |wlip + 1..ip41 — 1]| > Jwlig + 1..ig41 — 1]| > 2.

Sil#k—1,alors u=sgf(wlig+ 1..ip31 — 1])pe+1 = Ser1.f(Wligr1 + 1..ipr2 — 1])peye. Par un
critére de longueur les entiers 449 — ip+1 €t 4941 — %¢ ne peuvent varier que de 1. D’apres les
corollaires 4.6 et 4.7, les lettres (f(w(q])[L]f(wlq + 1])[1])g=i,..ir,»—1 sont identiques et notées
a. Les mots uu = wulllu = wul|ulJu[l]u et Ca ont donc un facteur commun de longueur
luu| > |uufl]| + |Cal.

D’aprés le corollaire 1.2, il existe deux mots t1 et t5 et deux entiers ¢ et j tels que Ca = (tltj)i

et wu[l] = (tat1)? avec t1to et tot1 des mots primitifs.

Si j est un multiple de 7 (c’est en particulier le cas si ¢ = 1), puisque L = |Ca| et |u| = |uull]],

on obtient que |u| est un multiple de L et donc que f(w) et uF sont synchronisés : ce qui est
contraire aux hypotheéses. De plus, puisque |u| > L, on a j > i.

Le cas ¢ = k —1 se résoud de la méme fagon, en considérant u = sy_1 f(w(ig—1 + 1..ig — 1])ps =
sef(wligyr + Ldgre — 1)pere. O

On connait déja une borne sur les mots & tester pour savoir si un morphisme uniforme est sans
puissance k.

Proposition 4.9 [7/ Un morphisme uniforme défini sur A est sans puissance k s’il est sans
puissance k jusqu’a k x Card(A) +k + 1.

Cette borne est inférieure dans le cas des morphismes procycliques.
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Proposition 4.10 Un morphisme procyclique de [0;n] dcms 10; p]
1 1)
est sans puissance k jusqu’a f = max {Zk ps { +(n + _‘ }

est sans puissance k s’il

Preuve.

On suppose que f est de [0;n]* dans [0; p]* de canevas C.

Par ’absurde, on suppose que f est sans puissance k jusqu’a £ mais qu’il existe un mot w sans
puissance k de longueur supérieure ou égale a ¢ + 1 tel que f(w) contienne une puissance k.
Plus précisemment, on suppose que w est le plus petit mot dont f(w) contient une puissance
k et que f(w) = puts avec [p| < | f(w[1])] et |s| < |f(w[lw]]).

Puisque w ne contient pas de puissance k, d’aprés le lemme 3.4, f(w) et u* ne sont pas
synchronisés. Et, puisque |w| > 2k + 2, d’apreés le lemme 4.8, il existe une lettre «, deux entiers
2 < i < j et deux mots t; et ty tels que f(w) = (Ca)WI=1C, Ca = (t1t2)" et uu[l] = (tat)?
avec t1ty et tot1 primitifs. - S

Puisque i > 2, cela signifie que f(w) contient (t1t2)21W1=2(t1t9) = (tytg)2wI—1,

1 1) x k
Puique |w| > [ + (n;L ) —‘, ona2w|—12> (n+1)x k. D’aprés le corollaire 2.5, cela
signifie que w contient une puissance k : une contradiction finale. 0

5 Morphismes sans carré et sans carré cadré

La non-synchronisation et la définition d’un ps-morphisme adaptées aux morphismes sans carré
nous donne le lemme suivant :

Lemme 5.1 Soit f un morphisme de A* dans B*.
S’il existe trois lettres z, y et z de A tels que f(x) = sp avec s un suffixe non vide de f(y) et
p un préfive non vide de f(z) avec x # y ou x # z alors f n'est pas sans carré.

Preuve.
Il suffit de calculer f(yz) ou f(zz). [

Proposition 5.2 Un morphisme uniforme sans carré est sans carré cadré.
Remarque 5.3 La réciproque est fausse comme le montre ’exemple de la remarque 4.35.

Preuve.

Soit f un morphisme de A* vers B* L-uniforme (avec L > 1).

Par contraposée, on suppose que f n’est pas sans carré cadré. On cherche & montrer que f
n’est pas sans carré c’est-a-dire qu’il existe un mot sans carré dont 'image contient un carré.
Autrement dit, on suppose qu’il existe un mot w de A* sans carré cadré tel que f(w) = pbUUbs
avec b € B et U € B*.

On suppose que la longueur de w est minimale (I'image d’un mot de longueur strictement
inférieure & w ne contient pas de carré cadré). Ce qui implique que |p| < |f(w[l]] et |s] <

|f (wl|wl]]
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Rappelons que, si |w| < 3, alors w sans carré est équivalent w sans carré cadré. Ce qui termine
la preuve dans ce cas puisque l'image de w contient un carré.

Remarquons que, si L = 1, alors f(w) = pbUUbs implique que w contient un carré cadré (en
n’oubliant pas le cas particulier des carrés de lettres). Ce qui est contraire aux hypothéses. On
travaille donc avec L > 2.

D’aprés le lemme 3.2, on peut aussi supposer que f est un ps-morphisme.

Remarquons aussi que, si f(w) contient un carré de lettres, alors ce carré est facteur de I'image
d’un mot wy d’une lettre ou de deux lettres qui serait facteur de w. Donc wy (sans carré bordé)
est sans carré et f(wp) contient un carré (de lettres) : on obtient que f n’est pas sans carré.
Ce qui termine la preuve dans ce cas.

On suppose donc que |w| > 4, que U # € et que, comme w, f(w) ne contient pas de carré de
lettres.

De |w| > 4, on tire que soit [pbU| < |f(w[1..2])] soit |Ubs| < |f(w[|w|— 1..|w]])|. Puisque
Ipb| < |f(w[1])| et |Us| < |f(w[|w|])|, on obtient que 'une des occurences de U contient
obligatoirement au moins I'image d’une lettre par f.

Si f(w) et U? ne sont pas synchronisés, d’aprés le lemme 5.1, f n’est pas sans carré : cela
termine la preuve dans ce cas.

Puisque f(w) et U? sont synchronisés et, d’aprés le lemme 3.4, w commence ou finit par un
mot wg tel que f(wp) soit un conjugué de U.

Si w commmence par w%, puisque |wg| > 2, il existe deux mots U; et Uy tels que U = U1Us et
fwp) = pbUy = UsU;. D’ott Uy = pb et f(w) finit par Ubs = UyUsbs = Uppbbs ce qui contredit
le fait que f(w) ne contient pas de carré de lettres.

De méme, on obtient une contradiction si w finit par w%. 0O

Remarque 5.4 Un autre exemple montrant que la réciproque est fausse est donné par Zolotov
(Théoréme 2 dans [9]). Il semblerait que l’endomorphisme procyclique suivant soit sans carré
cadré : ¢ :{0,1,2}* — {0,1,2}*; ¢(0) = 01210 ¢(1) = 12021 et ¢(2) = 20102.

Mais il n’est pas sans carré puisque ¢(101) = 1202101210 12021 = 120(2101)22021. On remar-
quera aussi que puisque ¢(101) contient un chevauchement, ’'endomorphisme ¢ n’est pas sans
chevauchement.

6 Morphismes sans puissance

Proposition 6.1 Si f est un morphisme de A* vers B* et si, pour tout a € A, f(a) est sans
carré et f(a) commence et finit par la méme lettre alors f(a®) ne peut pas contenir de cube.

Preuve.
Par I’aburde, supposons que f(aa) = aqudas avec u # 0.
Si |aju?| < |f(a)| alors aju? est un préfixe de f(a). C’est contraire aux hypothéses.

Si |aqu| > |f(a)| alors u?as est un suffixe de f(a). C’est & nouveau contraire aux hypothéses.
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Donc |aju| < |f(a)|] < |agu?|. Mais f(a) commence et finit par la méme lettre x. Donc xx
est un facteur de u qui est lui-méme facteur de f(a). Une derniére contradiction avec les
hypothéses.

Grace au lemme 4.2, on en déduit que :

Corollaire 6.2 Si f est un endomorphisme procyclique sans carré alors f(a?) ne peut pas
contenir de cube.

Et, en utilisant les théorémes 3.5 et 3.6, on obtient directement que :
Corollaire 6.3 Un morphisme procyclique sans carré est sans puissance k > 4.
Corollaire 6.4 Un endomorphisme procyclique sans carré est sans puissance k > 3.

Remarque 6.5 Attention, dans le cas ou l'on ne travaille pas avec des endomorphismes, le
corrollaire 6.3 ne peut pas étre amélioré. Par exemple, si on prend le morphisme procyclique
g:4{0,1,2}* — {0,1,2,3,4,5,6}* tel que g(0) = 0304303, g(1) = 1415414 et g(2) = 2526525,
on a que g est sans carré (et donc sans puissance k > 4). Mais g(00) contient (30)® et donc g
n’est pas sans cube.
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