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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

Montpellier 1979 , Exposé n° 12

LOIS D'ELASTICITE EN GRANDE DEFORMATION

J.J. MOREAU

C. INTRODUCTION

Le sujet de ce rapport est trds classique (cf., par exemple
1, [2], [3'1). L'auteur a éprouvé le pesoin dTune nouvelle élaboration
pour mettre en lumidre un réseau d'implications combinant de diversges
manidres quatre assertions usuvelles (les deux premidres sont des pran—
cipes de la mdécanique glassique, les deux autres des hypothéses faites

éventuellement dans les cas d'espices) :

T° Le principe des efforts intérieurs, appeldé aussi troisidme loi de

Newton bien que, sous sa forme originelle, ladite loi n'en constitue
qu'un aspect trés rudimentaire. ¥l est présenté dans i8] comme une sys—
tématisation du "principe d"action et de xdaction™ ; dars [1J il est
intitulé "axiome des puissances virtuelles". Son émergence dans lg con-

texte présent est la symétrie du tenseur de contrainte de Cauchy en

chague point dn miliew élastique.
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2° Le principe @'objectivité {ou 4'indifférence matérielle) selon le—
quel la relation contrainte — déformation, en chague point du milieu

élastique, est indépendante du choix 4'un repére.

3° L'existence éventuelle d'une fonction énexgie élastique pour le type
d'évolution considéré (auvcune allusion n*est faite dans ce rapport i la
thermodynamique : cela naurait pu qu'obscurcir le sujet ; telle est aus—

si, en ddpit du titre, l'attitude adoptde dans (8]}

4® L'assertion éventuelle d'isotropie de la relation contrainte—
déformation.
Seule cette derniére assertion est subordonnde am choix d'un

gtat de référence du milieu élastique. Comme cette assertion n'apparait

que dans les 3 dermiers paragraphe du rapport, il a paru essentiel de
développer les 7 premiers dans le ¢adre suivamt : on abandonne la prati—
que usuelle définissant toute position éventuelle du wilieu continw, re—
lativement au repdre choisi, par le champ des déplacements que ses di-
verses particules présentent lorsque le milieu atteint cette position

en partant d'une ¢ertaine position de référence. Cette pratique revient

& indexer chague particule par les coordonndes de la position gu'elle a
dans ledit état de référence. Dans les problimes despice, la référence
3 une telle position privilégide s'impose souvent comme le mode de caloul
le plus simple mais, au niveau de préoccupation quji est ici le ndtre,
elle cbscurcit gravement le sujet. L'éeoriture d'équations de la statigque
ou de la dynamigue du milieu em utilisant }"indexage en gquestion amene
en effet & faire usage de la structure euclidiznne @e l'espace av sein

duquel la configuration de référence comstitue un plongement du milieu
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{par exemple si l'on invoque des opérateurs “"divergence” ov "gradient”
relatifs & cet espace} et, consciamment cu non, a transporter sur le
milieu lui-méme ladite struckture. C'est ce qu'on fait par exemple lors—
gu'on prétend décrire 1'dtat local de déformation du malien au moyen du
tenseyr de Green-lagramge ; le tenseur d"Almansi-Tuler., au comiraire,
est exenpt deé ce vice (E1] concilie la terminoclogie traditionnelle avec
une vue corrscte de la situation en présentant les deux tenseurs en
question comme agsociés non pas & une configuration du milieu mais & son
évolution entre deux instapts spéeifads).

Le wilicn matériel, ensemble A Jdont les éléments somt appelés
partigules, est dono seulement muni d'une strugture e varidté €, -

différentiable, sans nétrigue. Sont ddelards admissibles les pogitions

(conformément & la terminologie actuelle. nous dirons plutdt plagements)
du milieu, pax rapport au repére R, gua consistent en des c, =
difféomorphismes de 1la varaétd N dems I'espace affine enclidien R.
Ces assertions constituent les axiomes gdométriques de la théorie des
miligux contipus du premier ordre. Tel étast désa le point de vue de
l'auteur dans [11] (communication résumsnt un mémoire de D.E.S. de 1945,
consacré A la cindmatique des fluides) ; tel sst aussi le choix de

w_ wour (4] et celui de P. rouceE [S). Ce dernier, pour 1"axiomatisa-
tion de tout chapitre de physique, préconise ]'usage de structuras ma-—
thématiques les plus pauvres pogsibles, plutdt que d’employer des
structures surabondantes, accompagnées de ces "principes 4'invariance”
dont. les physiciens sont friands. L'anteur estime powr sa part gue
1"étape 4 struwctures svrahondantes et princapes d°anvariance représente

une phase heuristique dans l'délaboration des théories physigues i c'est



sans doute la phage la plus vivante et l'enthousiasme pour les principes
d'invariance s'expligue par la.

A toute particule A €A s'associe 1'espace vectoriel T, .
tangent em ce point 4 la variété A et son dual ‘l'; , espage cobAngent.
A l'espace euclidien affine que constitue le repére R s'associe par
ailleurs son espace vectoriel V, euclidien, identifié A son dual. De 1la
divers "tenseurs du second ordre® qui, selon les cas,seront des applica—
tions linfaires d¢ T, dams T, ,de T, dens T,, de V dans ¥
(tautes susceptibles d'étre “symétriques™, ¢'est-d-dire autoadjointes)
ou bien encere des applications lindaires de '11‘2L dans V, de V dans
T: s ete, [pour lesquelles l'assertion de symétrie n*a pas de seng).
Naturellement, d8s que des bases seromt choisies dans les espaces vecto-
riels concernés, ces applications lindaires seront représentées par des
matrices et on rejoindra 1'dcriture des exposés traditionnels. Du point
de vue pddagogigue, aw niveau d'un enseignement de second oyele
d*Université ou ¢'Ecole d*Ingénieurs 1'auteur croit gqu’il sera plus sage
d'en rester & cette présentation matricielle, malgré son opscité
axiomat ique.

Yas résultats les plus originaox du présent rapport apparais—
sent dans les paragraphes termimaux, copsacrés a 1'isotropie matériaelle.
Y trouve notanment sa place une caractérisation domnée par (. VALLEE
[10] pour les lois a'élasticité isotropes possédant une fonetion énergie.
La démonstraticon Gonnée par cet autenx était um peu courte. et nous la
conmentons Gi-aprdés p.54 . Il nous a semblé utile de consacrer une Loague
Annexe du peésenkt rappert : la différentiation des fonctions réelles iso-

tropes sur l'espace I’s des encomorphismes autoadjoinks d'un espace vec-



torael euclidien. Notre xntérdt pour cette question a été directement
suscité par le travail de VALLEE.
L'Annexe mathématique en question n'est nullement exhaustive ;
on n'y trouve notamment pas trace du théoréme de Rivlin et Eraicksen se-—
[y

lon lequel une application # de <, dans lui-méme est lsotrope si et

seulement si elle a la forme
n—1 .
1
As) = 5 m.(8) 5
i=0
ot les ‘Zi{s) sont des foncticns scalaires isctropes de § € :s {on en
trouvera une démonstration dans |7])-

On rotera que, partout dans ce rapport, le congept d'isotrorpie
est pris dans son sens faible d'invariance par le groupe orthogonal
direct : 1l se trouve en effet que, si la dimension n est impaire
cette hypothése faible suffit pour les implications souhaitées,

Cbserver enfin que ce rapport devra &tre complété par des
développaments paralldles concernant les milieux élastigques incompres—

sibles.

1. NOTATIONS

Tous les espaces vectoriels considérés sont réels et de dimen—
sion finie. S1 V et W sont deux tels espaces, on note &(V,W) 1'es—
pace vectoriel des applications linfaires de V dans W. Le dual de cet

espace vegtoriel sera identifid & S(wW,V), grice a la forme bilinfaire
@éfinie pour tout A € J(V,W) et tout B € I(W,V)} par

(1.1) {A,B) = tr BB = tr BA .



Si V et W sont de méme dimension et orientés, on note
-‘l+(v,w) l'ensemble des applications linéaires strictement positives
(donc inversibles) de V dans W.

L *

On note V et W les cduaux respectifs de V et W ; les

formes bilinéaires correspondant aux diverses dualités sont toutes no—
- *
tées {.,.) ; pour tout A € <(V,¥), 1’adjoint A est un €¢lément de
* *
(W L,V ).
r ol - * - -
Pour A€ &(V,V ), l'adjoint A est un él€ment de
*x * * e -

v L,V ) =&V, V) ; alors on note d—S(V,V ) i'ensemble des

*
A € &(V,V ) qui sont autoadjoints (on dit aussi symétrigues). C'est un

* * *
sous-espace vectoriel de £(V,V ). un & € £(V,V ) est dans SS(V,V )
si et seulement si la forme bilindaire définie pour tout =x et tout v
dans V par
*
(x,v) 7 {x,8y) = {y,A %)

It
o (V,V ) le sous-ensemble (conique convexe

est symétrigque. On note
ouvert) de SS(V.V*) constitué par les A autoadjoints définis posi-
tifs, ce qui signifie que la forme guadratique x '~ {x,Ax) est aéfinie
positive sur V.

Si l'espace vectoriel V est muni d"un produit scalaire eu—
clidien (noté .), on identifie V et V', d'od la définition de
i'-s(V.V) et I;+(V,V). [Dans ce cas o ¥ = V*, ne pas confondre la for-
me bilindaire (syméirigue et réguliere) (A,B) = tr AB avec le produit
scalaire euclidien dont est classiquement muni J(V,V), 3 savoir
A:B=trAB (mais les deux coincident, bien sir, si A et B sont

dans £_(v,v)).]
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2. GECMETRIE

Un zeptzxe R est choisi pour toute la suite. Cemformément 2
l'axiomptigue usyelle de la cindmatigue classique, & est un espace af-
fine euclidien d¢ dimension n (dans la majorité des applications
n = 3, mais 11 egt utile parfois de faire n = 2}. Sedit ¥V 1%espace
vactoriel euclidien assocad, toujours identifié 2 son dual.

Le pilieu centinu considéré est un engemble A dont les élé-
ments gont appelés particules.

Un plagement p & A dans R est une application injective
pt AR

HYPOTHESE H, . On se restreint dans toute la suite A une classe de

S e—

placements possédant la propriété suivante : guels que soxent p et p'

dans cette glasse, les images p(A) et p'(h) sont des sous-variétds

e e e e e

c, - différantiables de R et le "dé=placement” p' , p'T gst un C, -

difféomorphisme de p(A) sur p'(d).

Catte hypothése est banalement dguivalente A cecy :

Il existe sur l"ensemble A une structure de variété C, -
différentiable telle gue tous les placements considérés sont des ¢, -
difféomorphismes de A dans R. Désormais A gera muni de cette struc—
ture, dont la dimension est au plus n. On ne supposa pas dés 1'abord
gue cette dimension soit exactement n ; on va donc obtenir quelgues ré-
sujtats s'sppligquant en particulier 3 wn milieu comtinu & une ou deux
dimensiens (ligne ou swrface matérielle).

Soit T, l'espace vectoriel tangent au point *» de A : on

note Fy = Ty *V ltapplication linfaire tangente & p au point M
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tinjective dTamrds 1 hypothese).

On appellera métrique du miljeu A dans le placement p , u
simplement mfétrique du placement p, l'information permettant, pour tout
arc de courbe différentiable ¢ dans A, le caleul de la longueur ea-
clidienne de I"image p(C).

Si r—*AMx} , x € [rl.rz_l, est une repxfsentation paramdtri-

que de C , le vectenr déxivée %3 est, pour chagve I, U Elément de
Tl(r) et
%I—p(lh')) * P % -
La longueur ewmclidierme de p(C) s'dorit
f‘z | &5 pthen | e .

r
1
Puisque V est identifi€ i son dual, la transposde de By € &(T,.V) est
un £lément r; de S{V,T;) . 1:; désignant 1'egpace gotangent & A au

point A, Alors

d 2 ah A - di
ol on mote . le produit Bcalaire euclidien de V. On note
* *
(2.2) Fl Fl = Cl H Tl i Tl -

On dira que Cp o8t le tenseur métrique du placement p zu point A
de A c'ust un Slément de S{Ti.'l‘:) autoadijodnt aéfini posikif.

Ei p at p* sont deux placements de A, Fy et Fi lauxs
applicaticns linéaires tangenbes, il ressort de (2.1) que la condition
(2.3) Viea :  rF =Ff B
est nécessaire et suffigante pour que touls courbe C de A ait das

images p(C) et p'(C) de méme longueur- Cette condition est lone



nécessalre et suffisante pour que le déplacement p' o P soit une

isométrie de p(h) sur p'(h).

Cas d'un miliecu de dimens:on maximale

Si dim A =n les F, € §{7T,,V) sont bijectives. On fait
A A

alors une hypothése supplémentaire :

HYPOTHESE H, . Si dim A = n, on se restreint dans toute la suite &

une classe de placements possédant la propridté suivente : quels gue

-1
FIF, :V-=vy

soient p et p' dans cette classe, les isomorphismes

sont de déterminants positifs.

Cette hypoth®se éguivaut banalement : ceci : il exiSte une
oxientation de l'espace affine ® ot une oraentation de la varidtd A
telles que tous les placements considérés soient des 4iffdomorphismes

PP G ) . . .
positifs - Les espaces vectoriels V et T> seront munis des orien=
zations assccides et alors

YAEA - £ (T, 0 .
S €8 (7,
Reprenons dans ce cas la condition (2.3}, c'est-a-dire, en
- ) =pr 1
notant Y FA FR ’,
- VY Ac : ! o= .
(2-4} €A Cl Cl

- -1 . .

Elle est nécessaire et suffisante pour gue p' ., © soit une isométrie

positave de p(A) sur p'(A)Y ; vy que la dimension est makimale, cela

équivaut & 1'existence pour chague composante connexe de A dfune iso-

métrie directe & de R telle que, en restriction 3 cette composante

(1) Naturellement on peul changer simultanément ces deux orientations en
leurs opposées : en traduisant sous cette forme 1*Hypothtse H 2 nous som-—
mes donc en contradiction avec notre parti d'dviter les structures sur-
abondantes ; la simplicité nous parait justifier ce recul.
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connexé, on ait p' =94 , p-

De méme 1'égalité €} =) pour un A €A équivaut & Llexis-
tence d'une isométrie vectorielle directe R de l'espace vectoriel eu-
clidien V talle gque F} = RF, ; si (2.4) & lieu, R est inddpendant

de ) dans chague composante connexe de Ao

3. COEMATIOUE

Un mouvement de A par rapport au repire R esh une chaine
de placements t P B ¢ indexée par le xdel t €I (I : intervalle de
tempg). On derira indifféremment pt(l) ou p(t,A) powr 1'imgge ou
position de la payticule *» dans le placement Py~

81 la dérivée partielle g-s (£, M € Vv existe, ce vasteur,
noté B.(M) em pe,}), constitue la yitesse de la particule A rela-
tivement & B & l'instant -

Da meon &&té, 1l'application lindaire tangente & p, au point
A, moik PB{t, i} € 5:{11.?). constitue la dérivée partielle % 2.
Si 2'application t @ ¥(t,1) de I dans I(T,.V) posséde une ddrivde
o pOUTTA noter cette dférivée -B—Z;R— - De mEme =i 1"application
A 3e,\) de A dans V posside nne application lindeire tangente,
on pourza noter %:& cet lément de S(Ty,V). Usuellement ‘ET et %;
commrtent : la copdition suffisante classique est gue les applications
£, 1) H%;% o (£, "’%;gx {3 valeurs dans un fibré dvident) soient

continues au point considéré. On suppose dans toute lz sulte ¢

AYPOTHESE ¥, . Pour tout t €I et tout * €4 les dfrivies g% et
%g existent et sont €omles ; on notera F(t, M) € £(7y,V) leur waleur
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coemmune 1

(3.1) %_: F{t,M) = ST P{t, M) = F(t, M) -

Par eilleurs, si t €I er x €R sont tels gue x € pt(a’\)

on définie
=
wit,x) = pt(pt {x)} -

Le champ vectoriel

- -1
= z A) >V
U TP, B pt( )

t
est le ghpmp eulérien des vitesses du milieu continu, relativement 3 R ,
a l'instant t.

Limitong-nous d'zbord au cas ol la dimension de A a la va-
leur maxitmle n. Le tenseur gradient G de ce champ vectoriel &u peant
x € pt“\), soit 5

Y

G = —Fx_ £ v,V

peut, vu {(3.1), 2'exprimer sous la forme

35 -
(3.2) G=3J§-;%=E’?1.

Pour uwne particule choisie A €A, soit £ un {lément de T,
indépendant d¢ t. Son image par I'application tangente & P, ¢ goit
a(t) = F(r,M) £

est un $lépent de V dépendant de t ,ou vecteur mobile dans V, qufon

a@éclare $trea transporté par le milieu contimu {on est naturellement amend

2 le visualiser pour chague £ € I comme un vecteur 1ié€, en L1'attachant
au pownt ptﬂ) de R). La dérivée de ce vecteur mobile peut #'expri-
mex pay

da d -1

da _ 4 —rl=p -
(3.3) 3t - ar (Fl) =F FF a=Ga .
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La connaissance de G ou 5', relifs par (3.2), permet de cal-
culer la dfrivée par rapport 3 t de la longueur de tout arc de courbe
pt(c) <R, ot C aésigne, comme au paragraphe 2, un arc de courbe de
A {i.e. une ligne matérielle). On &éfinit C par une représentation
paramétrique r i AMz) , r € rr1,r2J ; on note £= A, &lément de

Th(r) independant de t ; alors

a F2 2 ‘3? (PMF. Fhv)
(3.4) -—-I FAY. FA® gp = I a .
at T x 2 V., FAr
1 1 .
Tout réside alors dans le calcul de 3= (PM'. FM o, plus

généralement, si £ et m sont deux €léments indépendants de t dans
T, (% particule déterminée du milieu comtimu), le caleul de

d
(3.5) pn (Fi. Fm)

]

::‘.I. Fm + 2. Fm
G phm + (e Phmd

2 (aym ¥ Flm)

[

it

oli on note
s r=t T rar LTy .
D*autres expressions Equivalentes 3 {3.5) meront utiles dans
la suite. Comme en (2.2) on pose, pour chaque » &€ 4 ,
car'resmay
tenseur métrique du placement B, considéxé, auw point ) € A), ce qui

dopme
P Fm = {chmy .

L]
Pour un moyvement du milieuw continu, € est un didment de 5-5(T1,'1‘1) va-
riable avec +t : il posséde une dérivée C si et seuvlement si pour tout
£ et tout m, Sléments gonstants de T, ,la @érivée ci-Sessous existe !

(3.6 {ed,m) = -g; {chm) = —g; (Fi. Fm) .
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Par rappgochement avec (3.4) on voit donc que
3.7) » * 5 € & >
{3. Cw2gymF F S()\’Tl)
. - . .
({calcul direct : C = P FﬁC=F*F+F* F).
Une antre expression de € est importante s en notant a = FPd
et b = Pm (c'est=d=dire les positions d2 £ et m dans V A 1'ins-

tant considéré) et en ukilisant (3.3), on a

(3.8) %;_- {(FZ Fm) = (Ga). b + a. (G
=2 {Da). b = Za. (Db)
ot on note

(3.9) PE=smGet(@+e .

L'élément D € SS(V.V), partie symétrique du gradient du

champ eulérien des yitesses u, est usuellement derit
{3.10) D =defu -
En rapprochant de (3.6) on a, quels que scient £ et m dans Ty -

- x

{chmd = (2 DFE). Fm =2 {F D Fdm}
drolt

* - - *
{3.11) C=2P DP=F(G+G)F

L4 * *
®=2symF GF = 285y F G F .
Une des utilités de D est de permettre l'expression de la

dérivée {3.4) sous forme d'une intégrale curviligne étendue i la courbe
B () ©R : pour la valeur considérée de &, 1'abscisse curviligne s

du point pt(K(r)) Bux la courbe, comptée dans le sens des r crols—

sants, est en correspondance difféventiable avec ¥ et

% = .’Px'- Fxl
[} dx &x ds das
Y — X = e— e —— = —
F’ndrpt((r)) x as e~ ¥a

en notant © le vegteur unité tangent au point x = pt(?\-(r)) de la courbe
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x 4a ' At s 1_3_5_2
[2 dt(rk.s ] [2 2 po. a(dr)

. JE TR ds
r 2 J FAr, FAr s, 234

1

dr
< ds
ds

2
(3.12) = j‘ Do. @ ds

b

Vu la symétrie on peut d'ailleurs, dans cette formule, decrire G 4 la

place de D.

REMARQUE. Pour allégex, on s'est limité dans ce qui précide an cas seul
utile pour la suite, ol la dimension de A est maximale, c'est-h-dire
€gale i la dimension n de R. Il vy a trds peu 3 modifier si

dim A < dim &, par exemple si n = 3 avec, pour milieu gontinu, une
surface matérielle {membrane) ce qui Fait d&im A = 2.

Dans ce cas, le domaine de définitiom pt(A) du champ eulérien
des vitesses x ' u(t,x) est une sous-variété stricte de R. L'espace
vectoriel tangent :J'x au point x de cette sous—variété est identifid
4 un sous—espace de V ; il est muni de la wétrique euclidienne induite
par V et, par 14, identifié 2 son dual. L'application lindajre F
tangente & 1'application 3 B p(t,A)} = x envoie bijectivement T, sur
3'x. Considéréecomme un élément de S(Tl'gx) elle sera notde F. Autre~
ment dit, si on note I 1'injection naturelle de 3'x dans V, on a
{3-13) F=15¢% -

L*adjointe € £(V.3x) est, classiquement, 1'application projection
orthogonale
(3.14) T : xvr? proj (x,:rx) -

Donc, d'aprés (3.13)
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Le gradient G de u au point x = plt,*) est un élément
de S.("Ix,v) ; au lieu de {3.2) on a

(3.15) G o= 3t

*

4.
mais toujours a—:— = Ga (observer que puisque x = p(t,}*), 1'espace ‘Jx

dépend de t ; il ne peut donc pas 8tre question de définir le symbole
F). De (3.5) & (3.7} les résultats sont inchangés, mais, au lieu de

{3.8), il faut écrire

(3.16) 3—t (Fh. Fm)

(P Ga). b+ a. (PG

* %
Mg+ G Plal. b=2 (Da)l. b =2 a. (Db}

oll on pose, cette fois,
1 -
D= PG == (PG + L¢3 .,7 R
sym 2(G GI)GS(x,x)

En rapprochant de {3.6}, on a,au lieu de {(3.11),

(Chr) =2 (D). Fn=2 & D Fm

done

c=2%pF = 3*(1=G+G*1)3

L] & R x*
F ¢F+3 g F=2symF Gd .

4. STHENIQUE

L'auteur L6—1 a autrefois proposé d'intituler sthénique le
chapitre de la mécanique ayant pour objet l'axiomatisation et le mode
d'emploi du concept de force, avec ses généralisations. Le statut donné
alors audit concept est celui d'un “mot™ du langage grice auquel des
informations émanant d"autmes chapitres de la rhysique sont in-troduites
comme données d'un problime de mécanique, c'est-i-dire &'un problime con-

cernant le mouvement d'un systéme matériel. Il s'agit donc d'un "concept
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de commmication” entre la mécanique et d'autres chapitres de la pghysi-
que (exempla en d'autres domaines : le concept de quantité de chaleur) ;
une idéale physique unitaire, c'est—a-dire non divisée en chapitres.
powrrait se passer de tels concepts.

Il est aujourd*hui largement reconnu que les forces de la
wécanique éldmentaires,simplement comsistant en des vectemxs 1iés, ne
parviennent pas dans tous les cas & remplir ce rdle. Le mot affort est
souvent employé (cf. P. Germain, [1]) pour désigmer les objets plus gé-
néraux » invoquer. Dans le livre cité [8], nous avens aussi proposd
d'ptiliser & gette fin le terme de dyname-

Déorive un dypame, on effort, ¢'est définir sa puissance pour
tous les états de vitaspe du systéme matdriel auquel le dyname est ap—
pliqué oun, towut au moins, pour une classe de tels états de vitesse, dd-
clarés admissibles pour le dyname considéré. Limjtons-nous i des systimes
dont tout état de vitesse, par rapport au repére R choisi, est reprd-
sentable par on champ evliérien x ¥?u{x), @éfini sur la partie p{A) de
R gue le systdme A occupe dans le placement p considéré. Par axiome,
1'ensemble dgg u : p(A) @V admissibles pour tm certain yname G est
un_sous-espage vectoriel U(G) de L BN prissance de 0 est une

fonctionnelle lindairg gur Q)
utPGur .

Far exemple, la définition dang get esprit d'une famille de k
forces au sens élémentair, & gandeurs vectorielles 51, fz""' fk €V,
appliquées respectivemant & k particules dont les positions sont
Xye Ryes--r X, ¢ consigte en cecl : L'espace vectoriel W(G) est cons-

titué par des champs de vitesse x ** u(x) &&finis, au moins, en chacun
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des k points X, Xyre--s X et par définition

k
Pw) = T o£.- ulx,) -
1-1 a 1

11 va s'agir dans toute la suite du dyname des "efforts anté—
rieurs® @&'un milieu eontinn A avec aim A = dim R = 3. On pe restreint
au cas le plus usuel dTun milieu du premier ordre, c'est~d~dire vérifiant

les hypothises H_ . o v 33 . Alors, pour tout mouvement admissible, le

1

champ eulérien des vitesses = u{x) ast C, - différentiable sur

1
A).
Pt{ )
On fait de plus ici L'hypothise que le dypame intdrieur est

localizable, dans le Bens suivant :

1* Est aéfinie sur le mxlieu A une mesure =0 , notde dB . indépen—
dante du temps (en dynamigque, ce sera la mesure masse ; mais le concept

de masse n'a ancun r8le i jouwer ici).

2% Dour toute partie W - intdgrable de ! -notons-la &« la puissan-
Ge du dyname intérieur de cette partic s'exprime sous la forme dinté-
grale

- = 1
(%-1 Pnt I‘ mA) an(d)

ol la fonction T € S;OC(A,dP- ;1 R) est appelée densité de pnissange par
rapport & la mesure &R,

L'axiome de linfarité de la puissance formulé plus haut axige
Que, pour chague placement p 4u milisy, et pour chaque 4, la valeur
mtA) soit une fornctionnelle lindaire du champ eulérien u.

Dang l'assertion de localisablil)ité nous inguons en outre :

3* m(A) s'exprime & partir des éléments locaux de U au point

x = p{M), c'est~a-dire puisque l'espace des u 4st celui des fonctions
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c, - différentiables sur plA)
{1y = ll(u{x).grad u(x)}
avec 2, : VX L(V,V) "R, linéaive.

Comme précédenment, on note grad ul{x) = G ; en utilisant le
mroduit scalaire euclidien de V., on peut exprimer £, socus la forme

Litu,G) = £, u-tx 2 G,
avec £ €V et = € LV, V) dipa;'xda:n‘l: ds .

Selon un des principes de la mécanique classique guon peut
appeler "principe des efforts intérieurs® (il est présents dans [6]
comme la systématisation la plug générale du "principe dTaction et de
réaction" ; dans [11 il est intitulé "axlcme des puissances virtuelles")
la puissance (4.7) doit, quelle que soit la partie intégrable & , &tre
nulle pour tout champ de vitesse u zigide, c'est-3-dire de la forme

uf{x) = u{0) + A x
avec A € £{v,V) antiadjoint. Cela égquivaut irmédiatement aux deux
conditions swivantes
(4.2} f=0
(4.3) Ze€ S.s(v,\n .

La définition de T est visiblement subordonnde au choix de
la mesure @¥. On tourne classigquement cet inconvénient de la manidre
suivante : puisgue le placement p eost supposé spéoifié, Itintégrale
(4.1) peut se récrire par changement de variabie
(4.4) Pone = I nip lx)) ptx) ax

{3
ot dx adsigne la mesure de Lebesgue de B et P la fonction densité

par rapport & dx de la mesure image de dPF par p sSi une telle den-

sité existe (lorsgue 4P est proprement la mesure masse du wilien
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contimi, on sait que P{x) s'appelle la masse gpécifique ou masse

volumique du milien au point x € ® dans le placement p considéré).
On pose alors

(4.5) Ptx) Z(p™ (x)) = o(x] € AV,V)

appelé tenseur contrainte de Cauchy au point x € p(A}. Alors

- tr F(x)} Glx} est la dengité volumigue de puigsance intérieure au

point x.

Si 1'on revient & l'expression de P:.nt par une intdgrale
étendue & % , on écrira, wvu (3.2)
¢ A -
(4.6} P . =-) trfca=-] trIrr  as
int F &

" -1 ]
==-] t&r¥ IZraq
[

d'ol 1'intérdt, pour chagque A €A , de 1'élénent

(4.7) = % F o€ Lveny -

Il y a avantage 3 @dcrire les efforts intérieurs au moyen 4'un

objet appartenant A la géométrie de la variété différentiable A ; posens

= v - [ 1.
(4.8} 8=F1ZF*1=%F1GP T € Lemy,Ty)

ce que Rougée [5) appelle tenseur intrinsdoue des contraintes au point
A @e M. alors

- *
(4.9) T =P T=8r
4.10) P --§ werea
(4. ot . Far .
Les écritures (4.4) A (4.9) n'anvoguent pas la symétrie de T

&t O , fournie en (4.3) par le "principe des efforts intdrieurs™. On
- x*
voit sur (4.8) que cette symétrie équivaut & celle de B € i(T,,T,)-

Moyennant cette symétrie, {4.4) devient
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{4.11) Pint--"- tr © D dx
Bt¥®)

oll, comme au paragraphe 3,
1 + *
al
D= (Gtc)

tandis que (4-10} devient, v (3.7),

- s
(4.12) P .="FJ tx8F F+F F) @
int 2 )

- -zl I tr 8 C a0 .
L]
On retrouve par {4.11) ou par {4-12) que, si le “"principe des

efforts intdriears®™ est virifié, la puissance Pm

B - intégrable de A est jpdépindante dn choix du repire R utilisé

pour ddarire le mouvements

de tool fragment

5. LOIS D'ELASTICITE

On appelle ainsi upe relation
S = £(F)
exprinant la contrainte de Cauchy © € &({V,V) eomme Ffonction de
F € £,(T,,V). Naturellemant, cette relation est & farmaler pour chagque
particale A du milieu continu.-
Bussi bien alors, T € £(V,T,) et O € .‘f'.('r;.-rl) sont des
fonctions de F. En effet, une fois la mesure dF définie sur la varided

A, P emt une fonction de P et on définit, W (4.7) et {4.8),

4
PCEY

1
a(F)

(5.2 - e )

g{F} =

%

(5.3} 8 =nir) = Frer e .
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Pour tout mouvement de notre milien eontinu par rapport au
repire choisi R , la pulssance des efforts i{ntérieurs de & srderait
A'apres {4-6)

{5.4) Pint == 5; tr g(F) F @B .

On @it que la loi d'élasticité posséde une fonction dnergie
(ou encore que c'est une loi hyperélasticue) i, pour tout mouvement
£ P ptee), £ € [£6,] ot toute partie intdgrable 2, le travail

intérienr
ty

t,
2
5 P
LT i (8 AT
1 t
1
ne dépend que du plagemant initial et du placement final. Cela dquivaut

& llexistence d'une fonggionnelle Gu placement, soit » FPW(d,p) €m
telle que le travail cl=dessus soit dgal i W(i.p(t,l,.)) - W(@,p(tz,.li
elest-b-dire, sous xéperve de la continuité uguelle,

(5.5) Pong® = - f‘; wid,p(t,.)) .

La fonctionnelle p P W(#,p) est appelée &nargie élastique dn fragment
3.

Il suffit pouy ¢ela (nous ne discuze¥ons pas i1ci la nécessitd)
gqu'il existe, pour chaque * €A, une fonctiem F ' w(F} €& telle que
{5.6) giF) = grad w(F)

ol le gradient (de Fréchst) est entendn au sens de la dualité naturelle
entre &(v,T,) et I(T,,V) crest-3-dire an sens de la forme bilindaire
{.r-) @éfiniec au § 1. Dang ce cas, en effet, (5.4} devient

~

= ar
F:Lnt‘“ = - j@ tr grad w{F) = Abe

e -
j{) ot wFte)) dk a4, w(F{t]} & .
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Ce gui précdde ne suppose pas que Y posside la symétrie im~
pliquée par le principe des efforts intérieurs ; la puissance ou le
travail écrits ci-dessus doivent donc a priori dépendre @u choix du

repére R.

6. LE PRINCIFE D'OBJECTIVITE

Selon ce principe, la loi reliant 1'&tat de contrainte dans
e SElos — SRAL de contrainte dans

le milieu 4 son placement doit &tre indépendante du choix du repire. De

fagon équivalente si P et p' sont deux placements de A dans le
repére R tels que p' 9“1 soit une isométrie I (directe, wvu
1'hypothdse H,), 1'état de contrainte du milieu doit &tre le méme .

51 p' =< ,p. ona, pour chague X € A, 1a relation sui-
vante entre les applications lindaires tangentes Fi et Fy ; éléments
de & (T,,V)

F'=RF
ot R E 6,(V) est 1'isométrie vectorielle associde 3 d .

Dans la géométrie propre du milieu continu, indépendante de
tout placement, l'état de contrainte est adcrit par le tenseur intrin-
séque des contraintes § € S(T;,TJ\). La loi d'élasticité derite au
paragraphe précédent est donc conforme an principe dTobjectivité si et
seulement si, pour chaque A € A 1a fonction h : P b 8 vérifie

(6.1) ¥RrRE BV, VF€ £+(T,v) : h(RF) = h{F) .

THEOREME 1. Une loi d'élasticitd possdde la propriété d'obiectivitd

(6.1} 5i et seulement si elle posside 1'une des propriétés équivalentes

suivantes :
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i} ILa fonction f : F P U vyérifie
6.2 YREG (M ,YFES(TV) : HRF) =REE) R .
ii} La fonction g : FP T wvérifie

(6.3) ¥R E vy, VrF¢€ ST, V) : g(RF) = g(F) R

++ * s *
iii) $5i on note Sg (7,7 } 1'ensemble des &léments de &{T,T )} auto-

adjoints définis pogitifs, il existe une unigue application
++ * *
H & £s (T, ) >34T ,T) telle gue

(6.4) ¥ €8 (T,) : h(F) = HE By .

Preuve. Puisque toute isométrie préserve les volumes, on a, quel que
soit A,
P(R F) = §(F) .
Téquivalence de (6.1) & i) et & ii) résulte alors immédiatement de
{5.3) et (5.2)-
Par ailleurs la relation binzire
S B 1=
FRE6 F RF
constitue une relation d'équivalence dans 1'ensemble £ (T,V). La pro-
pridté (6.1) dquivaut 2 dire que h est constante sur chacune des clas—
ses d'équivalence- On a vu au paragraphe 2 que F et F' appartiennent
4 une méme classe si et seulement si
* x
F F = F' F' .
Don¢ la propriété (6.1) équivaut i l'existence de H assurant (6.4).
L'application H est définie de maniére unique sur 1l'ensemble des
* .. ++ *
C=F F avec F décrivant S._'_{T,V). On a va gque C € SS (T, T J-
;. - ) ++ *
Réciproquenent si on appelle € un élément guelcongue de Ss (Tt,T ¥ ,

le produit scalaire
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. ¥ = {x,cy)
Affinit sur T upe structure d'espace vectoriel euclidien ; i cette
stxucture correspond clagsiguement une identification de T  avee '.T.'. ’
laguelle n"est autre que 1"application C. Choisissons une isomftrim K
de cet empace euplidien T sur 1'espace enclidien V 3 élémentairement

1

» - &
K =K  , dooc X K = id = C. L'izomftrie X peat d'ailieurs étve

choisie dans -C"'(s:,v) en posant F =K on a bien C = F F.

e

7. ENBRGIE , OBJECTIVITE ET SYMETRIE

THRGREME 2. Soit une loi 4°'é itd 2 e fonction &

glest—i~dire gu'il existe w : &T,V) R telle gue la loi g'écrive

T = g{F} = grad w(F) .

Alers les assertions suivantes sont €quivalentes

i} la fonction w vwérifie

L1l

(7.1) ¥we o ,Vr E.r."_(r,v) i w(k PY =vwiF} -

il) Il existe v : I:('r,'r*) 2R telle que

(7.2) VEPESHTY) : wiF) mo(r 7)) .

ifi} loi wérifie Te principe des cxts igtérieurs (cf. parperas
Hie 4) glest—i-dire que, pour tout F € -&_(T,V), 1'é¥ment F g(F) ap

pagtient & L (V,V) (ou, de fagon équivalente T =pF T € £s(v,w .
xegp- O = 1 Fle 'ts(T"T”'

iv) L3 loi est objective. clest-d-dire Fosside les propciérds Enoncées

au Théordme 1.
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Preuve. L7équivalence de i) et ii} s'obtient par le méme raisonnement
gu'd la fin du paragraphe précédent.

Montrons maintenant gue 1) © iii). Les applications F** R F
de £+(T,V) dans lui-méme constituent, pour R d&écrivant O (V) un
groupe de transformations de 1'emsemble & (T,V). L'assertion 1) signa-
fie que la fonction numérique w est constante sur chaque orbite de ce
goupe. Comme ces orbites sont cOnnexes par arc, il faut et il suffzt
pour cela que, pour tout F, 1'élément T = grad w(F) € v, ) soit
orthogonal & l'espace tangent de llorbite de ¥. Or 1'application
RPRF de @& dans £+(T,V) a pour application linéaire tangente au

point I
dRP AR F

ot dR décrit l'espace vectoriel tangent & ©,_ au peint I, clest~a-
dire :a {cf. Annexe, § B. 3). L'espace tangent a l'orbite de F au
point F est l'image de ia par cette application landaire ; l'ortho-
gonalité en vue s'écrit donc

Yyoce £é - tr RET = O
ce qui signifie que FT , élément de &£(V,V), est orthogonal a ih ;

aptrement dit Fr € Sétv,v), ce qui est l'assertion iii). On note en

outre que FT € XS(V,V) Squivaut & !

FrE € £S(T*,T), c'egt-d-
aire @ € ST .T).

Montrons gue 1) = av). Soit R faixé dans (V) ; en dif-
férentiant (7.1}, 1l vient, pour tout F € & (T.V),

¥ &6F € &(r,v}) : tr g(R FIR &6 F = tr g(¥) bF

donc

Yor €T,V : tr [gREOIR-aFY] 8 F =0

ce qui établit {6.3).
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Pour prouver gu'invérsement iv) = i) , supposons (6-3) ; le
czlenl ci~dessos montre ¢utalors, pour R € B+(v) fixé, les fonctions
F 2 w(F} et ¥ P wlRF) ont méme gradient en chague point
FE F AT V). Done si T aésigne ume partie de &,(T,V) connexe par
arc, on a
(7-3) YFED : w(RF) - w(F) = K(R}
avec X : B (V) *R évidemment continus. En laissant de ¢8té le cas
banal o R est I'identité, appelons ® le sous—groupe de o (N
constitué par les rotations de méme axe gue R. On pent prendre pour [
l'ensemble des rF , r € 0 ; i on dcrit (7.3) en remplagant F par
RF , R°F reees B'F et si on ajoute membre 3 membre, i1 vient

Yoné€m: EK@E) =pn K{R) .

Comme 1'identité est un point d’accumulation des R dans ® et que
¥(id) = 0, on en conclut K{R) = O, ce qui termine la démonstration

(voir um argument de méme type au § 6. A de 1'Annexe).

REMARQUE. Certaines des implications formmlées dans le théoréme précé—
dent ont un analogue global évident : Supposons, pour une portion &

du milieu, l'existence @'une fonctionnelle énergie élastique p V> W(p)
{cf- paragraphe 5). Le principe d'cbjectivité exige que cette Fonction-
melle soit indépendante du choix du repbre B ou, ce qui revient au
néme, que pour toute isomitrie directe I de l"espace affine cuclidien
R, onait w(I » P) = W(p). Il vient alcrs, par {5.5) que Pint(i)

est mulle pour tout mobvemcnt rigide du systiéme par rapport & R : c’est
Justement ce que domne le principe des efforts imtérieurs. Et on a la
réciprogue, puisque toute isomftrie I de R est réalisable cowme

résultat d*un wouvement rigide régulier sur mn intervalle [t,',tz]-
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THECREME 3. Soit une loi d'€lasticité objective, c'est-a-dire possé—

dant les propriétés énoncfes dans le Théoréme 1. A ors les tions

suivantes sont équivalentes :

i} 1la loi posséde une fonction dnergie, c'est-a-dire que g : F 7

est un gradient au sens de la dualité naturelle de &(T,V) et &(V,T).:

x
ii) lrapplication H : CP 8 prend ses valeurs dans :-S(T ,T) et

*
¢'est un gradient au sens de la dvualité naturelle entre £S(T,T ) et

L,
S5

Si, ges propriétés sont wérifides et que

(7.4 g{F) = grad w(F)

gt

*
la fonction v : (T,T ) *IR définie par (7.2} est différentiable et

(7.5) H(C) = 2 grad w{C} .

Preuve. Montrons d'abord gque ii} = i) ; on suppose qu¥il existe

v £:+('I‘,‘I'*) R telle que H(C) = 2 grad wv{C). Alors la fonction w
définie sur -5:+(T,V) par w(F) = v(F* F)} a pour différentiglle

* x* *
dw = tr grad v(F F) {dr F + F dF)

1 * *
Etre(d.E‘ F+F arF) .
. *
Par hypothése & € S.S(T ,T) donc
* x * *x x*
tr BdF F=+trF aF & =+r 0 ¥ ar
& *
ce gqui fait, puasque B8 =89 et 8 F =71 ,

*
Gw=+tr 8 F aF = & T aF

4

pour tout 4dF € £(T,V) ; cela prouve gue
g{P) = grad w(F) -
Réciproguement, supposons i} ; d'aprds le Théoréme 2, H prend

-
ses valeurs dans £S(1- +T} et on peut définir une fonction v par

(7-2) ; on va montrer gue cette fonction est différentiable et assure
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{7.5) en s'appuyant sur le lemme suivant, démontré plus loin 12

&+
LEMME. L'a ion surjegtive F®F F ge L (T.V) sux
-i:-(T,'I") posgdde un relivement différentiable, c'est-i-dire qu'il

existe

v Sy < S e
différentiable et telle que
{7.6) ¥Y¢¢€ S:(T,T‘] 3 Y(c)* HWey=¢ .
la fonction v paut alors s"exprimer
v(C) = w(¥(C))
elle est donc différentiable et
(7.7) dw({C) = tr grad w(¥(C)) a¥(c) .
En difféyentiant (7.6) on cbtient
(7.8} a‘l’* Y+‘!a\1'*=dc -
Par ailleurs, le Théoriwme 2 moatre, en prenant F = ¥C), que L*Elfment
T = grad w(¥{C)) vwérifie
(7.9) ¥Yre .&'.S(v,v) -
Powr abréger, on note ¥ 1vgidment (Y(c))"‘ € v, m et (7.7
devient, grice i Ja symétrie {7.9).
dv=tetq¥ = xTrar ¥
=-;-u- Yrqar ¥ lay?” at)
e rarery T ary

sser ¥ (Maveary |

Or; #i on prend P = ¥(C) , on a d'aprds (4.9)
BC) *8=1p '=1¥1* 5

donc, wva {7,8)
dv = 21 tr H{C) dC
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ce qui démontre L'assertion ii) et la relation {7.5).

Il reste 3 prouver le Lemme. A vrai dire, on n'aurait besoin
pour la démonstration c¢i-dessus, que &'upn ¥ défini sur un voisinage
de chagque  : son existence pourrait se ddduire du théordme du rang
{cf., par exemple, L9), Chap. X, n® 3 et chap. XVI, n* 7) en établas-

*
sant que l'application F**F F est de rang constant sur un tel voi—
sinage. On domine mieux la Situation présente en explicitant vn ¥
Pes s -+t * - €5
défini sur Ss (T,T ) entier : Choisissons F - (T:V) et posons
=F € & > i idi &
Co = Fo Fo - (T,T ). On fait de T un espace euclidien, not Eo .
en posant, pour x et y dans T .,

&*
X= ¥ = <X r C°y> ={x, FO T°y> = Fox. Foy

(ol le dernier membre est un produlrt scalaire dans l'espace euclidien

V}. On voit gne F_ = E_ *V est une izométrie ; comme d*habitude, on

*
identifie E, a son dual, ce gul fait que E =T=T et que c,

. * -
devient l'identité, d'ol 'E'° = Fo1 .

++ *
Tout C € ‘5:3 (T,? ) devient ainsi un opérateur autoadjoint
@éfini positif de l espace euclidien E, et, & ce titre, posséde une
racine carrde .C. Posons
Yoy =F_JC
o
Aol
X — % -_
Yo =fcF =J/eF}
(2] o x

ce qui donne bien (7.6). Cela démontre le Lemme, puisque 1'application

. 4
¢ 2 ./C est partout Aifféremtiasble sur S-' (E)-
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8. ISOTROPIE MATERIELLE

Désormais on privilégie un certain placement, déclaré consti—

tuer 1'état naturel du milieu contima A. Il s’agit toujours d*un mi-

lieu de dimension maxiwale. Comme le placement comsidérd est injectif

de A dans Ll'espace euclidien affine R , ce placement privilégidé per-
met de transporter sur A la métrique cuclidienne de R . Pour chaque

A € A, l'espace vectoriel tangent 2, est de ce fait muni d*une mitri-
gue euclidienne et, comme d'habitude, un tel espace est identifié & son
dual =

{8.1) T?t = 'l'; euclidien .

Donc, pour taut ¥ € &(T,v), ona F € £(V,T) , ce qui donne
un sens 3 1'écriture, jusqu'} présent interdite; P F ; élément de
S?(v,v).

On considére vme loi d'élasticité, relative & la particule A
én milied. Pour alléger les discussions on suppogera toujours dans la
sunite gu'une telle loi est objective, c'est-i-dire que, d'aprés le
Théoreme 1, elle peat s'écrire
(8-2) 9 = H(C)

(On pourrait développer la notion d'isotropie sans objectivitd :
1*écriture serait exactement semblable & celle du paragraphe 6 consacrd
3 l'objectivité sans isotropie, & 1'échange prés des espaces T et V,
des éléments & et & , etc...)

Les élémerts C=F F € £ et © € S(r,T) appartien-
nent h la géométrie de la variété A. On dit gue la loi (8.2) est
isotrope si son écriture au moyen d'une base orthonormée directe choisie

dans T est indépendante du choix de cette base : celz revient 2 :
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(8.3) Va€syr) ,¥ce€ £;+(T,T) : BT em = ey 2 .

En introduisant les mémes éléments qu'au paragraphe 5, on a

alors :

THEOREME 4. L'isotropie (8.3) de la loi- d'élasticitéd objective

B : C 9 édgquivaut aux assertions suivantes :

i) L'application h : FP 0 vwdrifie

P h{F) J .

(8.4) Vgc& BTy, VF EL(T,V) = h(F 7)

ii) L'application g : F B 6 vdrifie

{8.5) vac€em ,vVr ¢ L AT, V) : g(F 3} = g7 g(F) .

iii) L'application f : FH & wvérifie

(8.6) Yyeo(m ,Vr¢& L AT,V 2 £(F J) = £{F) .
iv) Il existe & : £;-+(V,V) -’iS(V,V) telle gue
(8.7) ¥re€ £+(T,v) : £(F) = F(F F*J .

Preuve. Supposons (8.3) ; alors puisque J =J
* | * -1
h(F J) =H(J F FJ) =3 HF FI1JI=T y(F)J
c'est=a~dare i). Réciproguement, supposons i} ; pour tout
++ *
c € IS (V,V), il existe (non uniquement) F € £+(T.V) tel que C=TF F;
les mémes calculs que ci-@essus donnent alors (8.3).
Les équivalences de 1) & ii) et iii) résultent ensuite des
définitions de T et ¢ , en observant, au sujet de la densité P que

P(F J) = p(F) .
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L'égquivalence de iii) et iv} xrésulte de ce que pour tout
++ =
B € £s (V,V), il existe (non uniguement) F € £+(T.V) tel que B=F F
et de ce que, pour F et F' dans &£ (T,V) , on a

FF =prpr = 3J€®+(T) : F'=FJ .

THEOREME 5. Soit une loi d"élasticité objective et isotrope (cf-.

Théoréme 4}. Si la dimension de V est impaire les Sléments o et

* *
C=Ff F de S.S(T,T) commytent ; les €léments 9 gt B=FF de

S-S(V,V) commutent. L'application & : BV O définie par le Théorime 4

est isotrope, c'est-i-dire

(8.8) YREG (V) ,VBE i:(v,v) : R B R =R Fm)Rr .

- -1
L'applicatior B H-;l; g B 1o FE%‘T Fp) B est universeli isomé—

trique & B , c'est-i-dire gue pour tout M € iso (T,V) , on a

a 1

(8.9) 2 9 L~ B B M) M R

Démonstration. La propriétd d'isotropie (8.8) résulte de {8.7) et de
1'objectivité telle qu'elle s'exprime en (6.2). L'éldment O € -ES(T.T)
commute avec € parce gque c’est la valeur H(C} de 1'application iso—
trope H ; 1'élément T € £S(V,V) commute avec B , parce que c'est la
valevr de L"application isotrope ¥ .

Soit enfin B € &‘.:(v,v) et B = B!: 7 si on prend
F=BnC€I(rV) ona FF =B, drol, d'aprés le Théorime 4, une

valeur déterminde ponr © = ¥(B} et pour

- 4 _ aeak 1
= & ax ax det T Mi

(a*  aésigne ici 1'jmage sur la variété A de la mesure de Lebesgue

dans le placement dit maturel). Alors, puisque wl = M’,

_1 - 2 L 3
H(M B M)} = H{(M P° M) = H(F F)}
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est la valeur correspondante de 6. Vu (4.8) on a done

1

- - — * -
MH(M1BM)M =B1F5F ﬂ1=51—B =ipcB

ks
puisgque £ = B commute avec O .

On notera gque det F = (det B} .

9. FEXTENSION A DROITE ET A GAUCHE

Lridde classique de @écomposition polaire des matrices se

retrouve dvidemment dans le cadre présent. Comme au paragraphe précé-
dent, T et V sont deux espaces vectoriels euclidiens orientés, de
dimension n. Cn note iso+(T,V) l'ensemble des isométries positives
de T sur V.

Pour tout F € £+(T,V), il existe, de manidre unique,
K € iso (T,v) , B € a‘!:(v,v) ;v € £;+(T,T) tels que
(9.1) F=BK = Ky -

L'unicité résulte de ce gque ces dgalités entrainent

(9.2) FF = ﬁz drott B = (F F*il’
{9.3) Fore= Vz d'oh vy = (F* F)‘s
(9.4) K=B'F=ry

Et on vérifie par un ¢alcul immédiat que X , B , ¥ ainsi construits
sont bien confoermes & l'assertion{que X soit une isométrie s'exprime
*
par KK = I).
L'intérét de¢ B et ¥ est surtout de servir d'intermédiai-
res dans des démonstrations ; da point de vue pratique, les &léments

2 * 2 * . .
B =FF ,notéd B,et ¥ =F F,hnoté C, sont plus accessibles au
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++ By
calcul. On dit usuellement gque B € & '(V,V) est 1'extension & gauche et

++ LY '
et que Y € S's (T.,T) est l'extension 3 droite associés & F.

Le caleul précédent montre que

{2.5) ¥ = K* B x

ou aussi bien
*

Ky K

B

* -
(se rappeler que X =K ) : B et Y sont isométriques ; de méme

leurs caryés
* *
(9.6) cC=K BK , B=KCK .
Voici comment on peut, dans ce contexte, exprimer la propriété
@robjectivité (6.1}, concernant l'application h = £+('1‘,‘»2) > &, T, 2

savoir

¥ rE 8. (V) , ¥VFE £+(T,v) : h(R F) = £(F} .
On choisit un K, € iso (T,V) ; pour tout F € & (1,V), auquel on associe
¥ et K par {9.1), on écrit

1

= h{F) = h{K ¥) = h(K 1(0 1c° v) = h(l(o ¥)

puisgue K x: € 8,(V). va (9.3} cela domnne
(9.7) B = H(C) = n(x, cH .
Ce type de calcul a déjd été employé, dans les démonstrations des
théordmes 1 et 3.
Symétriquement, on exprime comme suit la propriété drisotyo—
pie (8.6) de la loi d'élasticité f £+(T,V) - élS(v,v), A savoir
YIE Ot ., YFEL(T,V : £F J) = £(F) -
On choisit un L € iso (T,V) et om écrit
o = E(F) = £(B X) = €(B K_K_' K) = £(B K_)
paisque x:' X & §,(T). Donc, va (9.2) la fonction ¥ introduite par

le théorime 4 peut s'écrire
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(9.8) g =3B3B) = f(B!’ Ko) .

10. ENERGIE ISOTROPE

Comme au paragraphe 8, T est euclidien, jdentifié & son dual.

THEOREME 6. Soit une loi d'élasticité objective possédant une fonction

énergie (cf. Théorsme 2} ; les assertiong suivantes sont dquivalentes :

i) Xa lo1 est isctrope (cf. Théoréme 4)-

ii) La fonction w vérifie

(10.1) Yg€u(Tr, YF € £+(T,V) : w(F J) = w(F} .

iii) La fonction v vérifie

(10-2) vaeom ,¥Yc€ s mm - Wi e = ve) -
++
iv) 11 existe e : £$ (V,V) »R telle que
* L]
{10.3) YrpEi(r,v) : v(F F) =w(F) =elfF Y -

preuve. L'équivalence de i) et ii) s'établit comme 1'équivalence de
i) et iv) dans le Théordme 2, au remplacement prés &'une action a
gauche de 9 (V) par une action & droite de O, (T).

On & vu en {7.5) que H = 2 grad v ; d'aprds Amnexe, § &,
lvisotropie de H dorite en (8.3) équivaut & 1'isotropie de ¥ dorite
en iii) ci-dessus.

L*équivalence de ii) et iv) s"établit comme 1 équivalence

de i) et ii) du Théordme 2.
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THEOREME 6. Soit une loi d'élasticité objective et isotrope, possédant

une fonction énergie. Alors la fonction scalaire e introduite par le

Théoréme 5 est isotrope, i-.e.

(10.4) ¥YRE Gtv), VB € £r(v,v) : e(R—1B R) = e(R) .

Les fonctions v et e sont universellement jsométriques, c’est—a~dire

gque, pour tout p € iso (T,V) eona

(10.5) Ve e mm ¢ wo—emen
(10.6) ¥g& S.:'(V,v) : e(8) = vl B M) .
En outre

{10.7) grad e{B) =Llogt |

2e
. . : A+ & : .

Bémonstration. Soit € € -f-s (T,T) et vy =C" .5i ME iso (T,V) on a
My € #‘+(T,v) 7 en prenant F = M vy , la définition (10.3}) de e donne

-1 *
(rappelons que M =M )

&* * & * *
efMCH)=eMYYM)=svYMMY) =v() .
Cela établit (10.5)} : on en tire immédiatement (10.4) et (10.6).
Enfin, en différentiant (10.6), pour wun M f£ixé, on obtient
vu (7.5)
—1 -1

tr grad v {M BM)M  dB M

%tr MEM B M oas

d e(B)

pour tout 4B € é.‘s(v,v) ; (10.7) résulte alors de (8.9).

THEOREME 7. Soit une loi d'€lasticité objective et isctrope ; les as—

sertions suivantes sont égquivalentes :

i) La loi posséde mne fonction dnergie-

R . -1 ++
ii} Llapplication B t* (&et B)!! o B de S.s (V,V) damns J_(V,V) est

un_gradient.
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iii) L'spplication Log B © (det 57 o de éls(v,V) dans lui-mdme,
est un gradient.

Démonstration. On a dé3jh noté au § 9 que, s 4} est 1'image de la
mesure de Lebesgue sur A dans le placement de référence, on a

5

1oL SEE | 1.
O

{10.8) ) P",.\
olt le réel B4 est attaché a la particule considérée du milien dlasti-
que, indépendemment de F. LY'implication i) = ii} découle donc de
{10.7). Inversement, ii} signifie que 1‘'application B H—;- [ B—1 est
un gradient ; il en est alors de m@me de l'application H qui lui est
isométrique d'aprés le Théordme 5 : cela donne i}, d'aprds le Théordme 3.

-+
Supposons maintenant i) : il existe ¢ : S's (V, V) PR

telle que
5
(det B) " 0 = (grad ¢ (B))B .
H I
Pour tout B € -‘ls {(V,V) est défini S =Iog B qui parcourt I (V,V).
D'aprds Annexe, § 2.5, la fonction S ¥ €{exp S} a pour gradient
(crad €{exp 8)) exp 5 = (det B);! )

d'oll  iii). Caleul semblable pour dtablir que 1ii)} =¥ ai).

REMARQUE 1. L'équivalence i} # iii) est, en substance, un thieréme

présenté par C. VALLEE [10], avec une démonstration un peu elliptigue.

REMARQUE 2. Si S = Log B , om &

5
{det B) = (det exp S)% = exp tr —,_l- s .

Le calcul précédent montre donc que
{10.9) C = (exp tr :-25—) grad ©{S)

o @ désigne la fonction
8P ws) = & (exp 5) -
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Cowme {cf. Bnnexe, equ. {14)})

grad exp tr -—i-' = grad exp(--;- t 8)

Il

-—}exp{-é—tr 8) grad tr S

1, -5
= 3 {exp tr*—-zl I
(10.9) s*écrit aussi bien

¢ = grad ((exp tr:-zsi) ®(s)) +21(exp tr -'-f?) Sy T -

Des exercices de calcul du méme genve peuvent dtre effectuds
1
en iptroduisant le tenseur de Green-Lagrange -2- {C-I) ou le tenseur

-1
d*almansi-Eunler %{I—-B ).
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ANNEXE

FONCTIONS ISOTROPES DIFFERENTIABLES sSUr &

A. 1. AUTOADJOINTS ET ANTIADJOINTS

Dans tout ce qui swt, V est un espace vectoriel euclidien
réel de dimension finie n, i1dentifié % son dual. On note abréviative-
ment & l'espace vectoriel J§(V,V). Cet espace est mis en dualité sépa-
rante avec lui-méme par la forme bilindaire (symétrique mais n'engen=
grant pas un carré scalaire positif)

(1) X, ¥) = tr XY = tr Yx
indépendante de la structure euclidienne de V.

L'ident:fication de V A son dwual permet d'assocler & tout
X € f son adjoint %€ £. On note Sg (s comme "symétricue®) le sous-
espace vectoriel de d constitué par les autoadjoints :

L 0= Ixer & x=x3
5

r
et Sa le sous—espace vectoriel constitué par les antiadjoints :

*

L= x€fL:x==-n1 .
a
Pour tout X € & existe la décomposition unique
x=8+x , s€& , a€gl
s a
, N * = 1 * 1 *
(cela equivant a X =S -3 , d'oi S =-5(X +X) e A =-E(x - X ).
Noter que si s€£setAE-f-a on trouve (5,30 = O et,
plus précisément, chacun des deux sous—espaces £s et & de & est

l'orthogonal de l'autre av sens do produirt scalaire (1). Il en résaulte

que pour chacun des espaces Sk et Eé » la restriction de la forme



12. 40

bilindaire {1) met cet espace en dualité séparante avec lui-méme.

Ce seront toujours au sens de ces dualités que les potions de

gradient ow dTorthogonalité seront entendues dans la suite.

Pour mémoire, notong cependant que, V <tant euclidien, il
est glassique de munir «{V,V) &u produit scalaire euclidien @éfini
pour tout X et tout Y dans SV,V) per

* *
X :Y¥Y=+r X ¥ =¢tr Y X
“ Ed
c'est—a~dire (X ,¥) . A: sens de cette structure euclidienne, »'55 et
Sa sont supplémenaires orthogonaux dans <. Pour X et Y dans <

s

on a évidemment X : ¥ = {X,¥) d'0l la méme autodualité de 3‘ que

précédemment ; en particulier le gradient d'une fonetion nunépigue Aé=

finie sur :-s peut Stre indifféremment entendu au sens de 1'un ou

1'autre des deux produits scalaires. Au contraire., pour X et Y dans

£

a

fe gradient powr une fongtion définie sur .Sla .

A. 2. COMMUTATION DANS Es

Soient S5 et $° dJdans -‘-S ; on vérifie i1mmddiatement cque

5 8* € S.S si et seplement si S 5 = S'S.

Pour tou: s € Js ¢ nous appellerons gommutateur de § le
sous—-espace vectoriel suivant de .‘:s :
coms={x€£s : 8x-%X8=0} .
Dang :s s la relation binaivre "S5 et S* commutent™ est
évidemment symétrique et réflexive, mais non transitive. Les sous-
-

espaces com§ , § € 55 . ne réalisent donc pas une partition de <5

classes d'dquivalence.

£ X =Y =-{XY¥) ; nais nous n'anrons pas dans la suwite & considérer

en
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Rappelons guelques poants tris classigques :

goit 5 € 3-3 ; 4 chaque valeur propre ! (néocessairement
réelle) @ § gorrespond l'espace propre E, . sous-espace da V dont
la dimension est égale A l'ordre de multiplicité de * en tant que
racine de l'équation carvactéristigue de 5. les E, fournissemt une
décomposition d& V en somme directe arthogonale. Si on choisit arbi-
trairement une base orthonormée dans chacun des E; , la réunion des
bases ainsi choisies constitwe une base orthonormée de V, relativement
i laguelle S est reprdsenté par une matrice diagonale. Toute base
diagonalisant S pent tre obtenve par cette construction. Les n droi~-

tes engendrdes par les vecteurs d'une telle base constituant ce qu'on

appellera un n-grthant principal de S. Deux €léments S et 5! de

i'-s commutent 8i et seulement si ils possident un n-orthant principal
commun .

On vodt donc gue si 1'Sguation caractéristique de S a ses
n racines distinctes, § posside un unique n-orthant principal. Dans
cecasun X € 533 commute avec S si et seulement si Il est représentd
sur ce n-orthant pax une matrice diagomale ; alors dim ¢om S = n. La
dimension de com S angmente gi S possdéde des valeurs propres mul-
tiples ; cas extrdme : § = X I dont le commutateur est -T-. entier, de
dimension -;- n(nt1). La continuitd des valewrs propres fait que la
fonction 8*?dim com § est semi-continue supérieurement sur .fs -

Ce qul suit donne quelques informations complémentaires sur
lrespace c¢om 8.

Seoit a un élément choisi dans V ; l'application lindaire

x {a.x)a est un élément de &S qu'on notera a * a. Alors un
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élément non nul a de V est vecteur propre de s € £s 5i_et seulement
si a®a € com s. Cela résulte du critire de commutation donné plus
haut, puisqu'une base orthonormée de V diagonalise a ® a si et seule-
ment si l'un des vecteurs de cette base est colinéaire & a.

On observe aussi que la base orthonormée S de

n

V Jdiageralise S5 =i et sevulement si il existe des rdels li tels que

n

s = 5 A e ®aea .
. i i i
i=1

Par suite com 5 est le sous—espace de Ss enggdré par les ey ®ea

ou e, décrit l'ensemble des vecteurs propres {noxmés, si on veut) de S.

A. 3. LE GROUPE ‘S—+(V)

L*étude des isométries vectorielles positives de V conduit
4 considérer l'ensemble des X € & tels que
(2) XX -I = 0

det X Z 0 .

Tl vient immédiatement gque pour un tel X on a det X = + 1 ; il est
donc inversible et X_1 = Xwt . On en tire que les X en question cons-
tituent un sous—groupe de £+(V.V) noté 6,(V) ou simplement 8,
(groupe orthogonal direct de V).

L'ensemble 6, est une sous—variété différentiable de 1'es—

pace vectoriel &.
Pour le montrer il suffit de vérifier gue l'application
o
(3) XXX —-I
écrite au premier membre de (2) est différentiable en tout point R & 6 .
et de rang indépendant de ce point. De fait

& * 3
dX X —-I)=aX X + x ax ’
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ce qui signifie que l'application linéaire tangente a L'application {3)
au point R € ®+ est
* *
dx ™ dX R + R 4x .
Le noyau de cette application lindaire est l'ensemble des &xX € & tels

que * ¥
d¥ R = - R dx

ce qui équivaut a dx ¢ Sa , c'est—a—dire a

(4) InNeE £a : dX = 0OR .

Comme R est inversible, le noyau en question est un sous—espace vec-—
toriel de & de mdme dimension que ié , soit % n({n-1), guel que soit

R € ®+ : L'espace vectoriel tangent au point R de la sous-variété

& de £ est dgal 3 & Rr.
+ - a

A. 4. ACTION DE ©, DANS éls

Pour tout SESS et tout R € © , 11 est immédiat que
-1 N * s 2
R § R, c¢'est—a~dire R S R, appartient a £s. De cetite maniere e,
opére dans Ss i par @éfinition l'orbite de § est 1'ensemble
*
6(s)={x€L : IREB, ,x=RrRSRI .
+ s +
La relation binaire 5' € @+(S) est une relation d'égquivalen—
ce dans ié . donc les diverses orbites forment une partition de gs :
chacune d'elles est une sous—variété différentiable de cet espace vec-
toriel. L'orbite de & en effet est 1"image de B+ par l'application
*
R R SR
qui est continiiment différentiable de 6, dans £s : lfapplication
LTl = *
linéaire tangente au point S" = R 8 R est
* * &
L,:dRPARSR) =dR § R + R § 4R

de th (espace vectoriel tangent au point R de G+) dans SS et le
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rang de cette application est le méme pour tout R € {%_(S) v la structure
de groupe de 6, . Ce rang dépend Ze 1'orbite considérée ; on peut
ll'expliciter comme suit : Tout dar € SaR correspor @ sisectivement a
nes par
a GR=0ZR .,
d'ol
* * * *

LR(dRJ =-R{OSR+RSOR=R (sn-ns)R=RMS(ﬂ) R »

oli on note M. 1'applicgtion lindaire
r s1-0¢g
de &  dans £ .
a s
L'espace vectoriel tangent au point S de 1l'orbite considd—
rée est Ms(é:a). C'est done 1l'orthogonal du noyau de l'application
- + * - r I o -
adjointe MS : .5'.5 —>£a au sens des autodualités de g et £a définies
au § A. i. Par Aéfinition, pour tout Xx € £S et tout Y € £a ’
L ]
M (x)xr = {x,M_(¥))
5 s
c'est~a-dire
®
tr MS(X)Y = tr X(S5Y - ¥S) = tr (XS ~ SX) v ’

done

*
MS(X) = X5 - 58X .

-
On voit que le noyau de MS est l'espace com § :

THEOREME 1. Pour tout S € S's r 1l'espace vectorjel tangent en ce point

32 l'orbite de & est 1'orthogonal de com S _dans -535 R

A. 5. DIFFERENTIABILITE DTUNE FONCTION WUMERIQUE ISOTROPE SUR SS

Soit D une partie de -cs stable pour B, ., ¢'est-i-dire

une réunion d'orbites. On dit que 9 : D ? R est isotrope si

Ys€p , VREc9+ : :p(s)=cp(R*sm .



12. 45

THEOREME 2. Soit A antériewr & D ; la fonction @ : D 2 ®, supposde

isotrope, est différentiable au point A si et seulement si sa restric-

tion wicom A 24 commutateur de A est différentiable au point A.

Rlors le gradient de % en ce point au sens de l'autodualitd de E’s ’

est un élémert de com A, £gal _au gradient de mcom A 32U sens de

l'avtodualité de con A.

Démenstration. On a vo que l'application R P R*A R de E9+ dans
lrorbite © (2) est continliment @ifférentiable de rang constant. D'aprés
le théordme du rang, il existe donc une sous-variéicé U de 8, con~
tenant I, telle que la restriction de l'application ci-dessus a U
soit un difféomorphisme de U sur un voisinage de A dans G+(A).
L'application suivante de U X com & dans is

& : (R} P R'x R
est différentiable : son application lindaire tangente au point (R,X)
de U X com A s'derit
(5) (dR,dx) P d(R*x R) = ar’x v + E'X 4R + R aX R .
Cette application lindaire tangente dépend continfiment de R et X :
pour R =1 et X =3 elle se réduit &
(6} (dR,dx) + ar’a + a ar + ax
o dR &écrit 1l'espace vectoriel tangent & U au point I et ol  dX
décrit com A. D'aprds la construction de la sous—varided U de S
le terme dR*A + A dR décrit l'espace vectoriel tangent au point A de
®+(A) ;o a vi que c'est le supplémentaire orthogonal de com A& dans
S-S - L'application (6) est donc de rang dgal & dim ‘Es , c'est-h-dire
de rang maximal. Par continuité, le rang de l'application (5} est une

fonction s.c.1. de (R,X) ; il existe donc un voisinage de (TI,A) dans
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U X com & sur lequel ce rang conserve la valeur dim S.S - On en conglut
l'existence d'un voisinage de (I,3) dans ¥ X com A que l'application
8 envoie difféomorphiquement sur un voisinage W de A dans S.S .
Alors 57 est une application différentiable de U dans V¥ X com A ;
notons ® sa seconde projection, application différentiable de U

dans com A. On a P(A) = A et on voit par (6) que l'application li~

néaire tangente en ce point & P est la pro-iection arthogonale

das ¥ proj (ds , com A) .
Enfin, la définition de & fait que
{7 ¥s€u : P(sy €L sy .
Supposons alors I intérieur au domaine D de la fonction

isotrope ¥ ; notons ¥ la restriction <P| . D'aprés (7)

com A

YVs€u = ws) =w(Psy .

La différentiabilité de ¥ auv point A entraine donc celle de ¥ ; en
outre,si G € com A est le gradiemt de ¥ au point A, il résulte de
(7) que l'application linfaire tangente & ¢ au point A est

ai (G, proj 48y = (e, as)
ce gui montre que G  est aussi le gradient de % au sens de l'auto-
dualité de é:s .

Inversement, la différentiabilité de ® au point A implique
banalement celle de ¥ . Pour achever la démonstration du théordme il
faut &tablir que l'isotropie de 9 implicque grad ®{A)} € com A. De
fait, si % est constant sur l'orbite &, (A), 1'€élément grad $(A) est
dans l'orthogonal de l'espace tangent au point A de 1'orbite ; on a

vu au § 4 que cet orthogonal est précisément com A.
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REMARQUE. Le mode de raisonnement ci-dessus fournit en outre : Si D

est un ouvert de 'Ss stable pour ®, et si @ : D *® , différentia-

ble,satisfait
(8) ¥ a€p : grad @A) € com A

la fongtion % est_ isotrope. Réciproguement, le théoréme ci-dessus

affirme que l'isotropie de ® enctraine (8) ; pour dim V impaire,on

trouvera en A. 8 le résultat plus fort : com A ¢ com grad %{A).

A. 6. ISOTROPIE DE L'APPLICATION GRADIENT

Soit D une partie de 5:-5 stable pour B, ; on dit que
8 : D~ 5:5 est isotrope si

(%) Ys€p, YREG, : SRS R) = R B(S) R .

THECREME 3. Soit D un ouvert de Ss stable pour &, et soit

® : D *R , différentiable. Cette fonction scalaire est isotrope si et

seulement si l'application grad ® : D ~* £s est isotrope.

Preuve. Que l'isotropie de W entrairne celle de grad % résulte d'un
calcul banal. Inversement, supposons que & = grad ¢ posséde la pro-
priété (9). Soit R dans §,_ et soit la fonction numérique définle

sur D par
*
S P ®R S R) -~ (S} .

Sa différentielle s'éorit
* *
{3(R S R) , d(R 5 R} - { ¥(5} , ds)
* *
=tr (RS R)R dS R - tr (s ds = O .
La fonction en questicn est donc constante sur toute partie de T con-

nexe par arc, par exemple sur l'orbate ©_ _(S). En posant

(10) K(R) = ED(R*S R) - @(S)}
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on définit une fonction K : &, @&, continue et possédant la propridté
VR,R'€@+ : K(RR') = K{R') + K(R) .
En effet

& % * *
K(RR') =9(R' RSRR') - ®R S R) + W(R S R) - (5}

K(R') + K(R)

puisque R's 5 € © {8}, Done X est un homomorphisme continu Ge e,
dans le groupe topologique (R,+) ; puisque ‘9+ est compact, 1'image
K(® ) est un sous-groupe compact de (R,+) ; cela exige classiguement

K(8,) = {0} , d'oh 1'isotropie de ® par (10).

REMARQUE 1. Alors gue 1'isctropie de @ entraine celle de grad 9 par

un calcul purement local, 1'implication réeiproque vient d'Stre dtablie

par l'argument de compacit€ de ® . propridté globale. L'exemple plus

familier des fonctions numérigues isotropes sWwr un espace vectoriel eu-

clidien fait comprendre ceci = llisotropie locale de & = grad @,

c'est—a-dire 1'existence d'un voisinage ¥ ds I dans B+ tel gue
VREL, Vs €L : srsm ~r"as) r

n'implique pas L'isotrople locale de % . Elle implique simplement gue,

s2 $'=RSR,REYL + les hypersurfaces de niveau de ¢ issues de

3 et S' se déduisent lfune de L'autre par l*action de R ; ces deux

hypexsurfaces ne sont pas nécessairement confondues.

REMARQUE 2. si l'ouvert D est étoilé par rappert au zéro de :s s on
peut tablir 1'isotropie de ¥ ¥ partir de celle de grad ® par 1'argu-
ment plus diémentaire que voici, di & C. Vallda [10] : on introduit une

varaable réelle t € [0,1] et on dorit
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A
wo) + | {grad @(rs),a(es))
0

N

P(s)

1
B0+ f tr grad $(ts)s de
8]

(on admet 1ci gque la fonction réelle t ¥ ©(t5) est intégrale de sa Aé—
rivée, ce quil dans lescas usuels est assuréd}. Or on vérifie immédiatement
que, s1 grad ¥ est isotrope, la quantité sous le signe K est 1naf-

re * . r 4
fectée lorsqu'on remplace S par R SR. Le raisonnement vaut plus géné-
ralement s1 D est étoi1lé par rapport & un élément So de SS , 1S0-

trope, c'est-i-dire de la forme SO =sI, s €ER.

A. 7- GROUPE D'ISOMETRIE D'UX ELEMENT DE SS

*
soit s € Ss ; 1'enseible des R © © tels que RSKR=S
{ce gui éguivaut & R § = 8 R) eSt un scus-groupe de & , noté G(s),
-

gue nous appellerons groupe d'isométrie (directe) de 5.

s & :D = is est 1sotrope au sens de (2) on a immédiatement
{11) Gesy = Qracs)ny .

En particulier le groupe d'isométrie (directe) d'un élément
de Sg est &  tout entier si et seulement si cet élément est de la
forme A I, M €®. Il vient donc gue, si ¢ est isotrope, ¥(} I} est
nécessairement de la forme B I ol B € R est une fonction de A

Soit e £V, de norme unité ; on vérifie que 1l'élément

r, = 2e®e -1
_ Ed

satisfait I, T T, et T, T = I , donc est orthogonal ; wais il

n'appartient a & que s1 dim V est impair-
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Par ajillemrs, pour un s €%, 13 comdition reS=SJ: equi-
vaut 3 (e P e}l 5 =5{e ¥ e) c'est—a—dire {cf. § A. 2.} “e wvecteur

propre de S5,

Dong, si dim V impair, 1'inclusion g(S) © g{S'} entralne

que tout wecteur propre de S est vecteur propre de 5'- Oc a vu gue

les e®e ., pour e décrivant l'ensemble des vecteurs propres de S,
engendrent l*espace vectoriel com § 7 cela donne L¥implication =
£12) dim V impair , g($) < g{8') > com $ < com S' .

Zn rapprochant de (*1) on conclut alors = Si dim V  est
jupair et ¢ : D — 5-'.5 isotrope on a
(13) com § < com £(%)
ce qui entraine en particulier S 3(S) = 3(s) 8§ .

Cela ne vaut plus pour d4&im ¥V parr 7 de fait, en prénant
dim V = 2, avquel cas le groupe G, est abélien, on a tout de suite
le contre—exemple (R fixé dans 3,)

8(s) = xS

qui est visiblement une application i1sotrope ; si 1'angle de la rotation
Ro n'est pas un multiple de g ;5 et POS ne commitent pas, en
gérfral.

Povr dim ¥ pair, on peut naturellement reprendre tout ce

qui précide en remplagant S par le croupe orthogonal © emtier-

A. 8. APPLICATIONS SIMPLES DE :s FEE  LUL-MENME

DEFINITION. Est a 5i toute appiication d'une ie de 3-5

dans 3-5 définie comme sSuit : est donnde une fonction de variable

~

réelia £ : dom £ ?® ; pour tout xE-Ls dont le spectre sp ¥ est
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contenn dans dom f on considére les espaces propres E(A), A € sp X

(lesquels forment une décomposition de V en somme directe orthogonale).

Par définition, la valeur en X de l'application est 1'dlément de SS

dont la restriction 3 chague E(}A) est égale 3 £(*) I. Par abus

d'deriture, on notera £(X) cet é1ément de ié.
Bref, si on utilise dans V une base principale de X, la

matrice de X a la forme

et celle de f(x) la forme
f(?\I) o
A
£ 2) |

- ¥

0 £ )J'
P

Il est clair que le domaine de cette application
o= {x € SS : sp X< dom £ C R}
est une partie de Sé stable par @+ et que l'application est isctrope.
Le domaine D est un ouvert de xé si et s-ulement si dom £
est un ouvert de {R. Désormais, on notera également £ l'application
X P £{Xx) de D dans is ; évidemment f(D} est une partie de Sé

stable par & .

THEOREME 4. On suppose dim V  impair ; soit @ une fonction réelle

isotrope et différentiable au moins au point £(S) de SE . 5i la

dérivée f£' de la foncticon de variable réelle f existe as moins aux
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divers points de sp S , l'application @ o £f = X W PL(X)) est dif-

férentiable au point $ et son gradient est dgal au produit, commutatif.

des deux &léments grad P(£{S)) et £'(S)} de L.

Démonstration. L application © ¢ £ est isetrope, donc, d'apres le
Théoreme 2, il suffit d"étudier la différentiabilité au point S5 de
ca restriction 3 com S. Soit 9 S € com 5 7 il existe une base de V
qui est principale pour § et & § ; relativement 4 cette base, les
matrices de S et 5 S somt diagonales, d'éléwents diagonaux respec—
tifs A, et & 3\1 s i=1,2,222y n. La matrice de £(S) est diagonale
aussi, de méme que celle de £(5 + 8 5), d'éléments diagopaux
f(i\i-c- 5 '.\i) = f(li} + f-(ki) § ]\i + o(6 li)
d'ol 1'égalité suivante, A4 termes dans com 5 ,
£(s + 8 s) - £(5) = £s) 85 +o(lash.

Les majorations impliquées dans 1"écriture of li6 sll) aépendent du com—
portement de la fonction de variable réelle f au voisinage des valeurs
propres de S, mais non de la base, dépendant a priori de & 5, qu'oxn
a did choisir-

Puisque ¢ est différentiable, om a

PE(S + 8 5)) — PLE(S))

I

{grad ®(£(S)) . £{5 + 8 5) — £(5))
+ o(l'e(s + & 5) - g3l

= tr (grad ©(£(s)) £7(s)6 5) + o(lit sh
pour tout 5 5 € com S. Cela montre que ® , £ est différentiable au
point § dans com § donc, d'aprds le § A. 5, différentiable au point
§ dans -5'-5. Pour pouvoir affirmer que le gradient de @ , £ an point
& est 1'élément grad P(£(5)) £7(S), il reste & s"assurer gue cet

&lément appartient 3 com S. De fait, puisque dim V est impair, om a
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d'aprés le paragraphe A. 7.
com £(5) € com grad ®(£(s))
d'ol le résultat, en invoguant une base diagonalisant §, done diagona-

laisant aussi £(S} et f£'(S).

REMBRQUE 1. Si la fonction réelle de variable réelle f égale la déra-
wée dtune fonction F, 1'élément £(S) de :'s est e gradient de la
fonction & valeurs réelles
s  tr F(8) .

£n effet, cette fonction étant isotrope, 1l suffat de raisonner sur sa
restriction & com S , ce qui est immédiat. En particulier
grad tr § = I. Par ailleurs

det exp S = exp tr S
d'ou

{14} grad det exp S = {exp tr 8) I .

REMARQUE 2. Le Théorime 4 est, formellement, ce gui donnerait la regle
de dirfférentiation des fonctions composées si 1fapplication § P £(S})
admettait comme application lindaire tangente au point §

{15) ds v* f'(s) das .

En effet, si cela était, on dcrirait

(16) a(® = £3(5) = {grad ®(£(5)),df{s)) = {grad P(E(8)),£7(8) ds
= tr grad ®(£(s5}) £'(s} 45
= (grad @(£(S8)) £'(8) , &5 .

Mais (15) n'est pas en général 1l'application linéaire tangente i

5 ™ £(8) : par exemple, si 1z fonction de variable rdéelle £ est défaim

par une série



12.54

oo
E(x} = 2 a =

n=0n
on trouve
o
ol
f(s) =aI+ L a_ s
o n
n=1

et on a, en un point intérieur du domaine de convergence de cette

dernidre série,
o

ag(s) = o a (dS S...S + § dS...§ +...+ § 5... ds) ,
n=1

série dont le terme général ne se réduit pas, si ds ¥ com S, au terme

1 ds de la série f£'(s) d4S. C. Vallde (communication

général a n g
orale) nous fait observer gue, dans le cas d'une f série entidre, le
calecul {(16) peut &tre sauvé en notant que, si G = grad P(£(s)) ,

tr G(dS S...5 + § dS...5 +...t §5... &S} = tr G n §7 ' &8 .
Ainsi se justifie la démonstration donnée par cet auteur dans L10}
(avec £(8) = Log § fonction représentde par une série entidre en S5-I,
au moins si toutes les valeurs propres de S-I sont de waleur absolue

moindre que 1 : on se raménera & ¢e cas en multipliant d'abord § par

un scalaire convenablel).
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