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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

Montpellier 1979 , Exposé n° 12

LOIS D'ELASTICITE EN GRANDE DEFORMATION

J.J. MOREAU

©. INTRODUCTION

Le sujet de ce rapport est trés classique (cf-, par exemple

fi. 2]. [31). utauteux a éprouvé le besoin d™une nouvelle élaboration

pour mettre en lumiére un réseau d'implications combinant de diverses

maniéres quatre assertions usuelles (les deux premiéres sont des prin—

cipes de la mécanique classique, les deux autres des hypothéses faites

éventvellement dans les cas d"espéces) :

1° Le principe des efforts intérieurs, appelé aussi troisiéme loa de

Newton bien que, sous sa forme originelle, ladite loi n'en constitue

qu'un aspect trés rudimentaire. Il est présenté dans [6] comme une sys~

tématisation du “principe d'action et de réaction” ; dars [1] i1 est

intitulé “axiome des puissances virtuelles". Son émergence dans le con-

texte présent est la symétrie du tenseur de contrainte de Cauchy en

chaque point du milieu élastique.

Regu le 21 juin 1979



2° Le principe d’objectivité (ou a'indifférence matérielle) selon le-

quel la relation contrainte - déformation, en chaque point du milieu

élastique, est indépendante du choix d'un repére.

3° Lexistence éventuelle d’une fonction énergie élastique pour le type

dtévolution considéré (aucune allusion n'est faite dans ce rapport A la

thermodynamique : cela n*aurait pu qu'obscurcir le sujet + telle est aus~

si, en dépit du titre, L'attitude adoptée dans [s]).

4° L'assertion éventuelle d*isotropie de la relation contrainte—

déformation.

Seule cette derniére assertion est subordonnée av choix d'un

état de référence du milieu élastique- Comme cette assertion n'apparait

que dans les 3 derniers paragraphe du rapport, il a paru essentiel de

aévelopper les 7 premiers dans le cadre suivant : on abandonne la prati~

que usuelle définissant toute position éventuelle du milieu continu, re—-

lativement av repére choisi, par le champ des déplacements que ses di-

verses particules présentent lorsque le milieu atteint cette position

en partant d'une certaine position de ré*érence- Cette pratique revient

& indexer chaque particule par les coordonmnées de la position qn'elle a

dans ledit état de référence. Dans les problémes a"esptce, la référence

& une telle position privilégiée s'impose souvent comme le mode de calcul

le plus simple mais, au niveau de préoccupation qui est ici le nétre,

elle obscurcit gravement le sujet. L'écriture d’équations de la statique

ou de ia dynamique du milieu en utilisant L"indexage en question améne

en effet & faire usage de la structure euclidieme de l*espace av sein

duquel la configuration de référence constitue un plongement du milieu
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(par exemple si lton anvoque des opérateurs “divergence” ov “gradient”

relatafs & cet espace) et, consclemment ou non, A transporter sur le

milieu lua-méme ladite structure. C'est ce qu'on fait par exemple lors~

qufon prétend décrire l'état local de déformation du milieu au moyen du

tenseur de Green-Lagrange ; le tenseur d‘Almansi-caler, au con=raare,

est exempt de ce vice C1] concilie la termunologie traditionnelle avec

une vue correcte de la situation en présentant les deux tenseurs en

question comme associés non pas & une configuration du milieu maas A son

évolutaon entre deux instants spécifids).

Le wilieu matériel, ensemble A dont les éléments sont appelés

partiguies, est donc seulement muni d'une structure de variété ¢,
-

différentiable, sans métrique. Sont déclarés admissables les positions

(conformément & la terminologie actuelle, nous darons plut6t placements)

do milieu, par rapport au repére ®, qu. consistent en des c,-

@ifféomorphiswes de la varxété A dans "espace affine euclicien ®.

Ces assertions constituent les axiomes géométriques de la théorie des

milieux continus du premier ordre. Tel était déj& le point de vue de

Ltauteur dans [11] (communication xésumant un mémosre de D-E.S. de 1945,

consacré & 1a cinémataque des fluides) : tel est aussi le choix de

w- worn [4] et celui de p. Rouges [5]. ce dernier, pour 1"axionatasa-

tion de tout chapitre de physique, préconise l'usage de structuras ma-

thématiques les plus pauvres possibles, plut6t que d’employer des

structures surabondantes, accompagnéesde ces “principes d' invariance”

@ont les physiciens sont friands. L'auteur estime pour sa part que

L'étape & structures surabondantes et princapes d"anvariance représente

une phase heurastique dans l'élaboration des théories physiques : c'est



sans doute la phase La plus vivante et ltenthousiasme pour les principes

a’ invariance s'expligue par 14.

A toute particule 1 €A stassocie L'espace vectoriel 7, .

tangent en ce point & la varidté A et son dual Th » espace cotangent.

A l'espace euclidien affine que constitue le repsre ® s'associe par

ailleurs son espace vectoriel V, euclidien, identifié & son dual. De 14

divers “tenseurs du second ordre” qui, selon les cas, seront. des applica-

tions Linfaires Ge 7, dans 1, de % dams 7, de V dans V

(toutes susceptibles d'étre “symétriques", ctest~a-dire autoadjointes)

ou bien encore des applications linéaires de q dans V, de V dans

ca y etc..{pour lesquelles l'assertion de symétrie n'a pas de sens).

Naturellement, dés que des bases seront choisies dans les espaces vecte-

riels concernés, ces applications linéaires seront représentées par des

matrices et on rejoindra l'écriture des exposés traditionnels. Du point

@e vue pédagogique, au niveau d™un enseignement de second cycle

a Université ou @'Ecole a'Ingénieurs 1" auteur croit qu’il sera plus sage

@'en cester & cette présentation matricielle, malgré son opseité

Yes yésultats les plus originaux du présent rapport apparais-

sent dans les paragraphes terminaux, comsacrés & l"isotropie matérielle.

¥ trouve notamment sa place une caractérisation donnée par C. VALIEZE

[10] pour les lois d'élasticité isotropes possédant. une fonction énergie.

La démenstration donnée par cet auteur était un peu courte, et nous la

commentens Gi-aprés p.5< - I1 nous a semblé utile de consacrer une longue

Annexe du présent rapport = la différentiation des fonctions réelles iso-

tropes sur lfespace <, des encomorphismes autoadjoints d’un espace vec~



Sr8t pour cette question 2 été daractementtorzrel euclidien. Notre 2:

suscité par le travail de VALLEE.

LtAnnexe mathématique en question n’est nullement exhaustive ;

on n'y trouve notamment pas trace du théoréme de Rivlin et Ericksen se-

lon lequel une application § de 5, dans lui-méme est 1sotrope si et

seulement si elle a la forme

n-1

qs) = 2
iro

od les 6,08) sont des fonctions scalaires isotropes de s € 4, (on en

trouvera une aémonstration dans [7]).

On notera que, partout dans ce rapport, le concept d'isotropie

est pris dans son sens faible d'invarzance par le groupe orthogonal

direct : il se trouve en effet que, si ja dimension n est ampaire

cette hypothése faible suffzt pour les implications souhaitées,

Observer enfin que ce rapport devra étre complété par des

développaments paralléles concernant les milieux élastiques incompres~

sibles-

1. NOTATIONS

Tous les espaces vectoriels considérés sont réels et de dimen~

sion finie. Si V et W sont deux tels espaces, on note Z(V,W) ltes-

pace vectorzel des applications lanéaires de V dans W. Le dual de cet

éaireespace vectoriel sera identifid & ‘(w,V), grace & la forme bi.

aéfinie pour tout A € S(v,w) et tout B € SqW,V) par

(1.1) <A,B) = tr AB=tr BA.



Si V et W sont de méme dimension et orientés, on note

<\(v,W) Ltensemble des applications linéaires strictement positives

(done inversibles) de V dans 4%.

* *

On note Vet W les Guaux respectifs de V et Wj; les

formes bilinéaires correspondant aux diverses dualités sont toutes no-

- *

tées <.,-) 7 pour tout A € <(V,a), l'adjoine A est un élément de

toe

SWV).

c
* *

fae

Pour A€ S(v,v ), l'adjoint A est un élément de

te ot *
.

*

Sv Vv) = &v,v) ; alors on note “_(v,V) itensemble des

*

aA € S(v,v) qui sont autoadjoints (on dit aussi symétriques). C'est un

* * *

sous~espace vectoriel de ‘(v,v )- un A € {(v,V ) est dans ov )

si et seulement si la forme bilinéaire définie pour tout x et tout y

dans V par

*

(ery) 9? GesAy> = (yA x?

ST
y,v"

‘5
(V,V ) le sous-ensemble (conique convexeest symétrique. On note

ouvert) de Sony") constitué par les A autoadjoints aéfinis posi-

tifs, ce qui signifie que la forme quadratique x'” (x,Ax)> est définie

positive sur V-

Si l*espace vectoriel V est muni d*un produit scalaire eu—

clidien (noté .), on identifie v et v', dot la définition de

Sov) et sw. [pans ce cas ob V = V', ne pas confonére la for-

me bilinéaire (symétrique et réguliére) (A,B) = tr AB avec le produit

scalaire euclidien dont est classiquement muni ‘(v,v), & savoir

A:Be=tra'B (mais les deux coincident, bien sir, si A et B sont

dans Syvvy).]
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2. GEOMETRIE

Un repere ® est choisi pour toute la suite. Conformément &

l'axiomatique usuelle de la cinématique classique, 2 est un espace af-

fine euclidien de dimansion n (dans la majorité des applications

n

=

3, mais 11 est utile parfois de faire n= 2}. Soft V 1*espace

vectoriel evclidien aszocié, toujours identifié & son dual.

Le milieu continu considéré est un ensemble & dont les d1é-

ments sont appelés partacules.

Un plagement p de A dans ® est une application injective

pr hrR

HYPOTHESE H,- On se restreint dans toute 1a suite Bune classe de

placements possédantJa propriété suivante : quels que Sorent p et p'

dans cette glagse, les images p(A) et p'(A) sont des sous-variétés

C,
- différentiaples de ®

gt

le “dé=placement” p' , pv! est un Cc,
>

difféomorphismede pfA) sux p'{A}.

Cette hypothtse est banalemept équivalente & ceor =

Il existe sur l'ensemble A une structure de variété C,
-

diftérentiable telle que tous les placements considérés sont des C,
-

difféomorphismes de A dans ®. Désormais A gera muni de cette struc—

ture, dent la dimension est au plus n- On ne suppose pas dés 1'abord

que cette dimension soit exactement ni; on va donc obtenir quelques ré-

sultats s'applaquant en particulier & un milieu continu & une ou deux

dimensions (ligne ou surface matérielle).

Soit T, l'espace vectoriel tangent au point 4 de A; on

note F, 2, *V Ltapplication linéaire tangente & op av point 4
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{injective d"aprts )"hypothése).

On appellera métrique du milieu A dans le placement p , ov

simplement métrique du placement p, 1’ information permettant, pour tout

arc de courbe diffGrentiable C dans A, le calcul de la longveur ec-

clidienne de l'image p(C).

Si x? Mtxb , x € fryer,|, est une remeésentation paranétri-

que de © , le vecteur dérivée a est, pour chaque r, un élément de
&

hey et

xa g

a
PME

=

Fy Ge

La lengueur euclidienmne de p(C) s*éerit

2

6 [2 eQunta .

zr
1

Paisque V est identifié 4 son dual, ja transposéede Py € &x,.¥) est

* * *

un élément F, de S(v,T,) , T, ésignant l*espace cotangent 2 A au

point A. Alors

a 2 aa, A. . aa
ay phan? =o, 0, B= ofr B,D
ob on note . le produit scalaire euclidien de V. On note

*
_ 4

*

(2.2) FOF, HCh eH OTe

On dira que Cy est le tensenr métrique de plagement p au point 4

de A; otust un Slément de Semet) autoadjoint aéfini positif.

Bi p eat p* sont deux placements de A, Fy et FR leurs

applications linéaixes tangentes, i} ressort de (2.1) que la condition

(2.3) VAREA BRP)= FR"By

est nécessaire et suffisante pour que toute courbe C de A ait des

images p(C) et p'(C) de mame longueur- Cette condition est Jone



nécessaire et suffisante pour que le déplacement p' oP soit une

isométrie de p(A) sur p'(A).

in_ milieu de dimension maximale

Si dimA=n les F, € S(1,,V) sont bijectives- On fait

alors une hypothése supplémentaire :

HYPOTHESE H, - Si dim n,

onse

restreint

dans

toute

la

suite

&

une classe de placements possédant la propriété suivante : quels gue

soient p et p' dans cette classe, les isomorphismes FE F,! :V FV

sont _de déterminants positifs.

Cette hypothése équivaut banalement & ceci : il existe une

oxientation de l'espace affine © et une orzentation de la variété A

telles que tous les placements considérés soient des 4ifféomorphismes
(1)

positifs + Les espaces vectoriels V et T, seront munis des orien=

tations associées et alors

notant %
=

FY FE ’

(2-4) VRGA : chag .

£ all
: ‘Elie est nécessaire et suffisante pour que pt pS soit une isométrie

positive de p(A) sur p'(A) ; vw que la dimension est maximale,

équivaut & 1'existence pour chaque composante connexe de A @fune iso-

métrie directe $ de ® telle que, en restriction A cette composante

a

(1) Naturellement on peut changer simultanément ces deux orientations en

leurs opposdes : en traduisant sous cette forme 1*Hypothtse H 2 nous som-

mes donc en contradiction avec notre parti d'éviter les structures sur-

abondantes ; la simplicité nous paraft justafier ce recul.
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connexe, on ait p' =, p.

De mame l'égalité Cy =C, pour um A €A équivaut 2 L'exis~

tence d’une isométrie vectorielle directe R de l'espace vectoriel eu-

clidien V telle que FJ] “RF, 7 si (2.4) a lieu, R est indépendant

de 4% ane chaque composante connexe de A.

3. CXNSMATIQUE

Un mouvement de A par rapport au repére ® est une chaine

Ge placements t '
Pee

indexée par le réel t EX (I: intervalie de

temps). On éariza inditféremment p.(4) ou p(t,A) pow 1" image on

position da la particule 4 dans le placement Pee

SL la dérivée partielle Be(t,4) €V existe, ca vacteux,

noté 5,0) ou $(t,4), constitue la vitesse de la particule A rela-

tivement & R & l'instant t-

De son ¢Sté, l'application linéaire tangente &
P, 8 point

2, soit Bie,d) € 5¢7,.¥3. constitue 1a dérivée gactielle ® Od

Si Lapplication t@F{t,A} de I dans i¢r,.v) posséde une dérivée

om pourra noter cette dérivée we - De méme si "application

Xe Be,\} ae A dans V posséde une application Lingeire tangente,

on pourra noter re cet élément de (1),V). Usuellement & et &
commxtent = la condition suffisante classique est que les applications

(ey whe et (t,A) eg (& valeurs dans un fFibré évident) soient

continues au point considéré. On suppose dans toute la suite :

HYPOTSESE HN,» Zour tout t €I et tout *€A les agzivdes = et

Ed existent et sont ggales ; on notera F(t,\) € S¢7),¥) leu valeur
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commune §

3 _3.
:

(3-1) Bq FeA) =

Sy Ble = Fle

Par ailleurs, si t EL et x ER sont tels que x & py)
on définit

vltre) =

8. Ge)

Le champ vectoriel

%e Bom tPA 0

t

est le champ eulérien des vitesses du milieu continu, relativement & &
,

& l'instant t.

Ldmitons-nous @abord au cas of la dimension de A a la va-

leur mamimale on. Le tenseur gradient G de ce champ vectoriel au point

x € ptAde soit
5

a
Gs

™
€ &ov,v)

peut, vu (3.1), s'expriamer sous la forme

(3-2) o- BB - eet -

Pour une particule choisie AEA, soit £ un éiément de T,

indépendant de +t. Son image par L'application tengente &
me goat

a(t) = F(t, k

est un élément de V dépendant de t ,ou vecteur mobile dans V, qu'on

déclare Stra transporté par le milieu continu {on est naturellement amené

& le visualiser pour chaque t € I comme un vecteur 1ié, en l'attachant

au pount PO) de ®). ta aérivde de ce vecteur mobile peut s'expri-

Mer par

aida ia
. -

S.2f = Fd =

=(3.3)
ae at

(Fd) F FFoa Gas
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la connaissance de G ou F, xeliés pax (3.2), permet de cal-

culer la dérivée par rapport & t de la longueur de tout arc de courbe

Pe) CR, oh C désigne, comme au paragraphe 2, un arc de courbe de

A i.e. une Ligne matérielle). On aéfinit C par we représentation

paramétrique rr M(x), x € fryx,J 7 On note 2. Ae, élément de

Thr) indépendant de t ; alors

2 Fo L cpa. eh)
a

-
at

(3.4) a PAY, PAP ax = a

x x, 248M FA

Tout résida alors dans le calcul de & (eh". FX) oa, plus

généralement; si £ ef m sont deux éléments indépendants de t dans

T, (4 particule détexminge du milieu continu), le caleul de

(3.5) 4 (Pa. Pm) = Fl. mm + Ph Fm
= ¢" Paym+ de"Pam)

= 2 <sym re Flam

o& on nete

2° eae

saPeatet rer ny efi .

D*autres expressions équivalentes 3 (3.5) seront utiles dans

La suite. Comme en (2.2) on pose, pour chaque AEA,
* *

car reSint) ’

tenseur mtrique du placement Be considéxé, au point 4 € A}, ce qui

dorne

ri. Em = (chm
*

Four un mouvement du milieu continu, C est un élément de £.(7,,7,) var

xiable avec t : il posséde une dérivée C si et seulement si pour tout

£ et tout m, éléments constants de 1, ,la Gérivée ci-dessous existe 1

(3.6) fot) = $=(chm) = Se crs. rad.



12, 13

Par rapprochement ave¢ (3-4) on voit donc que

3.7

G
“>

€ Ley- 7(3-7) C=2symF PF EBT)
*

- .

(calcul direct : GP. Fc=Prr+F F),

Une autre expression de C est importante + en notant a = FL

et bo Pm (c'ested-dire les positions de 4 et m dans V A l*ins-

tant considéré) et en utilisant (3.3), on a

@.8) + (P4. mm) = (Ga). b + a. (G4)

2 (Da). b = 2a. (Db)

ot on note

1 *

(3-9) DeasmG=>(¢+e) .

Leélément D € S_(v,V),partie syeétrique du_qradient du

champ eulérien deg vitesses u, est usuellement éerit

(3.10) Dedefui .

En rapprochant de (3.6) on a, quels que soient £ et m dans 7 -

(chm) = (2 DFA). Pm a2 Ce DFA Mm,

dtot

*
Co - =

(3-11) Cs2P DP=F(G+G)F

= *

*2symF GF = 2symF GF ,

Une des utilités de D est de permettre L'expression de la

dérivée (3.4) sous forme d'une intégrale curviligne étendue & la courbe

pte) CR; pour la valeur considérée de t, l'abscisse curviligne s

du point p,(\(x}) sux la courbe, comptée dans le sens des r  crois~
t

Sants, est en correspondance différentiable avec x et

28. GEE

a =H _ & os _

4

a8Pat a

Sep OMny) =

Em SE Rae Ss,

en notanmt @ le vecteux unité tangent au point x = PACED)de la courbe
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nr, 4 Ss. as \2
SL ph, PA

~

a

By

[? ae (FMF) (7
2 De, “Ge ae ag

“x, 2 J FX Ee “sy 28
as

2
(3-12) = ) De. @ ds

Vu la symétrie on peut d'ailleurs, dans cette formule, écrire G 4 la

place de D.

MARQUE. Pour alléger, on s'est limité dans ce qui précéde au cas seul

utile pour la suite, ol la dimension de A est maximale, c'est-d-dire

égale & la dimension n de ®. Il y a trés peu 4& modifier si

dim A < dim®, par exemple si n= 3 avec, pour milieu continu, ume

surface matérielle (membrane) ce qui fait dim A = 2.

Dans ce cas, le domaine de définition pA) du champ eulérien

des vitesses x'? u(t,x) est une sous-variété stricte de R®. L'espace

vectoriel tangent om au point x de cette sous-variété est identifié

& un sous-espace de V ; il est muni de la métrique euclidienne induite

pax V et, par 1a, identifié & son dual. L'application linéaire F

tangente & l'application } © p(t,4) =x envoie bijectivement 7, sur

3. Considéréecomme un élément de S(7,, @) elle sera notée F. autre~

ment dit, sion note I l*"injection naturelle de x, dans V, ona

(3.13) Fig .

Ltadjointe I” € sw) est, classiquement, 1'application projection

orthogonale

(3-14) Po: xr proj On 3) -

Done, dtaprés (3-13)
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Le gradient G de u au point x = p(t,4) est un élément

de & EV) 7 au lieu de (3.2) ona

(3.15) c= Fre! *

mais toujours 2 =Ga (obsexver que puisque x
= p(t,4), ltespace a,

dépend de t ; il ne peut donc pas étxe question de aéfinir le symbole

3). De (3.5) A (3.7) les résultats sont inchangés, mais, au lieu de

(3.8), il faut écrire

(3.16) Se (wh. Pm)
=

(P Ga). bt ae (PH

x

[reg +a” Pal. b= 2 (Da). b= 2 a. (Db)a

ot on pose, cette fois,

1 *

D= PG=7 (PGHt £(5_,5 -

sym PG
2

(PG+GI€E “6 i

En rapprochant de (3.6), on a,au lieu de (3.11),

fol,m)

=

2 (D Fay. Fm = 2 Fy Fm)

donc

e=28D3 = Fipgio st) F

* soe ®

F GS+% ¢ Fs2symF GE .

4. STHENIQUE

L'auteux |6 | a autrefois proposé a'intituler sthénique le

chapitre de la mécanique ayant pour objet l'axiomatisation et le mode

d'emploi du concept de force, avec ses généralisations. Le statut donné

alors audit concept est celui d'un "mot" du langage grace auquel des

informations émanant d'autees chapitres de la physique sont introduites

comme données d'un probléme de mécanique, c'est-a-dire d'un probléme con—

cernant le mouvement d'un systéme matériel. I] s'tagit done d'un "concept



12. 16

de commmication” entre la mécanique et d'autres chapitres de la physi-

que (exemple en d'autres domaines : le concept de quantitd de chaleur) ;

une idéale physique unitaire, c'est~a-dire non divisée en chapitres,

pourrait se passer de tels concepts.

tl est aujourd"hoi largement reconnu que les forces de la

mécanique élémentaires,simplement consistant en des vecteurs liés, ne

parviemnent pas dans tous les cas 4 remplir ce réle. Le mot effort est

souvent employé (cf. P. Germain, [1]) pour désigner les objets plus gé=

néraux & invoquer. Dans le livre cité [6], nous avons aussi proposé

dtutiliser & cette fin le terme de dyname.

Décrire un dyname, ou effort, c'est définir sa puissance pour

tous les états de vitesse du systéme matériel auquel le dyname est ap-

pliqué on, tout au moins, pour ume classe de tels états de vitesse, dé-

clarés admissibles pour le dyname considéxé. Limitons-nous 4 des systémes

dont tout état de vitesse, par rapport au repére R choisi, est xepré=

sentable par un champ euléxien x 1> u(x), 4éfini sur la partie pA) de

® que le systéme A occupe dans le placement p considéré. Par axiome,

l'ensemble deg u = p(A) > V admissible: pour un certain dyname G est

un_sous-espace vectoriel (0) ge ety et la_puigsance de @ est une

fonetionnelle linéaire sur Wea)

uhPGu  .

Par exemple, la défindtion dang cet esprit d'une famille de k

forces au sens élémentabe, & gandeucs vectorielles fy Eyeeees H Ev,

appliquées respectivement & k perticules dont les positions sont

Xys Xyer-ee M « consiste en ceci = Ltespace vectoriel 1G) est cons-

titué par des champs de vitesse x u(x) définis, au moins, en chacun
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des k points x), Kyree+r % et par 4éfinition

k

Pt) = D f.- ux.) -

asa
> 2

Tl va s'agix dans toute la suite du dyname des "efforts anté—

xieors® d'un milieu continn A avec dim A = aim ® = 3. On se restreant

au cas le plus usuel @'un milieu du premfer ordre, ctest-aedire vérifiant

les hypothéses Hy) Hy
, aS - Alers, pour tout mouvement admissible, le

champ evlérien des vitesses xP u(x) eat C, - différentiable sur
1

AD.Pl ,]

On fait de plus ici L'hypothése que le dyname intérieur est

iocalisable, dans le sens suivant =

1* Est @éf1nie sur ie milieu Af ue mesure =O, norée ah, indépen—

dante du temps (en dynamique, ce sera la mesure masse 7 mais le concept

de masse n’a aucun réle 4 jouer ici).

2° Pour toute partie  - intdgrable de ‘A -notons-la 4 la puissan-

ce du dyname intériewr de cette partie s'exprime sous la forme d*inté-

grale

.
= a(4.1) Pont ) mA) acd)

ob la fonction 7 € ohog(heae 7R) est appelée densité de puissange par

rapport & la mesure dt.

Ltaxiome de linéarité de la puissance formulé plus haut exige

que, pour chaque placement p d@u miliew, et pour chaque 4, la valeur

TA} soit une fonctionnelle linéaire du champ eulérien u.

Dang l'assertion de localisab&jité nous incons en outre +

3° (A) s"exprime & partir des éléments locaux de u au point

x = pU), cfest-a-dixe poisque l‘espace Ges u est celui des fonctions
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c,- aifférentiables sur p(A)

TAY = £,(a(x),grad a(x))

avec 4, : VX S(v,V) OR, linéaire.

Comme précédemment,on note grad u(x) = G ; en utilisant Ie

produit sealaire euclidien de V, on peut exprimer £, sous la forme

£,(a/G) = £. utr 2G,

avec £ Ev et © € Sv,v) aépendantde 1.

Selon un des principes de la mécanique classique qu'on peut

appeler “principe des efforts intérieurs” (il est présenté dans [6]

comme la systématisation la plus générale du “principe d'action et de

réaction" ; dans {1} il est intitulé "axdome des puissances virtuelles")

la puissance (4.1) @oit, quelle que soit la partie intégrable #, étre

nulle pour tout champ de vitesse u rigide, clest-a-dire de la forme

u(x) § u(0) +A x

avec A € S(V,V) antiadjoint. Cela équivaut immédiatement aux deux

conditions suivantes

(4.2) £20

(4.3) Ze S(ve¥) .

La définition de © est visiblement subordonnte au choix de

la mesure 4d}. On tourne classiquement cet inconyénient de la maniére

suivante : puisque le placement p est supposé spécifid, 1'intégrale

(4.1) peut se récrire par changement de variable

(4.4) mop Ged) pd dePie Sy
o& ax désigne la mesure de Lebesgue de ® et P la fonction densité

par rapport % dx de la mesure image de dt par p si une telle den-

sité existe (lorsque a} est proprement la mesure masse du milieu
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continu, on sait que P{x) s'appelle la masse spécifique ou masse

volumique du milieu au point x €& dans le placement p considéré).

On pose alors

(4.5) atx) Ece (xd) = 6x) € acv,v)

appelé tenseur contrainte de Cauchy au point x € p(A). Alors

- tr %(x) G(x) est la dengité volumigue de puissance intérieure au

point x.

Si l'on revient & L'expression de P
nt

par une antégrale

étendve & § , on écrira, wa (3.2)

e * 7

(4.6) Poet te EGar=-y te Dp rt ay
int

Py é

,
=1

=-) tr Fra
&

dtot l'intérét, pour chaque A € A, de 1'élément

(4,7) rerloetetoé yay .

Il y a avantage & aécrire les efforts intérieurs au moyen d'un

objet appartenant 4 la géométrae de la variété différentiable A ; posons

(4.8) ger lors 5 Flo ptte Leryn)
ce que Rougée [5] appelle tenseur intrinsdgue ses contraintes au point

4 de A. Alors

(4.9) Te P Leer

ec
(4,10) e. --{ wer Pato.

é

Les écritures (4.4) & (4.9) n'invoguent pas la symétrie de =

& ©%
« fournie en (4.3) par le “principe des efforts intérieurs"- On

voit sur (4.8) que cette symétrie dquivaut & celle de © € S¢7},7,)-
Moyennant cette symétrie, (4.4) devient
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(4.1) Poened tropa

pce)

ok, comme au paragraphe 3,

1 *

pezy(G+te )

tandis que (4-10) devient, vu (3-7),

I
1¢ 2c te

(4,12) Pat 3 4 tr OF F+E FP) dt

- af trecae .

2"%
On retrouve par (4.11) ou par {4-12) que, si le “principe des

efforts intérieurs" est vérifié, la puissance Pent de tout fragnent

BW- intégrable de A est jpdépindante du choix gu reptre ®@ utilisé

pour déerixe le mouvement.

S. LOIS D*ELASTICrYE

Om appelle ainsi une relation

C= £(F)

exprimant la contrainte de Cauchy 9 € S(v,v) eemme fonction de

F € £,(9,,V). Naturellement, cette relation est & formuler pour chaque

particule A duo milieu continu-

Aussi bien alors, t € £(v,7,) et © € £(7,,7,) sont das

fonctions de F-. En effet, une fois la mesure @} définie sur la verieté

A, P emt une fonction de P et on définit, va (4.7) et (4.8),

(5.2) -
-1

ge) = sty” cet

1

OCF)

$(5-3) @=n(r) = elegy ee,
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Pour tout mouvement de notre milieu eentanu par rapport au

repare choisi R
, la puissance des efforts intérieurs de % s'éerit

@taprés (4.6)

(5-4) Pine =- 5 tr oF) Fav y

On dit que la lef d"élasticité posséde une fonction énergie

(ou encore que c'est une loi hyperdlastique) si, pour tout mouvement

tP p(t), t € (t,rt,] @t toute partie intégrable § , le travail

intérieur

*2 t.
2

sen)? =fane Od Pre? a
1 t.

1

ne dépend que du plagemant initial et du placement final. Cela équivaut

& l'existence d'une fongtdonnelle du placement, soit p' w(%,p) ER

telle que le travail cisd@easus soit égal & W(Eep(t,.-)) -

W(S,plty..))
c'est-a-dire, sous réserve de la continuité usuelle,

(5.5) Poet? =— Sowb ple).

La fonctionnelle p/W(%,p) est appelée Energie élastique du fragment

.

Tl suffit pony ¢ela (nous ne discuterengs pas ici la nécessité)

qu'il existe, pour chaque 4 € A, une fonction Fh wir) Cm telle que

(5.6) gif) = grad w(F)

od le gradient (de Fréchet) est entendu au sens de la dualité naturelle

entre {(v,2,) et S(1,,V) ctest-a-dire au sens de la forme bilinéaire

(or) aéfinie au § 1. Dane ce cas, en effet, (5.4) devient

e

= oF

Pel) =-

5, te grad w(F) Fae

t
a aed- I ae WhRCET) de =

ae { wF(t)}) ae.
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Ce qui précéde ne suppose pas que J posséde la symétrie im-

pliquée par le principe des efforts intérieurs ; la puissance ou le

travail écrits ci-dessus doivent donc a priori dépendre du choix du

repére R,

6. LE PRINCIPE D'OBJECTIVITE

Selon ce principe, la loi reliant 1'état de contrainte dans

Ze milieu & son placement doit étre indépendante du choix du repére. De

fagon équivalente si p et pt sont deux Placements de A @ans le

repére ® tels que p* , pl! soit une isométrie 9 (directe, vu

l*hypothése HL), l'état de contrainte du milieu doit tre le méme.

Si p' = 5, ps on a, pour chaque 1 €4, Ja relation sui-

vante entre les applications linéaires tangentes FL et F, , éléments

de £(7,,V)

FY=RF

ok RE S.(V) est L'isométrie vectorielle associée & J.

Dans la géométrie propre du milieu continu, indépendante de

tout placement, l'état de contrainte est décrit par le tenseur intrin-

sbque des contraintes 6 € S(m),7,).La Joi a'élasticité écrite au

paragraphe précédent est donc conforme au Principe @'objectivité si et

seulement si, pour chaque A€A la fonction h: FRB vérifie

(6.1) VRE sv), Vere fry) : H(R F)=nh(P) .

THEOREME 1. Une loi d'élasticité posstde la propriété d’objectivité

(6.1) si et seulement si elle posstde l'une des propriétés équivalentes
suivantes ;
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i) La fonction f:FPO vérifie

(6.2) Ve ow, ¥r€Serv): eRe) eRe Re.

ii) La fonction g: FP vérifie

=i
(6.3) VRE Sv), VPE Su(T,V) oz g(R F) = g(F) RB .

a+ *
fae

*

iii) Sion note S_"(t,T } Liensemble des éléments de £(1,T) auto“

adjoints définis positifs, il existe ume unique application

++ * *

H: x. (t,7) >&(T ,T) telle que

(6.4) Vr € 8,(0,¥) 2 h(F) = HF’ F) .

Preuve. Puisque toute isométrie préserve les volumes, on a, quel que

soit A,

P(RF) = O(F) .

Téquivalence de (6.1) & i) et & i) résulte alors immédiatement de

(5-3) et (5.2)-

Par ailleurs la relation binaire

3REG +: Fr=RF

constitue une relation d'équivalence dans l'ensemble {,(7,V). La pro-

pridté (6.1) équivaut & dire que h est constante sur chacune des clas-

ses d'équivalence- On a vu au paragraphe 2 que F et F' appartiennent

A une méme classe si et seulement si

Done la propriété (6.1) équivaut & L'existence de H assurant (6.4)-

L'application H est définie de maniére wique sur l'ensemble des

*
, 4+ *

C=F F avec F décrivant £,(7,V). On a vu que c € QS(1,7 )-

foe . Lab
a+ *

Réciproquement si on appelle C un élément quelcenque de s (lt),

le produit scalaire
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x¥ = &,cy

aéfinit suc T one structure d’espace vectoriel euclidien ; & cette

structure correspond classiquement une identification de T avee 2 .

laquelle n’est autre que l"application €. Choisissons une isométrie K

de cet espace euclidien T sur l'espace euclidien v 2 €1émentairement
1* = *

K =K ,@onc K K = id =C. Ltisonétrie K peut d'ailleurs étre

cheisie dans £"¢3,¥)~
*

@n posant F =K onabien C=F F.

7, ENERGIE , OBJECTIVITE ET SYMETRIE

THEOREME 2. Sojt une Joi a'é ité
ee

une fonction

Grest-a-dive qu'il existe w : S(1,v) 9R telle que la joi s'écrive

T= 9{F) = grad w(F} -

Alors les assertions suivantes sont équivalentes =

i) La fonction w vérifie

RD YREOm, VE ESV): we Pd =e.

.

=
em ot

aii) Tt existe vw:
gs

(FeF 2 AR stelle que

(7.2) VeE Serv) = wir) vtP FD.

ili) loi vérifie le principe des oxts intérieurs (cf. paragras

Ehe 4) ctest-b-dire que, poor tout F € S,(2,v), 1'61ément # g(P) a=

Peptient

&

£.(V,V) (ony de fagon équivalente T= p PTE £,0v,9).

regp. 9 = 7 rte Lr".
iv) La ioi est objective, c"estri-dire yosstde les pronciéeés Exoncées
au Théorame 1.
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Preuve. L'équivalence de i) et ii) s‘obtient par le méme raisonnement

qu'& la fin du paragraphe précédent.

Montrons maintenant que 1) © iii)- Les applications FOR F

ae £00) dans lui-méme constituent, pour R décrivant ©(Vv) un

groupe de transformations de l'ensemble 5, (T,V). L'assertion 1) signa~

fie que la fonction numérique w est constante sur chaque orbite de ce

goupe. Comme ces orbites sont connexes par arc, il faut et il suff2t

pour cela que, pour tout F, 1'éiément 1 = grad w(F) € X(v,T) soit

orthogonal 2 L'espace tangent de Ltorbite de F. Or 1" application

RPRF de © dans £,(7,V) a pour application linéaire tangente au

point I

aR? aR FP

ob aR décrit L'espace vectoriel tangent & ©, au point I, clest-a-

dire 4s, (cf. Annexe, § A. 3). L'espace tangent 4 l'orbite de F au

point F est l'image de a par cette application linéaire ; Ltortho-

gonalité en vue s‘écrit donc

yae & : wQrpt = 0

ce qui signifie que FT, élément de S(v,V), est orthogonal & 4, i

autrement dit Fr € SOV) ce qui est l'assertion i112). On note en

outre que Ft € S(v,v) équivaut & Flrre  € ST), clest-a-

dire @ € So".
Montrons que 1) Sav). Soit R fixé dans O,(V) 7 en dif-

férentiant (7.1), 12 vient, pour tout F € £,(7,V),

Vor € Ser,v) =: tx g(R FR 6 F = tr g(F) OF

done

Vv ér € S¢r,v) : tr (gtk FIR ~ g{F)] 6 B= 0

ee qui établit (6.3).
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Pour prouver qu'invdrsement iv) >i) , supposons (6-3) ; le

calenl ci-dessns montre qu'alors, poor R € 8'(v) fixé, les fonctions

FPw(F) et FP wRF) ont méme gradient en chaque point

PF €f£ (3,V). Done si I désigne une partie de 4,(7,v) connexe par

arc, Ona

(7.3) VrEP : wiRF) - wiP) d K(R)

avec K+ O,(v) > Gévidemment continue. En laissant de cOté le cas

banal ob R est l'identité, appelons w le sous-groupe de ©,(V)

constitué par les rotations de méme axe que R. On peut prendre pour T

Wensemble des rF , r € ™ ; si on écrit (7.3) en remplagant F par

RF, RP ,..., R'F et si on ajoute menbre A membre, 41 vient

Yo€m: K(R"9)=nK(R) .

Comme J"identité est un point d'accumulation des R” dans W et que

K(ad) = 0, on en conelut K{R) = 0, ce qui termine la démonstration

(voir un argument de méme type au § 6. A de 1*Annexe).

REMARQUE. Certaines des implications formulées dans le théortme précé-

dent ont un analogue global évident =: Supposons, pour une portion §

@u milieu, l'existence d'une fonctionnelle énergie dlastique p wp)

(cf- paragraphe 5). Le principe d'’objectivité exige que cette fonction

nelle soit indépendante du choix du repire ® ou, ce qui revient au

mane, que pour toute isométrie directe I de l*espace affine cuclidien

®@, on ait WL, p) = W(p). Z1 vient alors, par (5-5) que Poet?
est nulle pour tout movvement rigide du systéwe par rapport & R = c’est

justement ce que donne le principe des efforts intérieurs. Et on a la

réciproque, puisque toute isomftrie I de R est réalisable comme

résultat d’an mouvement rigide régulier sur un intervalle fe, 1.
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THEOREME 3. Soit une loi d'élasticité objective, c'est~a-dire possé—

dant _les propriétés énoncées dans le Théoréme 1. Alors les assertions

Suivantes sont équivalentes :

i} la loi posséde une fonction énergie, clest-a-dire que g : FIOT

est_un gradient au sens de la dualité naturelle de Stt,v) et S¢v,7).;

*

ii) L'application H:CP@ prend ses valeurs dans Sct sT) gt

*

c'est un gradient au sens de la dualité naturelle entre fut ) et
:

Lr).
s

Si_ces propriétés sont vérifiées et que

(7.4) g(P) = grad w(F)

+ *
£

Ja fonction v : st (1,7 ) 9R aAgfinie par (7-2) est différentiable et

(7.5) H(C) = 2 grad v(c) .

Presve- Montrons d'abord que ii) > i) ; on suppose qu'il existe

ot *

ve: x (7,7 ) *R telle que H(C) = 2 grad v(C)- Alors la fonction w

*

aéfinie sur £,(T,V) par w(F) = v(F F) a pour différentielle

* * *

dw = tr grad vV(F F) (4F F+F aF)

a
1 * *

gtr Oar r+F ar) .

*

Par hypothése & € Sor 7T) done

* * * soe

tr Gar FtrF a8 =trS F a

* *

ce qui fait, puisquae 9=9 et OF =T
,

*

d@w=trGOFr a = wt

pour tout aF © S¢r,v) ; cela prouve que

g(P) = grad wW(F) -

Réciproquement, supposons i) ; d'aprés le Théoréme 2, H prend

2

ses valeurs dans {a rT) et on peut définir une fonction v par

(7-2) 7 on va montrer que cette fonction est différentiable et assure
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{7.5) en s"appuyant sur le lemme suivant, démontxré plus loin a

2

LEMME. tay jon surjegtive FOF F ge £,(7,V) sur

*

Soe ) ede un relévement différenti; ctest-a-

existe

Ys Serr) +

S¢2,9)

différentiab’iable et telle que

ms Vee Srey a Ko” Mer=e .

La fonction v peut alors s'exprimer

vc) = w(¥(C))

ele est donc différentiable et

(7.7) av(c) = tr grad wi ¥(c)) af(c) .

Bn différentiant (7-6) on obtient

(7.8) a’ ¥+¥a" sac.

Pax ailleurs, le Théoréme 2 montre, en prenant F = ¥(C), que 1"élément

T = grad w(%(C)} vérifie

(7.9) ¥re L00,v) -

vour abréger, on note ¥' asdiément (¥(c))7? € S*ev,2) et (767)

devient, gr&ce & ja symétrie (7-9),

@v=trta® = to ¥rav¥'

=te Yrcayvis yt? a¥’)

=ter (raver vl ar ¥)

ste 7 ica at+aY ¥) -

Or, sion prend P= %(c) , on a d'aprés (4.9)

ACC) © 6 erp ta ;

donc, vu (7.8)

av = z te H(c) ac
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ce qui démontre l'assertion ii) et la relation (7-5).

Tl reste 4 prouver le Lemme. A vrai dire, on n‘taurait besoin

pour la ddmonstration ci-dessus, que a’un Y¥ défini sur un voisinage

de chaque C : son existence pourrait se déduire du théorbme du rang

(cf., par exemple, 19], Chap. X, n® 3 et chap. XVI, n® 7) en établis-

*

sant que l'application Fr? F F est de rang constant sur un tel voi-

sinagé. On domine mieux la situation présente en explicitant un ¥

teens +t *
set

défini sur a (7,2 ) entier : Choisissons Fo
€ ftv) et posons

=F. és
*

i
idi

&COT FO FS .,
(TeT ). On fait de T un espace euclidien, nots Eye

en posant, pour x et y dans T ,

*

xeye Ge, cy? sk, Fy Fy) =

Exe Foy

(ol le Gernier membre est un produzt scalaire dans l’ espace euclidien

V)- On voit que PL t 5B, 7V est une isométrie ; comme d*habitude, on

*

T et que So
identifie EB, & son dual, ce qui fait que E,et

.
ot -

devient Lidentité, dlok Fy
= FT).

Sa *
. L

Tout c € S (1,7) devient aingi un opérateur autoadjoant

@éfini positif de l*espace euclidien E, et, & ce titre, posséde une

xacive carrée /C. Posons

= fewc) B, vc

donk
= - * -

ney” = der = fer!
o o 7

ce qui donne bien {7-6)- Cela démontre le Lewme, puisque l" application

cele est partout airtérentiable sur se.
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8. ISOfROPIE MATERIELLE

Désormais on privilégie un certain placement, a@éclaré consti-

tuer l'état naturel du milieu continu A. 11 s’agit toujours d™m mi-

lieu de dimension maximale. Comme le placement considéré est injectif

de A dans l'espace euclidien affine ®
, ce placement privilégié per-

met de transporter sur 4 la métrique euclidienne de ® . Pour chaque

REA, ltespace vectoriel tangent #, est de ce fait uni atone nétri-

que euclidienne et, comme d"habitude, un tel espace est identifié & son

@ual =

{8.1) T)
= Ty euclidien .«.

*

Donec, pour tout F € S¢7,v), oa F & S¢v,9) , ce qui donne

x *
fy 5

un sens 4 l'écriture, jusqu'd présent interdite, FF , élément de

“wy.
s

On considére une loi d'élasticité, relative 4 la particule 4

du milieu. Pour alléger les discussions on supposera towjours dans la

suite qu'une telle loi est objective, c‘est-h-dire que, d*aprés le

Théortme 1, elle peut s*écrixre

(8.2) 9 = H(C}

(On pourrait développer la notion d’isctropie sans objectivité =

l'écriture serait exactement sewblable 4 celle du paragraphe 6 consacré

A ltobjectivité sans isotropie, & 1'échange prés des espaces T et V,

des éléments @ et 9 , etc...)

tes éléments C= Fr € Si"¢r,7)et © € S¢2,-7) appartien-

nent 4 la géométrie de la variété A. On dit que la loi (8.2) est

isotrope si son écriture au moyen d"une base orthonormée directe choisie

dans T est indépendante du choix de cette base } cela revient A :
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(8.3) Vr€e(r ,¥ce Sem : Battle gy = xlnea .

En introduisant les mémes éléments qu'au paragraphe 5, on a

alors +

THEOREME 4. L'isotropie (8.3) de la loi- d'élasticité objective

BH: Cc? égquivaut aux assertions suivantes :

i) L'application h:FRPQ® vérifie

ot
HIP) a.(8.4) Voe ory, VEE S(t,V) 2 (Fo)

di) Ltapplication gi FHC vérifie

(8.5) Yor€ or), VE eLiwy: gra=c' gry .

iii) Ltapplication f: FOG vérifie

(8.6) Voe ory, VEe &¢0,¥) : £(F 3) = fF) .

t+

iv) Ilexiste 3: s; wey) 2

Sv) telle que

(8.7) Yee Sry): ey eF re).

x 1
Preuve. Supposons (8-3) ; alors puisque J = J

es o® “1 * -4
RCI) = HCl FO FO) =35 Wr F) IT per) s

ctast-B-dire i}. Réciproquement, supposons i} 7 pour tout

a *
ce s; (V,V), i1 existe (non uniquement) F €£,(7,v) tel que C= F F;

les mémes calvuls que ci~dessus domnent alors (8-3).

Les équivalences de 1) & ii) et iii) résultent ensuite des

aéfinitions de 1 et 9%
, en observant, au sujet de la densité P que

P(F 3) = o(F) .
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L'équivalence de iii} et iv) résulte de ce que pour tout

*BE Sww, il existe (non uniquement) F € £.(7,v) tel que B= FF

et de ce que, pour F et F* dans £,7,¥) ,ona

+ *

FR =Fert oe 33 €@7) : Prerg .

THEOREME 5. Soit une loi d"élasticité objective et isotrope (cf.

théoréme 4). Si la dimension de V est impaire les éléments @ et
*

+
C= F de L(2,T) commtent ; les éléments ¢ et B=FF de

f0v,v) commbent. L'application $: Bed @éfinie par le Théoréme 4

8.8) YReemw ,¥ee Sy: ae BR =k BER .

1 -1
aLtapplication BH Eo B Te warFos) B est_universeliement_isomé-

trique & H, ctest-i-dire que pour tout m € iso,(T,V) , on a

1 1
(8.9) a soem Hor |B x) Mw -

Démonstration- La propriété d'isotropie (8.8) résulte de (8-7) et de

L'objectivité telle qu'elle s'exprime en (6.2). L'élément 9 € Ln2)
commute avec C parce que c'est la valeur B(C) de l'application iso~

trope H; l'éiément 9 € fv) commute avec B , parce que c'est la

valeur de L'application isotrope # .

Soit enfin BE wy et B= Bt 7 si on prend

F=pBmE £(2,v) ona FF =B 1 Wot, d'aprés le Théoréme 4, une

valeur déterminége pour ¢ = %(B) et pour

au
ax

it 1

ax
~

“det FL
=

= &Ps
ax

(aA désigne ici 1"image sur la variété A de la mesure de Lebesgue

dans le placement dit naturel). Alors, puisque M =M

not 's wm) = non’ B2 = HE” FD
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est la valeur correspondante de 9. Vu (4-8) on a done

-1
mw war Bm) ws pty ey” pv! =B ze =5c8

h
puisque 8 = B commute avec 9

.

On notera que det F = (det 3)? .

9. EXTENSION A DROITE 5f A GAUCHE

Ltidée classique de décomposition polaire des matrices se

retrouve évademment dans le cadre présent. Comme au paragraphe précé-

dent, T et V sont deux espaces vectoriels euclidiens orientés, de

dimension n. On note iso,(T,V) l'ensemble des isométries positives

de T sur Ve

Pour tout P € £.(1,v), il existe, de maniére unique,

K € isoy(t.v) , BE Lotvv) , y € 5 (r,7) tels que

(9.1) FoBK = Ky -

L'unicité résulte de ce que ces égalités entrainent

(9.2) FR = 8? dtobh § = (F e*)®

(9.3) Piers v atoh v= om Fr)?

(9.4) Ke go! Fory!

Et on vérifie par un calcul immédiat que K, 6B, Y ainsi construits

sont bien conformes & L'assertion(que K soit une isométrie s'exprime

*

par KK =I).

Lrintérét de B et y est surtout de servir 4'intermédiai-

res dans des démonstrations ; du point de we pratique, les éléments

2 * 2 ‘ :

B° =FF ,noté Beet Y =F F,noté C, sont plus accessibles au
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++
3

calcul. On dit usuellement que 6 € £)"(v,V)est ltextension & gauche et

+ s af,

et que y €£°(2,7) est 1extension & droite associés & F.

Le caleul précédent montre que

*

(9.5) V=K BK

ou aussi bien
*

B=KyXK

* -1 faus ~

(se rappeler que K =K )=8 gst Y sont isométriques ; de méme

jeurs carrés

* *

(9.6) C=K BK , BEFKCK .

Voici comment on peut, Gans ce contexte, exprimer la propriété

@tobjectivité (6.1), concernant l'application hz £,¢1,v) > &¢2,T), &

Savoir

VRE sw), Vré L,(2evy 2 W(RF) = £(F) .

On choisit un K,
€ iso,(7,v) ; pour tout F € £,(1,V), auquel on associe

Y oet K par (9.1), on écrit

8 = RCP) = eK y) = BO KK, y) =

hOK, ¥)

poisqe x x_1€ 6(Vv). va (9-3) cela donne

(9.7) @=nA(c}) =

n(x, ef) -

Ce type de calcul a déja été employé, dans les démonstrations des

théorémes 1 et 3.

Symétriquement, on exprime comme suit la propriété d@’isotro—

pie (8.6) de la loi d'éiasticité £ + £,(7,v) 7

&(v,¥), & savoir

VT€O(r), VEEL rv) 2 e(F o) = £(F) -

On choisit un K, € iso, (T,V) et on écrit

6 = £(F) = £8 ©) = £6 KK! KD = £8 KD
peisque x K € 8(9). Donc, va (9.2) la fonction ¥ introduite par

le théoréme 4 peut s'écrire
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(9.8) co = &B) = 2" RQ) +

10. ENERGIE ISOTROPE

Comme au paragraphe 8, T est euclidien, identifié & son dual.

THEOREME 6. Soit une loi d'élasticité objective possédant une fonction

énergie (cf. Théortme 2) ; les assertions suivantes sont équivalentes =

i) %a_loa est isotrope (cf- Théoréme 4)-

ii) La fonction w vérifie

(10.1) voor, VEE Serv) + wo) = w(F) -

iii) La fonction v vérifie

(10.2) vo€o(n ,¥e € s(n 2 wwe a) ete) -

iv) Ilexiste e: S°
‘Ss

(V,V) ?R telle que

(10.3) VreéLicrv) =: v(F" F) = WF) = e(F FY).

Preuve. L'équivalence de i) et ii) s'établit comme Ltéquavalence de

i) et iv) dans le Théoréme 2, au remplacement prés d'une action a

gauche de © (Vv) par une action & droite de 9, (tT).

On a vu en (7.5) que H=2 grad v ; d'aprés Annexe, § 6,

l'isotropie de H écrite en (8.3) équivaut 4 l'isotropie de v écrite

en iii) ci-dessus.

L'équivalence de ii) et iv) s'établit comme 1*équivalence

de i) et ii) du tThéoréme 2-
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THEOREME 6. Soit une loi d'élasticité objective et isotrope, possédant

une fonction énergie. Alors la fonction scalaire e introduite par le

Théoréme 5 est _isotrope, i-e-

(10.4) YREGw), VBE Sv : eR BR) =e(R) -

Les fonctions v et e sont universellement isométriques, c'est—3-dire

aes

pour

tout

mM € iso,(2,V) ona

(10.5) Yoe San) : ve)=emen’y

(10.6) VBE ww) : (3) = vara Mm).

En_outre

(10.7) grad e(B) =e Blo.

z ;
Ht

; .

Démonstration. Soit c € s (f,T) et Y= - Si M € iso,(T,V) ona

My € £(u%,V)7 en prenant F=My, la définition (10.3) de e donne

-1 *

(rappelons que M  =M )

* ae **

eMCHU)=e(MY YM) =VIYMMY) = vc) .

Cela établit (10.5) ; on en tire immédiatement (10-4) et (10.6)-

Enfin, en différentiant (10-6), pour un M fixé, on obtient

vu (7.5)

4 e(s) =ty graav i Bmw! ap

= + tr uot 'a mw! ap

pour tout dB € aoe) 7 (10.7) résulte alors de (8.9).

THEOREME 7. Soit une loi d'élasticité objective et isotrope ; les as-

sertions suivantes sont équivalentes :

i) La loi posséde ume fonction énergie -

- t+
ii) Lappiication Bi (det By)?BT! de S['(v-V) dans S(v,V) est

un_ gradient.
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iii) Ltapplication Log BP (det a) de Sv) dans lui-mame,

est un gradient.

Démonstration. On a déji noté au § 8 query sid’ est 1'amage de la

mesure de Lebesgue sur A dans le placement de référence, on a

1 det F 1 4
(10.8)

> =

ST
= a (det BY,

p BS uy

ot le réel by est attaché & la particule considérée du milieu élasti-~

que, indépendemment de F. L*implication i) > ii) découle donc de

(10.7), Inversenent, ii} signifie que L'application BH Go B' est

un gradient ; il en est alors de méme de l'application H qui lui est

isométrique a@'aprés le Théoréme 5 : cela donne i}, d'aprés le Théoréme 3.

H+

Supposons maintenant ii) : il existe ¢ : x WV) PR

telle que

(act B)70 = (grad ¢ (B))B .

a
‘

Pour tout BEL (vv) est défini s= Log B qui parcourt S(v.v).
Draprés Annexe, § 4-5, la fonction S‘* (exp S} a pour gradient

(grad e(exp S)) exp § = (det B)7 0

d'ot iii). Caloul semblable pour établir que iii} = ai).

REMARQUE 1- L'équivalence i) @ iii) est, en substance, un thforéme

présenté par c. VALLEE [10], avec une démonstration un peu elliptique.

REMARQUE 2. Si S = Log B, ona

x
(det B)” = (det exp 5)? = exptrssS .

Le calcul précédent montre donc que

(10.9) o = (exp tr “S)graa (5)

ou @ désigne la fonction

SP O(s) = ¢ (exp s) -
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Cowne (cf. Annexe, equ. (14))

- 1
grad exp tr = = grad expl- > tx S)

W - Fdexot- dr S$) grad tr S

=< ==-

5
(exp tr 2! r

(10.9) s*écrit aussi bien

@ = grad (Cexp tr “) (9)) +b (exp oe SB)sd

Des exercices de calcul du méme genre peuvent atre effectués

1
en introduisant le tenseur de Green-Lagrange z (c-I) ou le tenseur

4 1
d@'almansi-Euler y Cre ).
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ANNEXE

FONCTIONS ISOTROPES DIFFERENTIABLES sur £

A. 1. AUTOADJOINTS ET ANTIADJOINTS

Dans tout ce qui suit, V est un espace vectoriel euclidien

réel de dimension finie n, identifié & son dual. On note abréviative~

ment & ltespace vectoriel S(v,V). Cet espace est mis en dualité sépa-

rante avec lui-méme par la forme bilinéaire (symétrique mais n‘tengen-

grant pas un carré scalaire positif)

(1) (SY) = te X¥ = tr ¥x

indépendante de la structure euclidienne de v-~

L'identification de V 4 son dual permet d'associer & tout

xX € 5S son adjoint x" S. on note 5 (s comme “symétrique”) le sous-

espace vectoriel de { constitué par les autoadjoints :

*

& = &Ef : x=x} ,
Ss

et 5, le sous-espace vectoriel constitué par les antiadjoints:

*

& = fx€ Ls: yea}
a

Pour tout x € £ existe la décomposition unique

x sta, s€£ , a€s
's a

s x
*

. 1 * 1 *

(cela équivaut & x =S-A,dtoh S=FOR+K) et A=ZIK- KD).

Noter que si s€ i et aes on trouve (S,A) =O et,

plus précisément, chacun des devx sous—espaces 5, et & de £ est

l*orthogonal de l'autre au sens du produit scalaire (1)- Il en résulte

que pour chacun des espaces x, et x » la restriction de la forme
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bilinéaire (1) met cet espace en dualité séparante avec lui-méme.

fe seront toujours au_sens de ces dualités que les notions de

gradient ou d'orthogonalité seront entendues dans la suite.

Pour mémoire, notons cependant que, V étant euclidien, il

est classique de munir <(V,V) du produit sealaire euglidien défini

pour tout X et tout ¥ dans <{V,V) per

* *

MtYstrXY¥=tryx

ctest-b-dire (x",y> . Av sens de cette structure eucladienne, =, et

&, sont supplémenaires orthogonaux dans {. Pour xX et ¥ @ans &,
on a évidemment x = ¥ = (x,¥> d*ok la néme autodualité de &, que

peécédemment 7 en particulier ie gradient d'une fonction numérique aé-

finie sur *; peut tre indifféremment entendu au sens de l'un ov

l'autre des deux produits scalaires. Au contraire. pour xX et Y dans

5 .% = ¥ =~ X,Y) j mais nous n'aurons pas dans la suite & considérer

ae gradient pour une fonction définie sur + .

A. 2. COMMUTATION DANS t,

Soient S et $* dans 5 3 On vérifie ummédiatement que

sst€ & si et seulement si $ S$" = S's.

Pour tovt s € *5 + Nous appelierons ¢

sous-espace vectoriel suivant de 5 :

coms = fk Ef > Sx-xS=o0} .

Dans - y ia relation binaire “S et S* commutent” est

évidemment symétrique et réflexive, mais non transitive. Les sous~

°espaces coms, $ € s + ne réalisent donc pas une partition de f, en

classes d'équivalence-
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Rappelons quelques points trks classiques =

Soit s € 5, + A chaque valeur propre 4 (nésessarrement.

réelle) de § correspond l'espace propre E, . sous-espace da V dont

la dimension est égale & l'ordre de multiplicité de 4 en tant que

racine ée 1'équation caractéristigue de 5S. Les £, fournissent une

décomposition de V en somme directe orthogonale. Si on choisit arbi-

trairement une base orthonormée dans chacun des E, , la réunion des

bases ainsi choisies constitue une base orthonormée de V, relativement

& laquelle §S est représenté par une matrice diagonale. Toute base

diagonalisant §S peut @tre obtenue par cette construction. Les n droi~

tes engendrées par les vecteurs d'une telle base constatuent ce quton

appellera un neorthant principal de §. Deux éléments S et S* de

SS commutent gi et seulement si ils possédent un n-orthant principal

COMMUN «

On vodt donc que si l‘équation caractéristique de S a ses

n xacines distinctes, § posséde un unique n-orthant principal. Dans

ce cas un x € & commute avec S si et seulement si il est représenté

sur ce n-orthant pax une matrice diagomale : alors dim com S # n. La

dimension de com S augmente si S posséde des valeurs propres mul~

tiples ; cas extréme : $ =} I dont le commtateur est & entier, de

dimension ? n(nt+1). La continuité des valeurs propres fait que la

fonction S§'* dim com § est semi-continue supér‘eurement sur ¢
7

Ce qui suit donne quelques informations complémentaires sur

l’espace com S.

Soit a un élément choisi dans V ; l'application linéaire

x {aex)a est un élément de oe qu’on notera a“ a. Alora un
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élément non nul a de V est vecteur propre de s € 4, si_et_seulement

si a®a € com S. Cela résulte du critére de commutation donné plus

haut, puisqu'une base orthonormée de V diagonalise a®a si et seule-

ment si l'un des vecteurs de cette base est colinéaire & a.

On observe aussi que la base orthonormée e,, e,,--+, e, de

V @iazonalise S$ si et seulement si il existe des réels 4, tels que

n

s = De @e .

: gd a
asi

Par suite com S est le sous-espace de , engendré par les e, Se,

gb e, décrit l'ensemble des vecteurs propres (mormés, si on veut) de Ss.

A. 3. LE GROUPE Sv)

L'étude des isométries vectorielles positives de V conduit

& considérer l'ensemble des x € I tels que

*

(2) xx -EI = 0

det x 20 .

Zl vient immédiatement que pour un tel K ona det X = +1; il est

:
1 *

.

done inversible et X =X . Onen tire que les X en question cons-

tituent un sous-groupe de ,(v,V) noté ©,(v) ou simplement ©,

(groupe orthogonal direct de Vv).

Lrensemble G, est ume sous-variété différentiable de l'es-

pace vectoriel

Pour le montrer il suffit de vérifier que l'application
*

(3) xXPXX +1

écrite au premier membre de (2) est différentiable en tout point R € 6,

et de rang indépendant de ce point. De fait

* * *

a(x xX - 1) =axx +x ax ’
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ce qui signifie que l'application linéaire tangente & l'applacation (3)

au point R € 6, est

* *

dx ° ax R +R AX -

Le noyau de cette application linéaire est l'ensemble des ax © £ tels

que * *

dx R =- R ax

ce qui équivaut & 4x rR € x, , clest-a-dire &

(4) Boek : a= OR -

Comme R est inversible, le noyau en question est un sous-espace vec

toriel de £ de méme dimension que & , soit fae, quel que soit

R € © : Lrespace vectoriel tangent au point R de la sous-variétd

& de & est égat a SR.
+ SS Soe

4. ACTION DE G, DANS s

Four tout s € £, et tout R€ 6, , 11 est immédiat que

-1 x_as
*

. . ay

R SR, ctest-a-dire RS R, appartient & £5:De cette manitre ©,

opére dans & ; par définition l'orbite de S est l'ensemble

*

Rsr} .

= € : €Sis) ={x€ Lo: gree, x

La relation binaire $' € 8 (S) est une relation d'équivalen-

ce dans 4, + donc les diverses orbites forment une partition de a, ;

chacune d'elles est une sous-variété différentiable de cet espace vec~

toriel. Ltorbite de S en effet est l'image de ©, par l'application

*

RORSR

qui est continGment différentiable de 6, dans {, : 1'application

fos :

*

linéaire tangente au point S'=RSR est

* * *

tt aR’ d(R SR) =ARSR+RS GR

de &R (espace vectoriel tangent au point R de ©) dans &, et le
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rang de cette application est le méme pour tout R €
§(s) va la structure

de groupe de 6, - Ce rang dépend de l'orbite considérée ; on peut

l'expliciter comme suit : Tout dR € &R corresporé bijectivement &

G€ Spar
a

cR=OR,
dob

* * * *

L.(aR)
=- RNSR+RSOR*=R(S &@- Qs8)R =

RM(O) R ’

ot on note M, ltapplicgtion linéaire

Qrp sQ-O8

de S dans & .

a s

L'espace vectoriel tangent au point $ de l'orbite considé~

rée est M.(£_).Crest donc l'orthogonal du noyau de 1'application
*

adjointe M, : &, > a au sens des autodualités de q, et & aéfinies

au § A. 1. Par définition, pour tout x € , et tout y € & '

*

MMSOY) = MY),
s s

c’est-a-dire

*

tr MoOOY
= tr X(SY - ¥S) = tr (xs - sx) ¥

donc

*

M(x)
= XS - Sx :

*

On voit que le noyau de M, est l’espace com S :

THEOREME 1. Pour tout s € 4S , Liespace vectoyiel tangent en ce point

B Liorbite de S est ltoxrthogonal de com S dans s-

A. 5. DIFFERENTIABILITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE ISOTROPE SUR x,
Soit D une partie de x stable pour ©, , c'est-i-dire

une réunion d'orbites. On dit que 9: D7iR est isotrope si

Ys€p , VREG = wS)=0RsR) .
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THEOREME 2. Soit A antérieur & D ; la fonction 9 : D >R, supposde

isotrope, est différentiable au pount A si et seulement si sa restric~

tion 2)com a
@ucommutateur de A est différentiable au point A.

Alors le gradient de % en ce point au sens de ltautodualité de & ,

est_un élément de com A, égal au gradient de Fleom a
musens de

Ltautodualité de com A.

Démonstration. On a vu que l'application RP RAR de © dans

l'orbite SA) est continiment différentiable de rang constant. D'aprés

le théoréme du rang, il existe donc une sous-variété de 6, , con~

tenant I, telle que la restriction de l’application ci-dessus A

soit un difféomorphisme de UV sur un voisinage de A dans 6,(A).

L'application suivante de UX com A dans 5
8: (RX) BR" R

est différentiable : son application linéaire tangente au point (R,X)

de UX com A s'écrit

(5) (an,ax) W a(R"x R) = aR KR+ RK aR +R aR .

Cette application linéaire tangente dépend continGment de R et X;

pour R=I et X=A elle se réduit &

(6) (4R,ax) P an"A + a aR + ax

ob AR décrit l'espace vectoriel tangent & V au point I et od ax

décrit com A. D'aprés la construction de la sous-variété U de G

le terme dR°A+ A aR aécrit L'espace vectoriel tangent au point A de

SA); on a va que c'est le supplémentaire orthogonal de com A dans

&, - Liapplication (6) est donc de rang égal & dim &, , clest-a-dire

de rang maximal. Par continuité, le rang de l'application (5) est une

fonction s.c.1- de (R,X) ; il existe donc un voisinage de (I,A) dans
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xX com A sur lequel ce rang conserve la valeur dim S, - On en conclut

l'existence d'un voisinage de (Z,A) dans WX com A que L'application

8 envoie difféomorphiquement sur un voisinage UW de A dans £, .

alors 8! est une application différentiable de U dans YX com A;

notons FP sa seconde projection, application différentiable de lu

dans com A. Ona ®(a}) =A et on voit par (6) que l'application li-

néaire tangente en ce point & P est la projection orthogonale

as proj (dS , com A) -

Enfin, la définition de 8 fait que

oe) Y¥s€u: Ms) EG is).

Supposons alors A intérieur au domaine D de la fonction

isotrope j; notons 4 la restriction ial - D'aprés (7)
com A

Vs€u: ws) =4(P(s)) .

La différentiabilité de Y au point A entratne done celle de  ; en

outre,si G € com A est le gradient de 4 au point A, il résulte de

(7) que L'tapplication linéaire tangente & au point A est

ast <G, proj as) = (Gc, as>

ce qui nontre que G est aussi le gradient de au sens de L'auto-

dualité de £, :

Inversement, la différentiabilité de 9 au point A implique

banalement celle de ¥ . Pour achever la démonstration du théoréme il

faut établir que l‘isotropie de @ implique grad (A) © com A. De

fait, si ® est constant sur l'orbite GA), L'éldment grad P(A} est

dans L'orthogonal de l'espace tangent au point A de l'orbite ; ona

vu au § 4 que cet orthogonal est précisément com A.
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REMBRQUE. Le mode de raisonnement ci-dessus fournit en outre : Si D

est _un ouvert de sy stable pour 6, et si 9:20 °R, different

ble, satisfait

(8) Va€p : grad 9(A) © com A

la fonction est isotrope. Réciproquement, le théoréme ci-dessus

affirme que l'isotropie de 9 encraine (8) ; pour dim V impaire, on

trouvera en A. 8 le résultat plus fort : com AC com grad &{A).

A. 6. ISOTROPIE DE L'APPLICATION GRADIENT

Soit D une tie de £ stable pour 6, ; on dit quepar
Ss + g

é:D° &, est isotrope si

@) Ys€o, VREG: a(R'S R)= RSS) R -

THEOREME 3. Soit D un ouvert de 45 stable pour SG, et soit

®:D?R, différentiable. Cette fonction scalaire est_isotrope si et

seulement si l'application grad 9: D7 a est_isotrope-

Preuve. Que l'isotropie de  entraine celle de grad ® résulte d'un

calcul banal. Inversement, supposons que & = grad ~ posséde la pro-

praété (9). Sort R dans 6, et sort la fonction numérique définie

sur D par
*

SPORSR)~ G(s) .

Sa différentielle s'écrit

* *

“a(R SR) , a(R SR)? — ¢ (5) , aS?
* *

=tr §(R SR) R dSR-tr 4(S) dS = O .

La fonction en question est donc constante sur toute partie de D con-

nexe par arc, par exemple sur l'orbite 6,(S). En posant

(10) K(R) = ocr’s R) - #(S)
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on défindt une fonction K : ®, “R, continue et possédant la propriété

YR, R66 : K(RR') = KR) +K(R) .

En effet

K(R RY) = o(R'"R"s R RY) - @(R"SR) + (RS R) - 8)

= K(R') + K(R)

puisque R's nr € @,(S}. Done K est un homomerphisme continu de oO,
dans le groupe topologique (&,+) ; puisque s est compact, l‘ image

K(6,) est un sous-groupe compact de (iR,+) 7 cela exige classiquement

K(8,) = {o} , d'ob L'isotropie de @ par (10),

REMARQUE 1. Alors que l‘'asotropie de © entratne celle de grad? par

un calcul purement local, 1'implication réciproque vient d'étre établic

pax L'argument de compacaté de 8, propriété globale. L'exemple plus

familier des fonctions numéraques isotropes sux un espace veetoriel ev—

clidien fait comprendre ceci = i*isotropie locale de @ = grad gv,

c'est-a-dire l'existence d'un voasinage de I dans © tel que

VREuU, Vsés. : aer's R) = R85) R

ntamplique pas l'isotropie locale de @ . Elle amplique simplement que,

s2 s'=rse, REL, les hypersurfaces de niveau de ® issues de

S et S* se ddduisent l'une de l'autre par itaction de R ; ces deux

hypersurfaces ne sont pas nécessairement confondues .

REMARQUE 2. Si l’ouvert D est étoilé par rapport au 2éro de a, 2on

peut établir l'isotropie de 3 partir de celle de grad @ par l'argu-

ment plus éiémentaire que voici, di 3 Cc. vallée fio] 2 On introduit une

varaable réelle t € [0,1] et on écrat
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1

wo) + | <grad P(rs),a(ts)>
°

u#(s)

i

1

wo) + [ te grad o(ts)s at

Oo

(on admet ici que la fonction réelle +t (tS) est antégrale de sa dé-

rivée, ce qui dans lescas usuels est assuré). Or on vérifie immédiatement

que, si grad ¥ est isotrope, la quantité sous le signe { est inaf-

fectée lorsqu'on remplace S par R'SR. Le raisonnement vaut plus géné-

ralement s2 D est éto1lé par rapport & un élément 8, de 5, , 180-

trope, clest-i-dire de la forme =sI,s €r.

A. 7. GROUPE D’ISOMETRIE D‘UX ELEMENT DE a,
*

soit s € ‘,
; l'ensemble des R ©

® tels que RSR=S

{ce quz équivaut 4 RS = S R) est un sous-groupe de G , noté Gs),

que nous appellerons groupe é'iso: ( recte)
de

s.

si @:D-S5_ est asotrope au sens de (2) on a immédiatement

q11) Gs) c Geaes))-

En particulier le groupe d'isométrie (directe) d'un élément

de & est © tout entier si et seulement si cet élément est de la

forme } I, A €R. Tl vient donc que, si * est isotrope, #(4 I) est

nécessairement de la forme »I ot ¥ €iR est une fonction de 4.

Soit e Ev, de norme unité ; on vérifie que 1'élément

r,72e ®Me-1

satisfait
Xe a et re %—

7 I, donc est orthogonal ; mais il

n'appartient & &, que si dim Vest impair~
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Par ailleurs, pour un s € =, Ja condition gS
=

Sx, Squi-

vant & (e Pe} S=S(e* e) ctest-2-dire (cf. } A- 2.) "e vecteur

propre de S™.

Done, si dim V impair, i"ineiusion g(s) C g{St} entraine

que tout vecteur propre de S est vecteur propre de S$". On a vu que

les e®e, pour e décrivant l'ensemble des vecteurs propres de 5S,

engendrent. 1*espace vectoriel com S 7 cela donne L"implication =

a2) dim V impair , g(S) © g(S') >comS <coms' ~

En rapprochant de (*1) on sonclut alors =: Si dim Vest

impair et @: D7
SS isotrope on a

13) com S$ © com £($)

ee qui entraine en particulier s 3(S) = #{s) Ss .

Cela ne vaut plus pour dim ¥ parr 7; de fait, en prenant

auquel cas le groupe G, est abélien, on a tout de suite

le contre-exemple (2, fixé dans $,}

s)="z5
°

gui est visiblement une application 1sotrope ; si L'angle de la xotation

wv

R, ntest pas un multiple de
,

S et FS ne commtent pas, en

général.

Pouy dim V pair, on peut naturellement reprendre tout ce

qoi précide en remplagant %, par le croupe orthogonal G entier-

B- 8. APPLICATIONS SIMPLES DE -5 LUI-MEME

DEFINITION. Est appelée si toute application a*umepartie de
s

dans £, aéfinie comme suit : est donnée me fonction de variable

xéelle f£ : dom f > ; pour tout x Ef dont_le spectre sp X est
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contenu dans dom f on considére les espaces propres E(A), 4 € sp x

(lesquels forment une décomposition de V en somme directe orthogonale).

Bar définition, la valeur en X de l'application est 1'élément de 5,
dont la restriction & chague E(A) est égale & £(4) ZI. Par abus

a'écriture, on notera £(X) cet élément de 4.
Bref, sion utilise dans V une base principale de xX, la

matrice de X a la forme

x
2 |

° “
P

et celle de £(X) la forme

£04) |

fA) '

’

° £(A |BP

Il est clair que le domaine de cette application

p= {és : sp x © dom f Cr?

est une partie de §5 stable par ©, et que l'application est isotrope.

Le domaine D est un ouvert de &_ si et s-ulement si dom £

est un ouvert de WR. Désormais, on notera également f l'application

XP £(xX) de D dans &, 7 évidemment f(D) est une partie de a,
stable par 6, .-

THEOREME 4. On suppose dim Vv impair ; soit © une fonction réelle

isotrope et différentiable au moins au_point f(S) de & + Sila

dérivée f' de la fonction de variable réelle f existe au_moins aux
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divers points de sp S , l'application @ of + KH O(E(K)) est dif-

féxentiable au point S et son gradient est égal_av produit, commtatif,

des deux éléments grad O(£(S)) et £1(8) de S..

Démonstration. L'application ©. £ est isotrope, donc, a'aprés le

unéoréme 2, il suffit a'étudier la différentiabilité au point S de

sa restriction 8 com Ss. Soit 5s € com S 7 il existe une base de V

qui est principale pour S et §5 ; relativement & cette base, les

matrices de S et 5S sont diagonales, d'éldéments diagonaux respec—

tifs Lm et 6 . , i = 1,2,.+., n- La matrice de £(S) est diagonale

aussi, de mame que celle de £(S + 5s), a'éléments diagonaux

£Q,+ 6 yD
= £Q,) + £1) & aL+ of 6 a)

d'ot i*égalité suivante, 4 termes dams com S ,

e(s + 8s) - £(5) = £4(8) 6s + of 6 sl) -

Les majorations impliquées dans 1'écriture o(|{6 sll) aépendent du com-

portement de Ja fonction de variable réelle f au voisinage des valeurs

propres de S, mais non de la base, @épendant a priori de 6s, quton

a di choisix.

Puisque @ est différentiable, on a

M£(s + 6 S)) - HE(S)) = (grad W£(S)) , £(S + & S) - £(5))

+ o("ecs + 8s) - eqslly

= tr (grad o(£(s)) £1(5)8 5s) + of 6 sl

pour tout § § € com S. Cela montre que 9, f est différentiable au

point S dans comS donc, d'aprés le § A. 5, différentiable au point

S dans 5. Pour pouvoir affirmer que le gradient de 9%
,

f am point

S est 1'élément grad 9(£(S)) £'(S), il reste & s"assurer que cet

élément appartient & com S- De fait, puisque dim V est impair, on a



12.53

ataprés le paragraphe A. 7,

com £(S) © com grad P(f(S))

d'ot le résultat, en invoquant une base diagonalisant §, done diagona-

lisant aussi £(S) et fF'(S).

REMBRQUE 1. Si la fonction réelle de variable réelle f égale la déra-

vwée dtune fonction F, l'élément f(s) de &, est le gradient de la

fonction & valeurs réelles

s Pp tr F(s) -

En effet, cette fonction étant isotrope, il suffat de raisonner sur sa

restriction & coms, ce qui est immédiat. En particulier

grad tr § = I. Par ailleurs

det exp S =

exp tr §

dtot

(14) grad det exp S = (exp tr §) I.

REMARQUE 2. Le Théoréme 4 est, formellement, ce qui donnerait la régle

de dafférentiation des fonctions composées si lfapplication $s  £{s}

admettait comme application linéaire tangente au point §

(15) ds’ f(s) ds .

En effet, si cela était, on écrirait

(16) ACP © £)(S)
= Cgrad 9(£(S))-d£(s)) = Cgrad (£(8))-£1(8) as)

h tr grad $(f(S)) £'(S) as

(grad (£(S)) E'(S) , as? -

Mais (15) n'est pas en général l'application linéaire tangente &

s *£(S) : par exemple, si la fonction de variable réelle £ est défini

par une série
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«

£(x) =

Dal x”
n=0

on trouve
0

£(s)=ar+ Da s™
oO n

n=1

et on a, en un point intérieur du domaine de convergence de cette

derniére série,
oo

df(s) = D a (dS $...8 + $ dS...5 +...45 5.

n=1

ds) ,

série dont le terme général ne se réduit pas, si as ¥ com S, au terme

général an sas ae la série £'(S) dS. C. vallée (communication

orale) nous fait observer que, dans le cas d'une f série entire, le

calcul (16) peut Stre sauvé en notant que, si G = grad P(f(s)) ,

tr G(dS $...$ +5 ds...5 +...+ 8S... ds) =troens™ as .

Ainsi se justifie la démonstration donnée par cet auteur dans

|

10]
(avec £(S) =

Log S$ fonction représentée par une série entiére en S-I,

au moins si toutes les valeurs propres de S-I sont de valeur absolue

moindre que 1: on se raménera 4 ce cas en multipliant d'abord $s par

un scalaire convenable).
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