N

N

Phénomeéne de couche limite dans un modele de
ferromagnétisme

David Sanchez

» To cite this version:

David Sanchez. Phénoméne de couche limite dans un modele de ferromagnétisme. Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse. Mathématiques., 2002, 11 (2), pp.239-261. 10.5802/afst.1025 .
hal-01871971

HAL Id: hal-01871971
https://hal.science/hal-01871971

Submitted on 11 Sep 2018

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-01871971
https://hal.archives-ouvertes.fr

Phénomeéne de couche limite
dans un modele de ferromagnétisme

DAVID SANCHEZ!

RESUME. — On étudie le comportement asymptotique des solutions des équations de Landau-
Lifschitz lorsque le coefficient d’échange tend vers zéro. Au bord du matériau se forme alors
une couche limite que nous allons décrire.

ABSTRACT. — In this paper we study the asymptotic behaviour of the solution of Landau-
Lifschitz equations as the exchange coefficient goes to zero. In order to perform this limit
in regular spaces, we have to take into account the singularity induced by a boundary layer
term.

1 Introduction

Le micromagnétisme est I’étude des phénoménes électromagnétiques dans les matériaux dits
ferromagnétiques. Ces matériaux sont caractérisés par une magnétisation spontanée modélisée
par le moment magnétique, qui est un champ de vecteurs unitaires u défini dans 2, le domaine

ou est confiné le matériau :
u :Q—S?cR.

Les variations de u sont décrites par I’équation de Landau-Lifschitz :

%ZUAHe—u/\(uAHe)dansR’LXQ, (1.1)

avec les conditions initiales et les conditions au bord
u(0,z) = up(z) dans Q,

(1.2)
@ =0sur Rt xQ,
ov

ou v est la normale au bord unitaire sortante, et ou le champ efficace H, est donné par :
H, = *Au+ H(u),

H(u) est appelé champ démagnétisant et  est un ouvert régulier de R3.

Dans [5], Carbou et Fabrie démontrent I'existence locale et globale & données petites des solutions
réguliéres de (1.1) dans le cas quasi-stationnaire lorsque le coefficient d’échange est fixé. Lorsque
¢ tend vers zéro, lestimation obtenue donne un temps d’existence des solutions H? en espace qui
tend vers zéro. Ceci est dii & I’apparition d’une couche limite au bord de 'ouvert €2 que Carbou,
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Fabrie et Gués mettent en évidence dans [6] en effectuant un développement asymptotique de u
a lordre 1 en e.
Dans cette étude, nous allons remplacer le terme H (u) par un champ d’anisotropie ¢(z,§) =
—Ve®(z,€) ot ®(z,.) est une forme quadratique définie positive pour ¢ dans R3, de classe C*°
en z sur R3 :

H, = ?Au+ ¢(z,u),

et nous poussons le développement asymptotique & 1'ordre 2.

REMARQUE 1.1. Le champ d’anisotropie o(x,€) apparait naturellement sous la forme du gra-
dient d’une forme quadratique définie positive dans le modéle considéré. Nous utiliserons en fait

que @(x,.) est une application linéaire a coefficients C* qui opére naturellement dans les espaces
de Sobolew.

Dans la suite, nous nous donnons 7 : @ — R, une fonction C* telle que ¥ (z) = d(z,0Q) dans

un voisinage 01 de 9. On remarque que si z appartient a 99, Vi (z) = —v(z) et que, de plus,
0
o = —1. D’autre part, |V#| = 1 dans O;. On note v(z) = —Vi(z) dans O;. Soit aussi p une

v
fonction de troncature C*° a support compact contenu dans O;.

On cherche un développement asymptotique de u, la solution de (1.1) et (1.2), sous la forme :
U(t,:{,‘) = UO (t,ib', M) + €U1 (t,CL‘, M) + €2U2 <t,$, M) 4. ..
13 IS €

ou les fonctions U* se décomposent sous la forme :

U'(t,z,2) = Ui(t,z) + U'(t,x, 2),
Ui B i
avec U'(t, x) Zlg{loo UE,x,z).
On suppose de plus que U¢, ainsi que toutes ses dérivées partielles aussi bien en z qu’en z tendent
vers 0 lorsque z tend vers +oo.

P . oy .
THEOREME 1.1. Soit @) € W»™(Q) telle que [Tg| = 1 dans Q et % = 0 sur 0N. Il existe alors
v

des fonctions

~ UY € C®(RT, W5 (Q)),

_ Ul e 2 (0,T; Wh>(0;) @ H* (R")), pour tout T > 0,
~ U2 € C®(RT, W3 (Q)),

- UZ e TR (0,T; W3 (0;) ® H'(RT)), pour tout T > 0.
telles que si la donnée initiale ug(x) est de la forme

ui(z) = @ (z) + UL <t =0,z, M) + e2U? (t =0, M) + e2vE (),
€ €
ot v vérifie que ||vgllm (o) + llAvgllLz(q) est bornée indépendamment de ¢, la solution u® de

léquation (1.1) avec la donnée initiale uf admet un développement asymptotique pour toutt < T°
de la forme :

W (t,z) = UV(t,7) + ep(z) U (t,x, @) +e (W(t,x) + u(z)U? (t,x, @)) + e2vf (¢, 7),
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ou T¢ est le temps mazimum d’ezistence de u® et oty r® € L° (0, T; H! (Q)), er® € L>® (0, T; H?(2))
et e2r® € 12(0,T;H3(Q)) pour tout T < T.. De plus, il existe une constante Cr indépendante
de € qui majore les normes précédentes, et le temps d’existence T, tend vers 400 lorsque € tend
vers zEro.

REMARQUE 1.2. Les données initiales pour tous les profils autres que UO seront choisies de telle
sorte qu’elles relévent la condition au bord. Nous nous plagons ainsi dans le cadre de données
initiales bien préparées.

La partie 2 renferme des lemmes de régularité utiles dans la suite. Dans la partie 3, on démontre
le théoréme 1.1 en effectuant un développement asymptotique de la solution u® de (1.1) : on
étudie dans la partie 3.2 les profils de u® et on prouve I'existence du reste au moyen d’estimations
d’énergie dans la partie 3.3.

2 Résultats préliminaires

LEMME 2.1. (voir Adams [1], Agmon [2])
Soit Q un ouvert borné régulier. Il existe une constante C telle que pour tout u dans H? (Q) tel

que @ =0 sur 09,
ov 12
lullie @) < € (lullfaga) + 18ulZaq)

2 2 2 12
IVl < Cllull oy (1uls ) + 1AulZey)
Pour tout u € H' () avec Q dans R3, on a :

lullzsg@) < Cliullz ey < € (Ilullezy + lullh o) IVuliity, ) -

THEOREME 2.1. (woir Dautray-Lions [7] et Adams [1])
Soient 1 < p < +o0, et Q un ouvert régulier de R™. On a alors :

WP (Q) € C°(Q),

dés que mp > m, avec injection continue. Si de plus Q0 est borné, Uinjection est compacte. Si
mp <n, on a

WP (Q) C L(Q),
pour p < q < np/(n — mp), avec injection continue. Si de plus Q0 est borné, linjection est

également compacte si g < np/(n — mp). Si mp = n, Uinjection précédente reste vraie avec
p <g<+oo.

THEOREME 2.2. Traces pour les espaces WP (Q), 1 < p < +oo0.
Soit Q un ouvert de R" régulier, et soit m € N*, alors application

U= yu = {’)’O’LL, s 7'Ym—1u}
J

0
(ot yju = a—f(; sur I' = 0Q est la trace de la dérivée normale d’ordre j de u sur T') est continue
n

m—1
et surjective de W™P () dans H wn—k—1/p.p (T).
k=0
En particulier, une fonction de W™P(Q) admet une trace dans W=1/PP(T).



LEMME 2.2 (GRONWALL). Lemme de comparaison
Soit f : R x R = R, de classe C', croissante en sa seconde variable. Supposons de plus que
y: I CRw— R est une fonction continue satisfaisant :

t
V> 0, y(t) <o+ /0 f(ry(r)) dr.

Soit z : J — R la solution mazimale de

2 (t) = f(t, (1)),

z(0) = yo.

AlorsVt e INJ, y(t) < z(t).

3 Construction du développement asymptotique de u°

Pour effectuer le développement asymptotique, on travaille avec une forme équivalente de (1.1)
(car |u| =1 p.p.) :

0
8—1: — e?Au = 2u|Vul? + 2u A Au+u A o(z,u) —uA (uA p(z,u)), (3.1)

qui isole le terme dissipatif (voir [5]).

On va maintenant chercher les équations vérifiées par les profils U*. Pour cela, on remplace u
par son développement asymptotique dans (3.1), et on identifie les termes aux différents ordres
a 0.

3.1 Les équations

0
Ordre -1 : La condition au bord dans (1.2) donne 6—¢U3 = 0 pour z appartenant & 0Q et
v

z = 0. Donc :
U? =0 pour z € Oy et z = 0.

Ordre 0 : on peut tirer de I’équation (3.1) :

—— — [VYIPUZ, = [VYIPIUZ U + [V9PU° AUZ, + UP A p(w,UP) = U° A (U A gp(a, U?)).
En faisant tendre z vers 400, on obtient :

770 _ - _
‘98% = TO A p(a, T0) — TO A (TO Az, T0)). (32)

En soustrayant de Péquation sur U° ’équation obtenue pour U9, on obtient I’équation suivante :

o o I

= VYU = [VOPIURP U0 +U°) + Vo (U0 + U A U2,
+UO A @(x,U°) + UO A @(z,U0) + UO A p(z, UY)
—USA (U A p(z,U%) — U A (U® A @z, U?))

~U° A (U° A o(z,U9)).
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Or, & P'ordre -1, on avait obtenu que U? = 0 pour z dans O; et z = 0. On peut donc prendre
U° = 0, solution de 1’équation puisque % est nul.
On écrit maintenant la condition de Neumann & ’ordre 0 :

—+U1—V:Opourx€aﬂetz:0.

Ordre 1 : A Tordre 1, on obtient :

1

O~ IVYPUL = IVYRU° AUL +U° A pla, UY) + U A g, U)
~U'A (U A p(z,U%) = U A (U A p(z,U%))
~UA(U° A p(z,UY)).

En faisant tendre z vers 400, on a :
—— = UOA@(z,UL) + UL A p(z,U0) — UL A (U A o(z,U9))
—UOA (UL A @(z,U%) — U A (U A p(z,UL)).

Or la condition initiale est U = 0, donc on peut prendre U! = 0 pour tout (¢,z) dans Rt x Q.
Pour U1, nous obtenons alors I’équation suivante :

BU

— [VYPPUL = |V$UOAUL + U0 Ag(w,UY) + UL A (s, T0)
_TA (T A o, T0)) — TOA (T A o(z, T9)) (3.3)
—UOA (U A p(z,UY)).
La condition de Neumann & 1’ordre 1 nous donne :
1
8£+8—¢U2:Opourxeaﬂetz:0.
ov ov
Ordre 2 : On obtient :
— pour U2 o
- o o __
e U'Ao(z,U2)+ U2 A @(z,U%) — U2 A (U A p(z,U9))
TN (T2 A gz, T9)) = T9 A (00 A ol T?)) 34)
+|VUO2U0 + U° A AUC + AUO,
~ pour U2
U 277 5T A TS 4 770 - 70
S~ IVOPTL = VLT ATZ +T0 A g(e,07) + U2 A pla, )
U2 A (W A @z, U%) — UO A (U9 A o(z,U?))
—UO A U2 A p(x, Uo
(U2 A o ) (3.5)

+VULVY + ULAY + [V 2[ULPT0 + 2VOOULV4T0
+UO A (2VUL Ve + UIAY) + |Vy[*UT AUL

+UL Az, UY) = UL A (U0 A gz, UY))

—ULA (U A p(z,U0) — TUO A (UL A oz, UL)).



3.2 Existence des profils

3.2.1 Existence de U0

On définit U0 comme étant la solution de I’équation différentielle ordinaire en temps suivante :
ous SN — —
—— =UAo(z,U°%) —UO A (U° A o(z,U0)) sur [0, T[x1,

ot (3.6)

U0, z) = @)(x) sur Q.

On a alors :

PROPOSITION 3.1. L’équation (3.6) admet une unique solution qui est dans C® (R, Wk (Q))
dés que T3 appartient @ WF>® (Q) avec k € N.

Preuve. — On utilise le théoré¢me de Cauchy-Lipschitz dans 1.>° et on obtient I'existence et
I'unicité de U sur un intervalle de temps (0,7").

. : — . 0|UY? =5
En multipliant I’équation par U?, on s’apercoit que | 5 | = 0, donc U? reste de norme constante

égale & 1 car uw) vérifie cette propriété, donc U0 € €*(0,T;1.®(Q2)). Nous allons maintenant
montrer que U° est dans C® (0, T"; W5 (Q2)).

Pour cela, on dérive en espace ’équation (3.6), et on I'intégre en temps. On majore ensuite en
norme L°, le second membre étant au plus linéaire en la dérivée en espace :

- t -
VTl sy () < [ Vatolliey + C /0 VT e () ds.

Donc, d’aprés le lemme de Gronwall, U0 € C® ([O,T];Wl’oo(ﬂ)). On réitere le procédé pour
les dérivées aux ordres supérieurs, le second membre de I’équation étant & chaque fois au plus
linéaire en la dérivée d’ordre le plus élevé. On a finalement que UY € C® ([O,T];Wk’oo(ﬂ)), a
condition que la donnée initiale soit suffisamment réguliere.

Le lemme de Gronwall appliqué & ces inégalités nous montre alors que UO reste borné en norme
WE (Q) sur tout intervalle de temps borné, donc U0 est globale & valeurs dans W% (Q). O

3.2.2 Existence de I}Vl

On cherche une solution Ul de ’équation aux dérivées partielles suivante :

¢

oU! ~ g ~ —
o \WYPTL = VTP AU, +T9 A pla, U1) + 07 A g, T7)
—UL A (U A @(z,U%) — UO A (UL A (2, U9))

. —UOA (U A o(z,UY)), (3.7)
— 770 —
Uzlzaipourxe(’)letz:O,et lim U!=0.

\ 81} zZ—+o00

PROPOSITION 3.2. Pour tout T > 0, ’équation (3.7) admet une solution
Ul € H" (0, T; Wo (0;) @ B (R)),

pour tout I, m € N2, dés que U} est dans WETL2(Q) avec k € N.



REMARQUE 3.1. Pour prouver le théoréme 1.1, nous n’avons pas besoin d’autant de régularité,
mais comme nous avons affaire ici a une équation du type équation de la chaleur, nous obtenons
immédiatement cette régularité car nous avons choisi une donnée initiale bien préparée.

Preuve. — Pour résoudre ce probléme, on introduit un relevement de la condition au bord, en
utilisant la proposition 3.1 :

_ B_UO [e's) —+ . ywk,00 00 (TPt
f(t,2,2) = p(2) 5~ (t,2) € C (RF; W (01) © CX(RY))
ot p est une fonction de classe C® sur Rt vérifiant p(0) = 0, p'(0) = 1, p*)(0) = 0 pour k > 1
et p(z) =0 pour z > 1.
On cherche alors U sous la forme sous la forme w + f avec w(t,0) = 0. Le probléme (3.7) se
ramene donc a :

) L o _
aa_qf_wzz: US A wy, + UC A gz, w) +w A p(z,U0)
—w A (U0 A p(z, U%) — U9 A (w A p(z, U0))

_m/\ (m/\ <p(x,w)) + G(ta$,z)a

w(0,z,2) = 0 sur O x RT,

w, =0 pour z € 0N et z =0.

\

okG
avec G(t,z,z) € C®(RT; Wk (Q) ® C°(R")) telle que | = 0 pour tout k& > 1.
Z" |2=0
Pour établir I’existence de la solution, on résout le probléme pour z dans 0, L[ avec les conditions
aux limites suivantes :
w, =0 pour z=0et z= L.

Nous allons maintenant prouver I'existence de w via un procédé de Galerkin. Nous prenons donc
2

comme base de décomposition la base (w;);en des vecteurs propres de I — 9.2 avec condition

2
z
de Neumann homogene au bord. Soient Wy = Vect(wy, ..., wy) et w" € Wy I'approximation
de Galerkin de w. Elle vérifie :
[ owN _

5 Wez = PN[W/\UJ;VZ—I—W/\QO(JU,UJN)—}-UJN/\go(av,UO)
0

—wN A(UO A @(z,U9)) = U A (wN A o(z,U9))
U0 A (T A pla,w™)) + Gty 2, 2)]

[ w™(0,2,2) =0 sur Oy x (0, L),

ou Py est la projection orthogonale sur Wy (la base (w;);en étant choisie orthonormale dans
2 et orthogonale dans H!').

Nous avons maintenant besoin d’estimations a priori portant sur w = w” et ne dépendant ni
de L, nide N :

Estimation L (0;) ® L?(R*) : On multiplie par w :

10

55”“’“%}(0@) + ||wz||%2(o,L) < CH"U”]?_P(O,L) + G (¢, =, ')HEP(O,L)a

7



puis,

t t
||w(ta-)||iw(ol)®m2(o,L) < C/o ||w(33-)||]2Loo(ol)®L2(o,L) ds"‘/o ||G(3a-)||iw(ol)®L2(o,L) ds,

Estimation L (0;) ® H! (R") : On multiplie par —w,, et on intégre par parties. De méme :

10
2 atszH]LZ (0,L) + ||wzz||L2 (0,L) < C'szH]L2 0,L) + |G, (¢, =, )H]%?(O,L)’

2 2 2
“wz(ta')||L°°((91)®L2(0,L) < C/o ||wz(8a')H]LOO(OI)@ILZ(O,L) dS"‘/O ||Gz(3a-)||1Loo(ol)®n,2(o,L) ds,
Comme la base considérée dans le processus de Galerkin est la base de vecteurs propres de

2
I-— on peut obtenir une régularité supérieure :

022’

Estimation L.°(0;) ® H2(R") : On multiplie par w,,,, et on intégre deux fois par parties :
0
¢ Wezlliz,0) + llwzzelliz o0y < CllwzzlItz o,y + CllG(t @, iz o,1):

puis

2 ! 2 g
”wzz(ta-)”Loo(ol)@M(o,L) < C/O ||wzz(3’-)||Loo((’)1)®L2(0,L) ds +/0 G (s, -)||L°°(01)®L2(0,L) ds.
On obtient de méme une estimation H' pour tout I € N en intégrant chaque terme [ ou [ — 1 fois

par parties (les intégrations par parties sont licites car on a décomposé sur une base de Galerkin
[

0'G
adaptée et car —(z =0,z > 1) = 0 pour tout [ > 2). On peut ensuite augmenter la régularité

1
2
en z. On dérive I’équation (3.8) par rapport & z :
ov — — — — —
a—tw — Vw,, = UYAVuw,, +U° A p(z, Vw) + Vw A (z,U% — Vw A (U° A ¢(z,U0))

—UOA (Vw A @(z,U%) —U° A (U A p(z, Vw)) + VU A w,,
+VUO A p(z,w) + U9 A Vo(z,w) +w A Vo(z, U0) +w A o(z, VUI)
—w A (VU A @(z,U% —w A (U° A Vo(z,U%) —w A (VUO A ¢(z, VU?))
—VUOA (w A @(z,U0) = U A (w A Ve(z,U)) — U A (w A oz, VUO))
—VUOA (U A @(z,w)) — U A (VU A @(z,w)) —UIA (U A V(z,w))
+VG(t,z,2).

A partir de cette équation, on obtient de méme les majorations L>°(0;) ® Ht (0, L) pour tout
[ € N. En réitérant jusqu’a l'ordre k, et d’apres le lemme (2.2), on obtient que :

w € L2 (0, T; Wh*° (0,) @ H (0, L)) N1L2(0, T; We>* (01) @ HHTL (0, L)),

et ceci pour tout 7'>0, L >0et Il € N
On peut donc passer & la limite en N et L, et on obtient, pour tout [ € N :

w € L (0, T; Wrh™(0;) @ H (RT)) N L2 (0, T; Wk (0;) @ H (RT)).
En reportant ce résultat dans (3.8), on obtient de la régularité en temps :
w € W™ (0, T; W (0;) @ H (RT)) N H™ (0, T; W (0;) @ H (RT)),
pour tout I,m € N et pour tout 7" > 0. Finalement
Ul € H™ (0, T; Wh* (0;) ® H (RT)),
pour tout 7' > 0, (I,m) € N°. [



3.2.3 Existence de U2
On définit U? comme étant la solution de I’équation différentielle ordinaire en temps suivante :
72
a5 = UOAp(z,U?)+ U2 A p(z,U%) —U?2 AN (U A p(z,U9))
—UOA (U2 A g(x,U9) = UO A (U° A (=, U?)) (3.9)
o +|VU2UY + U° A AU + AUY,
U2(0,z) = 0 sur Q.
On a alors :

PROPOSITION 3.3. L’équation (8.9) admet une unique solution dans C*°(Rt, W (Q)) dés que
uy appartient @ WET22°(Q) avec k € N.

Preuve. — L’équation (3.9) se met sous la forme :

ou
E - F(t,.’L’,'U,) + G(t,&C),

ol F(t,z,u) est linaire en u et G(t,z) = AU? + |VU?|?U0 4 UY A AU. Comme %)) appartient
A Wkt20(Q), G est dans COO(R“L,W’“’OO(Q)). et [|F(t, z, u) koo () < K(t)||u||wk,m(9) avec K €
C*(R*;R). De méme que lors de la résolution de (3.6), on a alors 'existence d'un temps T et
de U? telle que U? vérifie (3.9) et U2 appartient & C*°(0, T, WF> ((2)).
En intégrant en temps, comme W™ (Q) est une algebre, on obtient :

_ t - t
102l loe iy < C /0 K (5) |02 e () s + /0 1G g () (5) ds.

D’apres le lemme de Gronwall (lemme 2.2), on obtient que U? est définie sur RT tout entier.
Donc U2 appartient & C®(Rt, Wk (Q)). O

3.2.4 Existence de U2

On cherche uen solution U2 de I’équation aux dérivées partielles suivante :
o 272 2T0 A U2 4 [0 02) + 072 7o
W - |V’(/J‘ Uzz = |V¢| U /\Uzz-I'U /\(,O(H,‘,U )+U /\(,0(£E,U )

~U A (T A (@, T%)) ~ U7 A (00 A (2, 02))

—UO A (U? A @(z,U9))

+VULVY + ULAY + |V |2|ULPUO 4 2VUOUL VU
{ +UO A (2VULVY + ULAY) + |Vy|2UL AUL (3.10)
+UL A p(z, U = UL A (U9 A @z, UL))
—ULA (U A p(2,U°) = UO A (U Apla, U)),

= oUl .5
U:?z=——pourz€Oretz2=0, e¢ lim U?=0.
ov 2—>+00

L

PROPOSITION 3.4. Pour tout T > 0, ’équation (3.10) admet une solution
U? € H™(0,T; Wh (0) ® H (R")),

pour tout (I,m) € N2, dés que u3 € Wk+2°(Q) avec k € N.



. Ul L \
Preuve. — On consideére un relevement f = p(z)a— de la condition au bord et on se raméne
v
4 un probléme de Neumann avec condition homogene en posant U2 = w + f avec la condition
initiale w(t = 0) = 0, puis on utilise un procédé de Galerkin (voir la preuve de la proposition

32). O
3.3 Estimation du reste
Dans cette section, nous allons prouver le théoreme 1.1 :
U2 oU?
Soit © € (0, T: H () telle que 22 (1, 2) = 29— (t,5) + 29— (1,2, 0) sur (0,T) x Oy.

ov ov ov
On pose :

us(t,z) = UO(t, z) + ep(z)UT (t,x, @) + &2 (W(t,x) + u(z)U2 (t,x, @))

+e?0(t, z) + e%°(t, z),

ou p est une fonction de troncature C*°, a support compact inclus dans O; et valant 1 sur un
voisinage de 0f2, qui prend en compte le fait que les termes de couche limite ne sont définis que
dans 7. On note :

af(t,z) = UO(t, ) + ep(z) U (t,m, @) + €2 (W(t,x) + u(z)U2 (t,x, @)) +e20(t, 7).

Un calcul algébrique donne que v® vérifie I’équation suivante :

( ?9?; = 0 sur 012,
¢ v%(0,z) = vi(x) dans Q, (3.11)
ov° 2 £ 3
| 5 —e"Av* =Ty + -+ T+ F° sur [0,T] x Q,

ol Q est un ouvert borné régulier de R3 et

Ty = e8|V |?0®,

Ty = e*(|Vv|2a® + 2(Va?, Vvf)ve),

Ty = €2(|Va?|?v® + 2(Vv®, Vaf)af),

Ty = €205 A Aa® + €2a° A AvE + *vf A Avf,

Ts = af A o(x,v%) + v° A ¢(z,a) + €2v° A p(z, v°),

Ts = —(a° A (a® A p(@,v%)) +a” A (v° Ap(z,a%)) +0° A (a° A p(z,a%))),
Tr = —2(a® A (v° A p(z,v%)) + v° A (a® A p(z, %)) + 05 A (v° A p(z,a%))),
Ty = —*v® A (v° A o(z,0°)).
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F¢ est précisée dans I’annexe 3.3.
PROPOSITION 3.5. Pour tout p, 1 < p < +oo, et tout T > 0, il eriste des constantes C,
indépendantes de € telles que pour tout € > 0 et tout t € [0,T],

lla*[lwr ) < Cp,

e D?a%||1p () < Gy

2|VAa®|lp () < Cp,

1F | () < Ca.

Preuve. — En considérant I'expression de a®, il suffit de regarder la régularité des fonctions

U2, U2 et ©. Les inégalités de Sobolev rappelées dans le théoréme 2.1 nous donnent alors le
résultat. [

On démontre l'existence de v* par un procédé de Galerkin : on prend pour base les vecteurs
propres du laplacien avec des conditions de Neumann au bord et on procéde aux estimations a
priori sur le probléeme approché :

Estimation L? : On multiplie (3.11) par v* et on integre sur Q. Les intégrations par parties
£

est nul sur le bord de 2. On obtient :

sont licites car
1%

a

dt (HUgHHQ‘Q) + 82||V’l]5||]%2 = /(Tl + 4 T8 + FE),UE d.fC
Q

N | —

On majore chaque fQ T;v* dx de la maniere suivante :

/Q Tivf do| < &80 fuoe 0% 2 [ V2 124,

[ Tt | < e (ol 1072 1997 R+ 20l Ve o e [ 9 )
/Q Tyo® da| < & (|0 |2oo 0% 12a + 2010 e [V e [0 2 [ V0 2)

| T do| < Vel o 199,

| T do| < Clla o 071

/Q Too® da| < Cllas |20 0% 122,
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< Ce?|la e floF ]l [[°I2,

/T7'U‘E dr
Q
/Tg’l)s dz
Q
/FE’UE dx
Q

En utilisant les majorations (3.5) et le lemme 2.1, et puisque £2v° est borné en norme L>®
indépendamment de ¢ (et donc en norme I pour 1 < p < oo car 2 est borné), on obtient, pour
0 < e <1, qu’il existe une constante C' telle que

1d
2dt

= 0,

< [F e 1vf e

lo° |22 + 2 IV0°|IE2 < O A7 |Ig2 + lv°IIE2 + 1) (3.12)

Estimation H' : On multiplie (3.11) par —Av® et on intégre par parties. On peut le faire une
fois car v® vérifie des conditions de Neumann au bord. On obtient la majoration suivante, en
utilisant les inégalités de Sobolev :

1d

57 (IVo7lIZ2) + el AvelEs = /(T1 + o+ Ty + F)Av® da,
Q

et on majore le terme de droite de la maniere suivante :

[T do| < eorlum [V A o,

[ Tt | < e (o um [V + 20Vl [0 e [ 907 )| A0

[ T | < VA e oo + 20 [ 9 e [ 90 )] Ao

/Q TiAV® da| < €| Ad® oo o 2 | A0* 12,

[ T80 | < CUT s (190 e 0712 + o e oo + e[ 9071c2)
O oo ([0 2 + 90 12| Vo e,

[ Tt d| < T sl ooe (Vim0 + o el + oo V7] 2)

[ o dal < OV oo e (Voo 072 + o 072z + o= 97 22)

/Q Ty dz| < Cedflv |2 [ Vo2,

/Q FEAv da| < ([ VF|ua ]| Vo]
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On utilise 'injection de H (Q) dans L*(Q) pour 71, et le lemme (2.1) pour T :

/ Ty AvE dz
Q

/ Ty Av® dx
Q

et on en déduit :

1d £2
o7 IV [122) + 2| Av°|E < Cetl|Av®|IE> + gllﬁvsllﬁz +C(e" + &) [[v°|| L
+ C’(zs2 + 1)||V'u€||]2L2 + C||vs||]2L2 + C.

< Ce®[[® || IV [IFn | A7 IlLs < Celllvflueo (l0°172 + | Av°T2) [ Av°|rz,

< &t (Cllaflluee [[v® [l (107 (172 + [1AV#]IE2) + 2[Vas]luee [[0°[lLoe [|Vo° |2 ) [|Av®|i2,

puis,

(IVo°[IE2) + e Av®|[E2 (1 = Ce?[|Ave|lr2) < C(e' + ) [l°lIL. + Cllv®IE

O+ 1)||Vof| 2, + C (8.13)
L2 :

d
dt
Estimation H? : On multiplie par e2A?v° et on intégre une fois par parties sur € :

1d

? dl 4 £|12 2 £ 2, €
55 (8 ||A'U H]Iﬂ(Q)) +e ||VA’U H]LZ(Q) < /Qg (T1+...+T8_|_F )A o dr.

On majore chaque fn €2T;A?v® dz de la maniére suivante :

eQ/TlAQUE de| < &8 (||Vv5||i6 +2||Vv5||Le||Av5||L3) VAV |2,
Q
EQ/TQAQ’UE dz| < 56(2||a5||1,oo||Vv’3||]La||AUE||]Ls +3||Va5||Loo||VUE||]%4
Q
+2]|Va e |0 e 180 2 + 2| Aa o0 [ T0° 2 [0 00 )|V A0 12,
[ A do| < e (31Va e [T o + 290 e | A0 e o]
Q
+2)j0° 1o | A0 e [ Vo* 2 + 2] Vac Juoe 0¥l luoe | A0 2 )1V A# ez,
& [ 1iatt o) < e (18 [V07llee + 92 sl s + (196 e | A0 2 ) [V 407
Q
28]V 0 | A0 2 [V AV .2,
& [ 1587 o < O (Jaflm |90 2 + ol [0 + IV o2 ) [V 807
Q

+ O o oo (10 12 + V0% ) IV A# e,

62/ TsA%0® dx
Q

< 062<||a5||r2u>o [v¥ I + llafl[Eoe V05 l|L2 + IV [lLoe o [[ree ||'U€||]Lz) IV A |2,
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IA

62/ T A% da Cs‘*(lla’sllwllvgllwIIUEIIU + [Va# e [[v% || [o° I
Q

+|af|zeo [|v®[|zee ||VUE||]L2) VA2,

VAN

EQ/QTSAQ'US dx Ce¥|[v® ||t (10°ll2 + [V [li2) IV AVE||gz,

< EIVEe| | VA g

52/ FEA%® dx
Q

En utilisant le lemme (2.1), on en déduit :
1d

4
3
57 (ENAvIE) + e [VAFE. < o[ VAV, + Cel| Avele VAV,

+P(lo* 12, [IVo° 1) + QUIVIE:, IVoelIF2) leAv® |2

+Ce8|| Ave ([T 4+ Cel?||Ave|S,,
avec P(z,y) = C(y* + z+ 1) et Q(z,y) = C(1 + %) (les € sont majorés par 1 dans P et Q). Ce

qui s’écrit :

d
7 (EP1AVIIE) + X[ VAVE, (1= Ce|Avfli2) < P(llv7 I, [Vo7E2)

+Q(HUEH%‘2’||vv6||i2)||5AUEHIQL2 (3.14)
+Ce¥||Ave||1s + Ce2|| Ave||E,.

. : . . 1 oo
Soit T, le premier temps ol |[eAv®|| 2 atteint 30e" Montrons que ce temps 7. est minoré par
5

une constante strictement positive indépendante de .
On reprend l’estimation I? sur v¢ pour t < T :

ld

5 g7 V11T + €21Vl < K(1+[|vf]2)

Donc
05122 () < h(t) = M(e"* —1) pout t < T.

On obtient ensuite par 'estimation H', toujours pour ¢t < Ty :

L (199 I22) + S 1A 2 < O + o7l + C(e2 + DIV s + Ol s +C
< alt) + K| Vo° 2.
avec a(t) = C (2h2(t) + h(t) + 1). On en déduit que :
IVo¥||2> < k(t) pour ¢ < T,

ou k(t) = fga(s)eK'(t_s) ds.
Enfin, en reportant dans (3.14), on a :

d e
—(IISAUEIIEz)Jr;IIVAvEIIiz < P([1vf 122, 11IVof]132) + QUIvENIR,, (Vo [[72) [leAve |2,

dt
+C€8||AUE||H4} + C’&‘12||Avf||]§i2
r(t) + S(t)||€A’UE||]%2

IN
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1 1
16C3 ~ 64C5
leAv®||Z, < I(t) pour t < T.

our(t) = P(h(t),k(t)) + et s(t) = Q(h(t), k(t)). Il s’en suit que :

t t
avec [(t) = / r(u)elu*®) % gy La fonction I étant continue, il est clair que T, tend vers +oo

0
quand ¢ tend vers 0.

4 Expression de F*
Le terme F¢ peut s’écrire sous la forme :
Fe=Ag+eA +---+%4¢

avec

00

Ay = i U A p(z,0) — O Aoz, U°) + U A (U° A p(z,0)) + U’ A (O A oz, U))
+O A (U° A p(z,UY))
Al = —|VyPIULRUY — 2(VUO, VUYHU? — AU — AYU} — |VUPU! — 2VyVU?

2V (VU UNU — 2V4(VUL, UNU® — 2v(VUO, U2)UO — 2|V |2(UL, U2)U°
CIVGPUL AUZ, — ApUO AUL — |V2UZ A UL — U9 A AU — 2V9UL A VUL
AU AUL = |Vp[20 A UL, — 2V9U° AVUZ — UL A AU® — UL A (z, U?)
~U'Ap(z,0) —U? Ap(z,U') — O A p(z,UY) + U A (U A o(z,0))

+UO A (UL A o(z,U?) + U A (U2 A @(z,UY)) + U A (O A (2, UL))

FUY AU A (z,UNY + U A (O A p(z,U%) + UL A (U° A p(z,U?))

+ULA(U? A p(z,U%) + U A (U A p(z,0)) + U? A (UL A o(z,U°))

+U2 AU A p(z,UY)) + OA (U Ap(z,UY)) + O A (UL A p(z,U?))

Ay = —AU? — A® — |Vy2|ULPU? — 2(VUO, VUY)U! — [V 2|UL20 — |VUPU°
—|VU2U? — |VU2O — 2V (VU UNU! — 2|V 2(UL, UR)U' — 2V (VUO, U2) U
—oVh(VUO, UNU? — 2V4h(VUO, ULO — 2V(VUL, U2)UO — 2Vp(VU2, UL) U0
—2V(VO,UNUP — |Vy2|U22U° — 2(VUP, VU2)U® — 2(VU?, VO)U°
—|VPUZ AU2, — APU2 AUL — ATO A UL — 2V4U2 A VUL — U° A AU?
—OANAUY —U' ANAU — AYpUr AU — 2V4U A VU2 — 2V9O A VU]
—|VYPOANUZ, —U°AAO —U? AAU® — U? A p(z,U?)
~U?ANo(z,0) —OAp(z,U?) — O Ap(x,0) + U A (U2 A p(z,U?))

FUOA(U? A p(z,0)) + U A (O A p(z,U?)) + U A (O A p(z,0))
UL A (U A o(z,U?) + UL A (U A p(z,0)) + UL A (U? A p(z,U))
FU'A (O A @(z,UY)) + U2 A (U2 A p(z,U°) + U2 A (U A o(z,0))
U2 AU A o(z,U2) + U2 A (U Ap(z,UY)) + U? A (O A p(z,U))
+OA (U Ap(z,UY) + O A (U A p(z,U?)) + © A (U° A p(x,0))
+O A (U2 A p(z,U%) + O A (O A p(z,UY))
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Az = —2(VU°,VU)U' —2(VU°, VU")O — |Vy|2|U22U" — 2(VU°, VU )U?
—2(VU, VO)U! — |[VU!2U! — 2V (VU!, UHU? — 2V (VU!,UO
—2Vyp(VUL U)U' = 2V(VU?, U)U' = 2|V * (U;, UZ)U? - 2|V (U}, U7)©
—2V(VO, ULUL — 2V (VUO, U2)U? — 2V(VU?,U2)O — 2Ve(VU?2, U2)U"
—2Vih(VO,U2)U° — 2(VUL, VU2) U — 2(VUL, VO)U? — U2 A AU — © A AU
—U'ANAUZ — U A AG — 2VYU2 A VU2 — ApO AUL — 2VyO A VU2
—AYUAANUL+ U A(U? A p(x,U%) + UL A (U2 A p(z,0)) + UL A (O A p(x,U?))
+ULA (O A p(z,0)) + U2 A (U Ap(z,U?)) + U2 A(U? A p(z,UY))
FU2 AU ANp(2,0)) +U2A O Ap(z,UY)) + O A (U? A p(z,UY))
+OA (U Ap(x,U%)) +OA(OAp(z,UY)) +O A (U A p(z,0))

A= —2(VUL, VO — 2(VUY, VU2)0 — 2(VUL, VU2)U! — 2(VU°, VU2)U?
_2(VUY, VO)U? — 2(VU°,VO)6 — 2(VU2, VOO — 2V(VUL, U2)U?
_oVy(VU',U2)0 — 2Vy(VU?, UNU? — 2V(VU2 UNO — 2V(Ve, UL U?
_2Vh(VO,UN)O — 2V (VUL U2)UL — 2V (VO, U2)U' — [Vo|2|U2 12U
_|VY2U2120 — |[VO22U0 — [VU2U? — VU120 — |[VU2[2U° — U2 A AU?
~U ANAO -OANAU2-OANAO+U2A(U? Ap(z,U?) +U? A (U2 A p(z,0))
+U2 A (O A p(z,U?) +U? A (O Ap(z,0)) + O A (U2 A p(z,U?))
+OA (U2 Ap(z,0)+OA(OAp(z,U%))+0O A (O Ap(z,0))

As = —|VU?PU' - |VO|2U! - 2(VUL,VU?U? - 2(VU!,VU?)0 — 2(VU!,Ve)U?
—2(VU,VO)0 - 2(VO,VUA)U! — 2Vy(VU?,U2)U? — 2Vy(VU?,U2)0
—2V1H(VO,U2)U? — 2V (VO,U2)0

Ag = —|VU22U? — |VU?|20 — |VO|2U? — |VO|20 — 2(VU?2, VO)U? — 2(VU?,VO)O
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