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_:__i;-_.?';;'"-j-.MECANIQUE GENERALE Lzazsons wzz!atei a[es sans. j} ozz‘emenz et chocsf’
melastzques Note (*) de Jean Jacques Moreau, presentee par Paul Germam R

On mtlodult le concept de choc melasthue standard condmsant a une formulauon tres cohérente pour la}
dynamlque dun’ systeme a ligisons unllaterales sans frottement. = :

GENERAL MECH ANI CS — F nctlonless Umlateral Constramts and Inelastlc Shocks

; “The. concepr of a standard melasrzc shock is intr oduced; this leads to some ver y conszstem‘ fm mulation for ﬂzel
dynamzcs of a. sysrem with ﬁzcz:onless umlarer ai consn aints. ' . e ‘

flme pour alleger on se hmlte 101 au cas ou le f ormahsme de Ia dynan:nque analythuef
permet de, 1’1dent1f1er 4 un point de ‘masse unité dans. un espa.ce vectonel euclidien E, de?f
dlmention n. Pour tout mtervalle de temps sans choc, Ies equatlons de Lagrange de ce
pomt soun:us a Peffort total FeE, se redmsent a = F On suppose que F s expnme%
..comme la somme des termes suxvants e | L

_'_f_1° Une 101 d’ effmt donnee eontmue pal 1appo1t a la conilgul at1on smt x—Q(x)e E B
S T 2% Tes réactions R, €E, oe{l 2 v} de liaisons umlatei ales astrelgnant le pomt_-_
moblle a demeurer dans la région: fermee I de E defn:ue par v megahtes f,(x)=20; les vj
fonctlons 1, sont %1, de gradlent non ful. _ . -
“Ces llalsons umlaterales sont supposees sans fr ortemem ie. R —K grad f (x)avec A, >0
et?\, fo(x)=0. - . ‘ ‘
=S "gPour tout xeL notons F(x) {oce{ 1 2, v} f (x) 0} Alors un ReF est une:
Valeur 1eahsab1e de la somme R pour une conﬁguratwn x donnée si et seulement si R'__A
appartlent au cone convexe N(x) engendre par les grad f (x); e I (x) (eonventlonnellement'f
redult au zero de E si T(x)= Q) : ¢est le cone nor mal entrant au pomt x de la région L.
S Un ‘mouvement sans choc sz(r)eL sur un. mtervalle de temps I est doncf
dynalmquement adm1ss1b1e si et seulement Si | / | i

B QWeN®, . .

'__"__'-ff:mcluszon dxffer entielle, entendue dans le sens usuel smvant on 'dem‘ﬁﬂde que la dérivée
,;.{.:{premiere tn—>x(t) soit absolumetit contlnue d’ou, pour presque tout: 1, Pexistence de laf;
;;,:-_:{?jderwee seconde x(z) astremte a Venﬁer (1). Nous allons VOir qu alors une relatlon un peu.
J;_-?_,"plus forte en decoule o e o

2 CONE TANGENT ENUNPOINTDE L. — Sl x(De L pou1 tout 7, 11 vient 1mmedlatement que, a-'i
'?;tout instant ¢ tel que la vifesse a dmzz‘e X7 (z) existe, cet élément de B appartlent a V(x(z‘))
-'_i:’j-:cone mngenr au pomt consideré de L ie. -

(2) - V(x)-—- {veE ‘v’cxeF(.x) v. gradf (x)>0}

(en partlculler V(JL) E 51 F (x)= (D) Ausens du pr odmt scalau ¢ de E nete ici ., V(x)est le-
cone polaue de ~—‘N (A,) Symeluquement si la vitesse a gauclze )L (1) ex1ste elle appartlent A
VGO, B T |
Pom toute pa1 t1e convexe felmee C de E notons.vr+> 11; (C v) sa fonctlon indicatrice, i.'¢.
\J/ (C w)=0siv e Cet 400 sinon. Le SOUs- dﬂ"ferentlel oy (C, v)constitue, en‘un sens clasmque '_',
le cone nmmal sortant au pomt v de C ' | "

c.,R., 1983,-1er_semesrre (T. -296_)..-3 e L " Seérie I —102
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Dans les hypothéses du paragraphe précédent, si. 1 est intérieur a I, la vitesse -
x(H=x"()=x"(f) existe, donc appartient a l’espace vectoriel V(x (7)) n —V(x(1)),
orthogonal 4 N(x(7)). Pour un tel #,(1) implique alors que les éléments —x+ Q(x) et x sont
conjugués par rapport au couple de fonctions convexes duales V(—N(x), ety (V(x), .),
1. e.

3) ~X+Q(x) € Y (V (x), x),

(écriture 4 laquelle on peut donner, si 'on veut, la forme d’une inéquation quasi
variationnelle). )

Observer pour les mouvements ci-dessus, par hypothése sans choc sur I'intervalle de temps
concerne, le méme caractére de réversibilité du temps que dans le cas classique des systémes a.
hiaisons bilatérales sans frottement. Au second membre de (3) on pourrait aussi bien écrire
— W (—V(x), x). L’ 01thogonallte de la vitesse x, lorsquelle existe, & I’ensemble N(x)

entraine I’habituelle equatlon de I’énergie (parce que les f, ont été supposees indépendantes
de 1). |

3. CHOC INELASTIQUE STANDARD. — Si un mouvement du type précédent s’achéve a un
stant 7, pour lequel la vitesse & gauche x ™ (¢,), notée x , n’appartient pasa V(x_), x,=x(¢,)
I’éventualité d un choc ne peut étre esquivée. Classiquement, I'intégration de ’équation de la

dynamlque x=F sur la durée « 1nfiniment petite » du choc fournit, pour la vitesse de fin de
choc x

4) X5 —x7 =P.

La percussion de liaison P, intégrale d’une réaction R « infiniment grande » supposée
appartenir pendant toute cette durée au méme cone convexe N (x,) (pour une discussion de ce
type d’argument, ¢f. [1], § 9.7 ¢, remarque) vérifie elle-méme :

5)  PeN(x),

a quoi il faut adjoindre, comme précédemment, la condition cinématique :
(6) xIeV(x,).

Meéme dans le cas simple ou I'(x,) se réduit & un seul élément, il est classique que les
conditions (4), (5), (6), avec x, et x. supposés connus, ne suffisent pas & déterminer x;. Le
choc est usuellement dit élastique s1 1’énergie cinétique est conservée, c’est-a-dire
|x} | =x7], ot onnote |.| la norme de E; pour I'(x.)= {1}, cela fournit immédiatement
la visualisation du choc comme une réflexion du vecteur vitesse sur I’hyperplan tangent au
point x, & ’hypersurface f; =0. Au contraire, toujours avec I'(x,)={ 1 }, on dit que le choc
estmousi grad f; (x.).x; =0. Nous proposons ci-dessous une généralisation de cette derniére
situation. .

Pour tout ensemble convexe fermé non vide C dans E et tout ze E, on note prox(C, z) le
point proximal de z dans C. La définition qui suit vaut aussi bien pour un systeme a variete de
configuration quelconque : E sera I’espace vectoriel tangent au point x, de cette variété, muni
de la métrigue euclidienne associée a lexpression locale de I'énergie cinétique et par la identifié
a son dual.
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. DEFJNITION — Le choesera dil inélas tigue standard si /e.s wndmom aazvanze.s equwa/emes
- moyennant (4), (5), (6) sont ver g?ees | |

| (7) o R —me(V(x) )
® - P=prox(N(x), —%)

: N % equlvalence résulte 1mmed1atement du théoréme des deux cones [2] ’Si A et B sont deux -
- _'_.cones mutuellement polau'es d’un espace hilbertien réel, les conditions ) et (ii) suivantes sont
eqmvalentes () x=prox(A, z), y=prox(B, z); (@) z=x+ Vs X€A, yeB, x.y=0.

- La condition (7) a I’ aspect securisant d’un principe d’économie : parrm toutes les valeurs
| ;f‘.f dex} cmemath_uement compatlbles aveclerespectde x(7)eL, (7) 1mpose celle qui est la plus.
proche de la vitesse avant choc x ‘ .
" Par ailleurs, on peut mterpreter I’é}ément —x, comme la percussmn qu’il faudralt-

. f—fapphquer au systéme pour amener sa vitesse & zéro. Alors(8) exprime que P, dans I ensemble-,
N (x.) des valeurs qui lui sont permises par la loi des contacts umlateraux sans frottement, est
‘e point le plus proche de cette percussion d’arrét., | | .

- Enfin la condition (9) a pour consequence le c:aractere dissipatif du choc, puisqu elle_
| -;-equlvaut a |

1 - |2 1. ._ 2

+[2—§|xc :—jlxc —xc

-?:-__(_10)- S1%:
o ‘Noter que (9) est vérifiée en particulier si la vitesse de fin de choc est cinématiquement ™
"“'compatible' avec la persistance de tous les contacts f,=0 effectifs & Iinstant 7, i.e.
X S eV(x)n —V(x,). Ainsi (10) généralise un théoréme cla551que de Carnot (11, [3]).
2 'Observer que, le cone V(x,) étant fixé, ’application x, — —P a formellement 1’ aspect
K d ‘une relation entre une vitesse et une force, du type aujourd’hui appelé processus drsszpaz‘zf
~-standard, 1i.e. cette apphcatlon est le gradient dune fonctlon convexe a savoir 101

I;_:_?;'EUH(dlst(v V))2/2 o

-4, FORMULATION SYNTHETIQUE DU PROBLEME D’EVOLUTION. — Rappelons qu’a toute

'_"'_-_:apphcatlon a variation localement bornée, soit u, d’ un mtervalle réel 1 dans un espace de.

. ?'fBanach E (ici de dimension finie et euclidien) s’associe une mesure du sur I, a valeur dans E,
-dite mesur e différentielle de u. Cela permet d’écrire sous un aspect différentiel les équations de-
"_:_-certalns processus éventuellement discontinus (¢f. [4] ou I'importance a cet égard de la
5cont1nu1te a droite pour la fonction « est expliquée). ; -
-7 On considére ici un intervalle I conlenant son ougme ty; on cher che u I — E d var zatzon}{;- o
o Zocalement bomee continue a4 droite, telle qu’en posant : ' s

| x(f)zxo‘*“[r u(z) dr,

- :'_(xo €L donné) on ait, avec u(t,)=uy (donné dans V(x,),

':.'.f(“) e —du—|-Q(x(t))dt66\l;(V(J»(Z)) u(r))

dans le sens suivant : I/ existe une meswe:eelle dp =0 sur 1 par rappor taiaque[le les mesures dzf
_"'(meswe de Lebesgue de 1) et du possedem des densités respectives r EE’IOC(I, dp; R) et
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u'e L. (1, du; B) telles gue —u' (1) +Q(x(2) ' (1) appartienne pour tout 1€l a Iensemble
écrit au second membre de (11). Le choix de la mesure dyp n’est certainement pas unique; le fait
que le second membre en question est un cone rend la propriété indépendante de ce choix [4].
Moyennant la convention V(x)= si x¢L, la condition x(¢)eL est comprise dans (11).

Visiblement, sur tout sous-intervalle de I ot une solution u se trouverait absolument
continue, la fonction 7+ x(7) correspondante vérifiera (3). Par ailleurs, en tout point de
discontinuité éventuel, soit 7,, de la fonction u, la mesure du présente un atome égal a
u(t,)—u~ (1,); dans ce cas (11) entraine immédiatement la propriété caractéristique (7) d’un
choc inélastique standard. _

L’existence de solutions de ce probléme, avec unicité éventielle, est une question ouverte.
On notera que le processus dissipatif ainsi décrit est essentiellement différent des évolutions
avec conservation de I’énergie étudiées par M. Schatzmann [5].

(*) Remise le 9 mai 1983.
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