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Série A — 143

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Un cas de convergence des itérées d’une contraction d’un
espace hilbertien. Note (*) de Jean Jacques Moreau, présentée par M. Jean Leray.

Soit D une partie d’un espace hilbertien réel et soit S : D — D contractante. Si I'ensemble des points fixes
de S possede un intéricur non vide, pour chaque u, la suite S"u, converge vers un de ces points fixes.
Application a certains problemes d’¢volution périodique.

Let D be a subset of a real Hilbert space and S : D — D be a nonexpanding mapping. If the set of

the fixed points of S has a nonempty interior, for every u,eD the sequence S"u, converges to a fixed
point of S.  Application to some periodic evolution problems.

Soit H un espace hilbertien réel et soit S une application d’une partic D de H dans elle-
méme, telle que, pour tout x et tout x’ dans D, on ait

ISx—sx || < |x—x|

PROPOSITION. — Si 'ensemble des points fixes de S posséde un intérieur non vide, pour tout
1 ; I
uy €D la suite des S"u,, ne N, converge vers un point fixe de S.

On va fonder la démonstration sur :

LEMME. — Soit b le centre d’une boule fermée, de rayon p > 0, contenue dans I'ensemble des
points fixes de S; alors pour tout ueD on a

1 : :
(1) ||H~Sul|§2~6(”b—u “—||h—Su,H“).

En effet, en supposant Suu, sans quoi I'inégalité est triviale, posons
u—Su= | u—Sul|a,
ce qui fait ||al|=1. Le point b+ pa est, d’aprés hypothése, un point fixe de S, d’ot :
|b+pa—ul? z||b+pa—Sul>.

Un calcul immédiat donne (1).

Preuve de la proposition. — 1l existe par hypothése une boule vérifiant les conditions du
lemme. Posons u, =S"u, et soit p = 1 un entier

p—1

H Uy = Ui H = Z H Uy wS“n'i' i ”

i=0

1 1=l ; :
zip ,Z:‘()(llb——l“l"+ iH“ = Hl7—l"ll+i+1 “-)

A

IIA

IIA

|
2;( H b—u, Hz ST H biss Uyt p Hz)

Comme b est un point fixe de S, la suite des réels positifs || b —u, ||* est décroissante donc de
Cauchy dans R. Alors cette inégalité montre que la suite u, est de Cauchy dans H, d’ou
convergence. Vu la continuité de S, la limite est nécessairement un de ses points fixes.
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Remarque 1. — Lorsque H est de dimension finie, la proposition se démontre sans calculs.
La suite u, est contenue dans la boule fermée de centre b, laquelle est
compacte. Il reste & prouver que cette suite ne peut pas posséder deux valeurs d’adhérence
distinctes, notons-les x et x'. De fait, pour tout point fixe b’ de S, ld
converge; par la continuité de la fonction distance on en conclut |[b'—x|| =||b'—x'.
L’ensemble des points fixes de S serait donc contenu dans I'hyperplan médiateur des deux
points x et x’, ce qui est contradictoire

Remarque 2. — Soit une « équation » d’évolution

(2) ——@6/\(1, u),
dt

ala fonction inconnue u : [0, + co[ — H, localement absolument continue, ot A (¢, .) désigne
pour chaque ¢ une multifonction monotone, au sens de G. J. Minty, de H dans lui-méme. On
sait que le flot des solutions éventuelles de (2) est contractant. Le méme type d’argument que
ci-dessus permet de montrer que, si (2) posséde une famille de solutions constantes dont
I’ensemble des valeurs présente un intérieur non vide, toute solution de (2) tend vers une de
ces valeurs lorsque t tend vers 4+ co. En effet, soit b le centre d’une boule fermée de
rayon p > 0 contenue dans Pensemble en question. Si u est une solution de (2), la dérivée

du/dt existe pour presque tout f (*); de ce que A est monotone on conclut l'inégalité
analogue a (1) :

du

di = 2ple i

On en tire par intégration que la fonction 7+ u (1) possede la propriété de Cauchy
pour (> +co. Le méme type de raisonnement était employé dans (*) pour le cas d’un
processus de rafle, ¢éventuellement discontinu (%) : on désigne ainsi le cas A=0d{ ou \ est la
fonction indicatrice d’un ensemble convexe fermé mobile ¢ — C (t); 'ensemble des valeurs des
solutions constantes est I'intersection des C(t).

AppLICATION. — Considérons I'équation (2) dans le cas ot la donnée ¢+ A(t, .) est
périodique de période T. Pour x € H, notons Sx la valeur au point =T de la solution de (2)
prenant la valeur x au point =0, si cette solution existe.

Une solution u de (2) est périodique si et seulement si 1 (0) est un point fixe de S. Comme S
est une contraction, la proposition précédente donne :

Si l'ensemble des points fixes de S posséde un intérieur non vide, pour toute solution u de (2) il
existe une solution périodique u telle que

lim || 7(1)—u ()| =0.

t— o0

(*) Séance du 12 décembre 1977.

(*) Y. KOMURA, J. Math. Soc. Japan, 19, 1967, p. 493-507.

(?) 1.J. MoREAU, Rafle par un convexe variable (2° partie). (Séminaire d’ Analyse Convexe, Montpellier, 2, 1972,
Exposé¢ n° 3, 36 p.).

(') J. J. MOREAU, Evolution Problem Associated with a Moving Convex set in a Hilbert Space, J. Differential
Equations, 26, 1977, p. 347-374.
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