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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Intersection de deuxconvexes mobiles
dans un espace normé. Note (*) de M. JEAN JACQUES lioREAU, présentée
par M. Jean Leray.

1. Soit A : t i-> At une multiapplication d'un intervalle T de R dans
un espace métrique (E, d). En interprétant la variable t comme le temps,
on peut dire que A est un ensemble mobile dans E. Cela peut enfin se décrire
aussi comme une application, au sens ordinaire, de T dans l'ensemble
des parties de E; en invoquant au sein de ce dernier ensemble la distance
deHausdorff h, on définit de la manière traditionnelle la variation de A

sur tout sous-intervalle 1 de T (noter qu'il est indifférent à cet égard de
remplacer les At par leurs adhérences). Si cette variation est finie pour
tout 1 compact, on dit que A est à variation finie sur T et on construit
(au choix près d'une constante additive) une fonction numérique crois-
sante v : T -> R, dite variationindéfinie de A, de sorte que

V[s,/]cT:Var(A;s,t)=v(t)—v(s).

Les éventualités suivantes jouent un rôle essentiel dans plusieurs travaux
récents K1), (2), C)] :

On dit que A est à variation finie continue si la fonction finie v est continue.
On dit que A est absolument continue (resp. lipschitzienne) si tel est le

cas pour v; cela se traduit par des inégalités de forme classique, concernant
les distances de Hausdorff entre les valeurs que prend A en des points de
subdivisionde Vintervalle.

L'objet de la présente Note est d'établir le fait que voici, techniquement
utile pour l'exploitation des travaux précités:

THÉORÈME. — Soit T un intervalle compact de R; soit t i-> At ett i-> Bt
deux multiapplications de T dans un espace vectoriel normé, à valeurs
convexes; on suppose que, pour tout t dans T, l'ensemble At rencontre l'inté-
rieur B,de B, et que diam A,oB,<+ 00.

Alors, si les deux multiapplications sont à variation finie continue sur T
(resp. absolument continues, resp. lipschitziennes), il en est de même de
t Att)B,.

En particulier, si B désigne une boule ouverte fixe telle que AtnB 0
pour tout tET, la multiapplication 11-> AtnB est à variation finie continue
(resp. absolument continue, resp. lipschitzienne) dès qu'il en est ainsi
pour la multiapplication à valeurs convexes 11-»- At.

La démonstration repose sur des propositions préliminaires, ayant elles-
mêmes leur utilité.



2. Pour deux parties quelconques A et B d'un espace métrique (E, d),

on note [cf. C)] :

e (A, B) = sup inf d (x, y),
.rgAJ6B

écart dissymétrique,vérifiant l'inégalité triangulaire; «sup» et «inf»
sont pris au sens de l'ensemble ordonné R+.=[0, + oo]. Cela donne en
particulier l'équivalence

AnB 0 «=> e (A, E\B) > 0.

Par ailleurs h (A, B) = max { e (A, B), e (B, A }.

PROPOSITION 1. — Soit Bt et B2 deux convexes de l'espace normé E et
soit Ai et A2 desparties quelconquesde E; alors

(1) e(A1,E\B1) e(A2,E\B2)+e(A1,A2)+e(B1,B2).

Démonstration. — Prouvons d'abord que, pour tout aEE,

(2) d (a, E\B,) d (a, E"'Bz) + e (Blf B2).

On simplifie les calculs en se ramenant par translation au cas a = 0.
Soit gj et g2 les fonctions d'appui respectives des convexes Bi et B2, définies

sur le dual F de E, et soit p >0. L'inégalité p d(0,E\Bt)signifie
que la boule ouverte de centre j0, de rayon p, est contenue dans Bi; en
termes de fonctions d'appui, cela s'écrit p gi (y) pour tout y appartenant
àZ, sphère unité de F. Or (utiliser, par exemple, comme plus loin, la théorie
de la dualité des fonctions convexes) :

vye1 : g,(y) g-2(y)+e(BlfB2).

Donc p - e (B,, B2) g2 (y); l'inégalité (2) [banale si e (B,, B2) = + °°]

en résulte. On obtient ensuite (1) en passant au « sup » relativementà aEAi
puis en invoquant l'inégalité triangulaire pour e.

3. PROPOSITION 2. —
Soit A et B deux parties convexes de l'espace normé E;

on suppose qu'il existe une boule ouverte, de centre aEA, de rayon p > 0,

contenue dansB; alors

Démonstration. — Pour les éléments de la théorie de la dualité des fonc-
tions convexes employés dans ce qui suit, voir, par exemple, (4) ou (");

cette théorie fournit d'abord (f et g fonctions d'appui de A et B) :

d(x,A)=sup{<x,u>—f(u):u F,||u|| 1}
et expression analogue pour d (x, B). Notons ? la fonction positivement
homogène sur F X F :

cp (u, v) = <x, u + v> - f(u) - g (v).



Pour k > 0 choisi arbitrairement, cela donne

(4) k (d (x, A) + d (x, B» = sup { ? (u, v) : Il u Il k,Il vIl k }.

Vu les hypothèses, la fonction d'appui deAnB est égale à lHnf-convo-
lutionfV g, d'où comme ci-dessus

(5) d (x, AnB) = sup {cp (u, v) : I! u + v Il¿ 1 }.

Allégeons les calculs en supposant faite une translation telle que a = 0;
dans ce cas les hypothèses concernant A et B se traduisent par f0
et gpIl.11,d'oùl'implication

Il U+V|| 1 => (u,v)xv
Comme tp (0, 0) = 0, cela fait que (5) entraîne

Alors si, en (4), on prend k = 1 +Il x Il/p, la comparaison des ensembles
sur lesquels on prend le «sup» de (u,v) fournit (3).

COROLLAIRE. — Soit A et B deux parties convexes de E; soit a et p dans
JO,+oo[ tels que a<p<e(A,EVXB).Alors pour tout xEE tel que
d (x, A) -)- d (x, B) ~L on a

Cela résulte de (3) et de l'inégalité

Ilx - aIl diam (AnB) + d (x, AnB).

Remarque. — Pour des inégalités un peu plus précises, dans le cas où E
est hilbertien ou préhilbertien, voir ((j).

4. Le rapprochement de toutes ces inégalités fournit aisément:
PROPOSITION 3. — Soit T un espace topologique et soit t h-> At ett i-> Bt

deux multiapplications de T dans l'espace normé E, à valeurs convexes.
Soit sET tel que

diam (A, nBs)< + 00,
A4nBs0,

lim e (At, As) = 0 Tresp. lim e (As, A,) =01,ts L ts
lim e (B,, Bs) = 0 [resp. lime(B,,B,)=0J.tsts e (B,, B,)0

Alors
lim e (At n B,, A, n B,)=0 [resp. lim e (A, n B,, A,nB,=01ts L ts J

et les deux fonctions numériques tM*diamA,HB* et te(At,EBI)
sont s. c. s. (resp. s. c. i.) au point s.



5. La démonstration du théorème du début en découle: les hypothèses
de ce théorème font que les multiapplications tAt ett Bt sont conti-
nues au sens de la distance de Hausdorff. Comme T est, dans ce cas, compact,
la proposition 3 fait que, pour tout tET, l'expression diam AtnBt est
majorée par un R < + oo et l'expression e (At, EBt) minorée par un
p > 0; choisissonsxE ]0, p[, Les fonctions «variation indéfinie » des deux
multiapplications étant finies et continues, il existe S > 0 tel que pour cr

et T dans T, la condition ?
— T S assure que h (Aa, AT) et h (Ba, Bt)

sont majorées par a/2. Alors l'inégalité (6) donne

h (Aa n Bff,ATn BT)
(h

(Aa, AT) + h (Ba, Bt»,

ce qui fournit les majorations souhaitées pour la variation de la multiappli-
cation tM- AtnBI.
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