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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Intersection de deux convewes mobiles
dans un espace normé. Note (*) de M. Jean Jacoues Moreav, présentée
par M. Jean Leray. |

1. Soit A : t> A, une multiapplication d’un intervalle T de R dans
un espace métrique (E, d). En interprétant la variable ¢ comme le temps,
on peut dire que A est un ensemble mobile dans E. Cela peut enfin se décrire
aussi comme une application, au sens ordinaire, de T dans 1’ensemble
des parties de E; en invoquant au sein de ce dernier ensemble la distance
de Hausdorff h, on définit de la maniére traditionnelle la variation de A
sur tout sous-intervalle I de T (noter qu’il est indifférent & cet égard de
remplacer les A, par leurs adhérences). Si cette variation est finie pour
tout I compact, on dit que A est a cariation finie sur T et on construit
(au choix prés d’'une constante additive) une fonction numérique crois-
sante v : T — R, dite gariation indéfinie de A, de sorte que

V[s,f]lcT: Var(A;s, ) =0 () —v(s).

Les éventualités suivantes jouent un rdle essentiel dans plusieurs travaux
récents [(*), (), (°)]

On dit que A est a variation finie continue si la fonction finie v est continue.

On dit que A est absolument continue (resp. lipschitzienne) si tel est le
cas pour v; cela se traduit par des inégalités de forme classique, concernant
les distances de Hausdorff entre les valeurs que prend A en des points de
subdivision de 'intervalle.

L objet de la présente Note est d’établir le fait que voici, techniquement
utile pour I'exploitation des travaux précités :

Tutorime. — Soit T un intervalle compact de R; soit t+— A, et t > B,
deux multiapplications de T dans un espace vectoriel normé, a valeurs
convexes; on suppose que, pour tout t dans T, 'ensemble A, rencontre 'inté-
rieur B, de B, et que diam A,NB, < 4 oo.

Alors, st les deux multiapplications sont & variation finie continue sur T
(resp. absolument continues, resp. lipschitziennes), il en est de méme de
t— A,NB,.

En particulier, si B désigne une boule ouverte fixe telle que A,NB = 0
pour tout t €T, la multiapplication ¢ — A, N B est & variation finie continue
(resp. absolument continue, resp. lipschitzienne) dés qu’il en est ainsi
pour la multiapplication & valeurs convexes ¢ > A,.

La démonstration repose sur des propositions préliminaires, ayant elles-
meémes leur utilité.
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2. Pour deux parties quelconques A et B d’un espace métrique (E, d),
on note [cf. (°)] :
e(A,B) =sup infd (z,p),
rEA YEDR
écart dissymétrique, vérifiant I'inégalité triangulaire; «sup» et «inf»
sont pris au sens de ’ensemble ordonné R, = [0, 4 o0]. Cela donne en
particulier I’équivalence

AnB#9 < e(A,E\B)>0.

Par ailleurs & (A, B) = max {e (A, B),e (B, A |.
Prorosition 1. — Soiut B, et B. deux conveves de Uespace normé E et
soit Ay et A, des parties quelconques de E; alors

(1) e (A, ENB)) < e(A:, ENBy) + e (A, As) + e (B, By).
Démonstration. — Prouvons d’abord que, pour tout a€E,
@) d (2, E\B)) = d (a2, E\B,) + ¢ (B., B.).

On simplifie les calculs en se ramenant par translation au cas a = 0.
Soit g, et g. les fonctions d’appui respectives des convexes B, et B,, définies
sur le dual F de E, et soit ¢ > 0. L’inégalité p = d (0, EX\B,) signifie
que la boule ouverte de centre 0, de rayon p, est contenue dans B,; en
termes de fonctions d’appui, cela s’éerit o =~ g, (y) pour tout y appartenant
a X, sphére unité de F. Or (utiliser, par exemple, comme plus loin, la théorie
de la dualité des fonctions convexes) :

Vye: ¢ () =g:() + e(B, B.).

Donc 2 — e (B, B.) < g, (y); I'inégalité (2) [banale si e (B,, B:) = + 0]
en résulte. On obtient ensuite (1) en passant au « sup » relativement a a € A,
puis en invoquant I'inégalité triangulaire pour e.

3. Prorosition 2. — Soit A et B deux parties convexes de U'espace normé E;
on suppose qu’il existe une boule ouverte, de centre a€ A, de rayon p > 0,
contenue dans B alors

3) VzeE : d(@, AnB}é(l 3 HI;““)(J(J:, A) + d (z, B)).

Démonstration. — Pour les éléments de la théorie de la dualité des fonc-
tions convexes employés dans ce qui suit, voir, par exemple, (*) ou (*);
cette théorie fournit d’abord (f et g fonctions d’appui de A et B) :

d(x,A) =sup{{z,ud>—f(u):ueF,|u| =1}

et expression analogue pour d (z, B). Notons ¢ la fonction positivement
homogene sur F X F :

o (u,v) =<2, u+v)—[fH)—g@).
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Pour /% > 0 choisi arbitrairement, cela donne
4 k(d(@ A) +d(B) =sup{o@uv):flull =k|v]=k}|

Vu les hypothéses, la fonction d’appur de ANB est égale a 'inf-convo-
lution fV g, d’olt comme ci-dessus
©) 4@ AnB) = sup { ¢ (u,v): | u+v] =1},

Allégeons les calculs en supposant faite une translation telle que a = 0;
dans ce cas les hypothéses concernant A et B se traduisent par = (
et g= p|.||, dou I'implication

lutv|<=1 = o@@y<|z|—rplel
Comme ¢ (0, 0) = 0, cela fait que (5) entraine

d(n:,Antsup{q:(u,u):itun._ri Hf* Izl (E2IRS

Alors si, en (4), on prend k = 1 + || 2 ||/¢, la comparaison des ensembles
sur lesquels on prend le «sup» de ¢ (u,v) fourmt (3).

Cororraire. — Soit A et B deux parties convexes de K ; soit = et ¢ dans
J0, +oo[ tels que o« <p <e(A, ENB). Alors pour tout x€E tel que
d(z,A)+d(z,B) =« on a

(6) d(z, AnB) = o + diam AnB

(d (z, A) + d (z, B)).

Cela résulte de (3) et de l'inégalité
|z — a|| = diam (AnB) + d (z, AnB).

Remarque. — Pour des inégalités un peu plus précises, dans le cas o E
est hilbertien ou préhilbertien, coir (*).
4. Le rapprochement de toutes ces inégalités fournit aisément :

Prorosrrion 3. — Soit T un espace topologique et soit t > A, et t — B,
deuxr multiapplications de T dans Uespace normé E, a valeurs convexes.
Soit s€T tel que

diam (A;nB;) < +4 oo,

A;nB, # g,
51;13 e(A A) =0 [resp. !1;[51 e(A,, A) = D:|,
lime (B, B;) =0 [respi lim e (B;, B,) = {]:J.
£ x L35

Alors :
}m} e(A:nB, A;.nB,) =0 [I‘ES]‘J. lim e (AsnB;, A\nB,; = {]J

o

et les deux fonctions numériques t+> diam A,NB, et t> ¢ (A, EX\B)
sont s. c. s. (resp. s.c.1.) au point s.
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5. La démonstration du théoréme du début en découle : les hypothéses
de ce théoréme font que les multiapplications ¢t — A, et ¢ — B, sont conti-
nues au sens de la distance de Hausdor{l. Comme T est, dans ce cas, compact,
la proposition 3 fait que, pour tout t€T, I'expression diam A,NB, est
majorée par un R << + o0 et expression e (A, E~\ B,) minorée par un
o > 0; choisissons z€]0, p[, Les fonctions « variation indéfinie » des deux
multiapplications étant finies et continues, il existe ¢ > 0 tel que pour o
et T dans T, la condition |5 — 7| =_¢ assure que h (A,, A.) et h (B, B.)
sont majorées par /2. Alors l'inégalité (6) donne

% |

h (As NBg, A-nB;) =" e E{h (Az, Ac) + h (Bs, B.)),

o

ce qui fournit les majorations souhaitées pour la variation de la multiappli-
cation t—> A,NB..

Résumé d’un texte qui sera conservé cing ans par les Archives de I’Académie et dont
la copie peut étre obtenue a I’Académie.
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