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ELASTICITE. — La notion de sur-potentiel et les liaisons unilatérales en
élastostatique. Note (*) de M. Jean Jacoues Moreau, présentée par
M. Jean Leray.

Les notions récentes de sous-différentiabilité et de dualité des fonctionnelles
convexes sont appliquées a la statique d’un systéme matériel soumis & des lois de
force non nécessairement linéaires et 4 des liaisons unilatérales. On en tire un
procédé unifié pour la construction des diverses propriétés extrémales caracté-
risant la configuration d’équilibre ou les valeurs des forces & 1'équilibre.

1. Soit S un systéme matériel dont I’ensemble E des configurations
éventuelles est muni d’une structure d’espace vectoriel sur le corps des
réels (*). Tel est le cas, par exemple, pour un milieu continu supposé
s’écarter « infiniment peu » d’une configuration de référence, laquelle
constitue le zéro de E.

Par la forme bilinéaire travail virtuel, notée < .,. >, I’espace vectoriel E
est mis en dualité avec un espace vectoriel F, espace des forces.

Une lov de force est une relation entre la configuration éventuelle e€E
du systéme et l'une, soit f€F, parmi les. forces qu’il subit dans ladite
configuration.

Le cas le plus simple est celui ou f est explicitement définie comme
fonction de la configuration. Si, dans ce cas, 1l existe une fonction numé-
rique W, définie dans E, telle que la loi de force s’écrive f= — grad W(e)
(gradient faible ou différentielle de Gdteaux de W au point e), on dit classi-
quement que cette loi de force admet la fonction W pour potentiel.

2. Une liaison est une loi de force ayant pour effet de maintenir la
configuration e du systéme dans une certaine partie C de E, cela par 'inter-
vention d’une force de liaison ou réaction r€F, a priori inconnue.

Nous dirons que la liaison est convexe si C est convexe; nous dirons
qu’elle est parfaite si e et r sont liés par la relation

(1) VueC: {u—e,r>>o0

(ce qui implique, en particulier, r =0 lorsque e est point interne de
I’ensemble convexe C). Dans le cas des liaisons bilatérales traditionnelles,
C est une variété affine de E et la condition (1) équivaut a I’orthogonalité
de r & cette variété, ce qui est I’hypothése classique de non-frottement.
L’'intérét du présent concept et d’englober le cas de liaisons unilatérales.

ExempLE 1. — Prenons pour S un milieu continu occupant, dans la
configuration de référence, un domaine Q (de frontiére 0Q supposée ici
étre une surface réguliére) de I’espace physique. Un élément e de I’espace

: : > (oo
vectoriel E sera alors un champ de vecteurs déplacement x> e(x) défini

et continu dans Q= QUdJQ. Avec A. Signorini (?), supposons que, sur
une partie L de 9Q, le milieu continu est confiné unilatéralement par un

-
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massif étranger; les déplacements étant traités comme infiniment petits,
cela s’écrit _;(w)_;(x)én(x), pour tout z€L (¥, vecteur unité normal
sortant; n, fonction numeérique donnée sur L), condition qui définit
I’ensemble convexe CCE. Le contact est sans frottement, c’est-a-dire

qu’en chaque z€L, la densité de réaction exercée par le massif étranger

> . . )
est de la forme #(z)v(z); cette réaction a nécessairement le sens d’une
pression, c’est-a-dire t=o0, et ne difféere de zéro que s1 le contact est

effectif, d’ou (n—%.';)t=o. On en tirera aisément que l'élément r&€F
défini par cette répartition superficielle de forces de contact vérifie la
condition (1). .

3. Soit h une fonction définie sur E, 4 valeurs dans R =[— o0, 4 ].
On dit (*) que v € F est un sous-gradient de h au point e € E s1 la valeur h(e)
est finie et s1 la fonction affine u—>{u—e, ¢>4 h(e) (qui prend la
méme valeur que k2 au point e) minore k partout dans E. L’ensemble des
sous-gradients de h au point e est une partie convexe (éventuellement
vide) de F; cet ensemble, noté dh(e), est appelé sous-différentiel de h au
point e.

Nous dirons alors qu’une loi de force posséde h comme sur-potentiel si
cette loi s’écrit — f €Jh(e). '

ExempLE 2. — Un potentiel au sens classique est un sur-potentiel de
la loi de force qu’il définit si et seulement si cette fonction est convexe sur
I'espace E; c’est usuellement le cas pour la loi contrainte-déformation en
élastostatique, linéaire ou non.

ExempLE 3. — Une liaison convexe parfaite, telle qu'on I’a définie plus
haut est une loi de force admettant pour sur-potentiel la fonction indi-
catrice Yo de I’ensemble C, c’est-a-dire

s1i eeC,

be(e) _{ + oo si egC.

En effet, la condition (1), conjointe avec e €(, équivaut a
VueE: {u—e, —r>+dc(e) Z e (u).

4. Si le systéme est soumis, 4 exclusion de toute autre, 4 des lois de
forces en nombre fini possédant les sur-potentiels respectifs &y, ha, ks, ..
I'inclusion évidente

(2) Ohy (e) + 0ha(e) + dhy(e) +... CO(hy 4+ Ao+ Rs+...) (€)

entraine que toute position d’équilibre confére sa valeur minimale a la
somme A, hy+ hy+. ... '

Cas rparticUuLIER. — St h,={;, sur-potentiel d’une liaison parfaite,
toute position d’équilibre confere a la somme ks hy4... son minimum

relatif a C.
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Les liaisons parfaites et les lois de force & potentiel de type traditionnel
sont ainsi englobées dans un formalisme unique.

L’assurance que, réciproquement, toute configuration dans laquelle
hy+ ha+ h;4... atteint son minimum soit une configuration d’équilibre
est subordonnée a des conditions assurant que l’inclusion (2) est une
égalité d’ensembles (*).

5. La fonction A* définie sur F par

h*(f)=ggg[<e, J>—h(e)]

est appelée fonction polaire de h. Dans des cas usuels (exigeant, notamment,
que h soit convexe) h est, inversement, la fonction polaire de h : on dit
alors que h et h* forment un couple de fonctions duales.

Cette notion fournit un instrument universel pour la mise en cuvre de
la dualité dans les problémes d’analyse convexe (3).

En particulier, si h = {;, fonction indicatrice d’une partie C de E, la
fonction polaire

LPE(J’):'g:;g[(ea I>— e (e)]=ggg<e1 I

est classiquement appelée fonction d’appui de 1’ensemble C.

ExempLE 4. — Soit C la partie de E définie par la liaison unilatérale
de Signorini (exemple 1 ci-dessus); appelons C’' I’ensemble des f€F qui
sont réalisées par des répartitions de forces sur L ayant une densité de

la forme t(w)—;(x) avec ¢(z) >o0. On trouve alors

il Jr@n@a@ s e,
c -_ L
+ o0 si f¢C.

6. On construit par 1a des caractérisations extrémales pour les valeurs
des forces a I’équilibre : Supposons le systéme soumis seulement a deux
lois de forces admettant les sur-potentiels respectifs k, et hi. Soit f,€F
vérifiant la premiére de ces lois de force dans une configuration d’équi-
libre. On trouve que f, confére sa valeur minimale a4 la fonction
v>h;(—v)+ h;(¢). Ce résultat contient notamment la théorie de
I’ ¢ énergie complémentaire » en élastostatique linéaire.

La réciproque est subordonnée a des conditions de régularité usuel-
lement vérifiées.

La démonstration peut &tre basée sur la propriété préalable que voici,
laquelle posséde un intérét propre en caractérisant simultanément la
configuration d’équilibre e€E et la force f,€F : Dans lespace produit
EXF, la fonction

(e, 9) > uy 0>+ b (—v) — ha (1),
notée ®(u, v), présente au point (e, f) un col (ou « point selle ») mazximal
pour u, minimal pour ¢, c’est-a-dire -
Vi, Veo: ®(u, fi) ZD(e, f1) ZP (e, v).
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Dans le cas de liaisons toutes bilatérales, avec des hypothéses conve-
nables de différentiabilité, le calcul des variations traditionnel (algorithme
des ¢) fournit, classiquement, une dualité entre propriétés extrémales
dans E et dans F et leur équivalence a des propriétés variationnelles
dans EXF (forme dite « canonique») (°). L’essentiel 1c1 est la possibilité
d’appliquer la théorie précédente aux systémes présentant des liaisons
untlatérales, auquel cas ’ensemble des configurations possibles n’est pas
une variété différentiable de E. Dans ce cadre entre notamment la théorie
des milieux élastiques de compressibilité limitée (caoutchouc-mousse)

de W. Prager (7).

(*) Séance du 4 décembre 1968.

(1) Les notions qui font I’objet de cette Note ont été présentées dans une Communi-
cation de auteur au 12¢ Congrés international de Mécanique appliquée, Stanford, 1968.

(*) A. SiaNoRINI, Rendic. Mat., 18, 1959, p. 95-139. En fait, le souci d’existence des
solutions conduit 4 admettre I’éventualité de réactions sur L qui ne sont plus représen-
tables par une densité {, mais par une mesure : ¢f. G. FICHERA, Alli Accad. Naz. Linzei,
Cl. sci, fis. mat. nat., Memorie, Ser. VIII, vol. VII, fasec. 5, 1964. Cela rentre dans le cadre
de la présente théorie, moyennant I'adoption d’un espace F suffisamment large.

(®) Cf. J. J. MorEAU, Compfies rendus, 257, 1963, p. 4117. C’est la notion de base de
I’ « analyse unilatérale »; pour des exposés de synthése et une bibliographie, voir les contri-
butions de I'auteur & Proc. of the Colloguium on Convexily, Copenhagen, 1965, p. 183-201,
ou 4 Séminaire sur les Equations aux Dérivées partielles, 1966-1967, ‘Collége de France,
Paris (multigraphié, 108 pages). :

(*) Cf., outre les publications citées de I’auteur, R. T. RoCKAFELLAR, Duke Math. J.,
33, 1966, p. 81-90.

(®) CF. 1a contribution de I’auteur dans : E. R, CATANIELLO, editor, Functional Analysis
and Optimization, Academic Press, New York, 1966, p. 145-166.

(®) Cf. E. REISSNER, in : Problems of Continuum Mechanics (N. I. Muskhelishvili Anni-
versary Volume), S. I. A. M., Philadelphia, 1961, p. 370-381,

(") Cf. W. PRAGER, in : Atli del Convegno Lagrangiano, Torino, 1964, p. 181-190.

. (Faculté des Sciences,
place Eugéne-Balaillon, 34-Monipellier, Héraull.)



