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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Théorémes « inf-sup »,
Note (*) de M. Jesx-dacoues Moxresu, présentée par M. Jean Leray.

Le théoréme minimax de von Neumann a donné lieu & de larges géné-
ralisations, dans plusieurs directions ('). Nous montrons dans cette Note
comment la théorie des fonctions convezes duales fournit d’autres cas
simples de commutativité des symboles inf (ou min) et sup (ou maz).

Rappelons (*) que, s1 K est un espace vectoriel topologique sur R, nous
notons [' (E) l'ensemble des fonctions définies sur E, & valeurs dans
R=[—w, -], qui sont des enveloppes supérieures de familles de
fonctions affines continues. Dans le cas particulier usuel ot E est localement
convexe séparé, nous montrons (*) que I' (E) est constitué des fonctions
suivantes : les deux constantes 4 % et —oo (cette derniére est I’enveloppe
supérieure de la famille vide), puis toutes les fonctions & wvaleurs
dans }—oo, 4] qui sont convexes et semi-conlinues tnférieurement.

Pour toute la suite, posons :

HyroTrESES. — Soient, sur le corps des réels, un espace vectoriel F et
un espace vectoriel topologique localement convexe séparé G. Le dual topolo-
gique G’ de G est muni d’une topologie (localement convexe séparée)
compatible avec la dualité. Soit (z, y) — f (z, y) une application de Fx G

dans R possédant les propriétés suivantes :

1° Pour chaque y€G, la fonction z — f(z, y) est concave [4 valeurs
dans R, c’est-a-dire conformément 4 une théorie développée ailleurs ('),
que cette fonction vérifie 'inégalité habituelle de la concavité toutes les
fois que celle-ci ne comporte pas 'indétermination w-—w].

20 Pour chaque z€F, la fonction y— f(z,y) appartient ¢ T (G).
On note y' — g (z, y') la duale de cette fonction, c’est-a-dire

(1) gz, y)y=sup[{y,y' > —f(z ¥)]
yeG

Enfin, on pose |
o= 1inf supf(z, y),

YEU TEF
L =sup inf f(z, y).
el »e€G
Prorosition 1. — L'égalité « = § implique la semi-continuité inférieure

de la fonction .
7(y') = inf g (2, ¥')
reF

au pont O, origine de G'. Réciproquement, cette semi-continuité
implique &« = B, & moins qu'on ait « =— f =+ o,

Démonstration. — Il résulte de (1) que § =-— v (0O’). Par ailleurs, la fonc-
tion y — sup f (z, y) appartient a I' (G), puisque enveloppe supérieure d’une

rxelk

famille de fonctions de I' (G). La dualité définissant une bijection décrois-
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sante de I'(G) sur I' (G'), la duale de cette enveloppe supérieure est le
plus grand élément de I' (G') minorant toutes les fonctions y' — g (z, y'),
¢’est-a-dire la fonction Y**, plus grand élément de 1'(G’) minorant 7.
La définition des fonctions duales entraine alors « =—v** (0’). Comme
la fonction Y** est semi-continue inférieurement, I’égalité 2 = B, c’est-
a-dire v (O') = v** (O’) implique la semi-continuité inférieure de v au
point O
Il reste & prouver la réciproque, sous la réserve

o £+ % ou B£— .
I[1 découle des hypothéses que, pour chaque y€G, la fonction

(2. ) =0y ) — [z y)

est convexe sur 'espace vectoriel F X G'; 1l en est donc de méme de g quu
est Uenveloppe supérieure de cette famille de fonctions convexes. Par
suite, la fonction v qui est un « contour apparent » de g est une fonction,
a valeurs dans [—e, 4 =], convexe sur G'; 1l en est classiquement de
méme de sa régularisée s. c. 1.
y' = hwmanf~ (v') =% (")
e A

plus grande fonction semi-continue inférieurement sur G’ minorant 7.
Et 'on a

. *k ~ -
( 2 ) e e R ‘:,.

P — ) —

t

ol

Les fonctions telles que 7V, convexes et semi-continues inférieurement,
sont de deux sortes : les unes prennent leurs valeurs dans |—w«c, 4 o]
et appartiennent donc a I' (G'); les autres ne prennent que les deux seules
valeurs + = et —x,

L’hypothése de semu-continuité inférieure de v au point O signifie
que ¥ (0) =~ (0. 51 2xz#+4 =, la fonction v** €I (G’) ne peut pas
étre la constante — o, donc elle prend ses valeurs dans |—w>, 4+ = ].
D’aprés (2), il en est de méme de ¥, d'ou Y€I' (G'), d'ou ¥ = v**, ce qui
achéve la démonstration dans ce cas. Si 3 =£-—=, toujours avec ’hypo-

thése de semi-continuité inférieure de v au point O'; on a

(O - x d'ou L0 L+ <.

Cela ne permet que les éventualités Y€ (G') ou ¥ (0') =—=x : I'une et
autre donnent
(0 = F (V) =+ (0, dod a=—

0y
i

o

Remarque. — Le contre-exemple f(x, y) = a () + b (y), ou a est une
fonction linéaire sur F et b une fonction linéaire continue sur G permet
de voir que si 2 =— & =4 =, la semi-continuité inférieure de v n’implique
plus A = B



2722 C. R. Acad. Sc. Paris, t. 258 (9 mars 1964). Groupe 1.

Prorosition 2. — S’tl existe z, €F et ky > inf}f(mo, y) tels que Uen-
ye

semble (convexe fermé)  y&€G : f(xo, y) =L ko } soit compact pour la topologie
faible ¢ (G, G’) (donc, a fortiori, si cet ensemble est compact pour la topologie
tnittale de G), on a a = 3.

Démonstration. — D’aprés un résultat établi dans une Note précé-
dente (°), la fonction y' = g (2., y') est alors finie au point O’ et continue
en ce point pour la topologie de Mackey = (G', G). Cela prouve d’abord
que v (0') =— <4 . En outre, la fonction y ést continue au point O’
pour la topologie = (G', ), puisque convexe et majorée par une fonction
finie et continue en ce point. L’égalité « = @ en résulte par la propo-
sition 1. | |

Remarque. — Moyennant les hypothéses de la proposition 2, on peut,
en outre, établir les faits suivants : Il existe une partie convexe A de G,
contenant z,, telle que, pour tout z€A et tout k€R, I'ensemble
{y€G: f(z,y) < k| est faiblement compact (éventuellement vide) et
Pon a

f = sup min f (2, y).
r€A yeeG

En outre, dans la définition de «, I'inf est un minimum et 'on a

& — min su}gf(x, y)=min sup f(z, y).
YEG zE¥ yEG €A

A titre d'1llustration, on peut tirer de la proposition 2 un théoréme minimax
classique : |

Cororraire. — Soit C une partie conveze de F; soit D une partie convexe
faiblement compacte de G. Soit ¢ une application de CX D dans |—w=, 4+ »]
possédant les propriétés sutvantes : :

— pour tout y€D, la fonction x — ¢ (z, y) est concave sur C;

— pour tout x€C(, la fonction y - 3 (x, y) est convexe et semi-continue
inférieurement sur D.

Alors

min sup ¢ (&, y) =sup min @ (z, y).
rebD xel xel yrebh

Il suffit, en effet, d’invoquer la proposition 2 en prenant

Q(x, ¥) si ze(C et yeD,
Sz, y) == + si x€C et ygD,
— % s1. ze¢C.

(*) Séance du 2 mars 1964.

(') On en trouvera une synthése dans : M. StoN, Pac. J. Math., 8, 1958, p. 171-176.

(*) Comples rendus, 256, 1963, p. 5047 et 257, 1963, p. 4117.

(") J.-J. MorEAU, Fonctions convexes en dualité, Faculté des Sciences de Montpellier,
Séminaires de Mathématiques, 1962 (multigraphié, 18 pages).

(*) J.-J. MoreAuU, Fonctions a valeurs dans [— », 4 «] : notions algébriques, Faculté
des Sciences de Montpellier, Séminaires de Mathématiques, 1963 (multigraphié, 37 pages),
partiellement résumé dans Comples rendus, 257, 1963, p. 3107.

(*} Gomptes rendus, 258, 1964, p. 1128,
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