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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Sur la fonction polaire d’'une fonction semi-
continue supérieurement. Note (*) de M. Jean-dacoues Morrau, présentée
par M. Jean Leray.

Soient E et E’ deux espaces vectoriels sur R, en dualité, munis de
topologies (localement convexes séparées) compatibles avec la dualité.
Dans une précédente Note (*), consacrée & la « sous-différentiabilité » des
fonctionnelles, nous invoquions, en des énoncés & premiére vue indé-
pendants, deux sortes d’hypothéses cohcernant une fonction fel’, (E)
(c’est-a-dire une fonction définie sur E, & valeurs dans ] — oo, 4 o],
convexe, semi-continue inférieurement, non partout égale & —+ ) :

10 continuité de la fonction f 4 'origine O de E;
29 inf-compaciié de la fonction polaire

[ (&) =sup[{& ) — f(z)]
xeE

[appelée aussi fonction duale, si f€T, (E), en raison de la réciprocité],
ce qui signifie que, pour tout k€R, l'ensemble {2'€E’:f* (z/) <L k|
est compact, éventuellement vide.

L’objet de la présente Note est de montrer que si 'on affaiblit au
maximum chacune de ces deux hypothéses en prenant sur E la topo-
logie la plus fine, c’est-a-dire la topologie de Mackey < (E, E), et sur E’
la topologie la moins fine, c’est-a-dire la topologie faible o (E', E),
‘lesdites hypothéses se trouvent étre équivalentes. Plus généralement, les
faits peuvent se présenter comme suit : |

Prorosition 1. — Si une fonction f ER" est finie et semi-continue supérieu-
rement & Uorigine O de E pour une topologie compatible avec la dualité [donc,
a fortiori, pour la topologie de Mackey < (E, E')], sa fonction polaire f~
est faiblement inf-compacte sur E'.

En effet, il existe en ce cas un voisinage V de O sur lequel f est majorée
par une constante b€ R. En introduisant la fonction indicairice ¢y (nulle
sur V, égale & + o hors de V), cela s’écrit

féb -+ ‘*])%
, Y 1 - . [ ] ’
d’ou, le passage aux fonctions polaires inversant I'ordre,

S>— b+ Uy

D’aprés la définition de la topologie de Mackey, on peut prendre pour V
I’ensemble polaire d’une partie K, convexe, équilibrée et faiblement
compacte dans E’. Alors {5 est la jauge de K, fonction a valeurs dans [0, 4 o]
visiblement inf-compacte; f* est donc inf-compacte puisque semi-continue
inférieurement et minorée par une fonction inf-compacte.
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St une fonction g, a valeurs dans]—», - ], est convere
sur B el inf-compacte sur cet espace pour une topologie compatible avec
la dualité, donc, a fortiori, pour la topologie faible s (K’ E), sa fonction
polaire g* est continue & Uorigine O de E pour la topologie de Mackey ~ (E, E').

ProrosiTion 2.

En effet, I'inf-compacité de g implique la semi-continuité inférieure
de cette fonction sur un quelconque des ensembles compacts de la forme

K={ad'el: g(2') = k) (ke R),

d’ou lexistence d’une valeur minimale m = — g* (0)€R (dans cette
démonstration, nous laissons de c6té le cas trivial ou g serait la
constante —+ «). Prenons k > m; il existe z, € K tel que m < g(z,) < k.
Remplacer la fonction g par une de ses translatées, puis lui ajouter une
constante, équivaut a ajouter & la fonction polaire g* une fonction affine
continue. Ramenons-nous donc par une telle transformation au cas plus
simple ot , = O’ et ou g («,) est nul. L’ensemble K est alors un convexe
contenant l'origine; soit v sa fonction jauge, a valeurs dans [o, - x].
La restriction de v & toute demi-droite d’origine O’ est linéaire ou infinie,
tandis que la restriction de g est une fonction convexe unidimensionnelle,
nulle en O : on en tire aisément que la fonction kv minore g en tout point
hors de K. En retranchant de cette minorante la constante positive k — m,
on obtient unc fonction minorant g partout sur E/, d’o, en passant aux
fonctions polaires,

gax) Zhk—m+ kvt (7[\.1)

Or v* est la fonction indicatrice de K*, ensemble polaire de K; on trouve
donc que la fonetion g est majorée sur I’ensemble k K*, lequel est un
voisinage de O pour la topologie = (E, E’); cette fonction étant convexe,
cela prouve sa continuité en ce point.

Naturellement, on pourra invoquer maintenant une translation dans L
pour mettre, de fagon plus générale, la semi-continuité supérieure de f
(resp. la continuité de g*) en un point quelconque a€E en corrélation
avec la compacité faible dans E’ des sections obliques, de pente a, de
[* (resp. g), c’est-d-dire des cnsembles | 2’ € E' : f* (2/) — (a, o/ > < k) (*).

Ces résultats permettent de simplifier les conclusions de notre étude
sur la sous-différentiabilité. Reprenons les notions introduites dans la Note

citée : ensemble des sous-gradients de fE€R" au point z€E est une partie
de E’ notée Jdf (z); on énonce :

Proposition 3. — Si fERY, convere, est majorée sur un volsinage
de x, (donc continue sur lintéricur non vide de ’ensemble 'ze€E
[(x) <+ o), elle est sous-différentiable en ce point et I’ensemble of (@)
est faiblement compact dans E’.
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ProrosiTion 4. — Sotent f et g appartenant & Uy (E). S’il existe x, € I
tel que f soit finie et coniinue en ce point et que g (o) soit fini, on a, quel
que soit & dans E, Uégalité d’ensembles :

d(f+g8) (x) =df (=) + dg(=).

En ce qui concerne la relation entre sous-différentiabilité et différen-
tiabilité faible (ou « de Gateaux »), on doit simplement retenir :

Prorosition 5. — Si f€I(E) est finte et continue au point x, €L et
st Uensemble of (x,) (certainement non vide) est réduit & un seul élément y, € E,
la fonction f est faiblement différentiable au point x, et son gradient faible
est Y.

Plus généralement, si f€L, (E) est finie et continue au point z, et
st w€E, la fonction t — f(z, + tu) admet pour dérivée a droite de zéro

;,itf(.xo-i—;u) = max {u,y).

=40 ¥ €0 f(x)

(*) Séance du 20 janvier 1964.

(") Comptes rendus, 257, 1963, p. 4117, olt I'on corrigera Perreur d’écriture suivante
(8¢ ligne du paragraphe 1) : au lieu de x <z, a’> + [ (%) (fonction affine continue de
« pente » a’ prenant au point xz, la méme valeur que f), il fauf évidemment lire
x—><{x—xo @) -+ f(x0)...

(*) Des raisonnements tout a fait similaires mettraient en corrélation le cas ou ces
ensembles sont bornés avec celui ol f est semi-continue supérieurement au point a (resp. g
continue au point @) pour E muni de la {opologie forfe de dual de E’. Nous rejoignons la
des résultats obtenus indépendamment par R. T. ROCKAFELLAR, Level sefs and continuily
of conjugate convex functions, i paraitre dans Trans. Amer. Math. Soc. Cet auteur envi-
sage également la compacité faible des ensembles en question, dans le cas particulier
ol E est {onnelé.
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