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ANALYSE FONCTIONNELLE. Remarques sur les fonctions à
pa~en~s dans [– oc, -(- x:] e~/t~nes sur un demi-groupe. Note (*) de
M. JEAN-JACQUES MoREAU, présentée par M. Jean Leray.

Cette loi de composition est commutative, associative, isotone et possède

encore certaines des propriétés de l'addition classique par exemple,
si f et g sont respectivement des applications de deux ensembles

quelconques F et G dans R, on a

mais ~g a~a/o~Mg pour les sup n'est pf~ vraie (').
2. Dans tout ce qui suit, 0 désigne un ~e/rn-~roMpe commutatif (c'est-à-

dire un ensemble muni d'une loi de composition commutative et associative,
notée on ne suppose pas de « règle de simplification » ni, pour l'instant,
l'existence d'un élément neutre).

La notion de soM~eM~t~e, classique pour les fonctions à valeurs
dans ]–oc, -)- Te] se prolonge comme suit une fonction fE RU est dite
sons-additive si pour tout .T et tout t/"dans D on a

[cela équivaut à dire que f (x -)- y) est majoré par la somme classique
/'(;r) -}- f (y) toutes les fois que celle-ci est définie]. Si f et g sont deux telles
fonctions, il en est de même de g; l'enveloppe supérieure d'une famille
de fonctions sous-additives est sous-additive.

Une partie A de D est stable pour l'addition (c'est-à-dire constitue un
sous-demi-groupe de D) si et seulement si est sous-additive sa fonction
indicatrice, notée 'L.



isotone, ainsi définis dans R"; notons (R", V) la structure de demi-groupe
dont cet ensemble est muni par là.

Si A et B sont deux parties quelconques de D, la fonction ~V~ est la
fonction indicatrice de l'ensemble somme A + B. En particulier, les
fonctions indicatrices de points constituent un sous-demi-groupede (R", V),
isomorphe à D.

4. Une fonction /'€P° est sous-additive si et seulement si y~/Vy, c'est-
à-dire encore si la suite des (inf-convolution de n fonctions égales à f)
est croissante. Il en résulte que l'ensemble des fonctions sous-additives est
stable pour l'inf-convolution.

Soit~quelconquedans R°;~Ia~fonction

est la ?'egM~?'Mee sous-additive de g, c'est-à-dire la plus grande minorante
sous-additive de cette fonction.

5. On suppose dans ce paragraphe que le demi-groupe D possède un
élément neutre, noté o. Soit P, contenant o, un sous-demi-groupe de D;
la relation binaire -<~ définie dans D par

est un py-eo~y'e sur D. Une fonction f ER" est décroissante pour ce préordre
si et seulement si /'V~p = f (ce qui équivaut d'ailleurs à /'V~p /').

Soit g quelconque dans R"; la fonction gV~p est la plus grande fonction
décroissante minorant g ou régularisée décroissante de g. Cette opération
de régularisation commute avec la régularisation sous-additive considérée
au paragraphe 4.

6. Une fonction y~R" est complètement décrite par la donnée de
l'ensemble

(« épigraphe strict )) de f). Techniquement, la considération de cet ensemble
est en général plus utile que celle de la partie qu'on définirait de même
dans D X R.

On prend l'addition ordinaire comme loi de composition dans R et l'on
munit l'ensemble produit DxR de la loi de demi-groupe produit, encore
notée +. Soient f et g quelconques dans R°; on trouve

Il résulte donc du paragraphe4 que f est sous-additive si et seulement si <S (/*)

est sous-demi-groupede DxR.
8. L'addition dans un cône convexe C étant une loi de demi-groupe,

prenons D = G. Notons Conv C l'ensemble des y€R~ qui sont convexes



c'est-à-dire telles que
(~

quels que soient x et y dans C, quels que soient a et dans ]o, i[ avec x-{-~= i
[il serait équivalent d'écrire le second membre de (i) avec une addition.

ordinaire et d'imposer à f de vérifier l'inégalité lorsque cette addition est
définie]. Les fonctions convexes prenant la valeur oc sont assez spéciales

si f E Conv C prend la valeur x au point ~o, il existe sur tout segment
d'origine .T., au plus un point où f prenne une valeur finie; au-delà de ce
point, f a la valeur + x.

Soit A€']o, + x[; on note la fonction

Nous montrons que, par la loi de composition interne ( f, g) -> /~g et la

loi externe (~, y) l'ensemble Conv C est muni d'une structure de

cône convexe, notée (Conv C, V).

La loi interne -+- et la multiplication ordinaire par A €]o, -)- sc[ munissent,

d'autre part, R'~ d'une structure de cône convexe notée (R' +). On constate

que l'application canonique de (Conv C, V) dans (R", 4-) est convexe,
c'est-à-dire que, quels que soient f et g dans Conv C, quels que soient

et dans ]o, i[ avec x -)- j3 = i, on a

(*) Séance du ?8 octobre 1963.
(') Pour la démonstration des faits énoncés ici et divers développements du

même esprit, voir J.-J. MoREAU, Fonctions a valeurs dans [– °=, + ], notions
algébriques, Faculté des Sciences de Montpellier, Séminaires de Mathématiques, t<)C3

(multigraphié v + 3~ pages).
L'inf-convolution sur R" de fonctions convexes à valeurs finies apparaît dans

W. FENCHEL, Convex cones, sets and functions (Lecture Notes, 1953, Dept. of Math.,

Princeton University).
L'opération analogue de sup-convolution de fonction continues finies sur la demi-

droite [o, + °o [, puis sur le coin positif de R" (c'est alors une « maximum convolution '.)

est envisagée dans R. E. BELLMAN, W. KARUSH, On a new functional trans form in analysis;
the maximum transform (Bull. Amer. Math. Soc., 67, 1961, p. 5oi-5o3) suivi de plusieurs
publications de ces derniers auteurs; la plus récente est, sans doute Functional equations

in the theory of dynamic programming. XII. An application of the maximum transform

(J. Math. Anal. Appl., 6, 1963, p. i55-i57).
L'inf-convolution sur R" de fonctions convexes à valeurs dans ]–ce, -)- oo] joue un

grand rôle dans T. ROCKAFELLAR, Convex functions and dual extremum problems, Thesis,

1963, Dept. of Math., Harvard University.
Des propriétés topologiques de l'inf-convolution sur un espace vectoriel topologique

sont étudiées dans J.-J. MOREAU, 7nf-conuo/u~on, Faculté des Sciences de Montpellier,
Séminaires de Mathématiques, 1963 (multigraphié, vi + 42 pages), partiellement résumé

dans Comptes rendus, 256, 1963, p. 5o47-5o/,9, où apparaît l'inf-convolution de fonctions
à valeurs dans [– ce, -j- 03], extension indispensablepour que l'opération soit associative.

(Faculté des Sciences, Mon~pe~fer.)


