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ANALYSE FONCTIONNELLE. Décomposition orthogonale d'un
espace hilbertien selon deux cônes mutuellement polaires. Note (*)

de M. 'JEAN Jacques Moreau, présentée par M. Jean Leray.

Si P et Q sont deux cônes mutuellement polaires dans un espace hilbertien
réel H, tout zeH peut, de manière unique, être décomposé en la somme de deux
termes x e P et y e Q orthogonaux x et y sont, respectivement dans P et Q, les
points les plus proches de z. On donne un exemple fonctionnel, en prenant pour H
un espace de champs vectoriels sur R".

Soit H un espace hilbertien réel. Pour toute partie non vide A de H,

on appelle usuellement polaire de A l'ensemble

c'est un cône convexe fermé (de sommet 0, ainsi qu'on le sous-entendra
pour tous les cônes considérés ici). Si P et Q sont, a priori, deux cônes

convexes fermés, on sait que P = Q* équivaut à Q = P* nous disons

en ce cas que P et Q sont mutuellement polaires.

PROPOSITION (d). Soient P et Q deux cônes mutuellement polaires
et x, y, z trois éléments de H; les propriétés (1) et (II) suivantes sont équi-
valentes

[Pour une partie convexe fermée C de H, on note projc z la projection
de z sur C c'est le point de C le plus proche de z; autre caractérisation
de ce point (z projc z\c – proj(: z) o pour tout c€C]

Démonstration. i° Soient x, y, z possédant la propriété (I); pour
tout p E P, on a

qui est o, puisque p et y appartiennent respectivement à P et Q.

Cette propriété caractérise x comme égal à projPz; raisonnement semblable

pour y qui est donc égal à projQz.

i° Inversement, soit z quelconque dans H; construisons x = projpz et
y' = z x. Pour tout p E P, on a

En prenant p = \x, avec X o, cela donne

Comme À i peut être positif ou négatif, il en résulte la nullité
de {y' x) et (i) se réduit à



car f et div v sont, en ce cas, des fonctions continues o. Pour w
quelconque dans H on peut donc déclarer, en un sens faible, que le
champ vectoriel v est « à divergence nulle là où f est non nulle ».

Remarque. Si, en particulier, le cône convexe fermé P est un sous-
espace vectoriel de H, son polaire P* n'est autre que le sous-espace supp lé-
mentaire orthogonal et l'on retrouve la décomposition classique de H.

Exemple fonctionnel. Soit X un espace euclidien de dimension n
(soit X = R", si l'on veut). Prenons pour H l'espace des (classes de)
champs vectoriels sur X, mesurables et de carré intégrable pour la mesure
de Lebesgue d" si u et v sont deux de ces champs, leur produit scalaire
dans H est

Soit FcH l'ensemble (cône convexe) des gradients de fonctions numé-
riques o indéfiniment différentiables sur X, à support compact;
soit Ile H l'ensemble (cône convexe) des champs vectoriels indéfiniment
difîérentiables sur X, de carré intégrable, de divergence partout o.
Une intégration par parties montre immédiatement que u€F et cg II
entraîne (u | v) o, donc que flcF*. On voit ensuite facilement, par
des techniques de régularisation, que les adhérences F et II sont, dans H,
des cônes mutuellement polaires. II est l'ensemble des v E H ayant pour
divergence-distribution une mesure o. En outre, tout u€EF est le
gradient-distribution d'une fonction numérique f appartenant à L'1 (X)
(avec îjq = \\i ijn; on suppose ici pour simplifier que n 3) (2);

on peut déclarer, en un sens faible, que f est une « fonction positive,
nulle à l'infini », à gradient dans H.

La proposition ci-dessus montre donc que tout w6H se décompose de
manière unique en somme de grad/"= u€.T et p€ll orthogonaux dans H.
Cette orthogonalité, qui est le fait essentiel, appelle le commentaire
suivant Dans le cas particulier où f et div v seraient deux fonctions
continues, et le support de f compact, on aurait, par intégration par
parties

d'où, en tout point de l'espace X

d'où y' E Q. Donc x, y', z possèdent la propriété (I); le i° implique
aloi'sque,



On a là un exemple simplifié, mais typique, des circonstances rencontrées
dans les discussions d'unilatéralité dé liaisons en mécanique des milieux
continus (par exemple, problème de la naissance de la cavitation).

On peut d'ailleurs restreindre les considérations précédentes au sous-
hilbertien G ensemble des w € H qui sont des gradients-distribution.
Soit EcL£)C l'ensemble des (classes de) fonctions dont proviennent ces
gradients. Le cône r est contenu dans G de sorte que son polaire dans G

est GnH. On trouve ainsi que toute fonction h E E peut être, de manière
unique, décomposée dans E en somme de f « nulle à l'infini, positive »

et de g telle que le laplacien-distribution Ag soit une mesure o> avec
la propriété d'orthogonalité

(*) Séance du 2 juillet 1962.
(') Cette propriété si simple et naturelle nous semble inédite. De nombreux travaux

considèrent des couples de cônes convexes mutuellement polaires, mais il s'agit le plus
souvent de transformations de propriétés par dualité la coexistence des deux cônes
dans un même espace à produit scalaire n'y est pas, comme ici, essentielle et les résultats
concernentplutôt des couples de cônes convexes plongés respectivementdans deux espaces
en dualité. Voir, par exemple H. W. Kuhn et A. W. Tucker, Linear inequalities and
related Systems, Princeton University Press, 1956.

('-) Cf. L. SCHWARTZ, Théorie des Distributions, II, chap. VI, 6.

(Faculté des Sciences, Montpellier.)


