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Rubrique : Automatique théorique
Stabilisation de systemes non linéaires discrets

Mohamed BENSOUBAYA!, Abdelhak FERFERA! et Abderrahman IGGIDR!

Résumé — Nous nous intéréssons & des systémes non linéaires en temps discret, z(k+1)=f(z(k), u(k)),
f(0,0) = 0, pour lesquels nous établissons une condition nécessaire d’éxistence d’un feedback stabilisa-
teur continu. Nous donnons aussi une condition suffisante de stabilisation globale pour des systémes

affines en controle.

Stabilization of discrete-time nonlinear systems

Abstract — We consider discrete-time nonlinear systems, xz(k + 1) = f(z(k),u(k)), f(0,0) = 0, for
which we give a necessary condtion for the existence of a continuous stabilizing feedback. We also give

a sufficient condition for the global stabilization of discrete-time nonlinear systems affine in controls.

1. INTRODUCTION. — Un probleme important de I’Automatique est celui de la sta-
bilisation d’un systéme par un retour d’état.

Le cas des systémes non linéaires en temps continu a fait ’objet de nombreux travaux.
Ainsi Brockett [1] a démontré qu’une condition nécessaire d’existence d’une loi de com-
mande stabilisatrice et réguliere en I'origine pour un systeme de classe C! : @ = f(z,u),
£(0,0) = 0, est que l'application f soit surjective sur un voisinage de l’origine.

Pour les systémes non linéaires en temps discret, dont 'intérét est croissant (¢f. la
bibliographie de [5]) , il n’existe que fort peu de résultats de stabilisation. En [2] des

conditions suffisantes sont données pour des sysemes :
w(k+1) = f(z(k)) + g(x(k))u(k)

Celles-ci nécessitent la connaissance d’une fonction de Liapounov V de classe C?, vérifiant

Panalogue, en temps discret, des conditions de Jurdjevic-Quinn [6] et telle que

V(f(x) + g(x)u)

soit un polynome en w de degré 2. V doit, en plus, satisfaire une condition de convexité

si on veut une stabilisation globale.
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Le but de cette note est de donner, en temps discret, une condition nécessaire analogue
a celle de [1] ainsi qu'une condition suffisante de stabilisation globale généralisant celles
de [2]. On démontre que tout systéme de classe C° affine en contrdle de type Jurdjevic-

Quinn est globalement stabilisable par une commande bornée.

2. CONDITION NECESSAIRE DE STABILISATION. — Soit le systéme :
(1) x(k+1) = f(zk),ulk)), £(0,0) =0, k=0,1,2, ...

ou z(k) € R", u(k) € R™ et f est une fonction continue sur un voisinage A x U de (0, 0).

Le systeme (1) est C%-stabilisable sil existe une loi de commande z +— u(z), u(0) = 0,

continue au voisinage de ’origine telle que pour le systeme bouclé :

o(k +1) = f(2(k), u(z(k)))

Porigine soit un point d’équilibre asymptotiquement stable (cf. [7]).

THEORME 1. — Une condition nécessaire pour que le systéeme (1) soit C°-stabilisable
est que Uapplication v : Ax U — R™ définie par v(x,u) = f(z,u) — x soit surjective sur

un voisinage de l’origine.

Posons a(z) = f(z,u(x)). Si lorigine est un point d’équilibre asymptotiquement
stable pour z(k + 1) = a(z(k)), il existe sur A une fonction de Lyapounv de classe C* :
V(xz) > 0 pour z # 0, V(0) = 0, telle que, pour x au voisinage de lorigine, x # 0,
Via(z)) = V(z) <0 (cf [3], [4]). Pour a > 0 suffisamment petit, I’ensemble :

Veé={re A|V(zx) <a}

étant compact, on a sup{V(a(z))|z € V*} = § < «a et il existe n > 0 tel que pour
reVeetéeB,={zeR" | x| <n}:

Via(z) =€) = Via(z))| < K[¢|, K= sup [VV(y)|
yeVe+B,
11 s’ensuit que pour |£] < § = min{n, %} onaV(a(z)—&) < a. Ainsi x — a(z) — & est
une application continue de V* dans lui-méme. Par ailleurs, en considérant I’homotopie

¢: V*x[0,1] — V™ donnée par ¢(x,t) = ¢ (x u ) , t# 1, ¢(x,1) =0, ol ¢ est défini

T t—1
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a une homologie triviale. On peut alors conclure par application du théoréme du point

par = —VV(¥), ¥(x,0) = x, on constate que V< est contractile et donc que V¢

fixe de Lefschetz. ]

Exemple. — Comme en temps continu, un systéme non linéaire en temps discret peut
étre completement contrélable sans étre CO-stabilisable. C’est ce qu’illustre 'exemple

suivant :

.131(](5 + 1) = 33‘1(/{1) + ul(k)
r3(k + 1) = x3(k) + 22(k)us (k) — 21 (k)ua(k)

L’image de I'application v : R3 x R? — R?3 définie par : v(x,u) = (w1, us, Tous —T1us )T
ne contient aucun point de la forme (O,(),»E)T7 e # 0. Ainsi, le systéme n’est pas
CY-stabilisable. On peut, cependant, établir aisément, grace & des techniques d’algebre
de Lie (¢f. [5]), que c’est un systeme complétement contrélable. Notons que le linéarisé

a 'origine ne possede aucun mode incontrolable et instable.

2. CONDITION SUFFISANTE DE STABILISATION. — Soit le systéeme :
(2) x(k+1) = f(x(k)) + g(x(k))u(k), f(0)=0, =z(k)eR", u(k)eR™

ol f:R" - R™ et g: R" — R"™™ sont continues sur R™ et ou I'on suppose que :

(i). — Le systéme en régime libre z(k + 1) = f(x(k)) est stable et l'on connait une

fonction de Liapounov V/(z), de classe C?, telle que V(f(z)) < V(x), Va # 0.

(ii). — Les ensembles

Wy = {zeR"|V(f"(z) - V() =0 k=01,..}
Wy, = {x eR"| Z—Z(fk"’l(x))g(fk(x)) =0, k=0,1, }

satisfont W1 N Wy = {0}.

Posons, pour x € R" et u € R™ :

e =~ [ (2 (@) +tgtaigi)) a



PROPOSITION — Si pour tout x la fonction ¢(x,.) admet un point fixe u(x)=p(z,u(x))
dépendant continuement de x tel que u(0) = 0, le systéme (2) est globalement stabilisable

par la loi de commande x +— u(x).

En effet, la variation AV (z) = V(f(z)+g(x)u(z))—V(z) de V le long des trajectoires

du systeme bouclé vérifie :

d’otut la stabilité. Par application du principe d’invariance de LaSalle [7], il suffit, pour
la stabilité asymptotique globale, de montrer que le plus grand ensemble invariant €
contenu dans {x € R" |V (f(x)) — V(z) = 0 et u(z) = 0} est réduit & Porigine de R".

Notons que
oV

u(e) =0 = 2 (F(@)g(x) = 0
Soit, alors une solution z(k) telle que z(0) = z € Q. Comme u(x) s’annule identiquement

sur ©, on a (k) = f¥(z), Vk. 1l vient alors que x € Wi N W5 et par suite x = 0. [ |
Comme premiére illustration de ce résultat, notons que lorsque V(f(z) + g(z)u) est
un polyndéme en u de degré 2 (cf. [2]) il vient :

oV Lo %

T
o) == (G (FaDg(@)) = 5070 5 (7)) ool

Si, comme dans [2], on suppose que %1‘2/ (f(x)) > 0 on aboutit & :

T 2
) = =07 @) (GLU@Na)) M) =1+ 3670 T Y () ate)

2

En fait, on n’a pas besoin de I’hypothese ‘?91‘2/ (f(z)) > 0 car si on désigne par p(z) le rayon

spectral de la matrice g7 (z) 361‘2/ (f(x)) g(x), le changement de contréle @ = (1+ p(x))u

transforme @(z,u) en :

T 2
o) = = (G (F@)9@)) g™ T (gl
qui admet le point fixe :
i) = =017 @) (GoU@Na) ) BT = 14 g™ @) o () 90



11 s’ensuit que la commande u(x) = #(m)ﬁ(x) vérifiant u(0) = 0, stabilise globallement
le systeme (2). [ |
Le résultat suivant montre que tout systéme de la forme (2) vérifiant (i) et (ii) est
globalement C°-stabilisable par une commande bornée.
THEOREME 2. — Si les conditions (i) et (i) sont satisfaites, alors, pour toutn € R | le
systéme (2) est globalement C°-stabilisable par une commande u(zx) vérifiant ||u(z)| <,

pour tout x € R™.

Soit a: R™ x R™ — R™ la fonction définie par :

oz, u) = ! o, u)
14 K () 4+ 2nKa(x)
o
Ki(z) = sup |[[p(z,u)|, Ks(z) = sup IIaf(x,U)II
l[ull<n full<n OU

Pour tous € R™ et u € R™ tel que ||u|| <7, on a:

1
< Z
-2

ol <n |2

Par application du théoréme du point fixe, pour tout z € R™ la fonction a(x,.) admet un
point fixe unique u(z) = a(z, u(z)) dépendant continuement de z et vérifiant ||u(z)| < n,

u(0) = 0. 11 vient alors :

AV(x) =V (f(x)) = V() - % (1+ Ki(z) + 2k (2)) u” (2)u(z) <0

Le Théoréeme découle, comme précédemment, du principe d’invariance de LaSalle. [ |
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