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Etalement de la phase et cohérence temporelle d’un gaz de fermions condensé
par paires a basse température
Phase spreading and temporal coherence of a pair-condensed Fermi gas at low
temperature

Yvan Castin

Laboratoire Kastler Brossel, ENS-PSL, CNRS, Sorbonne Université et Collége de France, Paris, France

Abstract

A condensate of pairs in an isolated, homogeneous, unpolarised, finite-size spin 1/2 tridimensional Fermi gas at an
extremely low nonzero temperature, undergoes with time a phase change 6(r) — 6(0) with a random component, due
at least to the coupling to the thermal phonons of the gas. Thanks to the quantum second Josephson relation con-
necting dé/dr to the phonon mode occupation numbers, and to linearised kinetic equations giving the evolution of the
occupation number fluctuations, we access the behaviour of the phase change variance Var[@(t) - @(O)] at times much
longer than the phonon collision time. The case where the phonon branch has a convex start is similar to the Bose gas
case: the leading collisional processes are the Beliaev-Landau three-phonon processes, and the variance is the sum of
a ballistic term C#> and of a delayed diffusive term 2D(¢ — ty), whose analytical expressions are given in the thermody-
namic limit. The concave case is much more exotic. It is analysed at time scales much shorter than 7~°, allowing one
to restrict to the 2 phonons — 2 phonons small-angle Landau-Khalatnikov processes. The total number of phonons is
conserved and the phonon mean occupation numbers at equilibrium can exhibit a chemical potential ug < 0, assumed
to be isotropic. The phase change variance is then the sum of a ballistic term C#?, of a diffusive term 2Dt, of exotic
subsubleading terms 2A(nf)'/? + 2B In(#'/?) and of a constant term. The analytic expression of the coefficients C, A and
B is obtained, as well as the diverging leading behavior of D and of the constant term when p4/kgT — 0. For ug = 0,
the variance sub-ballistic part becomes superdiffusive, of the form dyt°/3, where d; is known exactly. For a nonzero
infinitesimal u4 /kpT, a law is found, that interpolates between the superdiffusive spreading and the diffusive spreading
of the sub-ballistic part. As by-products, new results are obtained on the phonon Landau-Khalatnikov damping rate,
in particularly for p4 < 0.
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Résumé

Un condensat de paires dans un gaz tridimensionnel de fermions de spin 1/2 isolé, homogene, non polarisé, de
taille finie et de température extrémement basse mais non nulle, subit au cours du temps un changement de phase
6(1) - B(0) avec une composante aléatoire, ne serait-ce que par couplage aux phonons thermiques du gaz. AT’aide de la
seconde relation de Josephson quantique reliant dd/dr aux opérateurs nombres d’occupation des modes de phonons,
et d’équations cinétiques linéarisées donnant I’évolution des fluctuations des nombres d’occupation, nous accédons
au comportement de la variance Var[6(r) — A(0)] de ce déphasage aux temps longs devant le temps de collision des
phonons. Le cas ou la branche de phonons est de départ convexe ressemble a celui du gaz de bosons : les processus
collisionnels dominants sont ceux a trois phonons de Beliaev-Landau, si bien que la variance est la somme d’un
terme balistique C> et d’un terme diffusif avec retard 2D(¢ — 1,), dont nous donnons les expressions analytiques 2 la
limite thermodynamique. Le cas concave est beaucoup plus exotique. Nous I’analysons aux échelles de temps courtes
devant 779, ce qui permet de garder comme seuls processus collisionnels ceux 2 phonons — 2 phonons de Landau-
Khalatnikov aux petits angles. Le nombre total de phonons est conservé et les nombres moyens d’occupation des
phonons a I’équilibre peuvent admettre un potentiel chimique pgs < 0 supposé isotrope. La variance du déphasage



est alors la somme d’un terme balistique Cz?, d’un terme diffusif 2D¢, de termes sous-sous-dominants exotiques
2A(nt)"? + 2B In(r'/?) et d’un terme constant. Nous obtenons analytiquement I’expression des coefficients C, A et
B, ainsi que le comportement dominant divergent de D et du terme constant lorsque py/kgT — 0. Si py = 0, la
partie sous-balistique de la variance devient superdiffusive, de la forme dyr’’3, ol dy est connu exactement. Pour
Mg /kpT infinitésimal non nul, nous trouvons la loi interpolant entre I’ étalement superdiffusif et I’étalement diffusif de
cette partie sous-balistique. Comme sous-produits, nous obtenons des résultats nouveaux sur le taux d’amortissement
Landau-Khalatnikov des phonons, en particulier a 4 < 0.

Mots-clés : gaz de fermions; condensat de paires ; cohérence temporelle ; diffusion de phase ; atomes froids

1. Introduction : systeme et position du probléme

Considérons un gaz tridimensionnel de N fermions de spin 1/2 non polarisé (N; = N|), préparé a I'instant t = 0 a
I’équilibre thermique a la température T dans une boite cubique de cdté L avec des conditions aux limites périodiques.
Les fermions de spins opposés interagissent dans 1’onde s avec une longueur de diffusion a et une portée négligeable
(interaction de contact) ; les fermions de méme spin n’interagissent pas. On sait alors qu’en dessous d’une température
critique T, se forme un condensat de paires liées T| de fermions dans un mode ¢((r; — r) du champ de paires ; nous
supposons ici que T < T,.. Aux instants ultérieurs ¢ > 0, le gaz dans son ensemble est isolé, c’est-a-dire qu’il évolue
librement sous 1’effet des interactions sans couplage a 1’environnement. En revanche, le condensat de paires n’est
pas isolé et interagit avec les modes non condensés, peuplés par des excitations thermiques, et qui forment un bain
déphasant. On demande quel est le temps de cohérence 7. correspondant du condensat, c’est-a-dire la largeur de sa
fonction de cohérence (&g(t)&o(O)), ol ap annihile une paire condensée et la moyenne est prise dans 1’opérateur densité
du systeme. Comme on pouvait s’y attendre, f. est le temps au bout duquel le condensat a perdu la mémoire de sa
phase initiale, la variance du déphasage 9(t) — 8(0) subi par le condensat étant d’ordre unité [1]. Ici 0 est I’ opérateur
phase du condensat [2] tel que ag = eieﬁé/ 2. Ny étant I’opérateur nombre de paires condensées.

Ce probleme est fondamental, mais n’a rien d’académique. On sait préparer en laboratoire des gaz d’atomes froids
fermioniques condensés par paires [3, 4, 5, 6] dans des potentiels de piégeage a fond plat [7, 8]. Comme les picges
utilisés sont immatériels, ces gaz sont bien isolés et, bien qu’en interaction, ne présentent que de faibles pertes de
particules dues aux recombinaisons a trois corps [9]. Une méthode interférométrique de type Ramsey de mesure de la
fonction de cohérence (a,(1)ap(0)) [10] est en cours d’implémentation sur des gaz d’atomes bosoniques [11]; elle est
transposable au cas des fermions par bosonisation adiabatique réversible des paires de Cooper atomiques [1] (on les
transforme en dimeres fortement liés par une rampe de champ magnétique pres d’une résonance de Feshbach [12]).
Notre question pourrait recevoir bientdt une réponse expérimentale. Il n’y a cependant a notre connaissance pas de
prédiction théorique complete, I’étude de I’étalement de la phase du condensat de paires dans les références [1, 13]
étant limitée aux valeurs de kra telles que la relation de dispersion du son dans le superfluide a un départ convexe, soit
1/kpa > =0, 14 d’apres les calculs approchés (RPA d’Anderson) de la référence [14] (kr = (3n°p)'/? est le nombre
d’onde de Fermi du gaz de densité totale p). Ce cas convexe ressemble beaucoup a celui des bosons en interaction
faible, la variance du déphasage comportant en général aux temps longs un terme dominant balistique (cc #*) et un
terme sous-dominant diffusif avec retard (o 7 — 7). L’étalement de la phase dans le cas ou la relation de dispersion du
son a un départ concave, qui inclut la limite BCS du gaz de fermions (kra — 07) [15], semblait totalement inexploré.
Le présent travail comble cette lacune; il prédit des termes sous-balistiques plus exotiques voire a croissance plus
rapide qu’une simple diffusion de phase retardée. Le cas concave cachait donc un régime nouveau et assez inattendu
d’étalement de la phase du condensat. !

La structure de ’article est simple. Nous précisons dans la section 2 le régime de basse température considéré
et effectuons un bref rappel du formalisme a base d’équations cinétiques développé au fil des années par 1’auteur et
ses collaborateurs, et permettant d’accéder  la variance du déphasage 8(r) — 6(0) subi par le condensat. Nous traitons
le cas d’une branche de phonons convexe dans la section 3, assez brievement puisqu’il suffit d’adapter les résultats

1. Ce cas concave pourrait aussi en principe étre réalisé avec des atomes bosoniques dans le régime d’interaction faible, si 1’on savait créer un
potentiel d’interaction a courte portée mais de largeur non négligeable, de 1’ordre de la longueur de relaxation ¢ du condensat [16].
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de la référence [17] sur les bosons. Le cas peu défriché de la branche de phonons concave fait I’objet de la longue
section 4 : apres avoir fait le tri entre les différents processus collisionnels phononiques a basse température 7' (§4.1),
compte tenu de I’échelle de temps trés courte devant fi(mc?)3(kgT)™ considérée (m est la masse d’un fermion et ¢
la vitesse du son a température nulle), nous traitons séparément le terme d’étalement balistique de la phase (§4.2) et
les termes sous-balistiques (§4.3). Ces derniers ont exigé des efforts notables : apres I’écriture d’équations cinétiques
pour des collisions a quatre phonons (§4.3.1), nous effectuons une approximation simple dite « de taux » de leur forme
linéarisée, dont elle néglige les termes non diagonaux, et qui prédit diverses contributions exotiques a la variance de
0(1) — 6(0), avec une loi de puissance non entiére ou logarithmique (§4.3.2); nous établissons quelle part de vérité
ces prédictions approchées contiennent, en revenant aux équations cinétiques linéarisées exactes (§4.3.3). Cette étude
nous a permis aussi d’obtenir de nouvelles expressions beaucoup plus maniables du taux d’amortissement Landau-
Khalatnikov a quatre phonons, sous forme d’une intégrale double (41) puis simple (B.1), au lieu de quadruple dans
les références [16, 18]. Nous concluons dans la section 5.

2. Régime considéré et formalisme de base

Nous nous placons ici 2 une température extrémement basse mais non nulle. > Ceci permet de négliger les excita-
tions du gaz par brisure de paires, qui présentent une bande d’énergie interdite A et ont donc une densité exponentiel-
lement faible O(e /%7 T1/2) pour kzyT < A. Le condensat de paires est alors couplé seulement 2 un gaz thermique
peu dense d’excitations sonores (des phonons) de relation de dispersion en énergie q — &4, oli q est le vecteur d’onde,
et I’équation d’évolution de son opérateur phase [1] se réduit (apres un lissage temporel supprimant les oscillations
rapides a la pulsation thermique typique €, /I ~ kzT/h) a

hdd

de,
_hdo _ deq . ]
2q - Ho)+ Zqio an’'a M

Ici f1q est I’opérateur nombre de phonons dans le mode q et ug le potentiel chimique du gaz de N fermions a tem-
pérature nulle. L’équation (1) a une interprétation physique simple [1] : son second membre constitue un opérateur
potentiel chimique microcanonique du gaz a suffisamment basse température, la seconde contribution, correction ther-
mique a la premicre, étant la dérivée adiabatique isentropique (ici aux 7iq fixés) de I’opérateur €nergie des phonons
2.q#0 €qflq par rapport au nombre total de particules N. L’équation (1) est donc une généralisation quantique opérato-
rielle de la seconde relation de Josephson reliant la dérivée temporelle du parametre d’ordre du gaz a son potentiel
chimique. La méthode la plus simple et la plus générale pour 1’obtenir utilise I’hydrodynamique quantique, voir 1’an-
nexe B de la référence [1]. On écrit d’abord les équations du mouvement des opérateurs champs de phase ¢(r, 1) et de
densité p(r, f) du gaz superfluide. Dans la limite de basse température kg7 < A, mc?, e, ol € est I’énergie de Fermi
et ¢ > 0 est la vitesse du son a température nulle, les fluctuations spatiales de densité 5p(r, 7) et de phase 6¢(r, £) sont
faibles, ce qui autorise a linéariser ces équations autour de la solution uniforme py(f) = N /L3 et (fﬁo(t) = 9(t) /2 (N est
I’opérateur nombre total de particules). On développe ensuite p(r, 1) et 5¢(r, ¢) sur les modes propres des équations
linéarisées, avec comme coeflicients les habituels opérateurs d’annihilation Eq et de création IQZ des phonons de vec-
teur d’onde q. Aprés injection de ces développements modaux dans 1’expression de df/dr écrite au second ordre en

5p(r, 1) et grad 6 (r, 1), on trouve les termes diagonaux oc g = IAJEIA)(] de I’équation (1), et des termes non diagonaux
oc IA)qlA),q et oc Bg@iq. Les termes non diagonaux oscillent rapidement a 1’échelle du temps de collision entre phonons;
on peut donc les supprimer par lissage temporel, comme il a été fait dans (1), sans que cela affecte 1’étalement de la
phase du condensat aux temps longs (voir I’annexe E de la référence [22]). Enfin, la température est suffisamment

2. A température nulle, il n’y a aucune excitation élémentaire ou collective présente dans le gaz, donc aucun environnement déphasant pour
le condensat puisque le systéme est isolé. A nombre total N de particules fixé, notre formalisme prédit que le temps de cohérence du condensat
est infini. Ceci est en accord avec un résultat obtenu par Beliaev dans le cas bosonique [19]. Le fait que le systeme ne soit pas un condensat pur
dans son état fondamental, c’est-a-dire que le condensat soit sujet & une déplétion quantique, ne change rien a I’affaire, la fraction non condensée
ne constituant pas une composante excitée du point de vue du gaz en interaction (méme si c’en est une dans le cas bosonique du point de vue du
gaz parfait). Lorsque N varie d’une réalisation de I’expérience a I’autre, on retrouve apreés moyenne sur les réalisations I’étalement balistique de la
phase du condensat déja prédit pour un gaz de bosons a température nulle [20, 21], voir notre note 3.



basse (kzT < mc?, kgT < |y|'>mc*) pour qu’on puisse ignorer les termes autres que linéaire et cubique dans le

développement de €, a faible nombre d’onde :

2
& = heq [1 + X (@) +0(¢* In q)} )
q-0 8 \mc
ou le parametre de courbure y est sans dimension. Lorsque y > 0, la branche de phonons a un départ convexe;
lorsque y < 0, elle a un départ concave. Alors que ¢ se déduit de I’équation d’état (mc> = pduo/dp comme le prédit
I’hydrodynamique quantique), y doit étre mesuré [23, 24] ou déduit d’une théorie microscopique exacte, ce qui n’a
pas encore été fait dans les gaz d’atomes froids (les prédictions [14] de la RPA d’ Anderson ne sont qu’indicatives).
Le calcul de 1’étalement de la phase du condensat se ramene, au travers de 1’équation (1), a un pur probleme de
dynamique de phonons. Comme le systeme est dans un état stationnaire, la variance du déphasage pendant ¢ vaut [17]

Var[0(f) — 6(0)] = 2Re f dr (1 - 1)C(7) (3)
0

ou C(7) est la fonction de corrélation de la vitesse de variation de la phase :
dd db dé
C(1) = (—(1)—(0)) — (—)? 4

(7) <dt( )dt( ) <dt> 4)

la moyenne (.. .) étant prise dans I’opérateur densité du systeéme. La connaissance de la fonction de corrélation C(7)

se ramene donc a celles Qqq (7) = (0714(7)07¢ (0)) des fluctuations d7iq des nombres de phonons autour de leur valeur

moyenne 7iq. Ces dernieres sont données par des équations cinétiques décrivant la redistribution incessante de quanta
entre les modes de phonons par collision entre eux, et que 1I’on peut ici linéariser pour obtenir

d
S 0nq = D Mg ong )
-

Cette forme linéarisée hérite des bonnes propriétés des équations cinétiques completes non linéaires : elle repose
sur une base microscopique solide incorporant les collisions 1 phonon < 2 phonons de Beliaev-Landau (branche de
phonons convexe) ou 2 phonons — 2 phonons de Landau-Khalatnikov (branche concave), elle décrit la relaxation
exponentielle en temps des nombres d’occupation moyens vers un état stationnaire donc la thermalisation, et respecte
la stricte conservation de I’énergie totale E. Dans le cas concave, elle conserve de plus le nombre total de phonons
Ny. La matrice M admet un vecteur propre de valeur propre nulle pour chaque quantité conservée par les équations
cinétiques completes, c’est-a-dire que la dimension de son noyau est égale au nombre de constantes du mouvement.
Dans le secteur de moment cinétique nul qui importe dans I’étalement de la phase, le noyau de M est donc de dimen-
sion un dans le cas convexe et de dimension deux dans le cas concave. Ces vecteurs propres de valeur propre nulle
jouent un r6le important dans la suite de I’étude : ils sont associés a des combinaisons linéaires des 6nq non amorties
qui induisent de ce fait un étalement balistique de la phase du condensat lorsque les quantités conservées associées E
(cas convexe) ou (E, Ny) (cas concave) ont une variance non nulle dans 1’opérateur densité du systeme, c’est-a-dire
varient d’une réalisation a 1’autre de 1’expérience.

Il reste a résoudre les équations cinétiques linéarisées (5), sous leur forme explicite (13) dans le cas convexe et
(39) dans le cas concave. Les relations matricielle et vectorielle [17]

O(1) =eM"Q(0) et C(1) = A- QDA (6)

donnent certes la solution formelle du probléme; on a introduit ici les matrices M et Q de composantes Mg et Qqq',
ainsi que le vecteur A de composantes
2 deg
47 ndN
Remarquons au passage que A vit dans le secteur de moment cinétique nul (ses composantes ne dépendent que du
module de q et sont donc isotropes), ce qui permettra dans la suite de restreindre 1’étude de M a ce méme secteur.
Mais I’enjeu de notre travail est d’obtenir des résultats explicites sur I’étalement de la phase exacts a 1’ordre dominant
en température et a la limite thermodynamique N — +o0 a p fixé, la température étant suffisamment basse pour que
les interactions entre phonons soient bien décrites par I’hydrodynamique quantique.
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3. Cas convexe

Lorsque la branche de phonons a un départ convexe (parametre de courbure y > 0 dans 1’équation (2)), les
processus de collision dominants a basse température sont ceux a trois phonons de Beliaev et de Landau, q — k + kK’
et q + k — Kk’ (voir la figure la) [25, 26, 27]. Ils ne conservent pas le nombre de quasi-particules. Aussi le gaz de
phonons a-t-il un potentiel chimique nul a I’équilibre,

_ 1

ng = m (8)
avec 8 = 1/kgT. C’est la méme situation que la limite de basse température du gaz de bosons en interaction faible,
déja traitée dans la référence [17], a des facteurs globaux pres dans les A4 (le parameétre de courbure y dépend de
N dans le cas des fermions, alors qu’il vaut y = 1 dans le spectre de Bogolioubov) et sur I’amplitude du couplage
Beliaev-Landau. Une transposition directe des résultats de la référence [17] au cas des fermions donne, a la limite
thermodynamique et aux temps longs devant I’inverse du taux de collision typique .o entre phonons, I’habituelle loi
balistico-diffusive 3

472

 +2D(t = 1) + o(1) 9)

Var[6(t) — 6(0)] L |0k ttme (E, N)]2 (VarE)

oll

avec umc(E, N) le potentiel chimique microcanonique d’un gaz de N fermions d’énergie totale E, E étant la moyenne
de I’énergie totale et Var E la variance suposée normale (Var E = O(N)) de ses fluctuations, D est le coefficient de
diffusion de la phase et #; le temps de retard a la diffusion. La méme transposition conduit aux équivalents a basse
température dans 1I’ensemble canonique (Varg,n E = kgT?0rE) :

22 2 T

m E: 2 nE ~ 77 2 1
[6E/J c( N)] Varca 50 15 N (hc)3p ( 0)
dln
hND 97*Qu~ G2 (kT )}
~ oo’ (RBT (1)
mc?  T-0 (1 + u)? mc?
mct, —9¢, 1 hp'/3 } kgT -
~ — (12)
h -0 16V2¢; (1 +u)?\ mc mc?
Les constantes ¢; et ¢, sont celles de la référence [17] (¢; =~ 0,3036, c; = —0,2033), p est la densité totale et

u = 0lnc/0Inp le parametre de Griineisen du gaz de fermions. Le résultat (10) reproduit celui de la référence
[28] dans le cas particulier du gaz de bosons en interaction faible. L’équivalent (11) généralise celui (spécifique
de la limite unitaire 1/a = 0) de la référence [1] et reproduit celui (VIIL.59) de la référence [13] sous une forme
un peu différente. De maniere remarquable, 1’équivalent (12) du temps de retard ¢y coincide avec celui du temps
d’amortissement Beliaev-Landau des phonons thermiques ¢ = kT /hic de la référence [16] a un facteur numérique
pres. Les résultats (11,12) valent pour un grand systeéme préparé dans un ensemble statistique quelconque avec des
fluctuations normales de E et N [17]. Pour étre complet, nous donnons 1’expression utilisée a basse température
des équations cinétiques linéarisées sur les fluctuations isotropes onq = on, des nombres d’occupation a la limite
thermodynamique :

d (1+u)?h e o _
M = gy {—(mq [ fo dk kP (k + q)* (g, — Tig.,) + f dkk*(q — k)* (L + 1/2)

+00 +00
+ fo dk i (k + q)* (g, , — ig)ony + f dkk*(q = k) (g, — 7ig)om + fq dk kP (k = g)*(1 + 7, + ﬁé)&nk} (13)

ou les valeurs moyennes thermiques ﬁfi = [exp(ficq/kgT) — 117" sont celles d’une branche de phonons linéaire.

3. Si N ades fluctuations normales, le coefficient du terme balistique 4¢%/h? vaut ([SNOyume(E, N) + SEdppimc(E, N)]*) avec SN = N — N et
O0E = E — E. Enrevanche, D et ty restent inchangés (a I’ordre dominant a la limite thermodynamique).
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(b) Landau-Khalatnikov Khalatnikov

(a) Beliaev-Landau O(kBT/mCZ)
R A\ e o)
q q E q q N />,
q q
. . i E fg’ k/ \k
k b
BL 5 LK petits angles ~ 7 LK grands angles __ 9 K _ 9
r. =T I L | r, =O(T")

FiGure 1: Les processus d’interaction dominants entre phonons a basse température et les lois d’échelle en température du taux de décroissance
correspondant I'y des phonons thermiques de nombre d’onde g ~ kgT/hc. (a) Cas y > 0 dans I’équation (2) (branche de départ convexe) :
processus a trois phonons de Beliaev et de Landau (loi en T3). (b) Cas y < 0 (branche de départ concave) : les processus a quatre phonons (2
phonons — 2 phonons) de Landau-Khalatnikov aux petits angles (écarts angulaires O(kzT/mc?) entre les quatre vecteurs d’onde mis en jeu)
I’emportent (loi en T7) sur ceux aux grands angles (loi en 7°) et sur ceux a cinq phonons (2 phonons <> 3 phonons) de Khalatnikov ou 2
trois phonons de Beliaev-Landau (loi en O(T®), voir la note 5), et sont les seuls i étre pris en compte ici. Les lois en température pour le taux
de décroissance thermique typique sont données ici sous une forme ne respectant pas les dimensions, I'y, ~ 7. Dans le cas convexe, il faut
comprendre hl'y, ~ (me)™>! 25;3/ 2(lq_z;T)5 ol e est I’énergie de Fermi du gaz [16]; dans le cas concave, ol ’on a nécessairement eg ~ mc? [14], il
faut comprendre 1Ly, ~ (mc*)' = (kpT)”.

11 est utile pour la suite de rappeler, dans le cadre des équations cinétiques linéarisées (5), d’ou provient le terme
balistique de 1’équation (9) [17]. Par conservation de 1’énergie totale des phonons, on doit avoir € - M = 0 (€ est le
vecteur de composantes &), ¢’est-a-dire que € est vecteur propre 4 gauche de M avec la valeur propre nulle. Selon
un résultat d’algebre linéaire élémentaire, M admet alors un vecteur propre a droite d. de valeur propre nulle, c’est le
vecteur dual de €. Ici, il est facile & identifier : méme si1’on écarte 3 de 68 de sa valeur physique 1/kgT, I’expression (8)
reste stationnaire, donc les variations correspondantes 67iq au premier ordre en 6§ doivent étre une solution stationnaire
des équations cinétiques linéarisées, d’ou (d¢)q o —0pilq = €qiiq(1 + 7ig) a un facteur de normalisation pres (il faut
avoir € - J; = 1) [17]. En général, le vecteur Q(O)X admet un coeflicient € - Q(O)X non nul sur J; si bien que C(7)
a une limite non nulle lorsque 7 — +co et Var[f(r) — #(0)] diverge quadratiquement en temps. En revanche, dans
I’ensemble microcanonique, Var E = 0, toutes les fluctuations physiques onq sont d’énergie totale nulle 3, €6nq = 0
et €- 0(0) = 0 : I’étalement de la phase est diffusif.

4. Cas concave

Lorsque la branche de phonons a un départ concave (parametre de courbure y < 0 dans 1’équation (2)), les pro-
cessus 1 phonon < 2 phonons de Beliaev-Landau ne conservent plus 1’énergie. Il en va de méme pour tout processus
1 phonon < n phonons, n > 2. Les processus dominants sont alors ceux de Landau-Khalatnikov a quatre phonons, 2
phonons — 2 phonons, dont I’amplitude de couplage effective A(q, q’; k, k") a une expression connue dans le cadre
de I’hydrodynamique quantique (il faut un diagramme du premier ordre et six diagrammes du second ordre de la
théorie des perturbations) [29, 16]. Le taux de collision thermique correspondant F{;}K est cependant multi-échelle en
température : il varie en T pour des collisions aux petits angles (q, q’, k, k’ colinéaires et de méme sens a des écarts
angulaires O(kzT /mc?) prés) et en T° pour des collisions aux grands angles (voir la figure 1b). Nous étudions ici
I’étalement de la phase du condensat de paires a I’échelle de temps des collisions aux petits angles (§4.1). Alors que
le terme balistique dans la variance de 0(r) — 6(0) peut se déduire astucieusement de I’existence de deux quantités
conservées, I’énergie des phonons Ey et leur nombre total Ny (§4.2), le calcul de la contribution sous-balistique né-
cessite I’écriture explicite des équations cinétiques pour les collisions a quatre phonons et la résolution de leur forme
linéarisée autour de 1’équilibre (§4.3).



4.1. Echelle de temps considérée

Dans ce travail, nous étudions 1’étalement de la phase du condensat a une échelle de temps ¢ ~ A(mc®)(kgT)™’
et négligeons les processus collisionnels entre phonons apparaissant aux échelles de temps ~ h(mc?)®(kzT)™ ou
ultérieures. En d’autres termes, nous ne tenons compte que des collisions q+q’ — k+k’ aux petits angles (voir la figure
1b). Nous ne pouvons donc décrire ni la relaxation de la direction des vecteurs d’onde vers une distribution isotrope
(les processus aux petits angles changent la direction de maniére négligeable*) ni la relaxation du nombre total de
phonons Ny ou plus commodément du potentiel chimique p4 des phonons vers sa valeur a 1’équilibre thermique vrai
(Ies processus de Landau-Khalatnikov 2 phonons — 2 phonons conservent N,, au contraire des processus Beliaev-
Landau et des processus sous-dominants a2 5 phonons de la figure 1b).> A 1I’échelle de temps T, il existe donc des
distributions de phonons 7iq apparemment stationnaires anisotropes et de potentiel chimique y4 non nul au contraire
de I’équation (8) [30]. ® Pour simplifier, et parce que c’est a priori naturellement le cas dans une expérience d’atomes
froids, nous prenons des nombres d’occupation moyens isotropes pour les phonons,

) 1
"= e — 1 a4

mais sans contrainte sur j, (autre que ugy < 0). Il sera commode dans la suite d’utiliser la notation

v = By (15)

La donnée seule des nombres moyens de phonons (14) ne suffit pas a déterminer I’étalement de la phase du
condensat : comme on le voit sur I’équation (6), il faut connaitre la matrice des covariances Q(0) des nombres d’oc-
cupation donc préciser I’opérateur densité ps des phonons. Pour simplifier, nous supposons dans un premier temps
que le gaz de fermions non polarisé est préparé dans un ensemble canonique généralisé, défini par le nombre fixé N
de fermions, la température T et le potentiel chimique 1, des phonons (qui fixe leur nombre moyen), d’ou I’opérateur
densité gaussien des phonons

;5¢ — 167B2q¢0(€q7ﬂ¢)ﬁq (16)

ol Z assure que O, est de trace unité. D’apres le théoreme de Wick, la matrice des covariances Q(0) est alors diagonale :

Py de (16)

[Q(0)]qq [Qa(0)]qq = fig(1 + 71q)dq.q A7)

Nous verrons dans la suite comment traiter un cas plus général.

4.2. Sortir le terme balistique

De manieére remarquable, nous pouvons obtenir dans le cas général le terme balistique de Var[@(t) — 8(0)] aux
temps longs, sans écrire explicitement les équations cinétiques pour les collisions 2 phonons — 2 phonons. 11 suffit
d’exploiter I'existence de deux quantités conservées par évolution temporelle [32], ici I’énergie des phonons Ey4 =
Y g0 €qMq €t leur nombre total Ny = 3.9 1q. Comme les fluctuations 6E, = E4 — E4 et 6Ny = Ny — N, sont elles
aussi conservées, la matrice M des équations cinétiques linéarisées doit satisfaire aux conditions

€-M=0ectun-M=0 (18)

4. Si chaque collision aux petits angles change la direction de q d’un angle aléatoire 56 ~ kpT/mc?, il faut enchainer no ~ 1/Vardd ~ T~2
collisions successives (supposées indépendantes) pour thermaliser la direction de q, ce qui prend le méme temps (pour le méme effet) qu’une seule
collision aux grands angles.

5. Pour les processus 2 phonons <> 3 phonons, de taux maximal aux petits angles, Khalatnikov trouve un taux de décroissance I“ffl ~ T
D’apreés lui, le nombre total de phonons Ny se thermaliserait donc avec un taux o 7' [30]. Cependant, les processus de Beliaev-Landau (qui
changent aussi Ng) ne sont a cet ordre plus énergétiquement interdits, les processus 2 phonons — 2 phonons de Landau-Khalatnikov conférant aux
phonons entrants et sortants une largeur non nulle en énergie F{;}K ~ T7. On trouve alors que FS}L ~ T d’aprés 1’équation (5.6) de la référence [31].
Ceci pointe plutot vers un taux de thermalisation de N4 d’ordre T°. Nous mettons donc dans la figure 1b un O(T°), qui suffit ici.

6. On peut tout simplement avoir un potentiel chimique, voire une température, dépendant de la direction du vecteur d’onde q.



N . 4 z N
ol € est de composantes €, comme dans la section 3 et un est de composantes toutes égales a 1 :

€= (€)qz0 et TR = (1)gz0 (19)

M admet donc deux vecteurs propres a gauche de valeur propre nulle, et ce sont les « seuls » dans le secteur isotrope
de moment cinétique nul dans lequel vit le terme source Q(O)X de I’équation (6), puisque M n’y admet pas d’autre
quantité conservée : les « autres » vecteurs propres a gauche isotropes &,, (linéairement indépendants de € et t) cor-
respondent a des valeurs propres A,, de M de partie réelle < 0, c’est-a-dire a des modes cinétiques exponentiellement
amortis (nous verrons au §4.3.3 que les A, sont réelles). Nous en déduisons que M admet seulement deux vecteurs
propres a droite isotropes linéairement indépendants de valeur propre nulle. Nous les trouvons comme dans la section
3 en remarquant que I’expression (14) de 7iq reste une solution stationnaire des équations cinétiques méme si I’on fait
fait varier 8 et v = Bu, de 08 et de ov. Les variations correspondantes 6iiq au premier ordre en ¢4 et 6v doivent consti-
tuer une solution stationnaire des équations cinétiques linéarisées. Comme Opiiq = —€4iiq(1 +7iq) et 0,iiq = fig(1 +7iq),
nous en déduisons que

MQ4(0)2=0 et MQu(0)ah =0 (20)

En général, Qd(O)X admet des composantes non nulles de coefficients A, et Ay, sur ces vecteurs propres a droite de
M de valeur propre nulle, si bien que e”*Q4(0)A et C(7) ne tendent pas vers zéro aux temps longs. En revanche, par
définition, si I’on soustrait ces composantes, on doit obtenir une limite nulle :

e [Qa(0)A = 2:Q4(0)€ - A Qu(O)iR] _— 0 @1)

En faisant le produit scalaire a gauche de cette expression avec € et un, qui doit, compte tenu de I’équation (18),

donner zéro, nous aboutissons au systeme inversible

€- Qu(0)A (22)
i - Qa(0)A (23)

A€+ Qa(0)€ + A€ - Qa(0)un
A0 - Q4(0)€ + Ayttt - Qg(0)un

dont les coefficients, notons-le, sont des variances ou des covariances (€ - Q4(0)€ = Var E, etc). Nous avons donc
séparé la fonction de corrélation de df/dr en une contribution constante et une contribution de limite nulle aux temps
longs :

C(1) = C(+00) + AC(7) e C(+00) (24)

ce qui, d’apres 1’équation (3), revient a partager la variance du déphasage du condensat en un terme balistique et un
terme sous-balistique :

C(+00)* + Var, pu[0() — 6(0)] (25)

2Ref dr(t—7)AC(T) = o) (26)
0 r )

—+

Var[8(t) — 6(0)]
Varg pu[0(t) — 6(0)]

L’expression de la constante C(+c0) directement obtenue n’est pas trés parlante :
C(+00) = AeA - Qa(0)E + AunA - Qa(0) @7

mais un calcul un peu long permet de la mettre sous une forme aussi éclairante que dans 1’équation (9) :

Py
’;_L (g, Ny) (28)

oo e 2 < _
C(+00) = Var |(N, — N¢)6Nw’uT(E¢,N¢) +(Ey— E»)ir,




ol ,uf;C(E@ N,) est le potentiel chimique microcanonique d’un gaz parfait de N, phonons d’énergie totale Ey. ’ L'ex-
pression de la contribution de limite nulle peut étre rendue joliment symétrique grace a I’équation (18) :

AC(T) = AA - M Q4(0)AA - 0 (29)

AA = A — )&~ Ay (30)
et présente aussi une interprétation physique simple : elle n’est autre que la fonction de corrélation de dé/dr lorsque le
gaz de phonons est préparé dans I’ensemble microcanonique « moyen» (Eg, Ny). Le vecteur Qd(O)M vit en effet dans
le sous-espace des fluctuations d’énergie et de nombre de phonons nulles, voir les équations (22,23). La contribution
AC(7) et le terme sous-balistique (26) sont donc, a la limite thermodynamique ol nous nous plagons, indépendants
des fluctuations (supposées normales) de Ny et Ey4 donc de 1’ensemble statistique dans lequel le gaz de phonons est
préparé, a Ny et Ey fixés, a I’exact contraire de C(+0) et du terme balistique dans (25). Ce fait avait déja été établi
pour un gaz de bosons en interaction faible dans la référence [17]. L’expression (28) de C(+c0), bien qu’obtenue pour
I’opérateur densité gaussien (16), s’applique en fait a un gaz a nombre N certes fixé de fermions mais préparé a la
limite thermodynamique dans un ensemble statistique quelconque (un mélange statistique quelconque d’ensembles
microcanoniques a Ny = N, = N/2 fixés), pourvu que les fluctuations de I’énergie et du nombre de phonons restent
normales (de variance O(N)), que la distribution en impulsion des phonons reste isotrope et que la température soit
suffisamment basse. Comme dans le raisonnement de la référence [28], ceci découle directement de ’hypothese
d’ergodisation du gaz de phonons par les collisions phonons-phonons.

4.3. Etude du terme sous-balistique

Nous nous concentrons désormais sur le terme sous-balistique (26), plus difficile et plus riche. Une fois écrites
les équations cinétiques linéarisées pour les collisions 2 phonons — 2 phonons aux petits angles (§4.3.1), nous en
tirons 1’étalement de la phase du condensat, d’abord heuristiquement en les remplacant par une forme diagonale
(approximation de taux, §4.3.2) puis quantitativement en revenant a leur forme exacte (§4.3.3).

4.3.1. Les équations cinétiques

Nous devons tout d’abord écrire les équations cinétiques donnant I’évolution moyenne des nombres d’occupation
nq des phonons sous 1I’effet des processus de collision 2 phonons — 2 phonons de Landau-Khalatnikov. Le hamiltonien
effectif correspondant d’interaction entre les phonons, déduit de I’hydrodynamique quantique [29], s’écrit

~ 1 e A A A
T ) qzq: . AW 923 3, 90D, bl gy by, sqas+ar 31)

ol Bq est I’opérateur d’annihilation d’un phonon dans le mode q et I’amplitude de couplage A, réelle, est connue
explicitement [16]. Comme A est invariante par échange de ses deux premiers arguments et par échange de ses

7. On utilise le fait qu’a la limite d’un grand systeme, le potentiel chimique ne dépend plus de I’ensemble statistique, pourvu que les moyennes
de Ey4 et Ny soient fixées. Alors

2 4 - - _
= Hinc(Eo(Bo11o). No(Botto) ~ " Aqia(Bohio)
q#0
ol les valeurs moyennes Ey, Ny et itq sont prises dans I’opérateur densité canonique (16). Il reste a dériver cette relation par rapport a 8 et uy pour

¢ ¢
obtenir 6N¢;1¢,;,C et 5E¢/1¢,;.c. On constate en particulier que Ae = JE, 2”7;““ et Ay = 6N¢ 2”%

8. Le second membre de I’équation (1) est, comme nous 1’avons vu, une approximation a faible densité d’excitations d’un opérateur potentiel
chimique du gaz de fermions, la somme au second membre étant la dérivée adiabatique (aux opérateurs nombres d’occupation g fixés) du hamil-
tonien des excitations phononiques Hy [1]. Sous I’hypothese ergodique en présence de collisions Landau-Khalatnikov 2 phonons — 2 phonons,
la moyenne temporelle de I’équation (1) aux temps longs ycont — +o0 ne dépend plus de chaque nombre d’occupation individuellement mais des
constantes du mouvement H ='Z'q¢0 €qfiq €t Ny = Yiqz0 fiq au travers d’une moyenne microcanonique (hypothese de microcanonicité des états
propres a N corps [33, 34, 35]) si bien que

R A Ao 12t
b = B0 |~ ~[noV) + phe(Fly. Np)|

—+00

Il reste a linéariser pﬁc(ﬂ(p, IV¢) en les fluctuations autour de la moyenne (E4, Ny) et prendre la variance pour retrouver le résultat (28) compte tenu
de I’équation (25). Cette approche permettrait facilement de prendre en compte des fluctuations du nombre total de fermions (tant que Ny = N)).
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deux derniers arguments (les phonons sont des bosons), nous avons sorti le facteur de symétrie 1/4. Elle est de plus
invariante par échange des deux premiers arguments avec les deux derniers, ce qui assure I’hermiticité de ﬁ:&( et la
microréversibilité des processus collisionnels. Considérons le processus de collision q + ' — k + k’ de la figure 1b
et le processus inverse k + kK — q + q’, puis faisons le bilan des flux entrant et sortant dans le mode de phonon q en
appliquant la régle d’or de Fermi au hamiltonien & ;f :

d 1 21 [A(q, s k, k)]

—ng = :
dr 2 o h L

6k+k’,q+q’6(€k + €& — € — eq’)

X [nghg (1 + m)(1 + n) — menie (1 + ng)(1 +ng)]  (32)

On reconnait le Dirac ¢ de conservation de 1’énergie, le ¢ de Kronecker de conservation de I’'impulsion et les facteurs
d’amplification bosonique 1 + n accompagnant I’ajout d’un phonon dans un mode déja peuplé. La somme sur les
vecteurs d’onde (autres que q) mis en jeu dans la collision est affectée d’un facteur 1/2 pour éviter le double comptage
de I’état final (ou initial) (k, k') = (k’, k). Enfin, I’amplitude au carré A est factorisable par microréversibilité. Apres
passage 2 la limite thermodynamique® et linéarisation de 1’équation (32) autour de la solution stationnaire isotrope
(14), en nous limitant a des fluctuations 6n, isotropes (dans le secteur de moment cinétique nul) comme nous y autorise
la structure de (6) et I’invariance par rotation de M, et comme nous y incite la remarque aprés (7), nous obtenons '°

d n ( PPkdiq

7= "% W[ﬂ(q, q;k K)6(e + a0 — €q — &)

X

n ongy 1) ony
e (1 + i) + —L g (1 + ig) = gy (1 + i) — =X g (1+ )| (33)
ng ng ni Ny

en éliminant le vecteur d’onde k” au profit des autres,

k=q+q -k (34)
Il reste dans la forme (33) une difficile intégrale angulaire sur les directions k et §’ de k et q’. Dans la limite & =
kgT/mc* - 0avy = He/kpT fixé, elle est heureusement dominée par les petits angles, 6 = (q,k) et 6y = (q,q’)
d’ordre €. A I’ordre z€ro en &, I’équation (34) projetée sur q se réduit a

K=q+q -k (35)

ce qui constitue une approximation suffisante de k', indépendante des angles, dans les moyennes 71y et les fluctuations
ony des nombres d’occupation (mais pas dans le Dirac ¢ de conservation de I’énergie) et limite 1’intégration sur le
nombre d’onde k a I’intervalle [0, g + ¢’]. Tl reste a calculer la moyenne angulaire de A%¢ a 1’ordre dominant en &. La
procédure est exposée en détail dans la référence [16] : on introduit les nombres d’onde réduits
_ heq - _ hek  _, _ heq’
Tt " Tkl T T U

(36)

et les angles réduits O = 6k/e, Oy = Oy /e, puis on prend la limite mathématique & — 0 aux variables réduites
q.k,q', 6k, Oy fixées; il faut trouver un équivalent de A2 et développer la différence d’énergie dans I’argument du
§ jusqu’a I’ordre &, ce qui fait intervenir explicitement le paramétre de courbure y dans I’équation (2). Dans les

9. Dans une expérience typique d’atomes froids, le taux d’amortissement Landau-Khalatnikov des phonons dans le cas concave est beaucoup
plus faible que celui de Beliaev-Landau dans le cas convexe [18]. La largeur collisionnelle /', des phonons étant fortement réduite, la nature
discrete de leurs niveaux d’énergie dans la boite de potentiel donc les effets de taille finie sont plus importants. Une condition d’atteinte de la limite
thermodynamique pour les processus Landau-Khalatnikov est donnée dans la note 5 de la référence [18]. Les tailles minimales de boite exigées, de
I’ordre de 100 pm, restent cependant réalisables en laboratoire [7, 8].

10. L’expression est grandement simplifiée grace a une astuce déja utilisée par Landau et Khalatnikov : (i) on élimine les facteurs 1 +7 grace ala
relation 1+7 = ef(¢"H¢)7_ (ii) on factorise le plus possible en pensant a utiliser la conservation de 1’énergie, (iii) on fait disparaitre les exponentielles
en reconnaissant e#€=#¢) — | = 1 /7 ou 4 I’aide de la relation inverse de celle du (i).
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références [16, 18], la moyenne angulaire de A%§ est ainsi ramenée a une difficile intégrale double. Nous avons
réalisé depuis qu’elle se réduit a une expression analytique extrémement simple (voir I’ Annexe A) :

.  fixées (41)2 kgT K o
f ¢k f 9 1AWQ. ¢ KK + b0 — 6 =€) o - () L+ uw'—[min@g.7 . kK (37)
&0 3yl p? qq'k

ou le parametre de Griineisen u = dInc/d1np se déduit de I’équation d’état du gaz de fermions a température nulle.
Adimensionnons le temps a 1’aide du taux d’amortissement thermique typique 'y, de Landau-Khalatnikov comme

dans les références [18, 16] :
4 7 2 6
_ 1+u\ (kgT\ mc mc
= l"tht avec r[h = (7) (ﬁ) % (hpl/3) (38)

Nous obtenons ainsi la limite aux petits angles (kzT /mc? — 0) des équations cinétiques linéarisées :

471- q+q g kk . /T T
dt = f f q— [min(g. 7. k. K)]°

—[—[ —¢ —r-f _¢ P —(-( —¢
i, (1 + nq,) i, (1 +”q) n n (1 + nk,) nqnq,(l +1iy)
(an —7 + nq/ — — ONyg 7 — Ony — (39)
73 73 73 7
4 q k K

ok’ = g+§ —k comme dans 1’équation (35) et ot les nombres d’occupation thermiques doivent étre ceux du spectre
de phonons linéarisé e =~ hck :
¢ 1 1
i, = = —
eBlhck—py) _ 1 k-v _ |

(40)

comme le rappelle I’exposant £. La partie diagonale de I’équation intégrale (39) peut s’écrire —T,0n,, ot I’y = I'y/T'p
est le taux de décroissance réduit des phonons de nombre d’onde g; grice a la percée que constitue I’équation (37),
nous obtenons une expression du taux bien plus explicite que dans les références [18, 16] :

_ 4 +00 q+q’ o o
r,= 3_”8 dg'q (1 + i) f dk knlk', [min(g. 7' k. K)]° (41)
gng Jo 0

On peut aller encore plus loin et se ramener 4 une intégrale simple aprés intégration sur k (voir I’ Annexe B).

Poursuivons le calcul de la composante AC(7) de limite aux temps longs nulle de la fonction de corrélation de
d@/dt. Dans son expression (29), nous connaissons désormais 1’opérateur M, défini sous forme réduite par le second
membre de 1’équation (39). Il nous reste a déterminer la limite de basse température kT /mc> — 0 des composantes
AAy du vecteur source, prise a g et v fixés. Un calcul assez direct 11 partant des équations (7,22,23,30) donne

q ﬁxe kBT'y (kBT) (6 In |’y|

_ 3 B _
* 0 4N \m2) \alnp 2”) 7~ X() - Y02) “2)

avec des coeflicients X(v) et Y(v), souvenirs de A, et A,,, fonctions de v et écrits sous forme compacte

(@PN UG - @) (G*)
X = 43
R (@ - (@ )
(G = @ (@)
(@) - (@

Y(v) (44)

11. Une astuce simplificatrice consiste a sortir dans Aq une composante proportionnelle a €q, a savoir (2u/hN)eq (ol 1’énergie propre € est
ici non encore linéarisée), ce qui fait sortir le terme 2u/(AN) dans Ac: le reste de Aq et de Ae, ainsi que Ay, sont déja d’ordre kgT&2, qui est
I’ordre dominant cherché dans I’équation (42). Comme on pouvait s’y attendre, les valeurs données de X(v) et Y(v) expriment le fait que le vecteur
Qd(O)AX écrit a I'ordre kzT&2, de coordonnées o ﬁf;(l + fl,;)(f — X(v) - Y(»)§), est orthogonal aux vecteurs de coordonnées g et g° = 1, traduisant
I’absence de fluctuations de I’énergie et du nombre de phonons.
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a I’aide de la notation .

© 4o f — N\ =n+2
b~ dan A+ a1+ 2)1gua(e”)
f dgnl(1 + nf)g* 2g2(€”)

«g" = VneN (45)

Ici, g,(2) est I'habituelle fonction de Bose (ou polylogarithme).
Une derniere remarque nous sépare du résultat : pour les processus de Landau-Khalatnikov, on peut donner une
forme hermitienne aux équations cinétiques linéarisées (39) en prenant comme variables y/; plutot que én,, avec

gong = [AL(1+ i)y (46)

On récrit alors I’équation (39) sous la forme d’une équation de Schrodinger en temps imaginaire, avec la notation
de Dirac pour des fonctions d’onde de Fourier fictives sur la demi-droite réelle (Y5 = (gly), g € R* étant le vecteur
d’onde d’une particule fictive vivant en dimension un et {(g|g’) = 6(g — q')) :

d .
¥ = —HW) (47)

Le hamiltonien fictif #{ est un opérateur hermitien positif; comme —H et M ont méme spectre, on en déduit que les
valeurs propres de M sont réelles négatives. H s écrit en effet comme la somme d’un opérateur taux [ diagonal dans
la base des |g), qui renferme les taux de décroissance (41) des phonons,

[g) = T,l3) (48)
et d’un opérateur noyau intégral ¥ hermitien non local en ¢, qui décrit la redistribution des phonons par collision :
H=T+V (49)

Les éléments de matrice de ¥ admettent d’aprés 1’équation (39) la forme intégrale harmonieuse '?

N 4 +00 _ —+00 B B _ o . )
ane = 3 fo a fo dR 6k + K - g - §)[min(@. 4. k. W) Po0s(®)
- % f e f Car Sk +q - g - bmin(g. g, k, k)P pk)p (k) (50)
0 0
avece
p(k) = kALl + a)]'/? 1)

Nous en donnons une expression explicite en termes de fonctions de Bose dans 1’ Annexe B. Nous obtenons finalement
I’équivalent a basse température de la contribution sous-balistique (26) a la variance du déphasage du condensat :

~ PN f,vfixés 1 167r6|7|4 mc > hp1/3 ? (9]Il|’)/| 2 _
Vare4al[8(0) = 9(0)] kgT/r:C 20 N (1+u) (kBT) ( mc ) ( Olnp - 2u) V@ (52)
avec '3
—1+HF
V) = ()(IT+I/Y) et (gly) = ¢@[7 - X(v) - Y(»)q] (53)

la limite € — 0 étant prise au temps réduit 7 de I’équation (38) fixé et a la fugacité ¢” des phonons fixée. La suite de
ce travail est consacrée a 1’étude de la variance réduite V(7) dans le régime dominé par les collisions 7 > 1.

12. On utilise le méme genre d’astuce que dans la note 10.

13. Cette expression de V(7) provient de I’intégration formelle de fof dr (7 - %)()(Ie’(‘%[)(), ot AC(7) = (X|e’ﬂ?[)() est une forme adimensionnée
de AC(7).
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4.3.2. Etude de V() dans I’approximation de taux

De maniere exploratoire, nous utilisons dans un premier temps I’approximation de taux proposée dans la référence
[36], qui consiste a ne garder au second membre des équations cinétiques linéarisées (39) que le terme de décroissance
—fqénq, ce qui les rend diagonales. Ce genre d’approximation est assez courant en physique du solide, voir I’équation
(16.9) dans la référence [37]; il faut garder bien slir la dépendance du taux en le nombre d’onde ¢, qui joue un
role crucial. Dans la formulation de Schrédinger fictive (47), cem revient a négliger V dans le hamiltonien (49). En
remplacant H par [" dans I’équation (53), et en posant ['(g) = I';, nous aboutissons a I’approximation

dpp(f) f q (&L\())z e T@ 1 4 f(@)f] (54)

Son comportement aux temps longs est dominé par le comportement plus ou moins singulier de I’'intégrande a faible
nombre d’onde g. Son analyse doit donc distinguer les cas d’un potentiel chimique de phonons strictement négatif
(v <0)ounul (v=0).

Cas v < 0. Le taux de décroissance I'(g) tend vers zéro quadratiquement en § = 0, et nous disposons du développe-
ment

I@ ) C(V)q [1+a()g +0@")] (55)

Une expression intégrale des coefficients C(v) et a(v), ainsi que du terme sous-sous-dominant, est donnée dans I’ An-
nexe B. Il suffit de savoir ici que C(v) et a(v) sont positifs strictement. Comme (c][)()z s’annule quadratiquement
aussi :

@0 ~ @71+ 7)X()’ (56)

avec 7ip = (e — 1)7!, nous pouvons séparer dans I’intégrale (54) le terme I'(g)7, pour obtenir un comportement
dominant diffusif aux temps longs, mais nous ne pouvons pas séparer le terme constant —1 sans déclencher une
divergence infrarouge : contrairement au cas (9) de la branche acoustique convexe, le terme sous-diffusif n’est plus un
simple retard a la diffusion, mais est lui-méme divergent aux temps longs. Une étude mathématique complete obtient,
a partir du comportement suivant a faible g sous le signe intégral dans 1’équation (54),

<C_]|X>2 v<0 _Aapp(V)C(V)_l/2 - Bapp(V)q + 0(6?2)

[(@p a0 7 e
le développement asymptotique particulierement riche (voir I’ Annexe C)
(Vapp(f) f:%—(lo Dapp(y)f"' Aapp(v)(ﬂi)l/z + Bapp(y) ]n(fl/z) + Eapp(v) +o(1) (58)
avec
_ . _{ah)*
Dap) = fo g 2 (59)
_ —X(»)*ag(1 + 7ig)
Aapp(V) W (60)
- 3 —2X(v)?iip(1 + fig) Y@v) 1
Bapp(v) = Co)? Xo) a(v) - ( + no) (61)
- o 1@Gh)? | Aapp(MCO)T2 4 qBapp(v)] f*“’ _{a?
E, = - dg | = - - dg =
rel?) fo 1 [ f@r 7 w TP
_ 11 _ 1
~Aupp(MCM)™? [q— — 30| + Bupp(») {ln[qcav)”z] + Emm} (62)

Dans I’équation (62), yguer = —0,577 215 ... est la constante d’Euler et g. > 0 est une coupure arbitraire dont la valeur
de E,pp(v) ne dépend pas, comme on peut le vérifier en prenant la dérivée par rapport a g.. Les quatre coeflicients du
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Ficure 2: Coefficients D, A, B et E du développement aux temps longs de la variance sous-balistique (53) du déphasage du condensat, voir les
équations (73) et (58), en fonction du potentiel chimique réduit v = ug/kgT du gaz de phonons. Ici la branche acoustique a un départ concave
et les processus collisionnels entre phonons pris en compte sont ceux de Landau-Khalatnikov aux petits angles. Disques noirs (avec parfois une
fine ligne directrice) : résultats exacts obtenus numériquement. Trait plein rouge : résultats (59,60,61,62) dans I’approximation de taux. Tireté :
comportements aux limites (90,91) et (98,99,100,101) prédits analytiquement. Les coefficients sont multipliés par les puissances de th|v| et de e”
leur conférant des limites finies et non nulles en v = 0 et v = —co. Les vignettes sont des agrandissements.

développement (58) sont représentés en fonction du potentiel chimique réduit v des phonons sur la figure 2 (trait plein
rouge). IIs présentent lorsque v — 0~ un comportement divergent, que nous compensons en les multipliant par des
puissances bien choisies de th|v|; de méme, nous multiplions les trois derniers coefficients par une puissance bien
choisie de e” afin de compenser leur divergence en v = —co. Les fonctions représentées sont donc bornées.

Casv = 0. Ladivergence du coefficient de diffusion de la phase en v = 0 laisse augurer un comportement superdiffusif
de la variance sous-balistique a potentiel chimique des phonons nul, du moins dans I’approximation de taux. Cette
fois-ci, le taux de décroissance des phonons s’annule cubiquement en g = 0 [38, 18, 16] :

1@ = Cog'll +a0g + O] (63)

avec les formes explicites obtenues dans I’ Annexe B (la valeur de C est en accord avec les références [18, 16], celle
de ag est nouvelle ; I’Annexe B donne aussi le coefficient du terme sous-sous-dominant) :

167° 15 45¢(3)
Co=——cta=—--— 64
0T T35 ST TR T Tan (©4)
et I’on obtient un étalement sous-balistique anormalement rapide de la phase du condensat (voir I’Annexe C) :
VD = PP 4 FPF 4 FP7In + O() (65)
[—+00
Nous donnons ici explicitement seulement le coefficient du terme dominant,
- 3X3T(1/3) 360r* 12£(3) — 74(5)
dPP = ——— Xo = lim X(v) = - 66
T S B T (66)
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qui dépend uniquement du terme dominant dans le développement a faible g suivant :

@? =0 X5
@2 a0 Cg°

+0(1/3%) (67)

Cas v infinitésimal non nul : raccordement entre régime superdiffusif et diffusif. Si v est non nul mais trés proche
de zéro, [v] < 1, on s’attend a ce que Vopp(?) présente d’abord un comportement superdiffusif en 773, comme celui
(65) pour v = 0, avant de se rebrancher aux temps suffisamment longs sur le comportement diffusif (58) attendu pour
v < 0. L’existence de ces deux régimes temporels résulte de la présence a faible |v| de deux échelles bien distinctes
de variation en g des nombres d’occupation ﬁf], g = vl et g = 1, voir I’équation (40). Ne serait-ce qu’a cause de la
présence de ﬁfj au dénominateur de 1’équation (41), le taux de décroissance I'() présente lui aussi ces deux échelles.
Aux temps longs 7 > 1 mais pas trop, I’intégrale (54) est dominée par les g tels que |v] < § < 1 et I’étalement
sous-balistique de la phase du condensat est superdiffusif; aux temps vraiment tres longs, ce sont les § < |v| qui
dominent et I’ étalement se fait diffusif. Mathématiquement, pour décrire le basculement de part et d’autre de 1’échelle
g = |v|, nous effectuons dans I’intégrale (54) le changement de variable

q=WMQ (68)

et faisons tendre v vers 0 a Q fixé. Le calcul donne par ailleurs les approximations uniformes a faible g

_p  Ofixé 1 1
n, e —|V|(Q D2 + 0(v) (69)
[@ “2° MPCEIQAQ+ DI +Mi®(Q) + O In)’] (70)

ou ®(Q), indépendante de v, a une expression explicite donnée dans I’Annexe C et C(v) ~ |v|Cy comme on pouvait
v

—0~

s’y attendre. Sous 1’exponentielle dans 1’équation (54), il faut donc renormaliser le temps comme suit :
0 = COV*T (71)

et I’on obtient I’expression du déphasage cherchée raccordant les deux régimes d’étalement o @3 pour ® < 1 et

o @ pour ® > 1:

e Q' (1+08 _ 1 1 02(1 + 0)®
01+ Q)

L’intégrale dans 1’équation (72) n’admettant a priori pas d’expression simple, nous 1’avons représentée graphiquement
sur la figure 3.

® fixé X(v)?
v—=0- C(V)2v)?

Vapp(?) (72)

1(®) avec 1(0O) = f wdQ
0

Moralité. Les comportements exotiques (58) et (65) du déphasage du condensat prédits a la limite thermodynamique
par I’approximation de taux pour des collisions Landau-Khalatnikov a basse température 7 — 0 ne valent bien s{r
qu’aux échelles de temps o(1/T°), comme il a été dit dans la section 4.1. Leur origine est claire et résulte de la
combinaison de deux effets :
— le taux de décroissance des phonons a faible nombre d’onde tend vers zéro plus rapidement que dans I’amor-
tissement Beliaev-Landau, comme ¢> ou méme ¢> pour v = 0, au lieu de ¢.
— ID’existence d’un second mode non amorti des équations cinétiques linéarisées, associée a une nouvelle quantité
conservée par les collisions Landau-Khalatnikov, le nombre de phonons Ny, a un effet spectaculaire pour
v = 0 : la fonction {g|y)? ne tend plus vers zéro lorsque g — 0, alors qu’elle (ou son équivalent dans I’équation
(49) de la référence [36]) s’annulait quadratiquement dans le cas Beliaev-Landau. Cela est lié au fait que le
nouveau vecteur propre a gauche de M, a savoir un, est A coeflicients constants (ce sont les poids des nombres
d’occupation nq dans Ny) alors que I’ancien, a savoir €, est a coeflicients linéaires en ¢ a faible ¢ (ce sont les
poids des ng dans I’énergie).
Il reste maintenant a voir quelle part de vérité contient I’approximation de taux.
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FiGure 3: Loi d’interpolation (trait plein) raccordant le régime superdiffusif (® < 1) et le régime diffusif (® > 1) de 1’étalement sous-balistique de
la phase du condensat a tres faible potentiel chimique réduit des phonons (v = ug/kgT — 0~ a © fixé) sous Ieffet des collisions Landau-Khalatnikov
aux petits angles. Le temps renormalisé @ est celui de I’équation (71), et la fonction représentée est 1’intégrale /(®) au second membre de I’équation
(72). La loi d’interpolation, initialement obtenue dans 1’approximation de taux (54), est en fait un équivalent exact a faible v de la variance réduite
sous-balistique V(7) comme il est montré dans la section 4.3.3, voir 1’équation (92). En tireté : comportements aux limites /(®) ~ %F(l /3)0°/3
pour ® — Oet (@) ~ %@ pour ® — +oo. Disques rouges : résultats numériques pour v = —1/10 tirés de ’expression exacte (79) de V(7) et
soumis au méme redimensionnement que dans 1’équation (72) (on donne C(v = —1/10) = 2,596303... et X(v = —1/10) = -75,909694 .. .);
le fait que les disques rouges soient proches de la ligne en trait plein montre le succeés de I’approximation de taux, et plus généralement de la loi
d’interpolation, a v trés petit non nul.

4.3.3. Etude de V(7) sur la forme exacte

Repartons de I’expression (53) (exacte a suffisamment basse température) de la variance sous-balistique du dépha-
sage du condensat. Nous avons effectué d’abord une étude numérique en discrétisant et en tronquant la demi-droite
g € [0, +oo[, et en diagonalisant la matrice de H correspondante. '

Cas v < 0. Aux temps longs, nous trouvons pour V(7) une loi de méme forme que 1’équation (58) :

V© "2 DY)+ AW)aD? + B) In(@/?) + E() + o(1) (73)

f—+

avec les coefficients obtenus numériquement représentés par des disques noirs sur la figure 2. A titre d’illustration,
nous représentons en fonction du temps sur la figure 4a la variance sous-balistique V(7) obtenue numériquement,
sa partie diffusive D(v)f, qui I’approxime assez mal, et son expression asymptotique compléte (73). Cette derniere,
méme si elle est meilleure, commet une erreur d’ordre 1/7'/? (voir la note 33 de I’ Annexe C), qui tend assez lentement
vers z€ro. Nous représentons donc aussi une approximation hybride trés performante mélant partie diffusive exacte et
partie sous-diffusive dans 1’approximation de taux. Mais revenons a la figure 2. De maniere remarquable, I’approxi-
mation de taux est en accord parfait avec les résultats numériques pour les coefficients A et B des ordres en temps
intermédiaires. En revanche, en ce qui concerne les coefficients D et E des ordres en temps extrémes, elle est infirmée
quantitativement, sauf dans la limite v — 0~ ou elle semble donner des équivalents exacts (voir I’agrandissement dans
les vignettes). En particulier, le coefficient de diffusion de la phase est bien divergent lorsque v — 0.

Cas v = 0. Le calcul numérique confirme pleinement la loi d’étalement superdiffusive V(7) oc 7/ prédite par 1’ap-
proximation de taux, y compris la valeur (66) du coefficient de 7/3, comme on peut en juger qualitativement sur la
figure 4b, et quantitativement sur sa variante (non reproduite ici) portant V(7)/#/> en fonction de 7~!/3 et extrapolant
quadratiquement a 7/3 = 0.

Cas v trés proche de 0. Enfin, pour v = —1/10, le passage pour V(7) d’un étalement superdiffusif & un étalement
diffusif est assez bien décrit par la loi interpolante (72) tirée de 1’approximation de taux, comme le montre le report
des résultats numériques sur la figure redimensionnée 3.

14. Dans les calculs les plus précis, nous avons pris une troncature gmax = 40 + |v|, et nous avons extrapolé linéairement a un pas dg = 0 a partir
de dg = 0,004 et dg = 0,006 ou 0, 008. Le cas v # 0 mais |v| < 1 est difficile a étudier car il faut avoir dg < [v|/10 pour une bonne convergence.
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FiGuRE 4: Variance réduite sous-balistique V(7) du déphasage du condensat en fonction du temps sous Ieffet des collisions Landau-Khalatnikov aux
petits angles, obtenue par diagonalisation numérique de H dans I équation (53), pour un potentiel chimique des phonons réduit (a) v = —1/2, (b)
v = 0. Disques noirs : résultats numériques. Tireté : (a) partie diffusive exacte DF; (b) : équivalent asymptotique _Sp P13 prédit par I approximation
de taux, voir les équations (65,66). Trait plein violet dans (a) d’aspect rectiligne : développement asymptotique (73) exact & o(1) pres. Trait plein
orange dans (a) : approximation hybride de V(7), somme de la partie diffusive numérique D7 et de la partie sous-diffusive dans I’approximation de
taux.

Les raisons du succes. 1l reste a comprendre analytiquement pourquoi I’approximation de taux est aussi bonne, voire
exacte pour certaines quantités (A, B) ou dans certains cas (v — 07). Pour cela, repartons de la forme (49) du hamil-
tonien fictif H et mterpretons en les deux termes I et V :

— Topérateur I est diagonal dans I’espace des nombres d’onde de la particule fictive, c’est-a-dire dans la base
continue |g); la valeur propre associée I'() est une fonction positive et croissante de g, s’annulant quadrati-
quement en g = 0 (du moins pour v < 0, voir I’équation (55)) et tendant vers +co lorsque § — +oco, comme le
montre 1’équivalent établi dans I’ Annexe C (y compris pour v = 0) :

_ 167
LG ~ —agsEe)g (74)
g—+oo 3

ol g5 est une fonction de Bose. I" a donc les propriétés requises pour étre considéré formellement comme un
opérateur énergie cinétique pour la particule fictive, si ce n’est que celle-ci va toujours vers 1’avant (g > 0).

— Dopérateur V n’est pas diagonal dans la base |7) mais ses éléments de matrice (|V|’) tendent rapidement vers
z€ro lorsque ¢ — +oo a g fixé€ et ne présentent aucune divergence a faible g’ (ils tendent la aussi vers zéro),
comme on peut le vérifier sur I’expression explicite donnée dans I’ Annexe B. Nous pouvons donc considérer
formellement V comme un potentiel extérieur a courte portée pour la particule fictive, méme s’il présente la
bizarrerie de ne pas étre local en position. '

Par ailleurs, nous savons que le spectre de H est positif : H provient in fine de la linéarisation d’équations ciné-
tiques, et de faibles écarts initiaux aux nombres d’occupation thermiques ne peuvent pas diverger exponentiellement
en temps. Le potentiel fictif ¥ ne conduit donc pas a la formation d’états liés au sens strict pour la particule fictive ; il
donne naissance cependant a deux états propres discrets (normalisables) de H pour la valeur propre nulle donc situés
exactement au seuil, '

Hipy =0 et H(Glp)) =0 (75)

souvenirs de la conservation de l’énergie et du nombre de phonons par les processus Landau-Khalatnikov (la fonction
(gl¢) est celle de I’équation (51) et g est 1’opérateur nombre d’onde fictif). D’oti la conclusion importante suivante : les
autres états propres de H sont les états stationnaires de diffusion de la particule fictive sur V. Chaque état de diffusion

15. Plus précisément, (GIV17’) est la somme de deux contributions. La premiere tend uniformément vers zéro lorsque g et ¢’ tendent vers +co;
qualitativement, ceci correspond a un modele de potentiel séparable (Glu)(ulg’) avec (ulu) < +oo. La seconde admet une ]1m1te finie U(Q) lorsque
getg — +o0a Q= §— g fixé; qualitativement, ceci correspond 2 un potentiel U(x) local dans 1’espace des positions de la particule fictive, U(Q)
étant sa transformée de Fourier. Ici U(Q) est 4 décroissance rapide. Ces affirmations sont justifiées dans I’ Annexe B, voir (B.36,B.37).

16. C’est une simple récriture de 1’équation (20) selon le changement de fonction (46).
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est repéré par le nombre d’onde g de I’onde fictive incidente; le ket correspondant [/;), somme de I’onde incidente et
de I’onde diffusée, s’écrit dans I’espace de Fourier

@Wg) =6@q—3g)+<q g™ (76)

Le premier terme est un ¢ de Dirac, le second est une fonction réguliere de g’ sauf en g’ = g ou elle diverge comme
(g’ — @', selon I’habituelle théorie de la diffusion ondulatoire [39], qui démontre aussi que 1’énergie propre de |y;)
se réduit a I’énergie cinétique (ici fictive) de I’onde incidente :

Hz) = D@y (77)

Le spectre de H se réduit donc 2 la valeur propre discréte nulle deux fois dégénérée et au spectre continu I'() non
dégénéré :
SpecH = {0;0}U{[(@)|g € R™) (78)
ce qu’une étude numérique soigneuse confirme.
Toujours selon la théorie de la diffusion, les états stationnaires normalisés comme dans 1’équation (76) sont or-
thogonaux, (Y4l¥7) = 6(g — ¢’). Par injection d’une relation de fermeture sur les |5) dans I’expression (53) de la
variance sous-balistique du déphasage du condensat, nous obtenons I’écriture exacte

- SN (6177 el N
(wazl; M—ﬁéy{enw—1+n@4 (79)

L’ approximation de taux (54) revient donc a négliger I’onde diffusée dans [i/;) (le second terme dans I’équation (76)).

Cette belle réinterprétation permet d’aller au-dela et d’estimer la premicre correction a I’approximation (x|y3) =~ (x1g),

en traitant I’effet de V dans I’approximation de Born : 7

g = [1 + Go(T(@) +i07)V1|7) (80)
ou Go(z) =(z— lA")’1 ,pour z € C\ R*, est I’opérateur résolvante du hamiltonien non perturbé .18 On en déduit que

(k)1 Ig)

_ Vi) @1)
I'(g) - T'(k) +10*

—+00
el - o) = [ ak
0
La correction est en général d’ordre unité, d’ou 1’échec quantitatif de 1’approximation de taux sur le coefficient de

diffusion D(v) pour v quelconque (voir la figure 2a). Dans le cas particulier des faibles nombres d’onde § — 0, en
revanche, I’élément de matrice de V tend vers zéro uniformément en & :

1=y k=0(1 .7 Z
®Pigy" <" (min(g, HIWE,») (82)
La fonction ‘W(k, v) est explicitée dans I’ Annexe B. Il suffit ici de savoir qu’elle est uniformément bornée sur R* xR~ :

Wk, v) = 0(1) (83)

En particulier, elle admet une limite finie et non nulle en k = 0 (méme pour v = 0). On en déduit ce qui suit :

17. Nous disons bien estimer car 1’approximation de Born ne donne en général pas de maniére exacte la premiere correction a 1’approximation
de taux. En effet, les éléments de matrice (k|V|K’), pour k et ¥ = O(1), ne sont infinitésimaux que si I'un au moins des k et k&’ I’est. Or 1’ordre
suivant du développement de Born de (/_C_lwzz), a savoir (k|GoVGoV|g), ot k = O(1) et § = o(1), fait apparaitre des éléments de matrice (k|V|k’)
d’ordre unité puisque la fonction k&' + (k’|V|g) a une largeur d’ordre unité comme le montre 1’équation (82); cet ordre suivant apporte donc une
correction relative d’ordre unité au terme de Born (k|G \7|z7).

18. L’équation (80) devient exacte si I’on remplace v par la matrice T@ =V+V6@VoulGQ = (z- ‘ﬂ)“ est I’opérateur résolvante du
hamiltonien complet et z = () +i0*.
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— pour v < 0 fixé, ¥

Ulva) = la) = 0@ ng) (84)

Comme (y|g) s’annule linéairement dans cette limite, 1’approximation de taux introduit une erreur relative
d’ordre q2 In g sur |()(|1//q)|2 dans I’équation (79). Aussi |(X|l//q>|2 /f(q)2 admet-il de maniere exacte le dévelop-
pement limité (57). Les expressions (60,61) des coefficients A(v) et B(v) qui en découlent sont donc exactes.
Nous les récrivons ici :

—X(V)zflo(l + ng)

A(v) C(%/)3/2 (85)
- =2X()ng(1 + ng) | Y(v) I _
B(v) Co)? X0) —a(v) — (5 + no) (86)

En revanche, les expressions (59) et (62) ne dépendent pas seulement du comportement de {(g|y) au voisinage
de g = 0; elles ne donnent donc pas la valeur exacte de D(v) et E(v).
— pourvy = 0,20

Wlg) — xla) o o) (87)

Comme (y|g) a une limite finie et non nulle en g = 0, I’approximation de taux introduit une erreur relative g sur
I(Xlz,bq)lz. Le développement (67) n’est affecté qu’a I’ordre sous-dominant. Il en va de méme pour 1’équation
(65). Nous gardons donc le résultat exact prédit par I’approximation de taux (voir (66) pour I’expression de Xy
et (64) pour celle de Cy) :

. 3X21(1/3)

VD "2 AP+ 0F?) avec dy = —— =913,184011... (88)
f—+c0 OCO/

— pour v infinitésimal non nul, nous avons vu dans 1’approximation de taux que le basculement de V(7) de
I’étalement superdiffusif a 1’étalement diffusif est dominé par les nombres d’onde g =~ |v|. Nous posons donc
g = [v|Q comme dans I’équation (68) et k = |v|K dans I’intégrale (81), puis faisons tendre v vers zéro a Q
et K fixés. En gardant I’ordre dominant dans 1’expression (53) de (k|y) et dans les équations (69,70), et en
approximant ‘W (k, v) par ‘W(0, 0), nous trouvons que

2= [min(K, Q)]*
K2(1+K)- 0*(1 + Q) — i0*

_, 0fix¢ Xo
g — Xlg) Vo Co

+00
wo.op [ ak = o) (89)
0
Comme (x|g) ~ —XoQ/(1 + Q) dans cette limite, les erreurs relative et absolue introduites sur I(l,bql,\/>|2 par
I’approximation de taux sont d’ordre un en |v|. L’approximation de taux donne donc les valeurs exactes du
coefficient de diffusion D et du terme constant £ dans la limite v — 0~ 4 ’ordre dominant en |V :

- B P X(0)? (1n|v|)
by = fo U0 5 2comi T ©0

+ O(M) 1)

v*

O 2X()
=0~ C2vP

_ 29
E() [1n<C<v)|v|2) — 5 * Ve

comme on peut le vérifier sur les agrandissements autour de v = 0 dans les vignettes des figures 2a et 2d. Nous
avons obtenu ces résultats en effectuant le changement de variable g = |[v|Q dans 1’équation (59) et dans la

19. Comme I'intégrale sur k dans (81) est dominée par les k < k. < 1, ol k. est arbitraire mais fixé, on approxime W (k,v) par ‘W(0,v),
(xlk) par —k[7ip(1 + io)1'2X (v), T(k) par C(v)k? et, bien sir, ['(§) par C(v)g>. Aprés le changement de variable k = gK, on tombe sur I’intégrale

7 fo"/qd[( K[min(1, K)]*/(K* = 1 —i0%) = O’ In ).
20. On peut procéder comme dans la note 19 si ce n’est que (y|[k) — —Xo et ['(k) s’annule cubiquement. On tombe sur I’intégrale
k—0

g [ K min(1, K)P /(K — 1 - i0%) = 0@).
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premiere intégrale de 1’équation (62) puis en remplagant I’intégrande par un équivalent pour v — 0 a Q fixé,
voir I’équation (70), commettant ainsi une erreur relative O(|v|) du méme ordre que celle de 1’approximation
de taux. Dans I’équation (62), on remplace de méme Aapp(v), Bapp(v) et a(v) par des équivalents et on néglige
la seconde intégrale erm de contribution bornée. ?! De la méme maniére, on déduit de I’équation (89) que la
loi d’interpolation (72)c entre les étalements sous-balistiques superdiffusif et diffusif, tirée de 1’approximation
de taux, est en fait un équivalent exact a faible v de V@) a0 = Cv)|vF fixé, que nous récrivons donc ici :

V() 92)

ofxe _X()’ f*‘” e @100 1+ (1 + Q)
=0~ CORME Jo Q*(1+0)*

Cas v — —oo. Pour terminer, signalons qu’un autre résultat exact peut étre obtenu dans la limite v — —co ou le gaz
de phonons est non dégénéré. Les nombres d’occupation thermiques des modes tendent alors exponentiellement vers
7€r0 :

ﬁi ~ ek (93)
Comme on le voit sur les expressions (41) de sa partie diagonale et (50) de sa partie non diagonale, le hamiltonien
fictif (49) tend vers zéro de la méme facon :

H ~ Hy (94)
ou I’opérateur H., est indépendant de v. Ceci vaut aussi pour le ket fictif |y) dans 1’équation (53) : 2

x> B e"?ye) avec {(Glrew) = e UG’ — X — Yeol)) (95)

Si I’on redéfinit astucieusement le temps et la variance sous-balistique du déphasage comme suit, €7 = 7o, et Voo (foo) =
e’V (f), 1a variance réduite V. (f) dépend seulement de 7., et plus de v dans la limite non dégénérée :

— _ ei(lf{mfm -1+ 7:{oot_oo
Voolteo) = (Yool 72 Yoo (96)

Or elle doit admettre aux temps 7., longs un développement asymptotique de méme forme que (73) :

Veolfo) =  Dooloo + Aco(Mhno)? + Boo In(7/?) + Eo + 0(1) 97)

foo—>+00

avec des coefficients constants A, B, connus analytiquement et Dy, E., calculables numériquement. >* Si’on revient
au temps 7 et a la variance V(7) dans 1’équation (97), on doit trouver le comportement limite de I’équation (73) lorsque
v — —oo, a une erreur relative O(e”) pres comme dans les équations (93,94,95), d’ou

D(v) = D[l +0(")] (98)
AW) = e ALl + 0] (99)
B(v) = e Bu[l+0(")] (100)
E(v) = e"(Ew+ Bov/2)[1+ 0] (101)

Ces prédictions sont représentées par des droites en tireté sur la figure 2.

21. On prend C(v)™" 2 Agpp(v) ~ =X()*/[IVFC()*], Bapp(v) ~ 4X(1)?*/[CO)*IP] et (@l )*/T@)* ~ X0)*/IM*C(»)*Q*(1 + 0)*]. On prend
aussi @(v) ~ 1/|v|, comme le laisse présager (70) et comme le confirme un calcul explicite (voir I’Annexe B). Dans toutes ces expressions, I’erreur
relative est bien un O(]v|). 1l reste a dire que fo e/ dQ [m - é + % = % +41In % + O(v)).

22. Ondonne Xe = limy,_o X(v) = =120 et Yoo = lim,_,_ Y(v) = 60.

23. On donne Dy, = 379, Eo = 101, Ao = —(5)2/(161/3)*? =~ 210 et B = 2(51)*(1 + @w)/(167/3)> =~ 180, sachant que

Qoo = limy—,_o a(v) = 3/4 d’apres (B.19).
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5. Conclusion

Dans un gaz tridimensionnel de N fermions de spin 1/2 a I’équilibre, homogene, non polarisé et isolé de son en-
vironnement, un condensat de paires accumule pendant la durée 7 un déphasage (r) — 8(0), dont nous avons étudié le
comportement de la variance aux temps longs devant le temps de collision entre les phonons thermiques du systéme.
Le gaz est proche de la limite thermodynamique, mais reste de taille finie. Sa température est non nulle mais extréme-
ment basse, suffisamment pour justifier I'emploi de I’hydrodynamique quantique. Il nous a fallu distinguer deux cas,
qui dépendent de la force des interactions de contact entre fermions de spins opposés.

Dans le premier cas, la relation de dispersion des phonons est convexe a faible nombre d’onde g. Les processus
collisionnels dominants sont ceux a trois phonons ¢ < ¢ + ¢ de Beliaev-Landau, avec une échelle de temps oc
h(mc?)’! 26}2/ 2(kgT)™3, ot ¢ est la vitesse du son A température nulle et e 1’énergie de Fermi du gaz. La variance du
déphasage du condensat est asymptotiquement la somme d’un terme balistique oc 7> et d’une contribution 2D(f — t,)
sous-dominante correspondant a une diffusion de phase avec un temps de retard #y. Le terme balistique résulte des
variations d’une réalisation de I’expérience a 1’autre des quantités conservées que sont 1’énergie totale E et le nombre
total N de fermions dans le gaz; il disparait donc si le systeéme est préparé dans 1’ensemble microcanonique. Il est
insensible aux fluctuations initiales d’autres observables car le gaz de phonons a une dynamique quantique ergodique.
En revanche, les coefficients D et #), dont nous donnons des expressions analytiques, ne dépendent pas de 1’ensemble
statistique a la limite thermodynamique. Cette situation ressemble beaucoup a celle d’un condensat dans un gaz de
bosons en interaction faible [17].

Dans le second cas, la relation de dispersion des phonons est concave a faible nombre d’onde. La situation est
alors beaucoup plus riche, les processus collisionnels présentant plusieurs échelles de temps pertinentes. A 1’échelle
de temps o< h(mc?)®(kgT)~’, les processus dominants sont ceux a quatre phonons de Landau-Khalatnikov aux petits
angles (collisions q + ' — k + k” avec des angles O(kpT /mc?) entre les vecteurs d’onde). Nous nous limitons ici
aux durées ¢ négligeables devant h(mc?)3(kzT)™® pour exclure les autres processus, et aux distributions thermiques
de phonons isotropes dans 1’espace des q pour simplifier (les collisions de Landau-Khalatnikov aux petits angles,
de la facon dont nous les traitons, ne thermalisent pas la direction de q [30]). Le nombre total de phonons N, est
donc de maniere effective une constante du mouvement et les phonons admettent, au contraire du cas précédent, des
distributions quasi-stationnaires de potentiel chimique p4 non nul, 4 < 0. La variance du déphasage est alors asymp-
totiquement la somme d’un terme balistique o 7%, d’un terme diffusif 2Dz, de termes sous-sous-dominants exotiques
2A(nt)'? + 2B In(r'/?) et d’un terme constant. Le coefficient du terme balistique résulte, comme dans le premier cas,
des fluctuations des quantités conservées, ici N, E et Ny ; il s’annule dans un ensemble microcanonique généralisé
fixant N, E et Ny. Les coefficients A et B dépendent seulement de la physique infrarouge du gaz de phonons, ¢’est-a-
dire des nombres d’onde ¢ < gy, o g = kT /hc est le nombre d’onde thermique. Leur valeur exacte peut ainsi étre
obtenue analytiquement par une simple approximation de taux réduisant a leur partie diagonale, c’est-a-dire a leurs
termes de décroissance, les équations cinétiques linéarisées sur les fluctuations des nombres d’occupation des modes
de phonons. Le coefficient D et le terme constant sont, quant a eux, dominés par cette physique infrarouge seulement
lorsque py/kpT — 0; dans cette limite, on obtient analytiquement leur comportement dominant, divergent. Lorsque
le potentiel chimique des phonons est nul, s = 0, la variance du déphasage du condensat est asymptotiquement la
somme du sempiternel terme balistique, de termes superdiffusifs exotiques (a exposants non entiers) do*> + d;1*/3
et de termes sous-sous-dominants en O(t In 7). La valeur exacte du coeflicient dy est obtenue analytiquement par 1’ap-
proximation de taux. On peut de méme obtenir une loi interpolante a ug/kpT trés petit non nul décrivant le passage,
pour la variance sous-balistique, de I’étalement superdiffusif oc £°/3 2 I’étalement diffusif o ¢, le changement de régime
se faisant & un temps 7 oc heS|ug| = (kpT) ™.

Dans tous les cas, nous avons utilisé de fagon centrale la généralisation quantique de la seconde relation de Joseph-
son, qui relie la dérivée temporelle de I’ opérateur phase 6 du condensat de paires aux opérateurs nombres d’ occupation
des modes de phonons [1]. Dans tous les cas, nous trouvons que le coefficient du terme balistique est un O(1/N) pour
des fluctuations normales des quantités conservées, et que tous les coefficients des termes sous-balistiques (D et Dfy
dans le cas convexe, D, A, B, le terme constant, d; et d; dans le cas concave) sont < 1/N. Dans le cas concave, des
résultats nouveaux et forts sur le taux d’amortissement Landau-Khalatnikov des phonons ont été obtenus (voir en
particulier I’équation (41)), pour s < 0 bien slir mais pour ug = 0 aussi; simples intermédiaires de calcul ici, ils ont
été relégués en annexe.

Un prolongement naturel de notre travail sur 1’étalement de la phase du condensat de paires serait d’effectuer I’ana-
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lyse aux échelles de temps plus longues A(mc?)®(kzT )™ otl le nombre de phonons n’est plus conservé, de prendre en
compte le couplage aux quasi-particules fermioniques BCS c¢’est-a-dire aux paires de fermions brisées thermiquement
[40, 41], voire de traiter le cas harmoniquement piégé comme il est fait pour les bosons dans la référence [42]. Si-
gnalons aussi comme sujet de recherche émergent et prometteur I’étude de la cohérence temporelle a température non
nulle d’un gaz (de bosons ou de fermions) isolé de dimensionnalité réduite [43]; la physique y est assez différente
de notre cas tridimensionnel a la limite thermodynamique puisqu’il n’y a plus de condensat, mais certains des outils
théoriques du présent travail pourraient y étre réemployés.
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Annexe A. Calcul analytique de la moyenne angulaire Landau-Khalatnikov dans I’équation (37)

Pour justifier I’équation (37) et donc I’expression tres simple du taux d’amortissement Landau-Khalatnikov dans
I’équation (41), il faut montrer que la fonction des nombres d’onde réduits (36) entrants et sortants définie sur 1’hy-
perplank + k' = g + @’ par

~17, T /2 _
F@g,3: k)= —2L f d f da sin(2a/)®(—w)|?lred|2 (A.1)
2gk’wl Jo 0 u

vaut simplement o
4z [min(g, 7', k, k)]?
3 qq'kk’
Nous avons repris ici les résultats de la référence [18] avec presque les mémes notations. En particulier, ® est la
fonction de Heaviside et

F(G,q k) = (A.2)

(q3 + q/B < /_6’3) (A.3)

Bl

1 - -
o=z [q(k sin? @ — g’ cos” @) + g'k(1 — sin 2a cos q))] ;W=
1 1 1

—y [ cos?a _ 3_u) o sin2 @ 3u B g cos’a—ksin*a+u _ 3u7,
q ((M’)2 4w k((q—l})z T dw @-kp? ak

ﬂred (A4)

La fonction F hérite des propriétés de symétrie de I’amplitude de couplage A(q, q’; k, k) a quatre phonons du ha-
miltonien effectif (31) : F(,g’;k, k') = F(§,3;k, k') = F(§,3';k',k) = F(k,k';g,q’). Elle est de plus positivement
homogene de degré —1, F(1g, Ag"; Ak, Ak’) = A7'F(g,q’; k, k") pour tout A > 0, comme on le constate aisément sur
I’écriture (A.1). 11 suffit donc d’établir (A.2) sur le domaine fondamental 0 < k < g <1/2et K+k= qg+q=1,
auquel nous nous restreignons désormais.

Sur ce domaine fondamental, w = —%(E] —k)(1 — k — @) est strictement négatif et I’on a, en introduisant X = tana :

s cos ¢ + +/4ss’ + cos2 ¢

u>0<=>sX—}>cos¢<=>X>Xo(¢)= o ous:z(]_q)>0ets'=q;_>0(A.5)

Comme il est suggéré dans une note de la référence [16], on peut voir I’amplitude réduite A,.q comme une somme
d’éléments simples en la variable cos ¢ :

1 b;
Frea = 2a/Za,~—cos¢ (A.6)
avec
_o_ , _ G@-b2-k-9 1 -b@G-b(-k-g)
“T a9 - 2(1-9) s k(1 - ) AP
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1 -2k -k _(-k@-bd-k-7)

= _— / = — b = o AS
“ T kG- “ x* ’ ea-9 Y
_ 1 -2k ;o @-b2-k-q) __ (U-h@-bl-k-37°
as = = = — as = = = - b3 = —= - = = - (A9)
2[1 + k2 — k(3 — 9)] 2[1 + k2 — k(3 - )] k(1 =1+ k> — k(3 - g)]
Il faut cependant prendre le contrepied de cette note en intégrant d’abord sur 1’angle a plutdt que sur I’angle ¢ :
7 _ 3
_ -7 T k(l B Q) . ’ ’
F@,1—-qk, 1 -k)=— — — bibjl(a;,a;;a;,a’) (A.10)
3g(1 - k)@ -1 - k- g) ; ! g

ou I’on a introduit la fonction

T +00 X
I(a,d’;a,a") zf d¢f dX — — . (A.11)
0 X  (@X*—Xcos¢ +a')(aX* - Xcosg+ad')

Deuxieme remarque salvatrice, les coeflicients a; et a; ob€issent aux relations remarquables et inattendues

(a;a’. — aja;)2 + (a; — aj)(a; - a_’].) =0 Vi,je{l,2,3} (A.12)

J

Nous calculons donc la fonction I(a, a’; &, @) uniquement sur la variété
V={(a,d,a,&) e R* | (all — d'&)* + (a - d)(a' — &) = 0} (A.13)

La décomposition de I’intégrande de (A.11) en éléments simples sur le corps des réels vis-a-vis de la variable X fait
alors apparaitre un facteur global dont la dépendance en ¢ est particulierement simple, puisqu’il est oc sin™ ¢.2* On
se ramene ainsi, apres intégration sur X, a

J@a,a') - J(a,&) - K(a,a’) + $K(a,d) | @) ~ @)

I(a,a’;a,4") = ——— — (A.14)
ad’ —a’'d a —a
Les fonctions de deux variables introduites,
™1 d 2aA 2aX, -
J(a,a") = f - (2]) cos¢ atan a — atan =2 o) —cos¢ (A.15)
n SN ¢ \/daa’ — cos® ¢ Vé4aa’ — cos? ¢ Vé4aa’ — cos? ¢
/| aX?(¢) — X, cosg +a
Ka,d) = f : ‘f n “%0(#) = Xo(g) cos (A.16)
n sIn" ¢ a

contiennent des parametres de régularisation strictement positifs A et n qu’on fait tendre respectivement vers +oo et
0* ala fin des calculs. I reste a intégrer les équations (A.15,A.16) par parties, en prenant la dérivée des fonctions
non rationnelles atan et In pour s’en débarrasser. > Les termes tout intégrés divergent comme D,(a,a’)/n + O(n) et
Dg(a,a’)/n+0O(n) lorsque n — 0; I’expression des coeflicients D, (a, a’) et Dg(a, a’) importe peu puisque leurs contri-
butions se compensent exactement dans la fonction de limite finie I(a,a’; @, a’). Les intégrales restantes convergent
lorsque n — 0 : elles constituent les parties finies Pf J et Pf K des intégrales J et K au sens de Hadamard. Ce sont
des intégrales de fonctions rationnelles f(¢) de cos ¢ et de Xo(¢), qui se ramenent donc en principe a des intégrales
elliptiques [44]; en réalité, I’astuce de symétrisation remplagant leur intégrande f(¢) par [f(¢) + f(7 — ¢)]/2 (ce que
I’on peut toujours faire pour une intégrale sur [0, r]) fait disparaitre la racine carrée +/4ss’ + cos? ¢ provenant de Xo(¢)
et nous ramene a des intégrales de fractions rationnelles de cos ¢,

, ~ a—s T a'(a's+as’)— %(a/+s/)0032¢
Pf.](a,a) = _1—4aa’\fo‘ (as’+a’s)2+(a—s)(a'+s’)cosz¢ (A]7)
PFK(a,d) = —(a-s)d + ’)f"d cos’ ¢ (A18)
waj = mamIlds 0 ¢(as’+a’s)2+(a—s)(a’+s')cosz¢ '

24. Dans le cas général, on sort un facteur plus compliqué [(a’ — a’&)? + (a — &)(a’ — &') cos® ¢]2, qui compromet la suite du calcul.

25. Dans I’équation (A.15), les fonctions arc tangente et racine carrée sont définies sur le plan complexe. Une primitive de
cos (15/(sin2 [} \/4aa’ — cos? ¢) est \/4aa’ —cos2 ¢/[(1 —4aa’) sin ¢]. La racine carrée +/4aa’ — cos? ¢ qu’elle contient se multiplie avec celle prove-
nant de la dérivée de atan : I’intégration par parties fait donc disparaitre d’un seul coup les deux fonctions génantes racine carrée et arc tangente.
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qui se déduisent aisément de foﬂ dp[1 - C(a,a’)cos’> p]™! = n[l — C(a,a’)]""/?, ot C(a,a’) a méme valeur dans
PfJ(a,a’) et PfK(a,a’).*® On obtient ainsi, apres remplacement de J et K dans (A.14) par leur partie finie Pf J et
Pf K, une expression essentiellement explicite de I(a,a’; a,d’) :

’ Y 1 ’ 1 S ’ , vy v vy
PfJ(a,a’) - PfJ(a,a') — 5Pt K(a,a’) + 5Pf K(a,a’) +2a PfJ(a,a’) — &'PfJ(a, &) (A.19)

ad’ —a’'a a —da

I(a,ad’;a,d0") =

Le calcul de I(a,a’;a,d’”) que nous venons d’exposer échoue dans le cas particulier (a,a’) = (d,d’) et ne permet
a priori pas d’obtenir les termes diagonaux i = j dans I’équation (A.10). Une astuce simple permet cependant de
contourner 1’obstacle : il suffit de prendre (a,a’) = (a;,a}) et de faire tendre (&,a’) vers (a;, a;) dans (A.19) tout
en restant sur la variété V de I’équation (A.13). En pratique, on prend (&,d’) = (a; + €,a; + A;€) avec € — 0 et
A = [yl —4daa; — (1 - 2a,<alf)]/(2ai2), c’est-a-dire 4} = A, = —(k — q)2 ety = —(k — cj)z/(l — 2k)?. Nous obtenons
finalement F'(g, 1 -¢; k,1-k) = 4nk?/ [3g(1 —k)(1 —g)] comme dans I’équation (A.2) restreinte au domaine fondamental
0 <k < g < 1/2,ce qu’il fallait démontrer.

Annexe B. Expressions et résultats analytiques sur le taux de décroissance Landau-Khalatnikov des phonons
et sur le noyau intégral des équations cinétiques linéarisées correspondantes

Pour alléger les notations, on omet ici les barres au-dessus de g, E]',I_c : les nombres d’onde sont implicitement
exprimés en unités de kg7 /hic (T température du gaz, ¢ vitesse du son).

Annexe B.1. Cas du taux de décroissance fq

L’ équation (41) donne I, sous forme d’une intégrale double (au lieu d’une intégrale quadruple dans les références
[18, 16]). L’intégrale intérieure sur k peut cependant €tre effectuée analytiquement, ce qui ramene I'y a I'intégrale
simple suivante :

N (L , N
7 3gnl Jy 1 e 1 (min(q, ¢'), max(q.q")) B.1)

avec
L61361'2(61’ +3q) - i(q +q) = 3¢°q [82(e" 1) + ga(e” )]
12 20
64°(2q — @)lg3(e”™ ) — g3(e” D] + 12q(3q — 2¢)[ga(e” ™) + ga(e”™")]
24(q + q)lgs(e”) — g5(e” )] +24(q" - 4q)lgs(e”™) — gs(e )]
— 120[g6(e”) + go(e” 7 77) — go(e”™?) — go(e” )] (B.2)

F(q.q")

+00

oll g4(z) est I’habituelle fonction de Bose (ou polylogarithme) d’indice @, g.(z) = 23,2, Z"/n® (pour [z] < 1). On peut
montrer que I’intégrande de (B.1) est une fonction de ¢’ de classe C?, sa dérivée troisieme étant discontinue en ¢’ = q.
Expliquons brievement comme 1’équation (B.2) a été obtenue. La premiere étape est d’expliciter le min dans
I’équation (41). Comme ’intégrale sur k y est invariante par le changement de variable k — ¢ + ¢’ — k (son intégrande
est invariant sous 1’échange de k et ¥’ = g + ¢’ — k), on peut la limiter a I'intervalle [0, (¢ + ¢")/2] au prix d’une
multiplication par un facteur 2. Alors k < k’, k’ ne peut jamais étre le min et il ne reste que quatre cas :
(1) ¢ = ¢,k > g : la contribution a [, vaut
8rq?

T =
1(q) 30

+00 , (q+4')/2 o 1 ’ o
f dg'q'(1 +7y)fi(q.q") avec fi(q.q) = f dkkk'ﬁkﬁk,zz f/ dk kk'ny iy, (B.3)
q q q

ol nous avons cette fois utilisé la symétrie k < &k’ pour doubler I’intervalle d’intégration.

26. La aussi, la situation est plus simple que prévu : (i) comme a; — s = O eta) + s = 0, on a PfJ(a;,a}) = PfK(a;,d}) = PfK(az,a}) = O et
Cla1.d}) = Claz, ab) = 05 (ii) 1 = C(az,dy) = [(1 —k — g)/(1 + k — §)]* est un carré parfait.
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(2) ¢’ > q,k < g : la contribution a T, vaut

87q”

—C
i,

i} +eo 1
I(q) = f dq' ¢’ + 1) fo(q.q") avec fa(q.q) = pe f dk k'K gy, (B.4)
q

(3) ¢’ < g,k < ¢ :lacontribution a T, vaut
= 87“]2 ’r o = ’ ’ 1 477
I'3(g) = —3’_1€ dq’ ¢'(1 + nq,)f3(q, q) avec f3(q.q) = E dkk k nknk, (B.5)
g YO 0

(4) ¢’ < g,k > ¢ :lacontribution a T, vaut

_ 7> (1 . q (9+4')/2
I4(q) = —; f dg'q'(1 +7y)fa(q.q") avec fi(q.q") = f dk kK’ iy, (B.6)
3nq 0 q q
La deuxieme étape consiste a évaluer les fonctions f,(g, ¢"). On constate que
7\ g\
f3a.q) :(E) Ld.q) et fi(g.q) =(;) Hild.q) (B.7)

Il reste a calculer f; et f>. Expliquons sur fj comment procéder. On décompose I’intégrande de fi(q, ¢’) en éléments
simples vis-3-vis de la variable X = e (le mondme k au numérateur est traité comme une constante) aprés avoir
translaté la variable d’intégration de v pour obtenir

N v
fl(q,Q)—mﬁv dk

Dans I’intégrale du second terme, on effectue le changement de variable k — ¢ + ¢’ — 2v — k pour se ramener a

1 1 (7 k -v—k
fl(q,q/)=m[—fq dk(él+ql—V—k)(V+k)+f ak ¢ +V)(Q+q = )} (B.9)
q-v q-v

(B.8)

<k+v)<q+q —v-k  k+V@gtd-v-h
-1 ek—(q+q’—2v) -1

2 k-1

qu’on sait calculer puisqu’on connait une primitive de k" /(e* — 1) sur [0, 1], Yn € N : 7

k" /n! = kS
fdk [ - Z Egnﬂ—s(eik) (B]O)

N ] s=0

Annexe B.2. Cas du noyau intégral de la forme hermitienne des équations cinétiques linéarisées
Partons de I’expression (50) du noyau intégral comme somme de deux intégrales doubles 7 et /. Dans la premiere
intégrale, on intégre trivialement sur k’ grace au ¢ de Dirac (k' = g+ ¢’ — ket k < g + ¢'); en récrivant 2

dans /

$0PK) "= kg +q — k)T iy, (B.11)

nous nous ramenons a la méme intégrale sur k que dans I';. Dans la seconde intégrale double, on choisit ¢ > ¢’
(sans perte de généralité compte tenu de la symétrie hermitienne) et on integre trivialement sur k” grace au ¢ de Dirac
(K =k+q—q > k) pour tomber sur

(qIanq) -— f dkk(k + g — ¢")e*+ =" Vn,in,f+qq[min(q’,k)]3 (B.12)

27. On dérivera I’équation (B. 10) par rapport 2 k et on utilisera 4 @ [ga(e™ )] = —g(, e et goe™) = 1/(e" = 1).
28. Laloi de Bose vérifie 1 + nk = ek donc d(k)p(k') = e®HD2 ke 73CRE - en toute généralité.
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Il reste a distinguer k < ¢’ et k > ¢’, & décomposer I’intégrande en éléments simples vis-a-vis de X = ¥ puis a utiliser

(B.10). Nous trouvons finalement >

@Vigh = (aVilg" +<alVulg"
A A . ’ ’
(qVilg’y = —————— F(min(q,q'), max(q.q"))
3sh(4L —v)
. 4
qlVulg"y = —G max(g, ¢'), min ))
qlVilq 35| L] (max(g. ¢'), min(g, ¢’

ou la fonction F est celle de 1’équation (B.2) et la fonction G est donnée par

394" [82(€"7) = g2(€" )] + 64”(2q + ¢)g3("™) — g3(” )]
12¢'(2q + 3¢)[ga(€”™) — ga(e”™ )] + 24(q — ¢)lgs(€”) — gs(e”*7 )]

G(g.9)

+
+

24(q +4q)gs(e"™) — g5(e” )] + 120[gs(e”) + g6(” %) — go(e” 1) — g(e 1))

(B.13)
(B.14)

(B.15)

(B.16)

Considérée comme une fonction de ¢’, (g|V|g’) est continue mais présente un point anguleux en ¢’ = g a cause de la

contribution /1.

Annexe B.3. Applications

Donnons sans démonstration quelques développements limités ou asymptotiques du taux de décroissance l_"q etdu

noyau intégral (g|V|q’).

Annexe B.3.1. fq a faible q
11 faut distinguer les cas v < 0, v = 0 et v infinitésimal.
— Casv<0: 1_"q admet le développement limité

(g ) C(v)q [1+a(q + B0 + 0(q)]

avec
o) = )
no
J
a(v) = np+1+ J(])g;
. L S|, L) 1 g(e)
pO) = o+ 1) 2+JO(V)}+2J0(V) 5™ 1)
Ici,

1-

£ (k) étant la dérivée n*™ de la fonction f(k) =
— Casv=0: 1_"q admet le développement limité

J) = fo 0 s - ga(e 1+ 2 - 266

kit{, par rapport a k.

= v=0
[(@) )=, Coa’[1 +a0q +Bog’ + O(¢")]

29. L’inversion entre max et min dans I’équation (B.15) n’est pas une faute de frappe mais résulte d’un choix historique arbitraire.
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(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)



avece

4 16710
G = 50 =137 (B.23)
o B0 115 ey 820

Jo(0) 2 8x* 4t
6O +DHO0) 13 5

- +—=— 4 B.25
Fo 2J0(0) 6 = 16m (8-25)
— Cas v infinitésimal : en faisant tendre v vers zéro dans 1_"q a Q = q/Iv| fixé, on obtient le développement (70)
e 15 1 3£(3) 1 1 1 1
4
Q)= —3|-- - 1+ —|In(1 -+ —-= B.2
Q) M{[ il [ LR LU RN IR R R (B.26)

Notre motivation pour le calcul de ®(Q) fut la constatation suivante : le développement a faible g

2[Rl (1 + AP, | e
12 4 g + 0D (B.27)
Fq-Jo(v) q—0

fait apparaitre un coefficient &(v) discontinu en v = 0. Le calcul est simple. D’une part, ¢(0) = @y. D’autre
part, pour v > 0, &(v) = a(v) — (ng + 1/2) = 1/2 + J1(v)/Jp(v), et I’on passe a la limite v — 0~ en notant que
Jo(v) est continue (Jo(v) - Jo(0) = 47*/45) alors que J;(v) ne ’est pas (J;(v) - J1(0) + 2£(2)),3 si bien
que V= V=

. e 15 45¢(3) 15 45¢(3)

e R A i ==
Dans le développement (B.27) on ne peut donc pas échanger les limites ¢ — 0 et v — 0. Pour retrouver
le coefficient &(07), il faut faire tendre g vers zéro plus vite que v donc Q — 0 dans 1’équation (B.26). Pour
retrouver &(0), il faut au contraire faire tendre v vers zéro plus vite que g donc Q@ — +oo dans I’équation
(B.26). Et en effet,

(B.28)

Q) =~ @(07)Q et D(Q) 0 heo a(0)Q (B.29)

La fonction ®(Q) permet donc de raccorder les deux cas limites 0 < g < |y < let0 < | < g < 1.

Annexe B.3.2. fq a grand q
On découvre que la série asymptotique en 1/g admet un nombre fini de termes non nuls et commet une erreur
exponentiellement petite, que v soit nul ou < 0 :

avec

- 871 o n -
Ty = 371[2:0: ea(v) +0(g*e™) | (B.30)
c; = 2gs(e) (B.31)
2 = 30g(e") (B.32)
c1 = =36g1(e")+2 f dg q*go(e” ga(e"™) + qg1(e” )] (B.33)
0
co = -252 gg(ev) (B34)

30. En d’autres termes, pour obtenir cette limite, il est incorrect de faire tendre v vers zéro sous le signe intégral dans J;(v), alors que c’est
légitime dans Jo(v). En effet, pour k = |v|, f(k) =~ k/(k + |v|) est uniformément bornée mais f’ (k) = [v|/(k + [v])? ne Iest pas. I faut donc distinguer
dans J(v), pour € < 1 fixé, le sous-intervalle d’intégration [&, +oo[ (sur lequel on peut faire v — 0~ a k fixé) du sous-intervalle [0, ] (sur lequel
on doit faire v —» 0~ a K = k/|v| fixé); le bout fos dk contribue 2 la limite v — 0~ a hauteur de 2£(2) = 7%/3.
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Annexe B.3.3. (k|V|q) a faible q
A v fixé nul ou < 0, on prend k = O(1) mais pas forcément fixé lorsque ¢ — 0.3' Il faut donc distinguer les cas
k < g et k > g dans I’équation (B.13) appliquée a (k|V|g). Nous justifions alors I’équivalent (82) avec

4n k3 v v—k v—k v
Wik,v) = W—) ot k[ga(e”) + ga(e"™)] + 2[g3(e"™") — g3(e")]
" {kga(e) — g2 + 2[gs(e) — g3 1) (B.35)
3sh3

Cette expression s’étend par continuité a R* x R™, le numérateur de la premiere (seconde) contribution tendant
quadratiquement (linéairement) vers zéro 1a ou son dénominateur s’annule, toujours linéairement. En particulier,
limg)—0.0) W(k, v) = W(0,0) = —873/9. La fonction ‘W(k, v) ainsi étendue est bornée. De plus, lorsque v — 0~ et
(k,q) — (0,0) a k/|v] = K et g/|v| = Q fixés, nous avons vérifié que I’équation (82) vaut toujours, ‘W (k, v) pouvant y
étre remplacé par ‘W(0, 0).

Annexe B.3.4. (q|V|q Y a grand nombre d’onde
Partons de I’équation (B.13). Si ¢’ — +00 a ¢ fixé, {g|V|¢’) tend exponentiellement vers zéro, ¢’est un O(q'3e™7/?).
Si g et ¢’ tendent conjointement vers I’infini, les contributions / et /7 se comportement différemment :

A , N 2me’ 3 ,(quq )2 |: (mln(% 6]/) )

Wiy s 7o 5 9 'O\ . ) (B30
N -32n

@Vilgy  ~ {lg - q'llgs(e”) = gs(e1N] + 5[gs(e”) — ge(e’ =]} (B.37)

7.4 >+ gh |q ¢ |

Ceci justifie le distinguo effectué dans la note 15.

Annexe C. Variance sous-balistique du déphasage du condensat aux temps longs dans le cas concave

La variance sous-balistique réduite V(7) du déphasage du condensat en présence de processus Landau-Khalatnikov
a basse température T est donnée dans la théorie exacte par I’équation (79) et dans 1’approximation de taux par
I’équation (54). Dans les deux cas, elle est de la forme

V@) = f dg If( (‘1))2 e T 1+ T (C.1)
ou la fonction f(g) est réguliere et admet un développement limité en g = 0. Il s’agit ici de calculer le développement
asymptotique de V(7) pour 7 — +oo. Il faut pour cela distinguer les cas v < Oetv = 0 (v = He/kpT, ol g est le
potentiel chimique du gaz de phonons) qui conduisent & des comportements différents de f(g) et T'(§) au voisinage de
g = 0. Dans les deux cas, T(§) est une fonction strictement croissante de g tendant vers +co lorsque § — +00, 32 ce
qui va permettre d’effectuer un changement de variable simplificateur dans 1’équation (C.1).

Annexe C.1. Casv <0

['(g) s’annule quadratiquement en § = 0 (voir I’équation (55)) et il en va de méme pour f(g) (voir 1’équation
(56) pour I’approximation de taux et I’équation (84) pour la théorie exacte). On peut séparer dans 1’équation (C.1) la
partie diffusive linéaire en temps (elle provient du terme ['(§)7 entre crochets). Dans le reste, on prend comme nouvelle
variable d’intégration

Q=[I@1"” (C2)

31. En pratique, on traite les cas ¢ — 0 a k fixé et ¢ — 0 a K = k/q fixé, puis on vérifie qu’ils se représentent bien par 1’'unique expression
(82,B.35).

32. 11 suffit en fait que ['() soit strictement croissante sur un voisinage de g = 0 et reste ailleurs a distance non nulle de zéro pour que nos
résultats s’appliquent.

28



I'exposant 1/2 assurant que € est a I’ordre dominant une fonction linéaire de g a faible g. Alors f(g)/ ['(g)* diverge
comme 1/Q? en I’origine et V(¢) se récrit sous la forme

V(f) = D + fo i %?)(efﬂzf —1) (C.3)
avec . B B B
D= f gl ? o ry=J@ 2@ (C4)
o T@ $h@ T@I @
F(Q) admet en g = Q = 0 un développement limité par rapport a g donc par rapporta Q :
F(Q) 0o F(0) + QF’(0) + 0(Q%) (C.5)

avec F(0) # 0. Introduisons une coupure arbitraire g. > 0 sur le nombre d’onde g donc une coupure Q. = [l‘(qc)]l/ 2
sur Q. Dans I’intégrale (C.3), la contribution haute a une limite finie lorsque f — +oco, obtenue en omettant le terme
exponentiel en temps : ce dernier est majoré par e et le négliger ne déclenche aucune divergence de 1’intégrale
(thm dQ F(Q)/Q? < ). Dans la contribution basse, il faut d’abord séparer 1’approximation affine (C.5) de F(Q)

avant de pouvoir négliger le terme exponentiel : 3

Q. Q. _ _
f 40 ng) (e‘sz _ = f 40 FQ)-FO0)-F (O)Q(—l)
0 1=+ Jo

QZ
B e—ta_ -1 , Q. e—ta_ -1
+ F(O)fo\q Q=+ F (O)f0 dQ=—— +o(1) (C6)

On donne alors (la notation O(X ™) signifie a décroissance rapide) les résultats

X e ] 1
f dx " = -2 4 T OX™™) (C.7)
0 —+00
X e 1 o
dx P o T InX — EVEuler +O0(X™) (C.8)
0 —+00

auxquels on se raméne par le changement de variable Q = x/7'/2. Nous trouvons donc bien un développement asymp-
totique de la forme (58,73) avec des coeflicients

Alv) = -F() (C.9)
B(v) = -F(0) (C.10)
Q. ’ +00
‘ F(Q)-F(0) - F0)Q F(Q) F@) , 1
E(v) = - j(; dQ oy - Lr dQ oD + o F’(0) (ln Q.+ zyEuler) (C.11)
Il reste a faire le lien avec la variable d’intégration originelle g de I’équation (C.1). Le calcul montre que

_2 -

LI _ po)cm) '+ aF(0) + 0@) (C.12)

I(@? a-0

ou C(v) = limg_o @)/ 512 ; cette équation (C.12), écrite dans le texte principal sous la forme (57), est commode car elle
donne acces a F(0) et F’(0) sans jamais passer par la variable Q. On obtient ainsi les équations (60,61). En revenant
a g dans I’équation (C.11) on trouve

| f@) F(O)C(v)-”2+qF’(O)} f*"" _ f(@
E(v) = - dg | = - - dg =
™ f a [r@2 7 . T2

+ F(0)C(v)™/? [ql - %a(v)} - F'(0) {ln[qccm”z] - %mer} (C.13)

¢

. 2 _ . . .
33. On commet cette fois une erreur O(fo+oo dQe ") = O(7'/?), au lieu d’une erreur exponentiellement petite en temps.
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sachant que
. 1 1 3 a(v) . I |
}}gr(l) WEOIE - )i = 3C et ‘11% Ing 2 InT'(g) = 2 InC(v) (C.14)

d’apres 1’équation (55). Voila qui justifie I’équation (62).

Annexe C.2. Casv =0

Cette fois f(c]) s’annule cubiquement en § = 0 (voir I’équation (63)) et f(g) ne s’annule pas. Pour avoir une
nouvelle variable d’intégration Q linéaire en g a I’ordre dominant, nous posons

Q=[T@1"° (C.15)

Alors f(g)/T(g)* diverge comme 1/Q° en I’origine, on ne peut plus sortir un terme diffusif et V(7) se récrit

F(Q) —Q3F 3 N _ f(C?)
V(@) = f — ("= 1+Q%) ot F(Q) = 30/ (C.16)
Dans I’approximation de taux, F(2) admet en Q = 0 un développement limité
Q ’” 3
F(Q) = F(0)+ QF'(0) + F 0) + 0(Q%) (C.17)
avec F(0) non nul. On procede ensuite comme pour le cas v < 0. A ’aide des résultats
3l .
X _3 3 =I(z) si n=6
-1 1 (1= 100 \3
f AL gr( 3”): (C.18)
0 : o M) si n=5
X e 1+
fo dx T i InX + O(1) (C.19)
nous trouvons
V@) —r(1 /3)F(0)P3 + r(2/3)F 0)F + F"(O)tln(t'/3) + O(D) (C.20)
1—

ce qui justifie les équations (65,66). Dans la théorie exacte, nous pensons que F”(0) existe mais nous ne connaissons
pas sa valeur, et nous n’avons pas montré I’existence de F”'(0).
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