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Résumé

Cet article propose une modélisation a l'aide d’un pro-
bleme SAT d’un probleme spécifique de définition d’un
planning des passages d’étudiants en examen (épreuve ES
en BTS-SN) ainsi qu’un lien vers une implémentation en
Python préte a ’emploi par les enseignants de la filiere
concernée permettant de résoudre le probleme. La dé-
marche est présentée de maniere détaillée afin de permettre
une adaptation aisée a d’autres contextes.

Mots Clef
emploi du temps, SAT, PicoSAT, BTS.

Abstract

This article addresses a specific timetabling problem for
student exam schedules (E5 exam for technical university
students enrolled in a French BTS-SN curriculum) by mo-
deling it thanks to a SAT problem and providing a link to a
ready-to-use Python implementation to solve this problem.
The detailed presentation of the process makes it easily
transposable to other situations.

Keywords
timetabling, SAT, PicoSAT, BTS.

1 Introduction

La gestion des emplois du temps est, sans aucun doute, 1’'un
des grands casses-tétes administratifs des établissements
scolaires et universitaires. En particulier, la gestion d’un
planning pour les passages a 1’oral par groupes des étu-
diants peut donner du sacré fil a retordre aux personnels
administratifs et aux enseignants. Ainsi, il est traditionnel
qu’en classe préparatoire, on demande a I’enseignant de
mathématiques de préparer le colloscope (i.e. le planning
des oraux) de la classe car il faut au moins étre mathémati-
cien pour intégrer I’ensemble des contraintes logiques a la
solution du probleéme ! A I'&re de I’intelligence artificielle,
les enseignants seraient en droit de se demander pourquoi
les scientifiques n’ont toujours pas trouvé de solution pour
les débarasser de ces problemes.

Et pourtant, il s’agit tout simplement d’un gros malen-
tendu. Car, bien au contraire, les chercheurs ont été par-

ticulierement prolifiques dans le domaine de I’automati-
sation des emplois du temps (slirement puisqu’ils sont
confrontés a ce type de problemes dans leur quotidien
d’enseignants-chercheurs). A titre d’exemple, les états de
I’art dans [17] et, plus récemment, dans [16] renvoient
chacun a plus d’une centaine de publications dans ce do-
maine, dont les premieres datent du début des années 60.
Par ailleurs, la conférence internationale PATAT (Practice
and Theory of Automated Timetabling http://www.
patatconference.org/) réunit tous les deux ans de
nombreux chercheurs autour de cette thématique. Alors,
pourquoi tant de professeurs de mathématiques en classes
préparatoires s’embétent-ils tous les ans a refaire a la main
leurs colloscopes ? Pourquoi les professeurs en BTS Sys-
teémes numériques s’embétent-ils tous les ans a refaire a
la main les plannings des passages des étudiants pour les
épreuves d’intervention sur systéme ?

Sans trop élaborer sur tous les obstacles a dépasser avant
que le savoir d’une communauté scientifique soit mis en
application au sein de la société de maniere générale, il
convient tout de méme de faire quelques constats.

1. La diversité des contextes amene une diversité des
solutions. Or ce n’est pas toujours évident de faire
coller son propre probleme a une méthodologie
congue pour en résoudre un autre.

2. La recherche scientifique se concentre sur des mé-
thodes a la pointe, permettant de traiter les pro-
blemes les plus complexes ou de les résoudre le
plus rapidement possible. Mais celles-ci ne sont pas
forcément les plus simples a implémenter ou acces-
sibles a I’utilisateur.

3. L'utilisateur n’est pas forcément en capacité de
transformer un algorithme en programme informa-
tique, ni de se plonger dans un code de plusieurs
milliers de lignes.

Ces différents constats doivent étre pris en compte si I’on
souhaite proposer un outil de résolution qui puisse étre
adopté localement, comme celui que I’on propose aux en-
seignants de BTS Systémes numériques dans cet article.

Le premier constat incite a opter pour une méthode de ré-
solution suffisamment flexible, ou I’ utilisateur peut définir
chacune des contraintes de son probleme. Cela signifie en



pratique que les contraintes doivent tout de méme étre im-
plémentées directement par 1’ utilisateur. Le second constat
oriente vers une méthode qui soit conceptuellement com-
préhensible pour I’utilisateur. Enfin, le dernier constat en-
tralne le choix d’une méthode dont les algorithmes princi-
paux ont déja été implémentés dans les langages de pro-
grammation courants et sont librement disponibles. Ainsi,
les algorithmes de résolution peuvent demeurer une boite
noire pour l'utilisateur qui se limite a implémenter les
contraintes de son probleme.

Ces considérations nous ont amené a choisir, dans le cadre
d’un probléme de planning des passages des étudiants en
épreuve E5 d’une classe de BTS Systemes numériques,
une méthode de résolution s’appuyant sur un solveur SAT
[4, 18] implémentée en Python3. Ce type de solveur est
largement assez performant pour apporter des solutions ac-
ceptables aux problemes posés ici si I’on se limite aux ef-
fectifs d’une seule classe. Quant au choix du langage de
programmation, il a été fait en cohérence avec 1’'impor-
tance croissante que ce langage a pris dans les lycées de-
puis I'introduction d’un enseignement d’algorithmique au
programme de seconde en 2009 [7] et celle du langage Py-
thon au programme des classes préparatoires scientifiques
en 2013 [6] et qui a conduit de fait & une plus grande mai-
trise du langage au sein du corps enseignant.

1.1 Travaux connexes

Comme cela a été mentionné en introduction, les pro-
blemes d’emplois du temps scolaires et universitaires ont
fait ’objet de nombreux travaux scientifiques mais le
nombre de travaux abordant ces problemes sous la forme
de problemes SAT est relativement limité. Dans [17], I’au-
teur fait mention d’un possible axe de recherche a venir
sur 'utilisation de techniques de résolution de problémes
SAT, a condition de modéliser le probléme du school time-
tabling par un probléme SAT. Toutefois, preés de 10 années
plus tard, il n’est fait aucune mention de telles démarches
dans [16] qui est un état de ’art pourtant tres complet. En
contraste, on y retrouve de nombreux travaux implicant la
résolution de probleémes CSP (Problemes de satisfaction de
contraintes), une approche proche mais bien distincte de la
résolution de problemes SAT [22].

Plus récemment, des articles ont, tout de méme, abordé les
probleémes de timetabling via le prisme des problemes SAT
[2] ou SMT [10], qui en est une généralisation. On peut
également noter une approche SAT du social golfer pro-
blem qui n’est pas tres éloigné des problemes de gestion
d’emplois du temps académiques [12, 21].

Enfin, il faut noter que le présent article se distingue de ces
travaux en tant que 1’on a fait le choix de ne pas inscrire
la modélisation du probléme considéré dans une classe de
modélisations de problemes pouvant étre, a leur tour, mo-
délisés par des problemes SAT mais plutot de passer direc-
tement a la modélisation en tant que probleéme SAT.

Plus largement, il existe différentes approches dont 1’ob-
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jectif général est apparenté a notre volonté de présenter

une méthodologie qui permette une utilisation accessible
d’outils existants pour la résolution de problémes de pro-
grammation sous contraintes. On peut citer dans ce sens
le développement du langage MiniZinc et de solutions lo-
gicielles completes associées [15, 20]. Notre approche se
distingue d’une telle approche car elle ne nécessite ni 1’ap-
prentissage d’un nouveau langage spécifique, ni I’installa-
tion de logiciel spécifique, mais est limitée, par contre, aux
problemes SAT. On peut également remarquer qu’une mo-
délisation du présent probleme via le langage MiniZinc ne
nous a pas semblé étre une tache aisée.

2 Modélisation du probleme

2.1 Présentation du contexte

Les étudiants de BTS SN-IR et de BTS SN-EC (Sys-
temes numériques - Informatique et réseaux ; Electronique
et communications) doivent réaliser chaque année une
épreuve intitulée ES-Intervention sur un systéme numé-
rique et d’information [5]. En premiére année, pour cha-
cun des étudiants, I’épreuve dure 12h découpées en plu-
sieurs séquences. Chacune de ces séquences consiste pour
les étudiants en une intervention en équipe sur un systeme
numérique au cours d’une séance d’examen. Une équipe
est composée d’un chef d’équipe et de techniciens. Chaque
étudiant doit étre mis en situation de chef d’équipe pendant
4 heures et en situation de technicien pendant 8 heures.
Lors des séances d’examen, plusieurs équipes travaillent
en parallele, chacune sur son systeme, sous la surveillance
d’un enseignant qui évalue les étudiants. Il y a générale-
ment entre 4 et 6 types de systemes différents proposés et
comme chaque systeme nécessite du matériel spécifique, il
n’est possible de faire travailler qu’un nombre tres réduit
d’équipes sur des systeémes de méme type en parallele.

Par exemple, au lycée Jacquard de Paris (19° arr.), les sys-
teémes proposés sont DAMALISK (un réseau de télépho-
nie), WIFIBOT (un robot de surveillance), DMX (un sys-
teme de gestion de projecteurs dans une salle de spec-
tacle) et SIMRAD (un systeme de pilotage automatique
de bateau). Le matériel disponible permet de faire tour-
ner un systtme DAMALISK, un systtme SIMRAD, deux
systemes WIFIBOT et deux systtmes DMX en parallele.
Pour ces systemes, une intervention requiert une équipe
de trois étudiants (un chef d’équipe et deux techniciens)
et se fait au cours d’une séance d’examen de 8 heures. Au
cours de cette séance de 8 heures, chaque chef d’équipe
travaille avec ses techniciens pendant 2 heures, ensuite les
techniciens travaillent 4 heures en autonomie, puis le chef
d’équipe travaille a nouveau avec les techniciens pendant
2 heures (ces dernieres modalités peuvent varier d’un éta-
blissement & I’autre, mais cela n’a pas d’incidence sur le
modele proposé).

Ainsi, au cours d’une séance, un €étudiant a : soit réalisé
ses 4 heures en tant que chef d’équipe; soit réalisé ses 8
heures en tant que technicien. Deux séances suffisent donc
pour évaluer un étudiant. Toutefois, comme chaque inter-
vention sur un systeme nécessite que deux techniciens y



consacrent 8 heures et que chaque étudiant doit passer au
moins une fois en tant que chef d’équipe, il est demandé
a chaque étudiant de passer deux fois en tant que tech-
nicien sur un systéme avec une évaluation sur un seul de
ces passages. Ainsi, un étudiant doit travailler pendant trois
séances, chacune correspondant a une équipe travaillant sur
un systeme.

Les enseignants doivent donc proposer un planning pour
des séances d’examen, en définissant les systemes sur les-
quels des équipes travailleront tout au long de cette séance
et la composition de ces équipes, de maniere a respecter
les contraintes décrites précédemment. De plus, méme si
cela n’est pas imposé au niveau national, il parait préfé-
rable qu’a chaque passage d’un étudiant, celui-ci travaille
avec des étudiants différents et sur un systeme différent.
La tache que le logiciel proposé dans la suite de 1’article
permet d’accomplir est la suivante :

Etant donné un planning des séances d’examen et des sys-
temes a traiter au cours de chacune de ces séances, ren-
voyer, s’il en existe une, une répartition des étudiants en
équipes d’intervention sur ces systémes de maniére a ce
que :

1. chaque étudiant intervient trois fois exactement ;

2. chaque équipe est composée de trois étudiants
exactement ;

3. un étudiant ne peut intervenir dans plus d’une
équipe par séance;

4. pour chaque étudiant, chaque intervention corres-
pond a un systeme différent;

5. chaque étudiant ne peut collaborer qu’une seule
fois avec un autre étudiant ;

6. chaque équipe posséde exactement un chef
d’équipe;
7. chaque étudiant doit passer une fois chef d’équipe.

Le tableau 1 ci-contre donne un planning des systemes par
séances d’examen, et la répartition qui a été déterminée par
le logiciel en fonction de ce planning. Chaque ligne cor-
respond a un étudiant et chaque colonne a une séance. On
indique qu’un étudiant est intervenu en tant que technicien
ou en tant que chef d’équipe par les abréviations T et CE
respectivement.

2.2 Résolution SAT

Le logiciel est construit autour d’une méthode de résolution
d’un probleme SAT. Sans rentrer dans les détails, en voici
le principe.

Etant donnée une expression propositionnelle, il s’ agit pour
le probleme de satisfiabilité (SAT) d’attribuer des valeurs
de vérité aux variables propositionnelles de maniére a ce
que I’expression propositionnelle soit vraie, lorsque c’est
possible, ou d’indiquer qu’il n’existe pas de telle solution
sinon [13].

En pratique, les solveurs SAT sont généralement de type

N

CNF-SAT (mis a part quelques rares exemples tel que

Si1 S S3 S

DMX 2 2 1 1
WIFIBOT (WIF) 2 2 1 1
DAMALISK (DAM) 1 1 1 1
SIMRAD (SIM) 1 1 1 1
i
S1 Sa S3 Sy
Ey T-WIF#2 T-SIM#2  CE-DMX#5
E>  CE-DAM#1  T-WIF# T-SIM#4
Es3 T-WIF#l  CE-DMX#4 T-DAM#4
E; CEDMX#2  T-DAM#2 T-WIF#6
Es  CE-WIF#2  T-DMX#4 T-SIM#3
Eg T-DMX#2 T-WIF#3 CE-SIM#4
E7 T-DMX#4  CE-WIF#5 T-SIM#4
Eg T-DMX#3  CE-SIM#3  T-DAM#4
Ey  CE-DMX#l  T-WIF#3 T-SIM#3
Eip  T-DMX#2 T-WIF#5  CE-DAM#4
E1n CE-SIM#l  T-DAM#2 T-DMX#6
Ei12  TSIM#l  CE-DMX#3 T-WIF#6
Ei13  T-DAM#l  CE-WIF#3  T-DMX#5
F14  TDMX#l  CE-DAM#2  T-WIF#5
E15  T-DAM#l T-SIM#2 CE-WIF#6
Eis  T-SIM#l CE-WIF#4  T-DMX#5
Ei7  T-WIF#l CE-SIM#2 T-DMX#6
Ei1g  T-DMX#l T-WIF#4  CE-DAM#3
Ei9 CE-WIF#l  T-DMX#3  T-DAM#3
Ey  T-WIF#2 T-DAM#3  CE-DMX#6

TABLE 1 — Un planning des systémes par séances et une
répartition des étudiants admissible renvoyée par le logiciel

[14]), ce qui signifie que I’expression propositionnelle doit
étre renseignée sous sa forme normale conjonctive (CNF).
En particulier, c’est le cas pour le solveur PicoSAT sur le-
quel s’appuie la libraire pycosat utilisée dans le logiciel
[4, 18].

Les solveurs SAT sont aussi généralement équipés d’un ti-
meout qui leur permet de stopper la recherche s’ils n’ont
pas pu aboutir a une solution au probleme dans un délai rai-
sonnable. C’est le cas de PicoSAT qui permet de fixer une
limite au nombre de propagations unitaires qui peuvent étre
réalisées lors de la recherche (le nombre de propagations
unitaires réalisées étant quasi-linéaire au temps d’exécu-
tion).

2.3 Base de la modélisation SAT

On commence par poser les bases de la modélisation, puis
on modélise chacune des contraintes présentées précédem-
ment.

On remarque que, comme chaque étudiant doit intervenir
sur exactement trois systemes et qu’il y a exactement trois
étudiants par équipe, le nombre d’équipes doit étre égal au
nombre d’étudiants. On note n ce nombre, F1, ..., E, les
étudiants et A4, ..., A, les équipes.

Par ailleurs, chaque équipe travaille sur un systeme d’un
certain type au cours d’une séance donnée. On note ¢ le
nombre de types de systemes différents et s le nombre de
séances sur lesquelles ils sont répartis. On fixe une parti-
tion 77 U ... U T} de [1,n] de maniére a ce que A; est une
équipe travaillant sur un systeme de type [ si et seulement



si j € T;. De méme, on fixe une partition S; U ... LI Ss de
[1,n] de maniere a ce que A; intervient lors de la séance [
si et seulement si j € S;. Pour faire cela, on part du plan-
ning des systémes par séances que 1’on représente sous la
forme d’une matrice P de taille (¢, s) et 1’on attribue les
indices de chacune des équipes en parcourant la matrice du
haut vers le bas puis de droite a gauche. Dans le cas du
planning des systemes par séances donné en exemple pré-
cédemment, cela donne la matrice et les partitions ci-apres.

T, ={1,2,7,8,13,17}
Ty = {3,4,9,10,14, 18}
Ts = {5,11,15,19}

T, = {6,12, 16,20}

Sy ={1,2,3,4,5,6}
Sy ={7,8,9,10,11,12}
Sy = {13,14,15,16}
S, = {17,18,19,20}

TABLE 2 — Partitions en types de systémes et en séances
définies pour I’exemple de la Table 1

Enfin, on modélise le fait qu’un étudiant F; participe ou
non a une équipe A; par la variable propositionnelle X; ;
et le fait qu’il en soit le chef d’équipe par la variable pro-
positionnelle Y ;.

2.4 Modélisations des contraintes

On reprend ici une par une les contraintes listées a la
section 2.1 en les exprimant en tant que contraintes de
cardinalité lorsqu’il y a lieu. La contrainte de cardinalité
#k(x1,...,z,) signifie que N#k ot N est le nombre de
variables évaluées a vrai parmi 1, ..., z,, # est 'un des
symboles <, =, > et k un entier de [0, n].

Contrainte (1) : trois équipes par étudiant.
Vie1,n], =3(X;1,Xi2, ..., Xin)-

Contrainte (2) : trois étudiants par équipe.
Viel,n], =3(X1,, X2, Xn,j)-

Contrainte (3) : non dédoublement des étudiants.

Vi€ [1,n], Vk € [1,s], Vi €C3,, < 1(Xij, Xij,)

ou Cg‘k désigne I’ensemble des combinaisons de deux élé-
ments de Sy.

Contrainte (4) : des systémes différents.
Vi € [1,n], Vk € [1,1], Vj € CF,, < 1(Xij,, Xijn)-
Contrainte (5) : des partenaires différents.

Vi€ C2, Vi€ C2, <3(Xiyiny Xy jor Xinjrs Xinja)-

1,J1
Contrainte (6) : un chef d’équipe par équipe.
V] € [[1, TL]], = 1(Y1’j, YQJ, veey Yn,j)'

Contrainte (7) : tout étudiant doit passer chef d’équipe.

Vi € [[]-an]]a = 1(&,13%,27 7}/1,n)

Contrainte (8). On peut remarquer qu’'un étudiant ne
peut pas passer chef d’une équipe sans étre dans cette
équipe. On a donc une contrainte supplémentaire.

Vie[l,n], Vj€[l,n], Y, = X;,.

Contrainte assouplie (4’°). Comme indiqué dans la pré-
sentation du contexte, les contraintes qui ont été considé-
rées ne sont pas toutes imposées au niveau national et on
peut essayer de les assouplir pour obtenir des résultats plus
facilement. On peut considérer seulement qu’un étudiant
ne doit pas intervenir plus de deux fois (au lieu d’une) sur
un méme systeme.

Vi € [[1,n]], Vk € [[1,lf]], Vj S C%c, < 2(X7;,j1,Xi7j27Xi,j3)-

2.5 Encodage CNF performant des
contraintes de cardinalité

Hormi, la contrainte (8), toutes les contraintes ici cor-
respondent a des contraintes de cardinalité de type
#k(zq,...,z,). Ces contraintes peuvent étre exprimées di-
rectement sous forme CNF via une approche dite naive
mais cela pose rapidement des problemes de complexité
des que n augmente car le nombre de clauses de ces
contraintes est prohibitif. Il existe dans la littérature de
nombreux encodages plus performants de ce type de
contraintes qui permettent d’obtenir une forme CNF équi-
satisfiable comportant un nombre tres réduit de clauses en
rajoutant un nombre raisonnable de variables supplémen-
taires [1, 3, 11, 19]. Le logiciel proposé utilise de tels en-
codages en suivant le protocole défini dans [8].

2.6 Choix du planning des systémes par
séances

Jusqu’a présent dans cette section, il n’a été question que
de la recherche d’une solution a un probleme SAT défini
par la matrice P du planning des systémes par séances,
cette matrice étant définie a priori par ’enseignant. La
question du choix de ce planning est également une ques-
tion valable et il peut étre envisagé d’automatiser ce pro-
cessus.

En effet, on commence par faire la remarque suivante : si le
probléme SAT défini par une matrice P admet une solution
alors la matrice vérifie nécessairement les trois contraintes
suivantes :

— la somme des coefficients de P vaut n;

— pour chacune des colonnes de P, la somme des co-
efficients de cette colonne vaut au plus 7/3 (sinon
il faudrait qu’un étudiant soit présent dans deux
équipes au cours de la méme session, ce qui est
proscrit) ;

— pour chacune des lignes de P, la somme des co-
efficients de cette ligne vaut au plus »/3 (sinon il
faudrait qu’un étudiant interviennent sur deux sys-
temes du méme type, ce qui est également proscrit).



Par ailleurs, on rappelle que, pour chaque type de systeme,
il y a une borne sur le nombre de systémes de ce type pou-
vant fonctionner simultanément. On note R = (R, ..., R;)
ces restrictions.

Enfin le nombre de systemes est fixé et on peut fixer le
nombre de séances possibles (ou une borne maximale si
I’on préfere).

Ainsi, en ne considérant que les matrices qui vérifient
I’ensemble de ces contraintes, on limite sérieusement les
possibilités. Pour le cas présenté en exemple précédem-
ment, c’est-a-dire 20 étudiants, travaillant pendant au plus
4 séances sur les 4 systemes du lycée Jacquard avec les res-
trictions associées sur le fonctionnement en parallele de ces
systemes (i.e. R = (2,2,1,1)), il existe exactement 100
matrices satisfaisant ces contraintes. Mathématiquement,
c’est ’ensemble P(n, s,t, R) des matrices P € Mat; ; (N)
telles que :

t s
Z Z P’L,j =n,
i=1j=1

Viellsl, X Pi; <%, (1)
1=1

t
Vi€ [[Lt]]a Z Pi,j < %7
Jj=1
Vi € [[1,lf]], \V’j S [1,8]], Pi,j < Ri-

Un tel ensemble peut facilement étre généré griace a un al-
gorithme récursif [9]. Comme cet ensemble est fini et cal-
culable en un temps trés raisonnable, il est envisageable de
I’ordonner totalement par ordre de préférence selon un cer-
tain nombre de criteres définis par les enseignants (comme
regrouper les épreuves sur un minimum de séances ou pro-
poser un minimum de types de systemes différents). On
peut ensuite parcourir cet ensemble ordonné de matrices,
jusqu’a la premiere dont le probleme SAT associé possede
une solution.

Toutefois, dans la pratique cela n’est pas forcément la
meilleure option et ceci pour deux raisons. D’abord, dé-
finir une fonction de préférence n’est pas immédiat et les
criteres de préférence sont tout a fait fluctuants d’un en-
seignant a 1’autre. Ensuite, et c’est une découverte que
nous avons réalisée en faisant différents tests sur le logiciel,
pour toutes les valeurs testées, le probleme SAT associé a
chacune des matrices de P(n, s, t, R) admet une solution.
Cette derniere remarque nous amene a poser la conjecture
que les contraintes nécessaires énoncées dans cette section
seraient en fait suffisantes pour que le probleme SAT as-
sociée a une matrice P posseéde une solution. Si tel est
le cas, il ne sert a rien d’ordonner totalement 1’ensemble
de ces matrices, il suffit simplement d’en choisir une (la
meilleure).

On remarque par ailleurs que les considérations faites dans
cette sous-section ne sont valables que si I’on considere les
contraintes dans leur version premiere et ne tiennent plus
si I’on considere la contrainte assouplie (4’).

n 18] 19 [ 20 [ 21 [22 ] 23 |24
Smin | 3| 4 | 4 | 4 4] 5 |4
[P [ 1 [ 1120 [ 100 | 208 | 16 | 11700 | 1

TABLE 3 — Seuils minimaux s,,;, €t cardinaux des en-
sembles de matrices potentielles en fonction de n

3 Implémentation et résultats
3.1 Implémentation Python

L’implémentation proposée transpose directement ce qui
a été décrit précédemment et permet de créer un fichier
CSV contenant la solution si elle a été trouvée. A ce stade,
la solution est calculée uniquement a partir d’une matrice
P rentrée par 'utilisateur. Nous intégrerons également, a
terme, une option qui permettra au logiciel de fournir lui-
méme une telle matrice. Le code source en Python3 est mis
a disposition librement sous licence GNU [9].

3.2 Lecasd’uneclasse: 18 <n <24

Etant donné qu’une classe de BTS Systemes numériques a
un effectif situé entre 18 et 24 étudiants, nous avons déter-
miné pour chacun des effectifs possibles toutes les matrices
vérifiant les conditions nécessaires définies au niveau de la
sous-section 2.6 (en respectant les contraintes spécifiques
sur les systémes du lycée Jacquard de Paris) de taille (¢, s)
ou s a été choisi comme étant le seuil minimum s,,;, a
partir duquel il existe au moins une telle matrice.

Apres vérification sur I’ensemble de ces matrices, chacune
correspond a un probleme SAT admettant une solution d’out
notre conjecture que les conditions nécessaires de la sous-
section 2.6 sont suffisantes. Nous n’avons toutefois pas
cherché a démontrer mathématiquement cette conjecture.
Les deux tableaux suivants permettent de synthétiser les
résultats obtenus.

Nous avons également cherché a voir s’il était possible
de réduire le nombre de séances en assouplissant les
contraintes, puisqu’il peut étre compliqué pour les ensei-
gnants d’organiser de nombreuses séances. Etant donné
qu’il ne peut y avoir plus de 6 systemes par séance, il est
clair que I’effectif maximal pour une valeur fixe de s ne
peut étre supérieur a 6s. On peut donc en déduire qu’un
assouplissement des contraintes ne permettra pas de di-
minuer le nombre de séances, sauf éventuellement pour
n = 23. Nous avons donc effectué des tests en rempla-
cant la contrainte (4) par sa version assouplie (4’) et vérifié
que, dans ce cas, la matrice P suivante permettait d’obtenir
une solution au probleme SAT assoupli.

2

o= NN
== NN
o= NN

1
1
1
On précise également que le temps d’exécution est tres sa-

tisfaisant par rapport a I’utilisation qui est attendue du lo-
giciel. En effet, pour chacun des différents problemes SAT



considérés, le temps d’obtention d’une solution est infé-
rieur a la seconde, sachant que les calculs ont été réali-
sés sur un ordinateur portable bas de gamme au regard des
standards actuels (processeur i5-2540M CPU @ 2.60GHz
X 4 et mémoire vive de 3.7Go).

3.3 Gérer la complexité pour des plus
grandes valeurs de n

Une analyse de I’algorithme proposé permet d’approcher
le nombre de variables de la modélisation par 14n? et le
nombre de clauses par in* — in® + 3n? — 20n. Ces
quantités restent raisonnables pour un solveur SAT opérant
sur un ordinateur lambda si I’on considere les valeurs de
n de la sous-section précédente. Cependant, si 1’on consi-
dere des valeurs plus importantes comme n = 80, cela de-
vient plus compliqué car la mémoire vive de I’ordinateur
pourra saturer simplement sur le stockage des contraintes
(dans I'implémentation Python, une clause est un tableau
de jusqu’a 4 entiers de 28 bytes chacun, I’ensemble des
clauses étant lui-méme stocké dans un tableau). Méme si,
dans notre exemple particulier, il n’y a pas autant d’étu-
diants, ce nombre pourrait étre largement dépassé si 1’on
souhaite organiser le déroulement d’épreuves semblables
pour I’ensemble des étudiants d’une méme académie.

Une solution consiste a découper le probleme en sous-
problemes disjoints. Si I’on peut obtenir une solution a
chacun de ces sous-probleémes, alors on peut les regrou-
per pour obtenir une solution au probléme complet. Pour
notre cas d’étude, il s’agit de considérer un premier groupe
d’étudiant qui tourne sur un premier ensemble de séances,
puis un deuxieme groupe d’étudiant disjoint du premier qui
tourne sur un nouvel ensemble de séances, également dis-
joint du premier, et ainsi de suite. Un tel découpage n’est
pas toujours possible a priori. Toutefois, on peut montrer
que, dans le cas précis qui est étudi€ ici (i.e. 4 systeémes
différents et R = (2,2,1,1)), c’est non seulement fai-
sable mais que cela permet également d’obtenir une solu-
tion avec un nombre de séances minimal des que n > 18.

Pour montrer cela, on commence par remarquer que le
nombre de séances est minoré par [7/¢] + 1 sin = —1
mod 6 ou par [n/6] sinon. En effet, les restrictions défi-
nies par R limitent a 6 le nombre d’équipes qui peuvent
intervenir au cours d’'une méme séance et, dans le cas ou
n = —1 mod 6, on doit nécessairement considérer une
séance de plus de fagon a ce que la somme des éléments
d’une ligne de la matrice P ne dépasse 7/3. Par ailleurs,
nous avons fait tourner le logiciel proposé pour toutes les
valeurs de n dans I’intervalle [18,35] en considérant a
chaque fois une matrice potentielle P dont le nombre de
colonnes (i.e. le nombre de séances) est égal a ce minorant.
Dans tous les cas, nous obtenons une solution au probleme
SAT, ce qui démontre que ce minorant est un minimum
pour toutes ces valeurs de n. Il suffit maintenant, pour tout
entier n > 18, de le décomposer sous la forme n = 18p+r
avec r € [[18,35] et p € N. Si I’on considére une solution
avec un minimum de séances pour 18 étudiants et une so-

lution avec un minimum de séances pour r étudiants, alors
il suffit de recoller p fois la premiere solution, translatée a
chaque fois sur un nouveau groupe de 18 étudiants et 18
équipes, puis une fois la deuxiéme solution, sur un dernier
groupe de r étudiants et r équipes. On obtient alors bien
une solution au probléme pour n étudiants, avec un nombre
de séances égal au minorant décrit précédemment donc, a
fortiori, minimal. La complexité pour le solveur SAT est
alors constante, il n’est utilisé que deux fois sur des pro-
blemes de taille limitée. Quant au découpage et au recolle-
ment, ils représentent une part négligeable de 1’utilisation
des ressources informatiques pour les valeurs de n que 1’on
pourra étre amené a considérer ici.

On rappelle que la démonstration qui précéde ne porte que
sur le cas ou R = (2,2,1,1). Toutefois, la méthodologie
du découpage, méme si elle ne permet pas nécessairement
d’obtenir une solution optimale, permettra généralement
d’obtenir une solution alors méme que les valeurs de n sont
trop importantes pour une approche directe. Ce processus
n’a pas, a ce stade, été implémenté dans le code Python mis
a disposition mais devrait y étre intégré prochainement.

4 Conclusion

L’ objectif premier de cet article est de proposer un logiciel
permettant de répondre & un besoin précis des enseignants
en BTS Systemes numériques, qui puisse étre utilisé de ma-
niere immédiate par un enseignant ayant un usage basique
de Python, et permettant de servir de base pour une adap-
tation a d’autres problemes par un utilisateur plus expéri-
menté.

L’objectif second de cet article est d’illustrer, par cet
exemple, la relative facilité qu’il peut y avoir a modéli-
ser un probleme réel par un probleme SAT, a implémenter
cette modélisation et a obtenir, ainsi, une solution rapide-
ment a ce probleme. Il est vrai que, pour le probleme que
nous avons considéré, de nombreuses approches sont pos-
sibles. Si la conjecture énoncée a la sous-section 2.6 était
avérée et qu’il en existait une preuve constructive, alors une
approche mathématique permettrait peut-&tre de dévelop-
per un algorithme plus performant. Mais cette démarche
est incertaine et moins généralisable que 1’approche pré-
sente. En contraste, il était ici quasi certain, dés 1’énon-
ciation du probléme, qu’une approche via une modélisa-
tion SAT permettrait d’y apporter une réponse en un temps
raisonnable. Cette certitude est bien évidemment liée aux
faibles dimensions du probléme, mais un grand nombre de
problémes ont de faibles dimensions. Le développement de
telles approches pourrait aider a la résolution de nombreux
problémes qui prennent bien plus de temps qu’ils ne de-
vraient, a commencer par la gestion administrative de nos
enseignements.

Les auteurs de cet article souhaitent remercier I’ensemble
des étudiants en premiére année de BTS Systemes numé-
riques au lycée Jacquard de Paris qui ont servi de cobayes
a cette expérience. Aucun n’étudiant n’a été maltraité du-
rant ce processus.
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