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Résumé

Version francgaise. Il est connu que le crochet dérivé d’un élément de Maurer-Cartan d’une algebre
de Lie différentielle graduée (DGLA) définit une algebre de Leibniz différentielle graduée. I1 est
connu aussi que un morphisme de Lie infini entre DGLAs envoie un élément de Maurer-Cartan sur
un autre élément de Maurer-Cartan. Etant donnés un morphisme Lie-infini, un élément de Maurer-
Cartan et son image, nous construisons entre leurs algebres de Leibniz différentielles graduées un
morphisme de Leibniz infini, et ce de fagon totalement explicite. Nous utilisons cette construction
pour retrouver une formule de Dominique Manchon & propos du commutateur du produit-étoile.
English Abstract. The derived bracket of a Maurer-Cartan element in a differential graded Lie
algebra (DGLA) is well-known to define a differential graded Leibniz algebra. It is also well-known
that a Lie infinity morphism between DGLAs maps a Maurer-Cartan element to a Maurer-Cartan
element. Given a Lie-infinity morphism, a Maurer-element and its image, we show that both derived
differential graded Leibniz algebras are related by a Leibniz-infinity morphism, and we construct
it explicitely. As an application, we recover a well-known formula of Dominique Manchon about
the commutator of the star-product.

Mots-clefs : Algebres de Leibniz, algebre de Lie-infinies, formalité et quantification.

Keywords : Leibniz algebras, Lie-infinity algebras, formality and quantization.
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1 Introduction

Il y a dans la littérature sur la quantification deux faits bien connus concernant les algebres de Lie
graduées différentielles (que I'on appellera dorénavant DGLA).

1. Un Lie,,-morphisme entre deux DGLA g et g’ induit une application entre éléments de Maurer-
Cartan de g et éléments de Maurer-Cartan de g’ [3, 4, 12].
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2. Avec un élément de Maurer-Cartan d’'une DGLA g, on peut définir une algebre de Leibniz
différentielle graduée (ce que l'on appellera DGLeibA) sur g[1], dont le crochet est ce que l'on
appelle le crochet dérivé [5, 7).

Donnons-nous un Lies,-morphisme ® entre deux DGLA g et g’ et un élément de Maurer-Cartan
a de g. Par le premier point, on peut lui associer un élément de Maurer-Cartan 8 de g’. Par le
second point, on peut utiliser o et 8 pour construire des DGLeibA. A notre connaissance, personne
ne s’est posé la question suivante : existe t-il un morphisme Leibniz-infini de la DGLeibA g[1] vers la
DGLeibA ¢'[1]? Pour donner un sens précis a cette question, il nous faut définir ce que l'on entend
par morphisme Leibniz-infini, ce que ’on appellera un Leib,,-morphisme. Rappelons d’abord qu’une
DGLA (g, [, ], d) induit sur la cogebre (S (g[—1]), A) une codérivation @ de carré nul. Celle-ci a deux
coefficients de Taylor éventuellement non nuls : le premier coefficient de Taylor est donné par d, et le
second est le donné par le crochet. Réciproquement, toute codérivation @) de carré nul sur la cogebre
graduée (St (g[—1]),A) dont les coefficients de Taylor sont tous nuls sauf éventuellement le linéaire et
le quadratique induit une structure de DGLA.

Pour les algebres de Leibniz graduée, il faudra remplacer algebre symétrique par algebre tensorielle
T(g[—1]). La comultiplication est alors toujours donnée par la formule explicite que nous rappellerons
dans I’équation (1), et qui est, comme dans la cas symétrique, 'unique morphisme d’algebres graduées
T(g[-1]) = T(g]—1])®@T(g[—1]) dont la restriction & g est donnée par  — z®1+1®x pour tout x € g.
Une difficulté est que cette comultiplication n’est pas colibre sur g. Il reste par contre vrai que structure
de DGLeibA induit une codérivation de carré nul de cette cogebre [8, 9, 11]. La notion de coefficient
de Taylor garde un sens (non-canonique) et, dans ce cas, les deux seuls coefficients éventuellement
non-nuls sont la différentielle, et le crochet de Leibniz.

Nous pouvons alors définir les morphismes Leib, entre deux DGLeibA comme étant les morphismes
de cogebres qui respectent ces codérivations. Notre question a maintenant un sens précis. Nous mon-
trons dans cet article que la réponse est oui : il existe un Leibo,-morphisme de la DGLeibA g[1] vers
la DGLeibA g'[1]. Nous en décrivons les coefficients par récurrence d’une fagon explicite. Qui plus est,
la réponse est loin d’étre triviale : les formules que nous obtenons sont riches en structures et font
ressortir des propriétés subtiles des algebres de Leibniz.

Expliquons la construction. Une premiere complication, comme on ’a dit, est que la cogebre tenso-
rielle T'(g) (avec g un espace vectoriel gradué) n’est pas colibre sur g. Lorsque l'on traite des algebres
de Leibniz, I'identité de Jacobi suggere un choix lorsque I'on fait des battages : il faut se contenter

des sommes que nous appelons respectueuses et que 'on note Y. Pour faire comprendre le principe,
rappelons que 'identité de Jacobi pour les Leibniz s’écrit :

[1'1, [.’L‘Q,iL’gH - [[:rlaxQ]axfi] - (71)|I1||I2‘[‘x27 [1'1313“ = 0.

pour tous x1, T2, x3 € g homogenes. Dans cette formule, les signes obéissent aux lois de Koszul. L’ordre
dans les lesquels les indices apparaissent obéit a la loi suivante : les parenthésages sont d’abord des
battages : c¢’est-a-dire que dans les parentheses 'ordre est respecté. Mais on ne conserve dans les bat-
tages que ceux qui préservent I'ordre du plus grand élément de la parenthése. Par exemple [[22, 3], 21]
ne peut apparaitre car 3 > 1. D’une maniere générale, ces sommes sont définies ainsi :

Ilu___ujjz[lm] Iju...ulj=[1;n]
Iy, I#0,p(I1)<...<p(Ij)

ou p(I) est le plus grand élément de I pour toute partie I C [1;n] = {1,...,n}.

Une autre difficulté est un phénomene assez classique quand on fait de la déformation : il faut bien
choisir les cobords. C’est-a-dire que pour étendre le morphisme au degré supérieur, on doit chercher
une certaine quantité dont I'image par une différentielle est contrainte. Evidemment, on peut ajouter a
la quantité cherchée un cobord plus ou moins arbitraire (en tenant compte éventuellement des autres
contraintes). Néanmoins, un mauvais choix dans cet ajout peut empécher de continuer la construction
a un ordre plus élevé. Cela signifie en particulier que ’on ne pouvait pas répondre a la question par
de simples considérations cohomologiques.



Une derniére subtilité est qu’il faut briser la symétrie. Par exemple, une partie des coefficients de
Taylor sera donnée par une application de ’algebre tensorielle vers ’algebre symétrique qui est définie
ainsi :

T Q@ Ty (_1)Ir1\+---+lrn|Q1(x1) o Qu(Tp_1) - T

pour tous z1,...,%, € @.

Décrivons maintenant le théoreme principal de notre article. Soit F un Lie,, morphisme d’une
DGLA g vers une DGLA ¢'. Soit o un élément de Maurer-Cartan de g et 8 son image par F.

Nous allons donner des formules tres explicites car nous pensons que le lecteur expert peut com-
prendre la logique de notre construction en se contentant de regarder celles-ci. Nous reprendrons les
constructions plus au détail tout au long du texte. On note les dérivées d’ordre n en « par T2 F (voir
section 3.1 pour un rappel de cette notion). On définit une suite d’applications BJ, : @"g — g’ avec
n > 1 et 7 > 0 par récurrence. Les premiers termes sont construits ainsi :

Bi(z1) = T, F (1)
Ensuite, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tous z1,...,x, € g, on impose :
32(331 Q.0 ) = (_1)\zl\+...+|xn_1\ Tgf(QaJ(m) Qo (Tn_1) - xn)-

Ici, Qa1 = Q1 + Q2(a,-) est la différentielle associé a 1'élément de Maurer-Cartan o (@1 étant la
différentielle de g et Q2 son crochet de Lie gradué symétrique). Enfin, on construit pour tout n > 3 et
j € {1,...,n — 2} une relation de récurrence sur j par :

Bire.on) =2 3 ald) (DE - 1) QBB w).

IuJ=[1;n] k=0

Ici, @ est le crochet de Lie gradué symétrique de g’ (4 ne pas confondre avec le crochet dérivé). Le
signe e, (I, J) obéit a la regle de Koszul. dans la formule ci-dessus, |I| est le cardinal de I C {1,...,n}.
On convient que B) = 0 pour j > n — 1.

Théoréme. Soit F un Lies, morphisme d’une DGLA g vers une DGLA g'. Soit o un élément de
Maurer-Cartan et g et B son image par F.

Les applications (By)n>1 définies par B, = ijo BJ sont les coefficients de Taylor d’un Leibs-
morphisme entre les algébres de Leibniz différentielles graduées associées a o et 3.

On voit bien que les formules ci-dessus brisent la symétrie et qu’elles font appel a la notion de
somme respectueuse. Qui plus est, comme mentionné ci-dessus, le choix des cobords est important.
Par exemple si on ajoute & By un terme du type [By(z1), B1(x2)], on obtient toujours un prolongement
d’ordre 2 mais on peut montrer qu’on ne peut pas le prolonger a I'ordre 3. On voit aussi que ce Leib -
morphisme n’est pas obtenu comme une composition du Lies,-morphisme F avec des d’opérations
entre les algebres symétriques et tensorielles graduées.

Comme application, nous retrouvons une formule due & Dominique Manchon [10] qui montre que la
dérivée de ’application de formalité de Kontsevich n’est pas un morphisme d’algebres de Lie formelles
et que le défaut est donné par la dérivée seconde.

2 Les algebres de Leibniz graduées différentielles

Commencons par définir I’objet principal de notre étude.

Définition 1.

1. Une algebre de Leibniz graduée différentielle est un triplet (g, [.,.],d) ot g est un espace vectoriel
gradué g = ®;czg; muni

a) d’un crochet [.,.] (=application bilinéaire g X g — g de degré 0)
b) d’un endomorphisme d : g — g de degré +1



tels que et tels que pour tous x,y,z homogénes :

[, [y, 2] = [lz,9], 2]+ (=1)l¥[y, [z, 2]]
d([z,y]) = [dz,y]+ (—1)1*I[z,dy]
2 = 0

2. Une algebre de Lie graduée différentielle est une algebre de Leibniz graduée différentielle pour
laquelle le crochet est antisymétrique gradué :

3. Si g est une algebre de Lie graduée différentielle. Un élément o de gy est dit de Maurer-Cartan
s’il vérifie :

1
do — §[a7a] =0.

Pour a € g; , on pose
do = [a,.] —d =ad, — d.

Lemme 1. Soit (g,[,],d) une algébre de Leibniz graduée différentielle. Pour tout o € g de degré 1,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (da)? =0
(ii) pour tout x € g, la relation [do — 3|
En particulier, ces conditions sont vérifiées si (g,[,-],d) est une algébre de Lie graduée différentielle

et o est de Maurer-Cartan.

a,al,xz] =0 est satisfaite.

On pose pour z, y € ¢ :

[l‘, y}a = [(_1)|r|da($)7 y]
On adopte la notation habituelle sur le décalage de graduation. Ainsi, si V est un espace vectoriel
gradué et n un entier relatif, un vecteur est de degré j dans V[n] s’il est de degré j — n dans V. Le
crochet [+, ], défini ci-dessus est de degré 0 sur g[1].

Proposition 1 (Crochet dérivé [5, 7]). Soit (g, [, ],d) une algébre de Leibniz graduée différentielle.

Pour tout o € g de degré 1 qui satisfait les conditions équivalentes du Lemme 1, le triplet (g[1], [., o, da)
est une algebre de Leibniz graduée différentielle.

Cette proposition est en général énoncée pour o un élément Maurer-Cartan d’une algebre de Lie
graduée différentielle (g, [.,.], d), mais la généralisation ci-dessus est évidente.

3 Algebres de Lie et de Leibniz homotopiques

3.1 Lie,-algebres

On rappelle brievement quelques notions désormais devenues classiques sur les algebres de Lie a
homotopie pres, ou algebres L.,. Soit V un espace vectoriel gradué, I'algebre symétrique de V est
définie par

S(V)=T(V)/(z oy — (-1)"¥y o z).
On appelle S*(V) l'image de V®" dans ce quotient et on définit une graduation par S(V) =
@n>05" (V). On considere aussi
S+(V) = EBnlen(V)

L’algeébre ST (V') est munie d’une comultiplication coassociative :

A(zy..2p) = Z eI, )y @2y,

ITuJ=[1;n]
I,J#0

ou g, (I, J) désigne la signature de U'effet sur les z; impairs de la permutation appelée ”battement” ou
”battage” consistant a ranger d’abord les éléments de I en ordre, puis ceux de J.



Théoréme 1. [1]-[3]. Soient i un entier et V., V' des espaces vectoriels gradués. Considérons deux
suites d’applications linéaires Q, : S™(V) — V et F, : S™(V) — V' de degrés respectifs i et 0.
Alors il existe une unique codérivation Q de degré i de ST (V) et un unique morphisme de cogébres
F :8T(V) — ST(V') dont les Q,, et les F,, sont les coefficients de Taylor respectifs. De plus, Q et
F sont donnés par :

Qar...an) = Y ell,))Qr(zr).2y

ILUJ=[1;n]
1,720

tandis que

1
Flarcap) =Y = > el ) Fiuy(en) .. Fir(wr,).
§>1 J: I1U.. .Ul =[1;n]
Iy,..., 1j¢m

Définition 2.

1. Une algébre de Lie homotopique ou Ly -algébre est une paire (V,Q), ot V' est un espace vectoriel
gradué, et ot Q est une codérivation de degré 1 de la cogébre (ST(V), A) vérifiant [Q, Q] = 0.

On rappelle que [Q, Q] = 2Q>.

2. Un Lo,-morphisme entre algebres de Lie homotopiques est un morphisme de cogébres graduées :
F :ST(V) = ST (V")

vérifiant :

FoQ=QoF

3. La dérivée d’ordre k d’un Lso-morphisme F en un point « de degré O et vérifiant Q(e*—1) =0
est définie par :

1
ij($17 wrk‘) = Zﬁfnﬁ-k(xl”"xk"a”'a)
n>0

Le cas particulier V' = g[—1] ou (g, [,], d) est une algebre de Lie différentielle graduée est tres important
et admet des applications tres intéressantes dans la théorie de la quantification par déformation. Dans
ce cas, le champ de vecteurs @ sur ST (g[—1]) a des coefficients de Taylor nuls sauf les deux premiers :

Qi) = (~)"ldze et Qa(z.y) = (=11 V]a,y],

ou |z| désigne le degré de x dans g, et 'équation [@, Q] = 0 traduit les trois relations qui définissent
une algebre de Lie graduée différentielle.

3.2 Leib,-algebres

Comme on a vu dans la section précédente, les algebres L., en particulier les DGLA, sont encodées
par des codérivations de carré nul d’algebres symétriques graduées. Pour les algebres de Leibniz
différentielles graduées, comme le crochet n’est plus symétrique gradué, ce codage ne peut plus se
faire avec des algebres symétriques graduées. Il peut se faire, néanmoins, avec des algebres tensorielles
graduées. Précisons ce point.

Pour alléger les écritures et éviter I'introduction de nouvelles notations, dans la suite un sous-ensemble
fini de N est toujours représenté par {i1,...,ix} avec i1 < iy < ... < ig.

Soit V un espace vectoriel gradué, I'algébre tensorielle pointée 77 (V) munie de la comultiplication :

A(x1®®xn): Z Ez(I7J) $[®5L’J, (1)

TuJ=[1;n]
I,J#0
est une cogebre cocommutative. Elle n’est pas colibre sur V. La notion de codérivation de carré nul
garde évidemment un sens et on définit les algeébres de Leibniz infinies comme étant les paires (V, @),
ol V est un espace vectoriel gradué, et ol @) est une codérivation de degré 1 de la cogebre (TF(V), A)
vérifiant [Q, Q] = 0.



Les morphismes entre tels objets sont les morphismes de cogebres qui respectent les codérivations.
La notion de coefficients de Taylor demande & étre précisée, car T+ (V') n’est pas colibre. Cependant, on
peut choisir une fagon de construire des codérivations et des morphismes de cogébres en partant d’une
suite d’applications comme dans le cas de 1’algébre symétrique [3]. Le choix pour les codérivations
est motivé par la construction analogue au cas symétrique d’'un champ de vecteur et celui pour les
morphismes nous parailt naturel.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2. Soit V' un espace vectoriel gradué.

1. Considérons une suite d’applications linéaires Q, : T™(V) — V de degré q € Z. Considérons
Uapplication Q de TT (V) dans T(V) définie par

Q1@ @) =D > Eaireniy T1Q . DT, @ .. @ Qplws, ® .. @ 1;,) BT, ® ... @ Ty

E>1i1<...<ig
ou le signe obéit aux régles usuelles a condition de considérer que Qi est de de degré q, c’est-
a-dire :
Ew,il,...,ik = Ew/({il, ceny ik}, {0, 1, ceny TL} \ {il, ceny Zk})
avec xy, = Qi est de degré q et x; = x; pour tout | € {1,...,n}. L’application Q est une
codérivation de degré q dont les projections sur V' sont données par les Q.
2. Soit F, : T™(V) — V' une suite d’applications de degré 0. L’application F de T (V) dans
TH(V') définie par

Flai@-@z)= Y  ell,....[)Fp(z) @ ® Fr(o1,)

Ilu---ulj:[l;n]

est un morphisme de cogébres dont les projections sur V' sont données par les (Fp)nen-

On qualifiera ces codérivations et ces morphismes de bien faites et on continuera & appeler, pour
tout n > 1, coefficients de Taylor la projection @, : ¢ — V et F,, = V& — V' sur V ou V' de leur
restriction & : V&7,

Proposition 3. Soient V et V' deux espaces vectoriels gradués, QQ et Q' des dérivations bien faites
sur Vet V' et F: T(V) — T(V') un morphisme bien fait. Alors Q' o F = F o Q si et seulement si la
projection sur V' de la quantité Q' o F — F o @ est nulle. Dans le cas ot Q = Q1+ Q2 et Q' = Q) +Qh,
cela donne comme condition nécessaire et suffisante les relations :

Frno@Qi (1@ Qap)+Fro10Q2 (21 ®---Qxy) =

+ Y el ) Qy (Finler) ® Fiy(zg))

IuJ=[1;n]

Supposons maintenant que V' = g[—1] ou g est un espace vectoriel muni d’un crochet [,] de degré 0 et
d’un endomorphisme d de degré 1. Pour z,y € g posons :

Qi(z) = (~)lde et Qo(z@y) = (1)1 W=Dz y),

ou |x| désigne le degré de x dans g.
Appelons @ la codérivation construite a partir de Q1 et Q2 comme dans la proposition précédente. On
a bien

Q*(x) = Qi(x)
et

Q*zey) =Qi()®y+2®QI(y) + Q1 (Q2(z®y) + Q2(Q1(z) @ y) + (-1)"1 ' Q2(z @ Q1(y)),



Un calcul direct montre que pour tout entier naturel n supérieur & 3 et pour tout z1, ..., z, dans g[—1]
on a :

Q01 ®..0z,) =Y 11®..0QNx) @ .. ®xn + ¥ _ ex({i, 5}, {1, ..n}\ {i.j})

im1 i<j

+ 3 i gk AL\ {6, k) 21® .. @5 ® .. 04 ® ..

i<j<k
® (Qz (Qa(z: @ 25) @ k) + (=)™ Qo (25 ® Qa(w; @ ) + (1) "1V Qy (25 ® Qa (2 ® Ik)))
RITE R ... QT

Pour voir que les termes du type :

T1®.. Q1) VT R..0F Q... 0 Q2(r; k) I @ ... Ty

se simplifient, il suffit de remarquer qu’un tel terme apparait quand on applique Q1 & Q2(z1 ® ... @ xy,)
sans que ()1 et (2 ne se rencontrent mais aussi quand on applique Q2 & Q1(z1 ® ... ® x,) sauf que
dans ce cas Q)2 est passé au dessus de @)1, ce qui fait naitre un signe opposé.

On déduit alors la proposition suivante, qui généralise quelques résultats de [8, 9] :

Proposition 4. Soient (g,[-,],d), un espace vectoriel gradué, muni d’une application bilinéaire de
degré 0 et une application linéaire de degré +1. Soit Q comme ci-dessus. Alors Q? = 0 si et seulement
si (g, [, ], d) est une algébre de Leibniz différentielle graduée.

4 De Lie a Leibniz

Soient (g, [,],d) et (¢, [,]’,d") deux algebres de Lie graduées différentielles .On a donc deux Loo-algebres
(ST(g[-1)),Q) et (ST(g'[-1]),Q’). Supposons qu’il existe un L.,-morphisme F entre ces deux Leo-
algebres.

Soit a un élément de Maurer-Cartan de g, on a donc :

Q1(a) + %Qg(a.a) =0.

Posons :

+oo
1 «
8= Z a]—"n(a...a) =pr(F(e* —1)) € g}
n=1
Les relations suivantes découlent du lemme 2 rappelé ci-dessous :

Fle*—1)=¢ —1.

(@4(8) + 3@4(B8)e” = Q¢ ~ 1) = Q(F(e* ~ 1)) = F(Q(e ~ 1)) =0.

1l en suit que S est un élément de Maurer-Cartan de g'.

En considérant les structures dérivées correspondantes a « et [, on obtient deux algebres de Leib-
niz graduées différentielles (g[1], [, Ja;da) et (g'[1], [.,.]5,d}3) (et par suite deux algebres de Leibniz
"’homotopiques’) :

(T (a[1][-1], Qa) = (TT(9),Qa) et (TT(g),Qp).

Précisément, on a :



Qai(7) = (=) dy(z) , Qaplz®@y) = (~1)1FFIWI[z 4],
et

Qpa(z) = (DM dy(2) . Qpalz@y) = (1)1 g,

Le lemme suivant est une réécriture de celle donnée dans [3] et [10] qui utilise les notations du para-
graphe précédent et le fait que pour tout = dans g

Qai(z) = Q1(z) + Q2(z.c).

Le calcul se fait dans l'algebre symétrique décalée, c’est-a-dire dans ST (g[—1]) et ST(g/[—1]). En
particulier, les signes e,(I1, ..., ;) sont ceux qui apparaissent dans cette algebre. Par exemple, €59 =
(=1)l#11=1 si |21 ] est le degré de x; dans g.

Lemme 2. [3]-[10] Soit F : ST (g[1]) — St (¢'[1]) un Loo-morphisme d’une DGLA (g, [-,-],d) vers une
DGLA (¢/,[-,]],d"). Soit a € g un élément de Maurer-Cartan. Pour tout x1,...,2, € g, on a :

F(a1..an.e%) = (Z Z eo(lh, . 1)) Tyl\f(xh)...:ryﬂf(x,j))eﬁ.

j2>1Iu...Ul;=[1;n]

n
Q(z1..xpe) = (Z €z T1---Ti Qo1 (Ti)...n
i=1
+ Z Ex,i,j 1‘1...J}i...Qg(.ﬁi.Ij)fj...xn)ea.
i<j
Définissons maintenant une suite d’applications de T"(g) dans g’. On pose
BY(x1) = Ty F(x1)
et pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2
By(a1 @ . @wn) = (1)t el TRF(Qu 1 (1) Qa1 (2 -1) )
C’est-a-dire, en utilisant les notations précédentes

Bg(ml ® ... ®Tn) =Egn Tg}"(Qa,l(xl)..‘Qawl(xn,l).xn).
Pour tout n > 3, on définit B/, par une relation de récurrence sur j € {1,...,n—2} de la facon suivante :

Bi(x1® ... x,) _1 > gy (=0 = 1)) Q4 (Bl (x1) B ().
k=0

IUJ=[1;n]

Ici, |I] désigne le cardinal de I C {1,...,n}.
On convient de poser B = 0 dans les autres cas. Finalement, on pose

B,=) B

720

Voici le résultat principal de notre article :

Théoreme 2. Soit F un Lo,-morphisme d’une DGLA (g,[-,],d) vers une DGLA (¢/,[-,-)',d’). Soit
a € g1 un élément de Maurer-Cartan de (g,[-,-],d) et B € g} Uélément de Maurer-Cartan image
dans g'.

La suite d’applications (Bn)n>1 est la suite des coefficients de Taylor d’un Leibs-morphisme B :
T"(g) — T*(g') entre les algebres de Leibniz différentielles graduées (g, [, o, da) et (@' [, |5, dj)-



La preuve de ce théoréme est une conséquence des deux propositions 5 et 6 suivantes. Considérons la
quantité :
Co(21® ... ®@xp) = (B) 0 Qa1 + Bp_10Qaz2— Q1 0B8)) (11 @ ... @ ay)

Proposition 5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout x1, ..., x, dans g

Cow1®..@xn) = Y ex(l,0)Qho (B (xr) @B (2))

TuJ=[1;n]
|I]=1

Y (1 )@ (B (Qualen) @ By ()

IuJ=[1;n]
[1]>2

Démonstration : En utilisant le lemme 2 et en remarquant que Q(QL1 = 0, on peut voir que la
projection de la relation (écrite dans S*(g’'[—1])) :

Fo Q(Qa,l(xl>-~-Qa,1(xn71)-$nea) = Q/ o ]:(Qa,l(-’I;l)“-Qa,l(xnfl)xnea)

se traduit par :

Ex'n T(;L‘F(QaJ(ml)-“Qa,l(xn71)~Qa,1(mn))

+ Y oy T2 F(Qai (1) Qat (24) Q2 (Qaut (#0). Qa1 (27)) Qa1 (25)-. )
1<j<n
n—1

+ 3 eorion T2 F(Qat(@1)--Qat (1)--Q2(Qaa () )
i=1

~Qh1 (T2F Q@) Qun@a1)wn) )+ 3 ew(L1)Q4( THIF(h) T F(aly)

IuJ=[1;n]
ou z§ = Qu1(z;) sli < netxl, =x,.

Or Q2(Qu,1(2:).Qa1(7))) = —Qa1 (Qa2(: ® 75)) et Q2(Qa1 (7)) = (—1)1%1Qq 2(2; ® 7).

En multipliant par €,/ 5, 1'égalité devient :

T(;l]:(Qa,l(ml)-nQa,l(xn—1)~Qa,l(xn))
+ Z €at,i,j (—€a7,n) T,f_l]:(QaJ($1)--~Qa,£(x¢)~--Qa,1 (Qa,2(mi®xj))-Qa71V(.'1?j)...!I)n)

i1<j<n
n—1

+ Z gz’,i,ngx’,n(_]-)‘xil Tg}_lf(Qa,l(xl)‘”Qa,l(xi)'“QaQ(xi ® wn))
=1

Qo (0rn TEF(Qua (20)--Qut (20 -1).20) )

=€u Z ex (1, J)Q’Q( Tollf(x}).TLJl}"(x'J)) + Exrm Z e (1, J)Q’Q( T(LH‘F(Q:’I).T(LJLF(QJ’J))
TuJ=[1;n] TuJ=[1;n]
[I]=1 |[I]>2

Pour pouvoir conclure, il faut remarquer que pour tout i € {1,...,n—1}, BS (#1®..90Qq,1(%;)®...0z, ) =
0 et qu’en passant de S*(g[—1]) A T*(g) on a

[z1]|+. AT —1]
b)

€x'n = Exn = (—1) E'\ij = aiiyj

et puisqu’il s’agit d’'une somme respectueuse

Eac’(-[a J) = 590([7 J)
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Enfin, il faut aussi se rappeler que T} est un morphisme de complexes :
Tol( o Qa,l - Q;ﬁ’,l o T(}u

ce qui donne le résultat. O
Pour tout entier naturel j supérieur ou égal & 1 et pour tout zy,...,z, (n > j + 2) dans g, on

introduit :
Cl(21®..®xn) = (BLoQay +B._10Qas—Qhy0B))(11® - ®x,)

Proposition 6. Pour tout entier naturel j supérieur ou égal a 1 et pour tous x1, ..., x, (avecn > j+2)
dans g :

Ci(r1 ® ... @ xp)
. j—1

= Y el )Y Qb (Bl (xr) @ B (ey)
TuJ=[1;n] k=0
|111>2
J
+ Z IJZQMB’“(II)@QB ()
TuJ=[1;n]
|7|=1

+ Ri(r1®@..02,) - Rz, ®..01,)

ot pour tout m € N* :

R @ o)=Y el DY QB (@ (an) B ().

TUJ=[1;n] k=0
[1]=>2

Remarque 1. D’aprés la proposition 5, la relation suivante est satisfaite :

Cor1® . @an) = Y eall,])Qpo(B(wr) @ BY_i(2))) — R},

IuJ=[1;n]
|I]=1

La preuve de la proposition 6 utilise les deux lemmes suivants :

Lemme 3. Les deux relations suivantes sont satisfaites :

B%(Qa,l(fﬂl@m@zn)) :% Z (L, J) (= )‘IIHI (=1 ZQZ B|1| Qa,l(xl))-gfik_l(mJ))

IuJ=[1;n]
1 ° 7 —k—1
2> el \I\—lZQQ(Bm 1) Bl (Qua () )
I ruimm)
et :
Qi ez =2 Y e —DlerE (1) - ZQ& Bl 1 (Qaa(wn) Bl (@)
IuJ=[1;n]
|I1>2

Z (171 -1) 2622 (B (@)-B15 (Qaz (@)

in]

to"‘

=[
|>

L‘k
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Démonstration : (du lemme 3). En utilisant la définition de BJ, on obtient :

B)(Qua(11® ... @ xn)) =D £5iBh(11 @ ... ® Qa1 (i) @ ... @ )

=1
n 1 L] "

=D iz > (L) (“D)FI(I-1) ZQé Biyy(@1)-B5" ()
i=1 J IuJ=[1;n] k=0

1 N i .
= Y ewimew (L) (D)= 1) D Q5B () Bl )
IuJ.Z[Il;n] J k=0

Jj—1
+ Z A(L,0) (=n)ll(r] - ZQ’Q By («).B" (@)
IuJj= [1 n]

o), =z, sik # i et @} = Qu.1(x;). On remarque que les termes de la somme 7 -1 Q% (B\ku(l‘l) Bllek Y(@)),
sont, au signe pres, les mémes termes que ceux de la somme Z Q’ (B\I\ (Qayl(xf)).Blj;l 71(1’])).
Pour conclure, il faut vérifier les signes. Si ¢ € I alors

ew (1, ) = (=) >=rerer ey (1), || = Jag| +1

par suite )
eaicer (I, J)(=1)171! = (=1)Zr<arer lTel(pyletie (7 ),

et sii € J alors
o (I,J) = (—1)Zwsiner Pl e (1) 2| = |2

par suite )
epie (I, J)(=1)I711 = (1) 2n<imes ol (1))

Ceci montre la premiere formule.
Pour la seconde formule, on a aussi :

(Qa 2(.131 ® ® J}n))
—ZE$ZS j $1® ®$n 1)

I<s
1 L)
:fox’l,sf Z ex(I',J') (-1 \»sz\ (' - ZQQ B|I’ |J'k 1(1{1’))
I<s I'uJ’'=[1;n-1]
1 (]
i—k—1
=S e > (WD) (—L)FVIGI) -1 ZQz Bl (@7)-Bl (@)
I<s I’'uJ’'=[1;n—-1]
s—1eIl’
1 L]
+Z€I,l,si~ Z ECC/(I/’J/) ( |I1/‘ ‘I’ ZQ2 B‘I' ];I, B‘J/k 1(3}{]!))
I<s I'uJ’'=[1;n—1]
s—1eJ’
ou
! . . / _ . ! . / _ . ! _ A . o _ A
TY=T1 50T = T138 = L1 Lo = L1531 = Qa2(T @ Ts); Ty = Tsy1; .58, = Tpy.

Pour [ et s fixés tels que | < s, & un sous ensemble I’ de {1,...,n — 1} on associe un sous-ensemble T
de {1,...,n} de la fagon suivante :
a) si s —1 € I, alors I contiendra les éléments de I’ inférieurs strictement & [, [ et s et les autres
éléments de I sont de la forme j + 1 avec j € I’ et j < .
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b) sinon I sera formé des éléments de I’ strictement inférieurs & [ et des éléments de la forme j+ 1
avec j € I' et j <.

I est clair quesis—1 € I’ |I| = |I'|+1 et (—1)/#r'l = (=1)l=11+1 sinon |I| = |I'| et (—1)l* | = (=1)l=r],
Les termes du second membre de ’égalité précédente sont alors de méme nature que ceux de la formule
donnée dans le lemme. Pour les signes il suffit de voir que :

Sis—1¢€l, alors

e (1,J) = (_1)Ek<l,keJ 261+ < ko1 e [@hta] (@ |+1) eo(1,J)

sinon

exr(I,J) = (_I)Zk>s—l,k61/ a1+ chcs—1,ker [Tatallz] eo(1,J)

Lemme 4. Les deux relations suivantes sont satisfaites :

Z( S el ) (0 —2) Y szul,m(—l)%Q;(Qg(th.(Qa,lm)) Bu|l<x12>>.66<x]>)

1=0 TuJ=[1;n] Iuly=T1

I11>3 PHED

+ Z JUI1=1) Y e -1 1Qh (Bl o). Q5 (873 (Qm(wl)).sffb(x,]g))»
i

- Z e (1) (=1)7 m + 1)@ (B Qo (21)) By (2.))

IUJ=[1;n]
[11>2

T SR SR A (B @ualen): Y el ) (-1 (] = 05 (B, () B o))

=0 IuJ=[1;n] JiUJe=J
[1]>2,J|>2

2( > el ) () -2) Y sxul,fz)c)g(Qg,g(Bfm(m®Bf?;l<m12>).8%<xJ>)

1=0 J=[1;n] I Ulo=I
|1 I|>3 [I11>2

P sy Y axul,J2>Q;(Bfﬂ<xz>.%,g(8r31l(m@rf(g(m))))

it "

= > D) )@ (B () @ Bl (w)

Iu‘J”:>[12:n]

5 Z LDV Q@B w0) D el S0 (] = 0@ (Bl (2B 0 )

=0 IuJ= Jiudo=J
\I\>2|J\>2

Démonstration : (du lemme 4). Pour expliciter les calculs, on revient aux sommes respectueuses sur
trois parties de {1,...,n}. Il faut tout simplement remarquer que si on casse le premier sous-ensemble
d’une somme respectueuse on obtient une somme respectueuse, mais que si on sépare le deuxieme
sous-ensemble, on obtient deux sommes dont 1'une est respectueuse mais ’autre ne l'est pas. Mais
cette derniere le devient si on permute les deux premiers sous-ensembles, ce qui revient a multiplier
par un signe. Le calcul se fait ainsi :
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IUJX.[: ]sm(I, J) (=)l (1] - 2) Z.: e (1, 1) (1)1 Q4 <Q/2 (Blfll(Qa,l(xll))-BT?Q_ll(:CIQ))~B|kJI(IJ)>
ines e

+ IuJZ ) (] -1) ; z.: ex(J, Jo) (1)1 Qf (Bnﬂ Har).Qh (Bfm (Qa,l(mJl))~BkJ2|($J2)>>
I b

= Iwi[ ]5z(17 J) (=)l (1) - 2) z.: e (11, ) (1)1, (le (B|l11(Qa,l(xh))-Bﬁ;l(l'lg))-B(cﬂ(mJ))
es” e

- Z{j ]EI(I, J) (JI] - 1) Z ex(Jh, Jo) (—1)lEnlFlerl gl (@2(% l(x,).zs{,ll(Qa,l(le))).Bsz(%)>
KESH e

+ MJX.[: ]sm(I, J) (1 =1) Z.: ex(J1, Jo) (—D)lenFlzrllzn+ D < 1 (Qan(z,))- (BTl_l(xl).BkJﬂ(xJQ)))
IS G

= Z ex(K1, Ko, K3) (=)7L (| K | + | K| — 2)Q) <Q2 (Bu(1 (Q%l(a:Kl)) B, f(sz)).BkKS(mKB))

KjUKoUKg=[1;n]
|K1]+]K2[23

+ > ex (K1, Ko, K3) (|Kq| — 1) (=)ol gy <Q2 (B\% [ (21,)- B (Qa,l(IKz)))'BfK3|($K3)>
K UK;UK3=[1;n]

Y ealKn e Ky (Dl (K| - 1)(- 1)l
KluKzquz[l;’ﬂ]

Q3 (@ (B3 (21)-Bl Qs o)) Bl o))

+ Z £a (K, K27K3) (|K1| - 1)(_1)‘xK1|+|wK2|+ lxKleKle/Q (BlK2| (Qa’l(sz))'(Br;{lf(xKl)'BFKﬂ(mKs)))
Kll_lKQUK:;:[l;n]

+ Z (K1, K2, K3)7 K, | (|K2| - 1)(_1)|$K1‘+‘xK2‘Q/2 (BlKl(Qa’l(xKl))'(Bﬁ(zf(xK2)'BkK3(xK3)>)

K1|_|K2\_1K3:[1;7L]

- Y =) <—1>'wf'cz;[ S e (h L5 - 1)
Iu‘.;‘:>[12;n] I ul,=1

((—1)|x,1|+1Q/2 (B‘lm(Qw(ml) B (a:IQ)) +Q, (B"? ll(x,l.Bllzl(Qa,l(mz))))Bl’“Jl(m)]

+ Z ””|Q2<B|I(Qa1(x1)) 3 ezul,Jz)(—l)“l<J1|—1)Q2(B“}|l<xJ1>.B’32|<xJ2>)>
In ] JiUJa=J

En faisant la somme sur [ et en utilisant le lemme 4, on déduit le résultat. La preuve de la deuxieme
formule est analogue puisque :

Q2 (Blry () @ Bl (en) ) = (<1104 (@1 (Bl (1)) B ()
et :
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(~)en1Q) 4 (Qb(Blr, (o) Bl (wn))
= (=)l Qy (@) 1 (Bl (@1,) B (w1) ) + Qb (Bliy (21,)- Q. (Bl ) ).

Montrons maintenant la proposition 6.
Démonstration : On va démontrer la résultat par récurrence. La remarque 1 donne !'initialisation

pour j = 0. Supposons que la propriété énoncée dans la proposition 6 est vraie jusqu’a l'ordre j — 1.
On a alors :

Gl om) == S el,d) (~)H(1) - Z% Bl Qe (). B " (wy))
IuJ=[1;n]

LIS e (-1 ZQ2 Bl (@) Bl (Qa (2)))

1O )yl - ZQz (Bfr1-1(Qa2(xr)-Bl; (@)
_|_1 Z Ex ( |I| —1 ZQ2 B\I\ 37] |J| 1 (QQ,Q(IJ)))

LS ) (U (1= 1) S Q@ (Bl ()BT (@)

IuJ=[1;n] k=0

1 < = _
LS ) (1= 1) S QB )@ (Bl ()
J IUJ=[1;n] k=0
(i~ - e
:; Z ex(1,J) z:Q,/(E,Q(lf’,|k[|(331)®B|]J|]C 1(1'J))
TUJ=[1;n] k=0
|11>2

LY a4 ‘“'“ZQQ (Bl ( Qa1 (1) B1 7 (@)

J IuJ=[1;n]
[1]=>2

T S e CLeN (I Z% ClT ™ @) B ()

J TuJ=[1;n]
1123

1Y ) (1) Z% (B ) €y ()

J TuJ=[1;n]

1J1>2
R ! i - 1. .
= Y ell) Y QaBly(e) @ B @) + SR+ Vi
TuJI=[1in] k=0

[1]=2
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ou :

Ro== Y e (1) (~) (1= 2) 3 Qb(C () By (@)
k=0

S ey (1-1) Z% B () Oy (1)

J TuJ=[1;n]
[J]=2

Il s’agit de voir qu'une fois écrits seulement & I’aide des BY, les termes Cjtou V™ (m > 1) sont la
somme de deux quantités "homogenes” vis-a-vis du nombre d’occurrence de Q5. Plus exactement, la

premiére contient m occurrences de Q% et autre quantité en contient m + 1. Ceci n’est pas vrai pour
Cg , la partie ne contenant aucune occurrence de @, est nulle.

La partie de V contenant j occurrences de Q) est donnée par :

1' Z e(I,J) (—1 )\zzHl (1] - ZQQ([ Z €. (I, I2)

J TuJ=[1;n] Luly=1I
|11>3 [111>2

k—
> {Qﬂz Bl (en) @ Bl ™ (1)) = (~ )11 1Q5 (Bl (Qa (e1,)) Bl 2<x12>)}]-6f3|<m)

l

Jj—

=0
+% > e d) (I -1) ZQ2<B|JI|Z e 1).[ > (1, )

IUJ=[1;n] JiUJg=I
[J]=2 [J11>2

-1

5 [0 (Bl5 ) @ By o) = (=@ (B35 @) B (2)] )

k=0
k—

J—2j—k=2
k=0 1=0

[ Z 1,J) (_1)|m1‘+1 (1] —2) Z ex(I1,12)

TuJ=[1;n] Iuly=TI
[11=3 [111=>2

Q5 ([Qg 2 (Bl (n,) @ Bl ™' 2 (21,)) *(*U'm“'Q'z(B\lm(Qa,l(Jih)) B 2(x12))]BFJ|(xJ)>

P amnan-n Y e2 (1, T2 (B2 ).

TuJ=[1;n] JiUJo=I
‘J|>2 [J11>2

Qs (Bl (w0) @ Bl () = (17 Q3 (B, (@) Bl ()] )
i—2 e

=2 > e (L) (G~ = 1) | @b (Bl * (@) @ By () = (<1)71Q4 (Bl ¥ (Qua (@) By (@) )|

| I2ick2 e
+ Y e, J)(fl)lwz\%([Q/ﬁ’l(z;f”(x,)) _ Bf”(QaJ(x,))].
k=0 [=0 IuJ=[1;n]
|J1>2

2 (1, J2) (=) (L1 = 1)@ (Bl 2 (@) Bl (@)
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%Z > el )G~ k= D)| Qo (Bl @) @ By (2)) — Qa (Bl (Qua (@) Bl ()]
k=0 ITuJ=[1;n]
|1|>2
+jZ Z L) == 1) Qb (Bly (o) @ Bl ™ () = Q4 (Bl (Qua (1) Bl @)
=0 TuJ=[1;
|1|>2
%Z > ol k(@ (Bl (wn) © B @) = @ (Bl (Qar (@) By )]
k=1 IuJ=[1;n]
| I1>2

+1Z > el )G~k = 1) |@ba(Bly(en) © Bl ) — QB (Qa(an) Bl )]

J k=0 TuJ=[1;n]
[11>2

. ° Jj—1 .
J—1 : j—k— J—1.;
= Y el )Y Qha(Bly(en) @ BT @) + R,
J IulJ|=[1;n] k=0 J
I1|1>2

Pour les termes contenant (j + 1) occurrences de @)}, on commence par remarquer que

> e, NQs (B (wr) @ By () = Y el D(=1)"Q4 (B} (Qa(wn) By (2.)).-
IuJ=[1;n] ITuJ=[1;n]
| I|=1 | I|=1

On peut donc rajouter ces termes & —R™*! et on supprime la condition |I| > 2. Il n’est pas difficile
de voir que dans les égalités du lemme 3, la suppression des conditions |[;| > 2 et |J;| > 2 dans le
premier membre se traduit par la suppression de la condition |I| > 2 dans le second membre. Les
termes contenant (j + 1) occurrences de Q% seront alors :

k— . .
Z[ S D) (C)EH (I -2) S el h)

1
‘7 k=0 [=0 IUJ=[1;n] I1UIy=I
17123 11122

Qg(H)'%'Q; (Bf, (Qua(wn) Bl ™M an)) Bl (@)

£ L@ -n Y sx(Jl,Jz)Q'2<B|JI|k 1),

TuJ=[1;n] JyuJdg=1I
[J]1>2 [J11>2

j—17 1

( )|rJ1|Q2 (B|J (Qa,l(le))'Blsz(sz))>:|

Par les mémes transformations que ci-dessus, ces termes sont égaux a

; Z >l )G~ WQ (Bl (Qualwn) Bl )]

J k=0 1uJ= [1;n]

T Z Z QQ(B\I\(Qa,l(zl))-Bfﬂk(zJ))}

J = g= [15n)]

= N e, )Y QB @B () ~ R (@1 © . @ ).

TUJ=[1;n] k=0

Démontrons maintenant le théoreme 2.
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Démonstration : Donnons-nous des applications B, : T"g — g’ de degré 0 qui vérifient les relations
suivantes :

BnOQa,l (xl®"'®mn)+8n—loQa,2 <x1®®xn) =
QQBlOBn ($1®®$n)

+ Z J) Qo (Bi(zr) ® Bj(x))

TuJ=[1;n]

Par la proposition 2, les applications (B,,),>1 s’étendent en un morphisme bien fait.

Par définition des CJ, pour tout entier n > 2 et tout x1,...,2, € g :
> ¢ = (BioQui+Bi 1 0Qu1—Qhi0BL) (118 @ ). (2)
5>0 520

Par les propositions 5 et 6, on a :

Y= c+doa
720 J=1

= Y el ))Qha(BY(xr) @ B) i (x)) - Ry,

IuJ=[1;n]
|I|=1

Y Z 1) kZQM Bl (xr) @ B (ay))
0

j>1 TuJ=[1;n]
|11>2

+>° Z Zi@ (B¥ (1) @ Bk (x5))

J21 107l §>1 k=0

+Y (01 @ .. @3,) — R (21 ® . @ 2,))
i>1

Les termes (RJ);>1 se simplifient deux a deux :
L]

> oc > el Q4 (B () @ BY_ ()

i>0 TuJ=[1;n]
7= | I]1=1

+> Z o(1,J) ZQﬂ? By (zr) @ Bl (x)))

j>1 TuJg= 1n] =
171>

+> Z ;OQ 2 (BY(azr) @ B Y (2)))

j>1 TuJ=[1;n]
[T]=1

Les sommes du c6té droit se réunissent en une seule somme par un simple jeu sur les indices :

0= Y ) Q| [ B | | Y Bl

>0 IUJ=[1;n] k>0 1>0
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En comparant avec ’équation (2), on obtient pour tous z1,...,2, € g :

ZB% 0Qa1 (T1®@--@xy) + ZBi,l 0Qa2 (T1®@ - ®xy) =
= =

Qo (Bl (@me- @)
20

+ Y ad ) Qo | | DB | @ DBl ()

IUJ=[1;n] k>0 1>0

De la proposition 2, il suit que la famille (> 20 B )n>1 est la famille des coefficients de Taylor d'un
Leibs,-morphisme bien fait. O

5 Applications et questions

Nous allons utiliser notre construction pour retrouver la formule due & Dominique Manchon [10],
qui relie -selon ses mots- le crochet de Poisson, le commutateur du star-produit, ’application tangente
du morphisme de formalité de Kontsevich, et sa dérivée seconde.

On prend les notations de [1]-[3]-[10], qui sont désormais classiques. Soit M une variété différentielle,
et soit v € Tpory(M)[[]] une structure de Poisson formelle. On applique notre construction a g :=
Tpoty (M)[[A]], §' := Dpoiy(M)[[H]], o = Fy et F la formalité de Kontsevich. Considérons f, g € C*(M).
D’un coté, on a

Qua(f@g) = Qa,l(f)®g_f®Qa,1(g)+Qa,2(f®g)
h(Hp®@g—f®Hy—{f,9}).

Appliquons B et projetons sur Do, (M)[[R]]. Sachant que By(Hy ® g) = 0 par définition de B, on
obtient la quantité :

—h(Ba(f @ Hy) + Bi({/, 9})) - (3)

D’un autre coté, appliquons Q% oBa f®yg, et projetons sur Do, (M)[[A]]. Sachant que B2(f®g) =0
pour des raisons de degré, le seul terme qui reste est Qf ,(B1(f) ® Bi(g)) En comparant avec (3), on
obtient la formule :

—h(Bz(f ® Hy) + Bi({f,9})) = Qs2(B1(f) @ Bi(9))

Or, par définition du crochet de Gerstenhaber et du crochet dérivé :

Q5 2(B1(f), B1(9)) = [Bi(f), Bi(9)]3 = —[[x, Bi(fle: Bi(9)la = = (Bi(f) x Bi(g) — Bi(g) * Bi(f))-

Utilisons les notations de [10] et notons ® := T1F la dérivée premicre de F et ¥ = T2F la dérivée
seconde en « = Ay, on obtient :

U(Hy, Hy) = % (cp({f, o)) — 2 = 2lg) — lg) *<I>(f)> .

h

Nous finissons par un certain nombre de questions. Notre construction donne I’existence d’un Leib-
morphisme entre deux algebres de Leibniz dérivées. Mais il serait intéressant de se demander ce qu’il
en est des algebres de Leibniz générales. Par exemple, sous quelles conditions le théoreme de transfert
reste t-il vrai pour le contexte Leibniz 7

Par ailleurs, une question qui nous parailt intéressante est de savoir ce qu’est un Maurer-Cartan
pour une algebre de Leibniz différentielle graduée g. Une réponse possible est de dire que c’est un
élément de type groupe g et de degré 0 dans la cogebre (T(g[—1]), A) telle que Dg = 0. Il n’est plus
en général vrai que les éléments de type groupe sont de la forme e avec a € g1 = g[—1]o. Mais ces
éléments doivent exister en général. Il suit du théoréme 2 quand on a un morphisme de DGLA, un
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élément de Maurer-Cartan et son image, un morphisme d’algebres de Leibniz différentielles graduées
est induit. De maniere générale, une approche intéressante consiste a déterminer les sous-ensembles
stables par les morphisme Leibniz-infinis, les éléments de Maurer-Cartan n’étant qu’un exemple.
Enfin, le cas Tpoiy (M), Dpory (M) nous semble mériter une étude plus approfondie. Nous avons
pu dériver une formule de Dominique Manchon, mais il nous semble clair que d’autres applications

existent.
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