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Interaction Fluide-Structure pour les probléemes
de dynamique rapide

Nicolas AQUELET et Mhamed SOULI

5.1. Introduction

La dynamique rapide regroupe des phénomenes physiques en grande déforma-
tion de courte durée impliquant généralement un fluide et une structure. Le crash, le
développement d’un airbag, le tossage d’un navire sont autant d’exemples d’inter-
action fluide-structure spectaculaires de 1’ordre de quelques millisecondes. La simu-
lation numérique a beaucoup apporté¢ a la compréhension de ces phénomenes phy-
siques. Cependant la complexité des simulations numériques actuelles, en dynamique
rapide, conduit encore a des problemes liés au temps de calcul et implicitement aux
maillages utilisés pour décrire les géométries. Les grandes déformations impliquent
un traitement spécial du maillage. Certaines approches s’affranchissent de la connec-
tivité comme la méthode SPH. D’autres remaillent le domaine de calcul. Ici nous nous
intéresserons a la formulation ALE (Arbitrary Lagrange Euler) et, a titre d’illustration,
nous ’appliquerons a I’impact hydrodynamique d’un diedre.

Un impact hydrodynamique définit un choc entre une structure et la surface d’un
liquide supposé faiblement compressible (en général de I’eau). Un des impacts hydro-
dynamiques les plus courants est le tossage dans I’industrie navale : ce phénomene
apparait lorsque la caréne d’un navire rentre en contact avec la surface de 1’eau avec
une vitesse importante. Un autre exemple est le ballotement dans un réservoir partielle-
ment rempli : le liquide contenu interagit avec la paroi interne par vagues successives.
La probabilit¢ d’un impact fort augmente naturellement avec la vitesse relative entre



la structure et le fluide. Si la fréquence des impacts croit (par exemple, pour les navires
a grandes vitesses "ricochant" sur les vagues), une ruine prématurée par fatigue peut
menacer I’intégrité de la structure. Dans des cas extrémes, la rupture de cette derniere
est tout a fait envisageable. Dans ces conditions, il est alors important de savoir prédire
les efforts hydrodynamiques appliqués a la structure pour la dimensionner correcte-
ment lors de sa conception ou pour prévenir un éventuel endommagement (pour un
navire en mer par exemple, la vitesse de progression est diminuée si la fréquence des
impacts séveres devient trop importante).

La durée d’une pression d’impact est de 1’ordre de quelques millisecondes et elle est
aussi tres localisée dans 1’espace. Les caractéristiques de cette pression locale dé-
pendent essentiellement de 1’angle d’incidence « et de la vitesse relative v. Une esti-
mation théorique de la pression maximale peut étre effectuée en appliquant la relation
suivante obtenue pour un diedre entrant dans I’eau a vitesse constante :

72 pv?
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(5.1)

Ce pic de pression est obtenu aux points d’arrét. Si on connait la vitesse tangentielle
de ce point le long du diedre par le théoréme de Bernoulli, on peut montrer la relation
Eq.(5.1). On remarque que plus I’angle « sera petit, plus I’impact sera violent. Pour un
angle de 10° et une vitesse d’impact de I’ordre de 6m /s, le pic sera de 1.5M Pa alors
que pour 5°, il sera 4 fois plus important. Bien que la relation Eq.(5.1) permet dé¢ja
de dimensionner le niveau de pression exercée sur une structure pour une incidence
donnée, la complexité d’un probléme industriel ne permet pas de se limiter au cadre
d’une approche théorique.

Au niveau de la modélisation théorique, le probléme d’impact hydrodynamique a
fait ’objet de nombreuses ¢études : Von Karman [KAR 29] a ét¢ un précurseur dans
ce domaine en ¢tudiant I’amerrissage d’hydravions, la théorie de Wagner [WAG 32]
est une pierre angulaire dans 1’analyse asymptotique des probléemes de perforation de
surfaces libres et encore aujourd’hui, ces travaux sont repris comme une référence. Par
la suite, d’autres développements théoriques ont suivi et tous sont basés sur des hy-
potheses restrictives ne permettant pas de traiter un probléme industriel réaliste. Avec
I’essor des outils numériques, il est possible de lever ces hypothéses en construisant
des modeles de plus en plus complexes. Le modele idéal serait un modele numérique
capable de simuler des impacts hydrodynamiques complets et concrets tout en s’as-
surant que la précision du calcul n’est pas perdue par la généralit¢ de I’approche.
Cependant, il est difficile de concevoir un code généraliste précis sur les différents
aspects d’un probléme d’impact incluant I’effet "coussin d’air" (I’air est emprisonné
entre la structure et le liquide lors de I’impact), la compressibilité du liquide (dans les
premiers instants de I’impact, une onde de choc peut étre générée), la cavitation (pour
des vitesses importantes, la tension dans le liquide peut impliquer un changement de
phase), etc...



Pour traiter le probléme, une formulation éléments finis en contact est une solution
envisageable. Une formulation Lagrangienne pourrait étre alors utilisée pour le fluide
et pour la structure. Cette approche est simple et précise. Cependant, le maillage La-
grangien a la particularité de suivre le mouvement du matériau de manicre a ce que
toute particule matérielle initialement présente dans une maille reste dans celle-ci au
cours du calcul. Les déformations d’une structure sont, en général, faibles et cette for-
mulation est alors adaptée. Par contre, pour le fluide, de fortes distorsions de mailles
apparaissent dans les zones ou les mouvements du fluide sont importants. Une autre
formulation est alors employée : la formulation Eulérienne pour laquelle le maillage
reste fixe et le liquide traverse la grille. A présent, il faut pouvoir coupler ces deux
formulations pour traiter le probleme d’impact entre la structure et le fluide.

La principale problématique est : comment transmettre correctement les efforts
d’interaction entre le modéle Eulérien pour le fluide et le modele Lagrangien pour la
structure ?. Les méthodes de couplage mises en ceuvre pour répondre a cette question
sont appelées couplages Euler/Lagrange. Le premier réflexe est d’imposer, a la fron-
tiere du fluide et de la structure, une méme cinématique. Par exemple, les vitesses des
nceuds Lagrangiens composant la fronticre de la structure peuvent étre déterminées
en interpolant les vitesses Eulériennes des noeuds voisins. Les roles du "maitre" (ce-
lui qui impose la vitesse) et de "I’esclave” (celui qui subit) peuvent étre inversés en
cours de calcul. On peut aussi imposer 1’accélération de la méme maniere. L’incon-
vénient d’une telle approche est qu’elle est souvent tres dissipative : I’énergie totale
du systeme tend a chuter dramatiquement. A la place de cette premicre approche et
pour assurer la conservation de la quantité de mouvement, le champ des forces d’in-
teraction est évalué et appliqué en respectant le principe de 1’action et de la réaction.
La force d’interaction est estimée par une méthode de pénalité consistant a permettre
une légere pénétration entre les deux maillages. Une force de rappel proportionnelle a
cette distance est alors €valuée par Eq.(5.2) et elle est appliquée, par symétrie, sur le
fluide et la structure.

F=—kd (5.2)

ou F, d et k sont respectivement la force, la pénétration et une raideur. Cette dernicre
est ’objet du probléme car il est difficile d’estimer sa valeur précisément pour un
probléme quelconque. Si la raideur est trop faible, les interpénétrations deviendront
inacceptables et le fluide traversera la structure. En théorie, la raideur devrait €tre tres
grande afin de limiter les pénétrations. Cependant, si la raideur est trop importante,
la force de rappel trop grande devant les forces physiques déstabilisera le calcul. Le
choix de la raideur est un probléme non-linéaire délicat qui dépend des propriétés
physiques du fluide et de la structure. Pour le probléme de I’impact hydrodynamique,
une ¢tude recherchant la raideur optimale pour différents angles d’incidence sera mise
en ceuvre. L’idé€e par la suite serait de pouvoir étendre cette analyse a un grand nombre
de cas d’impacts.



Le plan est le suivant :

La premicre partie est consacrée a la formulation ALE permettant de traiter le pro-
bléme de I'impact hydrodynamique dans un cadre général. La dynamique de la struc-
ture est basée sur une approche variationnelle en ¢léments finis des équations du mou-
vement. Le fluide est mode¢lisé€ par une formulation Eulérienne basée sur une méthode
"split" permettant de décomposer le pas de calcul en deux cycles : un cycle Lagran-
gien qui, ne tenant pas compte de la vitesse d’advection, détermine les inconnues du
probléme par une approche en éléments finis et un cycle d’advection limitant les dis-
torsions issues du premier cycle en ramenant le maillage a sa position initiale. Les
variables physiques sont alors projetées, de la configuration déformée a la configura-
tion initiale, par une méthode d’advection. Cette approche est un cas particulier d’une
formulation plus générale, la formulation ALE (Arbitrary Lagrange Euler) pour la-
quelle le maillage, au cours du second cycle, peut étre placé a une position arbitraire.
Les formulations Eulériennes et ALE sont multi-matériaux : elles ont ainsi la capacité
de modéliser I’écoulement de plusieurs fluides dans un méme maillage.

La deuxieme partie présente le couplage Euler/Lagrange. Il s’agit d’un couplage
entre la formulation Eulérienne ou ALE et la structure. Deux algorithmes seront dé-
crits : une méthode par pénalité et une méthode explicite basée sur les multiplicateurs
de Lagrange.

La troisieme partie est une application de la formulation ALE et du couplage a
deux problémes d’impact hydrodynamique. Le premier probléme est un piston écra-
sant un volume d’eau. On y compare les méthodes de couplage employées. Pour ce
probléme simple, la méthode des multiplicateurs de Lagrange est une approche directe
et précise de la solution. Par contre, la précision de la méthode par pénalité dépend de
la détermination de la raideur de pénalité : trop grande, le calcul peut étre instable,
trop petite, la pénétration relative devient inacceptable. Lorsqu’une valeur optimale
est évaluée, les efforts numériques peuvent étre perturbés par des oscillations dont
I’origine numeérique est liée au couplage. Un effet dissipatif est introduit dans la mé-
thode par pénalité pour amortir ces perturbations. La deuxiéme application est I’entrée
d’un diedre dans I’eau. L’interaction fluide-structure sera modélisé€ par la méthode par
pénalité. Une base de données pour le parametre controlant la force de couplage est
¢tablie. Cette base est construite en estimant I’amplitude de la pression locale exercée
sur un diedre pour différents angles d’incidence. L’idée est d’étendre les résultats ob-
tenus pour une structure ayant une géométrie quelconque.

5.2. Formulation ALE multi-phases

Les formulations ALE multi-matériaux ont été, a 1’origine, développées pour ré-
soudre des problemes impliquant de fortes pressions telles que des explosions (pres-
sion supérieure a 1Mbar). A de telles pressions, les contraintes déviatoriques sont tres



faibles dans le tenseur des contraintes et sont souvent ignorées. De la méme maniere,
dans cette étude, les forces visqueuses ne seront pas prises en compte. La capacité
des formulations multi-matériaux a modéliser de grandes déformations matérielles et
a générer de nouvelles surfaces libres permet de résoudre une large gamme de pro-
blemes fortement non lin€aires en mécanique des fluides. La formulation Eulérienne
est un cas particulier de la formulation ALE. C’est pourquoi cette dernicre sera 1’objet
d’une attention particuliere dans cette partie. Une description Eulérienne d’écoule-
ments incompressibles a été¢ développée par Hughes et al [HUG 81] pour résoudre
des ¢coulements a surface libre et des problémes d’interaction fluide-structure. Cette
théorie générale est une base aux approches Lagrangiennes, Eulériennes et ALE. Les
auteurs définissent trois domaines pour décrire le mouvement du fluide : un domaine
spatial ou Eulérien qui correspond a la configuration courante €2, un domaine matériel
ou Lagrangien correspondant a la configuration initiale €}y enfin un domaine dit de
référence ou ALE, €2,;., qui est un nouveau domaine ou la particule est décrite par la
variable y et le temps. Ce domaine représente, en fait, le maillage. On peut remarquer
que la formulation Lagrangienne est obtenue lorsque le domaine ALE est Lagran-
gien, c’est a dire lorsque g = €24.. Lorsque le domaine ALE est 2 (24 = ), la
description est Eulérienne.

Nous avons vu précédemment que les variables Eulériennes (7, t) sont exprimées
en fonction des coordonnées de la configuration initiale (X, ¢) :

F=@(X,t) (5.3)

Cette relation injective donne en fait le mouvement du point matériel. Si une quantité
physique, f, est exprimée dans la configuration Eulérienne, on a la relation suivante :

f(@ 1) = f(E(X,1),1) = f(X,1) (5.4

La dérivée matérielle % est une dérivée temporelle prise dans le repere Lagran-

gien :
- Efo(;)(?t) 8f0(;)(7t)
== = (T) (3-5)

—

X

Si on applique la dérivée matérielle a la relation Eq(5.4), on obtient la dérivation

sulvante :
of°\ _ [0f(F1) 0p(X,t)\ Of(&1)
<W)X,_< ot >x+< di ) 07 (5-6)

X
Avec Eq.(5.5),on a:

o o Nt v (5.7)

Df  [0f(&1) Dz
o= (Yo, 5

-
x



U= % représente la dérivée matérielle du mouvement du fluide c’est a dire la

vitesse matérielle. Si, a présent, on considére 1’application injective J liant les coor-
données Eulériennes (7, t) et les coordonnées ALE (, t) (voir Eq.(5.8))

z; représente le déplacement du domaine ALE, 2. :

7= (X, 1) (5.8)

f s’exprime donc dans le repere ALE sous la forme suivante :

(@ 1) = FO(X.1),0) = F"(T.1) (5.9)
La dérivée de f¢(x,t) prise dans le repére ALE donne :

(UUE0) _(UED) | (L) O/

ot ot ot < or
On voit apparaitre la vitesse du repére ALE : v, = <a¢é§’t) ~D’ou:
X
Ofe(y,t Of (&t L=
<%) — ( f((‘% )) +Uale'vff(x7t) (510)
X 7

Si on soustrait Eq.(5.7) et Eq.(5.10), on a une relation entre la dérivée par rapport
au repere ALE et la dérivée matérielle :

Df <8fale) N = ~ .
I (T — viie ).V - (5.11)
Dt o ). :

On note W = ¥ — Uy, la vitesse de convection (différence entre la vitesse du fluide
et la vitesse du domaine ALE). Dans la suite, comme €2,;. représente le maillage, v,
sera la vitesse du maillage.

Si Que = o, ¥ = X et zE(;Z, t) = gB(X',t) puisque les applications sont in-
jectives. De ce fait, ¥ = v, et obtient la description Lagrangienne avec une vitesse
convective nulle (w = 0).

_ ([ 99(@.0)
- ot

)#. Avec Eq.(5.8), Uye =

On obtient alors la description Eulérienne pour laquelle la vitesse convective est la
vitesse matérielle (W = v). A présent, on écrit la formulation ALE forte des équations
du mouvement pour le fluide.



Figure 5.1. Fluide dans les trois configurations

5.2.1. Forme forte

- Conservation de la masse :

— —

p(X,1)J (X, 1) :po(X>Jo(X) ::00()2) (5.12)

ou p est la masse volumique, J le jacobien de la transformation ¢. X est la co-
ordonnée de la configuration initiale (on parle aussi de coordonnées Lagrangiennes
ou matérielles). Les indices "0" du second membre indiquent que les quantités précé-
dentes sont prises a t = 0.

La dérivée matérielle de Eq.(5.12) donne la conservation de la masse pour le
fluide :

Dp DJ
Ft + pﬁ =0 (5.13)
Comme %‘t] = Jdivv, on obtient :
D
Ff + pdivG = 0 (5.14)

En substituant Eq.(5.11) dans I’équation précédente, on a I’équation ALE de la conser-
vation de la masse.

apale = .
+ wVgp = —pdivy  sur Qp (5.15)
X

- Conservation de la quantité de mouvement :



DUZ' . 8Oji
P Dt N 8xj

+ pb;  sur Qg (5.16)

oui,j = 1,2,3, D/Dt représente la dérivée matérielle, v;, les composantes de la
vitesse et x; celles de la coordonnée de la configuration courante (on parle aussi de
coordonnées Eulériennes ou spatiales). o est le tenseur de contrainte de Cauchy. b;
représente les composantes de la force de volume (gravité).

La conservation de la quantité de mouvement pour le fluide dans le repére ALE est
dérivée de Eq.(5.16) en substituant la relation Eq. (5.7) :

8—’ale . .
p ( gt ) + pwWVz0 = dive + pb  sur Qp (5.17)
X

- Conservation de I’énergie :
La conservation de 1’énergie en ALE suit le méme raisonnement que précédemment
et on obtient :

8 ale N oo
p < e@t ) + pwVze = o : gradv + pb.U (5.18)
X

- Equation constitutive : Fluide newtonien

Oij = zud;:ljev — péij (519)
- Conditions aux limites :
nj ()Zv t)qji()z? t) = tz(fa t) sur ant (520)
et
vi(X,t) = v (X, t) sur O0Q" (5.21)

ol t est la traction imposée sur la frontiére O 7! et %, la vitesse imposée sur la fron-
ticre €2 ¢". Les deux frontiéres précédentes sont complémentaires comme le précise
Fig.5.1. Les efforts de couplage sont appliqués sur la frontiére 9 ¢*.

- Conditions initiales :

(X, 0) = o(X) (5.22)

et
0i;(X,0) = gi0(X) (5.23)



5.2.2. Forme faible

Il y a deux approches différentes pour mettre a jour les variables a partir des équa-
tions précédentes.

La premiere résout ces €quations en 1 seule étape en mettant en ceuvre une forme
faible directement a partir de la formulation forte précédente :

ale . 0
/ 5p 7" g+ / 5pp Va0 — — / 5pwi =L d0 (5.24)
Qy ot Qy Ox; Qy ox;
vate Vi Vs
fo 51}1-,088—”350!(2 + fo 0v; pw; gT;dQ = Jo, %aijdﬁ
+ fo dv; pb;dS) (5.25)

+ faﬁft (S’UthdaQ

ale .
/ 5686 dQ—|—/ 5epwjﬁdQ:/ (56%07;]'619—%/ dev; pb;d) (5.26)
Qf ot Qf 8£Uj oF 0x; Qy

Lj

oudp € H'(Qf),0v; € H'(Q5) et de € H'(Q) sont des fonctions tests.

La deuxieéme approche, appelée "opérateur split", sépare, dans Eq.(5.15), Eq.(5.17)
et Eq.(5.18), les termes Lagrangiens des termes d’advection. Le pas de temps est divisé
en deux cycles de calcul : un cycle Lagrangien qui détermine les inconnues physiques
du probléme et un cycle d’advection qui ramene la solution physique soit sur le do-
maine ALE fixe (le maillage initial fixe : U, = 0) pour un cycle Eulérien, soit sur une
configuration ALE mobile (maillage mobile de vitesse arbitraire v, ) dans le cas d’un
calcul ALE. Le calcul Lagrangien implique que le maillage se déforme avec le fluide
et peut se distordre. La seconde étape permet d’éviter cette distorsion en déplacant le
maillage de maniere a préserver la régularité de ce dernier. Le mouvement du maillage
est indépendant du mouvement du fluide ce qui entraine des flux de masse, de quantité
de mouvement, d’énergie. Ces flux sont calculées a partir de schémas d’advections de
Godunov.

La méthode split est pratique pour diviser des problémes complexes en une série
de problemes plus simples. La division d’un calcul Eulérien ou ALE en deux phases :
une phase Lagrangienne et une phase Eulérienne est une application de cette méthode.
Elle est aussi fréquemment utilisée pour construire des algorithmes d’advection 2D ou
3D a partir d’algorithmes 1D. Le pas de calcul d’un écoulement par une formulation
Eulérienne ou ALE basée sur un opérateur split procede par les 2 étapes suivantes :



I) La formulation faible de Eq.(5.25) peut étre réécrite sous une forme Lagran-
gienne en utilisant la relation Eq.(5.11) liant la dérivée matérielle ou Lagrangienne a
la dérivée donnée dans le repere ALE :

Dv; i
Q; Dt o, Ox; Q; 00t
D i
Se=2d0) = 5ea—vaijdﬂ+ Sew; phid (5.28)
o, Dt o, 0z Q,

La conservation de la masse est une simple équation algébrique. La solution est déter-
minée dans un cycle Lagrangien comprenant les sous-étapes suivantes :

1) Connaissant le champ de contraintes, de pression, et la viscosité de choc a I’instant
t™ en chaque ¢lément, les forces aux nceuds sont calculées. On en déduit les accéléra-
tions en divisant ces forces par la masse nodale.

2) Les accélérations sont intégrées pour donner les vitesses a 1’instant ¢7+1/2.

3) Les vitesses sont intégrées a leur tour pour fournir le champ de déplacements a
’instant "1 mettant ainsi a jour la position Lagrangienne du maillage.

4) La viscosité de choc artificielle est calculée a partir de v™+1/2.

5) L’énergie interne est mise a jour.

6) La pression est déterminée a partir de I’équation d’état en utilisant la masse volu-
mique et I’énergie interne par unité de volume.

7) Un nouveau pas de temps est calculé en se basant sur la condition CFL (Courant
Friedrichs Levy).

IT) La phase Eulérienne ou d’advection résout le probleme hyperbolique de 1’ad-
vection des grandeurs trouvées dans le cycle précédent quand le maillage est déplacé
librement vis a vis du fluide. Les équations de transport sont données en considérant
les formes homogenes de Eq.(5.15),Eq.(5.17) et Eq.(5.18) :

ale
<8g t > LBV =0 (5.29)
%
8—’ale
p( gt >#+pwvfz7:o (5.30)
X
a ale .
,0< (;t >q-|—pu7Ve:0 (5.31)

X
Le temps t est fictif : il ne correspond pas au temps physique car les équations de
transport ne gouvernent pas la convection physique du fluide. En fait, le mouvement
du fluide est figé dans le repere physique et seul le maillage se déplace. Le mouvement
des mailles par rapport au fluide entraine des flux entre les mailles. Les conditions
initiales sont données par les valeurs déterminées par le cycle Lagrangien :

pale(X7 0) = Plagrangien (5.32)

10



'l_fale(Xy O) - 77lagrangien (533)

eale(X7 O) = Clagrangien (534)

Ce probleme est résolu par une formulation en volumes finis. Il est alors préférable
de considérer la forme conservative des équations d’advection. Pour cela, on définit le
jacobien de la transformation (¥, ) donné par :

aJ.
<—¢) = Jydiv(Tae) (5.35)
ot ).
X
Pour une formulation purement Eulérienne ou purement Lagrangienne, J, = 1.

Une combinaison linéaire permet d’obtenir les formes conservatives de Eq.(5.29),
Eq.(5.30) et Eq.(5.31) en multipliant chacune de ces équations par Jy, et en factorisant
Eq.(5.35)parpouvoue:

(M) + Judiv(pi) = 0 (5.36)
o ).
(3pvJ¢> + Jydiv(pF @ T) = 0 (5.37)
o ).
<8p eJ‘”) + Jydiv(pide) = 0 (5.38)
o ).

ale

On remarquera qu’une grandeur exprimée dans §2,;. peut étre donnée dans (2
g f

en inversant J()Z, t) 1 g¥e(x,t) = g¥¢ (¢:1(f, t),t) = ¢g(&,t). Suivant Eq.(5.36),
Eq.(5.37) et Eq.(5.38), le cycle Eulérien projette, sur le nouveau maillage, la solution
physique déterminée dans le cycle Lagrangien en procédant par les sous-étapes sui-
vantes :

8) Un nouveau maillage est généré en relaxant le maillage Lagrangien dans un calcul
ALE ou en revenant a la configuration fixe initiale dans un calcul Eulérien.

9) Les variables centrées dans I’élément (contrainte, énergie interne,...) sont projetées
par un algorithme d’advection de type Godunov.

10) Les vitesses aux nceuds sont projetées a leur tour sur le nouveau maillage par une
technique HIS (Half Index Shift) : on crée un nouveau maillage décalé d’un demi-pas
dans les 3 directions de manicre a ce que les centres des mailles soient les nceuds du
maillage original.

Chacune des étapes du cycle Lagrangien et du cycle Eulérien est décrite dans les pa-
ragraphes suivants.
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5.2.3. Discrétisation en éléments finis : Calcul des grandeurs cinématiques

Pour un maillage d’¢lements a 8 nceuds, {1y est décompose en ¢lements (2. Le
mouvement du maillage est donné par :

8
FE )= T(t)N(€) (5.39)

ou & et &7 représentent les coordonnées de 1’élément parent associé et du nceud I
respectivement et N ; est la fonction forme définie par :

1

Ni= §(1+551)(1+U7)1)(1+CC1) (5.40)

avec &1, ny et (7 prenant suivant I les valeurs (£1,+1,£1). Dans le cadre de cette
approximation, les coordonnées ALE sont données par :

X&) =D XiN;(§) (5.41)

La dérivée matérielle d’une grandeur g donnée par Eq.(5.11) est approximée par :

Dg  ~dgi(t) . = e
Fizg gét N1(§) +w(& t).VN(£)g1(t) (5.42)

La forme faible dans le cycle Lagrangien de Eq.(5.27) prend la forme discrétisée ci-
dessous ; la conservation de 1’énergie requiert un traitement particulier que I’on verra
dans un autre paragraphe :

Dv

Mﬁ + f’l/n,t fea:t (543)

avee

M = Id [ / pNN;dQ| = Id [Mu] (5.44)

fint = [ ONy Uzde (5.45)
as O
feat = [ / pN 1b;dQY + N 1t,;dOS) (5.46)
y 005
vV = [—’J] (547)
Dv o DUJ
Dt [ Dt ] (5.48)
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ou Id est la matrice d’identité de dimension 3. La matrice masse est diagonalisée en

sommant les termes d’une ligne de {]\Z I J:| :
) 8 8
Mg =Y / pN [N ;dQ = / pN1 Y  NydQ = / pN 1dS (5.49)
J=1"9% 25 J=1 25

Les intégrales précédentes sont évaluées avec un point de quadrature au centre de
I’¢lément. Le calcul de la matrice masse avec un point de quadrature permet d’obtenir :

~ 1
M][ = gﬂVOl(Q?) (550)

ou Vol(§2%) est le volume de I’élément §25. Les accélérations, les vitesses et les nou-
velles positions sont déduites de 1’équation de quantité de mouvement :

ext\n __ mt\n
a?I: ( ol ) _ ( ol ) (551)
My
v Y2 = 02 LA At (5.52)
x“”“‘l = xun_l + Uun-l_l/QAt (553)

Dans les relations précédentes, on a besoin de connaitre le pas de temps du calcul.
Il est donné en prenant le minimum des pas de calcul At. déterminés pour chaque

¢lément brique par :
L

Ate = 5.54
Q+(Q*+ )12 539
avec (), une fonction des coefficients de la viscosité de choc C'g et C; :
Q = Cic+ CoL|div(v)| pour div(v) <0 (5.55)
Si div(v) > 0, alors Q = 0. L est une dimension caractéristique de 1’¢1ément :
Vol(02%)
f
= (5.56)
Amaaz (Qf)

ou Amax(Q?) est Iaire de la plus grande face de (2. La vitesse du son isentropique,

c est définie par :
dp
— | = 5.57
’ <8p>s 537
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avec s I’entropie. Quand s est constante c’est a dire lorsque (2% n’échange pas de
chaleur a travers sa frontiére 92, on parle aussi de "vitesse du son adiabatique". Les
¢tapes du calcul 1), 2), 3) et 7) ont été décrites. Il reste a évoquer la viscosité de choc
(étape 4), et le calcul de I’énergie interne (étape 5) qui servira dans 1’équation d’état
(€tape 6). Détaillons d’abord la viscosité de choc.

5.2.4. Viscosité de choc (bulk viscosity)

I1 est possible de traiter I’onde de choc comme une fronticre interne en appliquant
les équations de Rankine-Hugoniot. Cependant, I’onde étant en mouvement par rap-
port au maillage, I’application des conditions est difficile. La non-linéarité des condi-
tions aux limites implique que le mouvement de la surface de choc est déterminée
par les conditions aux limites. Par cette approche, le traitement des ondes de chocs
débute a partir d’une configuration arbitraire et la solution est optimisée en bouclant
dans un méme pas de temps (technique "trial-and-error"). Cette procédure peut tre
utilisée pour des problemes simples unidimensionnels mais elle est difficilement ap-
plicable a des cas 3D complexes; de plus elle exige de grands temps de calcul. La
méthode proposée par Von Neumann et Richtmyer [NEU 50] permet un traitement
automatique des ondes de chocs sans avoir a rechercher la position de 1’onde pour
appliquer les conditions de chocs. A la traversée d’un choc fort, I’irréversibilité ther-
modynamique est traduite par une augmentation de 1’entropie. L’idée est d’introduire,
dans les équations, un terme dissipatif qui traduirait cette irréversibilité. Le choc est
alors approché par une surface ayant une épaisseur comparable sinon plus grande que
le pas de maille dans la direction de propagation. Le mécanisme de dissipation est re-
présenté par une pression ¢ ajoutée a la pression physique. g est supposée négligeable
sauf dans la région des ondes de choc. Cette viscosité artificielle appelée aussi "bulk
viscosity" permet d’étendre 1’onde de choc sur plusieurs mailles et de vérifier néan-
moins les équations de Rankine-Hugoniot a condition que 1’épaisseur de 1’onde ainsi
approximeée soit petite devant les autres dimensions du problémes. En 1D, la viscosité
de choc proposée dans [NEU 50] a la forme suivante :

q = Cop(Ax)? (div(v))®  si g—” <0 (5.58)
xr
et 3
¢=0 si >0 (5.59)
ox

ou Cy est une constante sans dimension. g est ajoutée a la pression dans la conser-
vation de quantit¢ de mouvement Eq.(5.27) et dans I’équation de 1’énergie interne
Eq.(5.28). Ainsi, les forces internes de Eq.(5.45) sont déterminées en ajoutant g au
terme de pression de o;;. En 1955, Landshoff [LAN 55] suggére d’ajouter un terme
linéaire a ¢ :

ov v

v\ 2
q= Cop(Ax)2 <8_:;> + Clcpr% ) p. <0 (5.60)
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et

)
g=0 si a_:;>0 (5.61)

En 2 et 3 dimensions, la divergence de la vitesse est donnée par d;;, la trace du tenseur
taux de déformations, et la longueur caractéristique est la racine carrée de I’aire ou la
racine cubique du volume de I’¢lément €25 :

q = CopL*div(v)? + CiepLdiv(v) si  div(v) <0 (5.62)

et
q=0 si *div(v) >0 (5.63)

Les valeurs prises pour Cy et C'; sont 1.5 et 0.06 respectivement. Pour dépasser les
limites d’une viscosité scalaire, un tenseur de viscosités peut étre développé en éva-
luant le terme en pression indépendamment de la direction ¢ et en considérant la partie
déviatorique comme une fonction linéaire du taux de déformation déviatorique d;;, la
densité et la distance caractéristique L :

= (CopL?div(v)? 4+ CyrcpLdiv(v))dy; + CpLd;, (5.64)

5.2.5. Calcul de I’énergie interne et de la pression

Comme pour le champ de vitesses, le calcul de 1’énergie interne repose sur une
intégration en un point de quadrature ce qui simplifie Eq.(5.28). En effet, 1’énergie
interne, la fonction test de, p, le taux de déformations et le champ de contraintes sont
centres au point de quadrature donc constants dans (2%. La forme faible Eq.(5.28)

devient avec V' = vol ( Qe fQ ds -

De e
5epEV = ded;joi;V + 0epguy, o, V (5.65)

avec Uy, V = fQ? 7dQ et b = §, la gravité. Par définition, de est une fonction test

arbitraire et on suppose pour simplifier que les forces a distances b; sont nulles (dans
les applications numériques, la gravité n’est pas en général prise en compte) :

D
pFiV dijoiV (5.66)

Les tenseurs du second membre sont décomposés en une partie déviatorique d’indice
(.) et une partic moyenne 5 (.);;. En incluant le tenseur des viscosités de choc g que
I’on suppose symétrique, Eq.(5.66) devient :

D 1 1
'OF:V B (gdkkazj T d;j) <U;j — Poij +qi; + §Qii5ij> Vv (5.67)
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La trace du taux de déformation est égale au taux de déformation volumétrique %.

En introduisant I’énergie interne totale de I’élément ' = peV/, on discrétise Eq.(5.67)
sur un schéma de différences finies centrées :

En+1 — E" + At ((O_gjn—i—l/Z +qgjn+1/2)d;;jn—|—l/2vn+1/2)

5.68
+ (%qkkn+1/2 _ Pn+1/2) AV nt+1/2 ( )
avec .
n+1/2 n n—+1
oy = 5 (0" + o) (5.69)
n 1 n n
qi; /2 = 5 (q;j + qi; ) (5.70)
1
n+1/2 n n+1
P2 = 5 (P + ™) (5.71)

L’énergie dépend de la pression a t" ! rendant ainsi Eq.(5.68) implicite puisque
la pression dépend de I’énergie par la relation d’état suivante :

P(E,p) = A(p) + As(p) T, (5.72)

L’équation d’état peut étre un polynome de I’énergie interne par unité de volume et

du taux relatif de la fraction volumique définie par ;1 = p;p—”;f ol preys est la masse

volumique de référence :
Al(p) = C() + Cl,u + C2/L2 (5.73)

As(p) = C3 + Cyp + Chu* + C6p° (5.74)

ou C; sont des constantes. Les équations d’état pour 1’eau et pour 1’air considérées
dans les applications numériques sont définies respectivement par :

P=Cip avec C; =0 pour 1=0,2,..,6 et Cf = Pref02 (5.75)

p
Pref

P —

(y—1FE avec C;=0 pour i=0,.3,6 et Cy=0C5=~y—1

(5.76)
ou 7 est le rapport des chaleurs spécifiques. En utilisant Eq.(5.72), on peut réécrire
Eq.(5.68) sous une forme explicite. Une fois £™*! déterminée, Eq.(5.72) donne la
pression a t" 11,

Les étapes (1) a (7) du cycle Lagrangien sont complétées : toutes les variables phy-

siques sont connues. Il reste a présent a exécuter le cycle Eulérien (étapes restantes :
(8) a (10)) pour limiter les distorsions de mailles.
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5.2.6. Méthodes d’advection

Dans le cycle d’advection, pour maintenir des mailles régulicres, le maillage est
soit replacé a sa position initiale pour un calcul Eulérien, soit déplacé vers une po-
sition arbitraire pour un calcul ALE. Le déplacement des mailles est indépendant du
mouvement du fluide. De ce fait, des flux de matiéres entre les mailles sont créés.
Ces flux sont caractérisés par le transport des inconnues physiques de la position du
maillage donnée par le cycle Lagrangien vers sa nouvelle position. La projection des
variables centrées telles que la masse, I’énergie, la quantité de mouvement,... se fait
par des algorithmes de transport : par exemple, le schéma décentré (upstream me-
thod) est une méthode du premier ordre tandis que la méthode Van Leer est du second
ordre. C’est cette derniere qui est utilisée dans les applications numériques. Les mé-
thodes d’advection doivent étre précises, stables, conservatives et monotones c’est a
dire qu’aucun minimum ou maximum local ne doit étre crée¢ par le transport des flux.
Les grandeurs centrées dans la maille sont représentées par g et la forme générique
des équations hyperboliques Eq.(5.36), Eq.(5.37),Eq.(5.38) gouvernant le transport de
ces variables physiques est donnée par :

(%> + Jydiv(gw) =0 (5.77)
ot <
avece

g()Za O) = glagrangien()?) (578)

On considére, dans les applications numériques, une formulation Eulérienne : Jy, =
1. En identifiant, dans g, la masse volumique ou la composante ¢ de la quantit¢ de
mouvement par unité¢ de volume (pv;) ou encore I’énergie interne par unité de volume
(pe), on retrouve Eq.(5.36), Eq.(5.37), et Eq.(5.38) respectivement. Le transport de la
quantit¢ de mouvement exige un traitement particulier étant donné que les vitesses
sont déterminées aux nceuds de la maille et non au centre de celle-ci. Le transport de
g est purement géométrique et la grandeur ¢ n’est pas le temps physique. Ainsi, quand
g passe de I’¢tat n a n + 1, cette grandeur n’est pas avancée dans le temps : elle est
projetée du maillage a I’état n sur le nouveau maillage a 1’état n + 1. Pour assurer la
stabilit¢ des schémas d’advection, le déplacement du maillage dans un pas de temps
At doit étre inférieur a une dimension caractéristique du maillage L. Cette condition
est imposée en précisant que le nombre de courant C' doit étre inférieur a 1 :

C = M <1 (5.79)

L

Le maillage ne se déplagant pas sur un pas de temps physique, At est arbitraire et
V = wAt est le volume transporté entre les mailles adjacentes. f = gwAt = gV
constitue un flux de masse si g est la masse volumique ou un flux d’énergie interne si
g est I’énergie interne volumique, ou encore un flux de quantité¢ de mouvement si g
représente une quantité de mouvement par unité de volume (pv;).



5.2.6.1. Schéma décentré (Donor Cell)

On présente ’algorithme pour une advection en 1D. Bien que cette approche soit
du premier ordre, elle respecte les principales caractéristiques d’un algorithme d’ad-
vection : elle est stable et monotone. On résoud :

n n 1
gj—i_ll/2 =YJj+1/2 T _A:c(fj — fi+1) (5.80)
avec
1 n n 1 n n
fi = §ijt(gj—1/2 + 9j+1/2) + §‘wj|At(gj—1/2 - 9j+1/2) (5.81)

7 définit un nceud. g? 12 Ct g;’_l /o sont les valeurs de g centrées dans les mailles
a droite et a gauche de j respectivement. La valeur de f; dépend de la valeur de la
vitesse au neeud j, w; :

- Si. w; > 0, alqrs fj = wj'g?_l/zAt = g?_1/2V}, le flux de ¢g va de la gauche vers la
droite (vers les indices croissants en j)

-Stw; <0, alor's f?» = wjg;?_fl/zAt = g?+1/2‘/j, le flux de g va de la droite vers la
gauche (vers les indices décroissants en j)

L’algorithme de la cellule donneuse est une méthode de Godunov du premier ordre.
Van Leer [LEE 77] a introduit une méthode de Godunov d’ordre plus €leve.

5.2.6.2. Algorithme de Van Leer (MUSCL)

L’algorithme d’advection présenté ici est connue aussi sous le nom d’algorithme
MUSCL (Monotone Upwind Schemes for Conservations Laws). La méthode de la
cellule donneuse suppose que g est constante sur la maille. Van Leer remplace cette
distribution constante par morceaux par une distribution d’un ordre plus ¢élevé. Une
distribution linéaire par morceaux peut tre utilisée :

9?+1/2(33) = S?+1/2(517 - x?+1/2> + 9?+1/2 (5.82)

ou x est la coordonnée dans le volume de I’¢élément, :L’;”L ' 1/9> 12 coordonnée du centre

de la maille et 57/, | /25 la pente de la droite. Pour assurer la monotonicité, cette pente

est limitée par :

n 1 , )
j+1/2 = 5 (sgn(3L> + sgn(sR)> mm(\sL|, ‘Sj+1/2|7 ‘SRD (5.83)
avece
SL_;(” ~ g 10)) (5.84)
- 2A£L’j+1/2 gj+1/2 gj—1/2 .
et 1
R " n
5= m (gj+3/2 - gj+1/2)> (5.85)
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ou Sty /o est une approximation de la pente du second ordre obtenue en interpolant

par une parabole les valeurs de g aux centres des 3 mailles adjacentes :

on B (9?+3/2 - g;?+1/2)Ax? + (9?+1/2 - 9?—1/2)Ax?+1
ez Azjp1Az;(Azjp + Azy)

(5.86)

avec
Az = :L‘?+1/2 — x?_1/2 (5.87)
Un second minimum peut étre envisagé en remplacant Eq.(5.85) et Eq.(5.86) par ce
qui suit :
95172 — 95-1/2
Tit1/2 — (zj + 2maz(0, w;)At)

St = (5.88)

itz — ;.
R _ . J"f'3/2 j+1/2 (5.89)
wjr1 — 5min(0, w1 AL) — 2541 /9

Le flux f; au nceud j est alors évalué en utilisant un schéma similaire a la méthode
Donor Cell :

1 _ 1 _
fi = 5w;ly; + g7 ) At + 5lwillgy — g7 At (5.90)
avec
g =57 10z =21 0) + 9710 (5.91)
gt = ;l+1/2(55C - x?+1/2> + 95412 (5.92)
et ]
r¢ =z} + - Atw; (5.93)
2
On obtient la nouvelle valeur de g, aprés I’advection, par Eq.(5.80)
n n 1
gjj—_ll/2 =YJj+1/2 T E(fj = fi+1) (5.94)

Cette méthode d’advection est adoptée dans les applications numériques. Les autres
variables évaluées au centre de la maille lors du cycle Lagrangien sont aussi projetées
sur le nouveau maillage par I’algorithme d’advection présenté. Les vitesses n’étant
pas centrées dans la maille mais déterminées au nceuds, il faut modifier cet algorithme
pour 1’adapter a I’advection de la quantit¢ de mouvement.

5.2.6.3. Advection de la quantité de mouvement

La vitesse, contrairement aux autres champs, est évaluée aux nceuds du maillage.
La quantité de mouvement est advectée a la place du champ de vitesses pour assurer la
conservation de la quantité de mouvement. L’algorithme présenté précédemment doit
étre modifié pour advecter les quantités de mouvements nodales. L’idée est de décaler
d’un demi-pas (dans les trois directions de I’espace pour le cas 3D) les indices de
I’algorithme donné par Eq.(5.94). Le premier code a proposer ce concept fut YAQUI
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[AMS 73]. De cette maniere, les noeuds deviennent les centres d’un maillage fictif sur
lequel est appliqué I’algorithme 1D de Van Leer.

Mivi = Mjvj + (pv)j—1/2Vi—1/2 — (pv)j+1/2Vj41/2 (5.95)

ou M, représente la masse nodale du neeud j du maillage et ’indice ” indique une
quantité projetée sur le nouveau maillage. L’advection de la masse nodale est interpo-
lée en fonction des masses advectées des centres de mailles : M J’ L1792 = P+l 72Vit1)2
avec Vj41 /9 le volume de la maille j + 1/2; dans le cas 1D, Viti/2 = Axjiq/2. On
obtient :

Mjiaye+Mj_1)s

2
5 (Myeapp +(pV); = (PV)s41 + Mjpo) (5.96)
5 ((pV)j—1 = (pV);)

M+ 5 (fi = fisa + fi-1 = f3)

M;

I+ |

L’algorithme SALE (Simple Arbitrary Lagrangian Eulerian code) [AMS 81] approxime,
dans Eq.(5.95), les quantités de mouvement centrées en prenant simplement la moyenne
des quantités de mouvement nodales. La variation de la quantit¢ de mouvement au
centre d’une maille (j + 1/2) est donnée par (pv);_1,2V,_1/2 — (pv)j4+1/2Vj+1/2.
En prenant la moitié¢ de cette quantité¢ pour chaque élément partageant le nceud j, on
obtient la variation de quantité¢ de mouvement de ce nceud :

M, = Myv + 5 ((p0)j-1Vio1 — (o) aVy) (5.97)
L’inconvénient de cet algorithme est qu’il dissipe les chocs parce qu’elle est du pre-
mier ordre. Un algorithme du second ordre est obtenue par Margolin [MAR 88] en
développant, dans le code SHALE, un schéma similaire a ce qui précéde mais en pre-
nant en plus de la moyenne de la quantité de mouvement, la moyenne de sa dérivée.
Les algorithmes SALE et SHALE sont monotones par rapport aux variables centrées
mais ils n’assurent pas la monotonicité des variables nodales. Pour y remédier, Ben-
son propose une methode appelée algorithme HIS (Half Index Shift) [BEN 92] dans
laquelle il se base sur les analyses précédentes mais en prenant des précautions dans
la projection donnant les vitesses nodales en fonction des quantités de mouvement
centrées. Il s’assure que la matrice de transformation entre les variables centrées et
nodales est diagonale. Dans les applications numériques, 1’algorithme HIS est utilisée
avec la méthode d’advection de Van Leer pour projeter le champ de vitesses sur le
nouveau maillage issu du cycle Eulérien.

Comme les applications numériques sont 2D ou 3D, il est nécessaire d’étendre la
méthode de Van Leer 1D, a des problémes de convection suivant les trois directions
de I’espace.

20



5.2.6.4. Calcul de I’interface dans des problemes multi-phasiques

Un ¢lément est supposé contenir plusieurs matériaux. Chaque matériau occupe
une fraction fv du volume total de I’élément et posséde ses propres propriétés et
ses propres variables. Une fois obtenue le champ de fractions volumiques dans le
maillage, on calcule la position de I’interface en utilisant la méthode de Young [YOU 82].
La méthode de Young est développée pour déterminer les interfaces matérielles dans
les éléments multi-matériaux. Pour deux fluides dans un probléme 2D, par exemple, la
frontiére matérielle dans une cellule est calculée en utilisant les fractions volumiques
de cette cellule et des 8 voisines ( dans un cas 3D, on utiliserait les fractions volu-
miques de toutes les cellules adjacentes). L’interface est approximée par une droite
(un plan en 3D) dont la pente est déterminée par :

grad(fv)
|grad(fv)]
ou 7 est une normale a la droite (au plan en 3D). Par exemple, dans le cas 2D, on

considére un carré de 9 cellules centrées sur la maille (i + 1/2, 5 + 1/2). La pente est
donnée par :

n=

(5.98)

Ofv _ fvars/2jti/2) — fa-1/2541/2)

(5.99)
Or  T(i43/2,5+1/2) — T(i-1/2,5+1/2)
ofv _ JvGit1/2.5+3/2) — JUG+1/2.5-1/2) (5.100)
y L(i+1/2,54+3/2) — L(i+1/2,j—1/2)
avec
Juiivs)2,j + 2fv(i13/2,j + fU@is3/2,j—
fviits)2,j1/2) = il s (+3fj+1/2) WHEZIZR) - (5.101)
Jui-1y2,j +2fvi-1/2, + fue—1/2,5-
fvi—1/2,541/2) = oL ( 1512 /) 2T (5.102)
Jvii-1/2.) + 2 fu . + fug Jj
fviit1y2,543/2) = Lot ( +14/12 43/ (E/2TE32) - (5.103)
Jvi—1/2.5-1/2) + 2fvs1/2,5-1/2) + [VG+3/2.-1/2
fvit1y2,5-1/2) = Lot (+Z/L =/ 2T (5.104)

Ensuite, on ajuste la position de la droite de maniére a obtenir la fraction volumique
de la cellule centrale : fv(;y1/2 j4+1/2). Il suffit d’étendre cette analyse a un cube de
27 ¢€léments pour approximer 1’interface matérielle dans un cas 3D. Un test sur la
fraction volumique permet de déterminer si I’€lément est un ¢lément multi-matériaux
ou non. Par exemple un écoulement de surface libre entre I’air et I’eau, si fo™ = 1 ou
fu™ = 0, I’élément contient soit de I’eau, soit de I’air respectivement. Si 0 < fo™ <
1, I’élément contient la surface libre. Les flux de chaque matériau sont déterminés en
fonction de la position de I’interface.
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5.2.7. Conclusion

Dans ce paragraphe, on a décrit la formulation ALE multi-matériaux utilisée pour
modé¢liser I’écoulement de surface libre. A présent, I’impact hydrodynamique néces-
site une modélisation des interactions entre le fluide et la structure. Une partie de la
frontiere 897} complémentaire de la surface libre est contrainte par le couplage entre
la structure et le fluide. Dans la suite, 1’algorithme couplant la formulation Lagran-
gienne et la formulation Eulérienne est présenté. Cette algorithme est aussi applicable
a un couplage entre une formulation ALE et une formulation Lagrangienne.

5.3. Couplage Euler/Lagrange

Ce paragraphe est consacré a la description du couplage Euler/Lagrange. On s’in-
téressera, plus particulierement, au couplage par pénalité. Cet algorithme repose sur
le méme principe que le contact par pénalité. Ici, on abordera les particularités de
I’algorithme du couplage par pénalité, notamment, la recherche des nceuds fluide et
structure en interaction, différente du contact par pénalité puisque pour ce dernier, un
contact géométrique existe. Dans le cadre du couplage par pénalité, il n’y a pas de
contact géométrique entre deux maillages distincts. En général, le maillage structure
est immerg¢ dans une grille Eulérienne et on couple une particule fluide (la particule
fluide est assimilée a un nceud) et un élément structure ce qui introduit la notion d’in-
terface matérielle qui correspond a I’interface géométrique rencontrée dans le contact.
La méthode de couplage présentée ici peut étre qualifiée de couplage mixte car elle
ne peut pas étre classée clairement comme un couplage monolithique ou un couplage
partitionné. Cette méthode a les caractéristiques d’une approche monolithique :

- un code unique pour le fluide et la structure,

- une avancée simultanée de la solution pour le fluide et de la solution pour la struc-
ture,

mais aussi les caractéristiques d’un couplage partitionné :

- la force d’interaction est prédite par : F; = k.d dans lequel £ est la raideur du cou-
plage et d le déplacement relatif,

- un schéma d’intégration explicite en temps.

La méthode de couplage est néanmoins plus proche d’un schéma partitionné que d’un
schéma monolithique.

Les conditions d’interaction fluide/structure seront d’abord €tablies et on décrira le
couplage par pénalité. Cet algorithme sera, par la suite, I’objet de notre étude dans les
applications numériques.

5.3.1. Conditions d’interaction fluide/structure

Pour modéliser numériquement ou mathématiquement I’interaction entre deux corps,
les conditions de non-interpénétration ou de contact unilatéral doivent étre établies. De
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nombreux travaux ont déja été menés sur ce sujet : [LAU 93a], [LAU 93b], [LAU 94],
[LAU 02] [KLA 86], [CUR 95]. Une revue détaillée des lois de frottement de Cou-
lomb, de Shaw, de Tresca,... est présentée dans [oud89]. Le frottement n’est cependant
pas pris en compte. Pour distinguer les deux systémes mécaniques en interaction, un
des corps est appelé maitre et I’autre esclave. Les termes "cible" et "contacteur" sont
parfois utilisés. Une particule de la surface esclave z est ainsi étudiée par rapport a
la surface maitre. Le corps esclave est décrit en fonction du maitre et une dissymé-
trie apparait alors dans la mise en équation du probléme du contact. Cependant, il est
possible de régler numériquement cette dissymétrie en alternant par des algorithmes
nommes "one-pass" ou "two-pass" [BEN 90], le role du maitre et celui de 1’esclave.
La particule maitre x,,, la plus proche de x5 introduit la notion de vecteur distance
[CHE 97] g et de distance normale de contact g,, :

=175 — T (5.105)

gn = (& — 7). Ny (5.106)

Que I’étude porte sur le maitre ou 1’esclave, les relations sont écrites de la méme ma-

niere. La premicre condition de non- interpénétration peut étre alors écrite en fonction
de g,, et du champ de déplacement u(Z, t) sous la forme suivante :

gn(T,t) = gno(Z) — un(Z,t) >0 pour zel*° (5.107)

ou I'° est la surface de contact commune a I’esclave et au maitre ; g,,0(%) est le gap
initial, u,, (%, t) = 4(Z, t).N. Une autre condition est la condition de compression :

tn(Z,t) <0 pour Zel* (5.108)

ou t,, est la composante normale du vecteur des contraintes de Cauchy du corps es-
clave ou du corps maitre. Les composantes normales esclave et maitre sont identiques
en module, d’apres la loi de ’action et de la réaction qui peut étre considérée comme la
loi fondamentale en contact. La derni¢re condition est la condition de contact unitaire
liant g,, et t,, :

gn(Z,8).t,(Z,t) =0 pour & eT€ (5.109)

Cette dernicre équation indique que si ¢,, est non-nulle, c’est a dire, si une com-
pression s’exerce a I’interface séparant le maitre et I’esclave, alors g,, estnulle etily a
un contact. Inversement, s’il n’y a pas de contact, g,, est non-nulle et aucune pression
n’est exercée sur les fronticres maitre et esclave.

La condition de non-interpénétration n’est respectée qu’approximativement puisque,
comme pour le contact par pénalité, une pénétration est autorisée.

5.3.2. Couplage par pénalité et multiplicateurs de Lagrange

Les dénominations "maitre" et "esclave" sont, en général, attribuées au fluide et
a la structure respectivement. Néanmoins, une inversion des roles peut étre effec-
tuée méme en cours de calcul. Aussi parlerons-nous ici directement du fluide et de
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STRUCTURE
Fluid element ————»

Fluid particle

Figure 5.2. Schéma du couplage par pénalité

la structure sans passer par ces dénominations. Le comportement masse-ressort du
contact est repris pour construire 1’algorithme du couplage par pénalité. La principale
différence est I’algorithme de recherche des nceuds en interaction. En effet, contraire-
ment aux algorithmes précédents, il n’y a pas, dans le cadre du couplage, une fron-
tiere géométrique franche entre deux maillages distincts : ces derniers ne sont pas
mis en "contact". Le couplage est utilisé¢ pour gérer ’interaction fluide/structure entre
un maillage Lagrangien, pour la structure, et un maillage Eulérien pour le fluide, le
maillage Lagrangien étant immergé¢ dans la grille Eulérienne. De ce fait, il est naturel
que la recherche des nceuds du fluide ou de la structure en interaction soit différente
de I’algorithme de recherche utilisée dans le contact. Ainsi, on ne vérifie pas la pé-
nétration effective des nceuds esclaves dans le segment maitre, donnée, dans le cas
du contact, par la distance relative entre les positions Lagrangiennes des noceuds mais
la distance relative entre une particule fluide et un point interne de 1’élément de la
structure. Ces points sont, en général et par défaut, utilisés pour le couplage a la place
des nceuds de la structure. La position de ces points dépend de leur nombre. Dans les
applications, on considere 4 points par ¢lément et il sont décalés d’un quart de pas
de maille vers I’intérieur de 1’élément. Les quantités aux points internes telles que les
forces d’interaction, les masses ou les vitesses sont reliées aux quantités nodales par
les fonctions de forme N ;. De la méme maniere, la particule fluide couplée au point
interne de la structure peut €tre assimilée a un nouveau nceud et elle est physiquement
liée aux autres nceuds par les fonctions de forme Eulériennes, la force de couplage
exercée sur cette particule étant ensuite distribuée aux nceuds de I’élément par I’in-
verse de ces mémes fonction de forme. Un déplacement relatif construit a partir des
variables Eulériennes est donné par le produit du pas de tempsqde calcul par la vitesse

n+1/2 n+1/2

relative normale a 1’élément structure : At. (Vg biyre — U Fluide

chaque cycle est mise a jour par :

). La pénétration a

At = dn 4+ At (T2 L2y (5.110)

structure fluide

Si d"T1.n% ou n® est le vecteur normal a la structure, 1’algorithme de couplage est
amorce.
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Une fois la pénétration déterminée, comme pour le contact par pénalité, une force
de rappel, Fs_~ ¢ est appliquée sur la particule fluide, la réaction a cette force étant
distribuée aux nceuds structures, par les fonctions de formes nodales N :

NiF; o "™ = —Nk.d"t (5.111)

Le gros inconvénient de 1’approche par pénalité est la détermination de la raideur. En
général, elle est déterminée a partir des masses des points internes de la structure et
des masses des particules fluides en interaction. La raideur peut étre déterminée de
trois manicres différentes :

- Hallquist [HAL 98] ¢évalue la raideur comme le rapport entre une masse fonction
des nceuds esclaves et maitres et le pas de temps du calcul au carré, un facteur adi-
mensionnel, p f multiplie ce rapport : pf. M (Minaitre, Mesclave )/ At2. La fonction M
dépend de la configuration géométrique des nceuds. Le facteur adimensionnel, p f, est
le facteur de pénalité. Comme, dans I’algorithme du contact par pénalité, sa fonction
est de régler la raideur du ressort entre la particule fluide et le point interne de la struc-
ture. Les efforts d’interaction dépendant de la raideur des ressorts, la difficulté de cette
approche est de pouvoir calibrer correctement ce facteur de pénalité pour une modéli-
sation d’un probleme d’interaction fluide/structure quelconque.

- Zhong [ZHO 93], dans le cadre des méthodes de contact en ¢léments finis, déter-
mine la force d’interaction en calculant la force de contact entre deux nceuds en 1D
par une méthode de multiplicateurs de Lagrange. Cette approche, similaire a la théorie
de Flanagan-Taylor [TAY 87] utilisée dans PRONTO, est implémentée dans un algo-
rithme de contact appelé DENA (Defence Node Algorithm). I1 est possible d’adapter
son approche au couplage étant donné la similitude du couplage par pénalité avec le
contact par pénalité. La particule fluide et le point interne de la structure ont les ca-
ractéristiques des nceuds. Ils peuvent ainsi €tre assimilés aux nceuds utilisés dans la
théorie de Zhong. Ainsi, la particule fluide est le nceud contacteur de masse M et le
point interne de la structure est le nceud cible M. On considere un choc frontal entre
ces deux neeuds :

Mfd—tf — Fy+Fy oy (5.112)
dvg
M prai Fs+ Fp_s (5.113)
ou Iy et F représentent, au temps t", les forces nodales sans la force d’interaction
Fy_ sy = —Fr_~s Fyet I contiennent les contributions des autres forces d’interac-

tion au temps ™ qui ne sont pas encore connues. Pour obtenir un schéma explicite, on
découple toutes les autres forces des forces d’interaction. Pour un couple contacteur-
cible, les forces d’interactions des autres couples sont prises & t" . Ainsi, Fy et F}
sont connues a t". Puisque le pas de temps est petit, I’erreur commise est acceptable.
Apres une combinaison linéaire de Eq.(5.112) et Eq.(5.113), on obtient 1’équation
suivante :

Mst d(vf—vs) . Mf MS

— Fot —  poiF ., (5114
M, + M;  di M, T o e G
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Il est possible d’intégrer Eq.(5.114) par une méthode en différences finies cen-
trées :

MMy (vp—v)" T2 —(vp—v)" "2 My F
Ms+My At o %S‘FMJ” 5 (5115)

La contrainte cinématique de contact impose qu’a t" 1, la pénétration soit nulle :
d"*! = 0. En incluant Eq.(5.110) dans Eq.(5.115), la force d’interaction appliquée au
nceud cible (au point interne de la structure) est donnée par :

(5.116)

A45A4f (US-—’Uf)n_1/2 d” F P}
Ff—>8 —

M, + My At Tae T M;

La méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange sera une des méthodes em-
ployées pour coupler le fluide et la structure.

- On peut enfin adapter la méthode de pénalité utilisée par des algorithmes de contact
[HAL 98] au couplage par pénalité. Considerons 1’équation d’état Eq.(5.75) pour un
fluide compressible :

P=Kpu=K2—Pret (5.117)
Pref

ou K rest le module de compressibilité du fluide.

On suppose qu’il existe un controle de volume de volume V. ¢ pour lequel la
masse volumique moyenne p,..¢ peut €tre trouvée. Si ce controle de volume se dé-
forme avec le fluide du volume V.. r au volume V/, la masse de ce volume de contrdle
est donnée par p,..r Ve = pV. La pression est alors réécrite sous la forme suivante :

‘/;’ef_v

P =K

(5.118)
or la variation de volume est due au mouvement relatif entre le fluide et la struc-
ture supposée rigide : V.. — V' = A,d ou d est donnée par Eq.(5.110) et A, =
Aire(§2¢)/4. En fait, A, est I’aire de I’¢lément structure divisée par le nombre de
points internes (en 1’occurrence, dans les applications numériques, il y a 4 points par
¢lément). On retrouve ainsi aisément la force de pénalité en multipliant Eq.(5.117) par
A, et par le paramétre pf :

O, A2
Z%d (5.119)

avec C; = pc? ou c représente la vitesse du son et p, la masse volumique. Le volume
V' peut étre estimé en considérant que la masse de fluide comprimée est un cylindre de
volume V' = L.A, ou L est la longueur suivant la directrice de ce cylindre. Pour un

Ff—>s -
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piston ayant une longueur infiniment grande,l. = cAt et le volume du fluide accéléré
est donné par A,cAty; ou At; est le pas de temps associé au fluide. Dans le cas du
tossage, le domaine fluide €2, est effectivement trés grand pour limiter les effets des
bords de la grille Eulérienne sur la solution et on conserve la définition L = cAt.
L représente alors la taille caracteristique des mailles (2%. Ainsi, la raideur peut étre
¢évaluée a partir de Eq.(5.117) par la relation suivante :

Atf

Les méthodes de contact [HAL 98] déterminent la raideur du fluide par Eq.(5.120).
Pour la structure, la raideur est donnée par une formulation équivalente :

pfEA,
mazx(diagonales)?)

(5.120)

ks =

(5.121)

ou K est le module de compressibilité¢ de la structure. Une raideur équivalente k.,

d’un systéme couplé peut alors étre évaluée par :
_ _bsky

cd ]{?S + k f

2 (5.122)

avec k¢, la raideur donnée par Eq.(5.120). Le maillage est construit de maniere a
ce que les mailles du fluide et celles de la structure aient des dimensions équiva-
lentes dans la zone du couplage. Ainsi, les diagonales d’un élément €2¢ sont de 1’ordre
de la longueur caractéristique d’une maille fluide L = cAts. De ce fait, en posant
K¢ = pc? dans Eq.(5.120), ke, est du méme ordre que pf Ii ﬁgf Comme K est,
en général, grand devant K¢ (Kycier = 160G Pa ou Kyjuminium = 70GPa devant
Kequ = pc® = 2.25GPa),ke, est proche de k 7. Ainsi, dans les applications numé-
riques, la raideur du couplage est estimée par Eq.(5.120). La raideur de Eq.(5.120) est
calculée par unité d’aire :

. Plrc
Aty
1

k représente alors une "densité surfacique de raideur" dont les unités sont G Pa.m™".
Malgré cette unité, dans la suite, elle est appelée "raideur" pour plus de commodités.

(5.123)

5.3.3. Conclusions

Pour coupler la formulation Lagrangienne et ALE, deux approches sont utilisées et
comparées dans la suite : la méthode par pénalité et la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. Pour la méthode par pénalite, la question qui reste en filigrane est comment
déterminer correctement la raideur de pénalité pour calculer un champ de pression
physique lors d’un impact hydrodynamique. Nous tentons de répondre a cette question
dans la suite.

27



5.4. Applications numériques

Cette partie présente une étude de deux problémes qui ont 1’avantage de mettre
en ¢vidence certaines caractéristiques des méthodes de couplage employées. Pour ces
problémes, la méthode des multiplicateurs de Lagrange est une approche directe et
précise de la solution. Par contre, la méthode par pénalité exige un choix portant sur la
détermination de la raideur de pénalité : trop grande, le calcul peut étre instable, trop
petite, la pénétration relative devient inacceptable. De plus, lorsqu’une valeur garan-
tit la proximité avec la solution, les efforts numériques peuvent étre perturbés par des
oscillations dont I’origine numérique est inhérente au couplage. Pour assurer une com-
paraison optimale avec les solutions de référence, un effet dissipatif est introduit dans
la méthode par pénalité. La premicre application est un piston écrasant une colonne
de fluide a vitesse constante. Les perturbations issues du couplage seront alors mises
en évidence et un amortissement numeérique est introduit pour éliminer les hautes fré-
quences. La deuxiéme application est I’é¢tude de I’entrée d’un diedre dans I’eau. Les
deux précédentes méthodes de couplage sont appliquées. Pour la méthode par péna-
lité, on se propose d’établir une base de données pour les paramétres contrdlant la
force de couplage. Cette base est construite en estimant I’amplitude de la pression
locale exercée sur un diedre pour différents angles d’incidence.

5.4.1. Etude du piston

Un piston comprime une colonne de fluide (une quantité d’eau) a vitesse constante,
v = bm/s. La colonne d’eau est, en fait, un cube de 0.5m de coté. La pression exercée
sur le piston est I’objet de cette ¢tude.

On compare trois cas :
- Un mode¢le de référence (voir Fig.5.4.1.2) auquel les résultats pourront étre compa-
rés, est construit en modélisant le fluide et la structure par une formulation Lagran-
gienne. Les nceuds de la structure et ceux du fluide sont confondus de sorte que la
condition cinématique imposée sur le piston est directement appliquée sur la frontiére
du fluide.
- Un mod¢le de couplage ou 1’algorithme de Zhong gére I’interaction entre une for-
mulation Lagrangienne pour la structure et une formulation Eulérienne pour le fluide
(voir Fig.5.4). Le piston est considéré comme rigide.
- Un mode¢le de couplage par pénalité (voir Fig.5.4) dans lequel la raideur est évaluée
a partir de Eq.(5.120) avec At = 16.66us : k = 900G Pa.m ™. Ici, le facteur de
pénalité p f est fixé a 10.
Les courbes de pression exercées sur le piston sont tracées sur Fig.5.5. La méthode
explicite des multiplicateurs de Lagrange converge apres quelques oscillations vers la
solution de référence. Par contre, la pression obtenue par la méthode par pénalité est
fortement oscillante et elle semble osciller autour de la solution recherchée.
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5.4.1.1. Origine des oscillations

Pour déterminer 1’origine des oscillations, on évalue la fréquence de celles-ci en
appliquant, au signal (C) de la Fig.5.5, une transformée de Fourier (FFT). Le spectre
présenté sur Fig.5.7 donne une fréquence de 26, 7Tk H z.

Pour vérifier que cette fréquence n’a pas d’origine physique, on reprend Eq.(5.118)
en affectant a V' et a V;..y le volume courant et le volume initial du piston, respective-
ment. Comme V' = A.D ou A représentent la section du piston et D, la hauteur d’eau,
la relation Eq.(5.118) devient :

AD AD

La valeur initiale D" diminue de 10% sur le temps du calcul : 10ms (sur Fig.5.4
et Fig.5.4.1.2, la vitesse du piston est plus importante pour que son déplacement soit
visible). La hauteur d’eau finale est de D/ = 0.45m et la raideur équivalente du piston

LKy o ope? -1 5 Ky _ p? 1
passe de : - = o = 4.5GPa.m ap =pr= 5G'Pa.m .'En sachant que
la masse d’eau par unité d’aire comprimée par le piston est déterminée par pD, la

fréquence propre du piston freg, est donnée par :

¥ L[5 (5.125)
req, = —\| —= = :
v 2r \ pD 27D

Cette fréquence est comprise alors dans I’intervalle suivant : [477Hz,530Hz]. Elle
correspond au nombre d’aller-retour par seconde parcourus par 1’onde dans le piston
et elle différe de la fréquence déterminée par FFT.

A présent, on recherche la fréquence propre du systéme [M ¢ - k£ - M] représenté
sur Fig.5.4.1.2. Le schéma 1 de cette figure représente le principe du couplage : des
qu’il y a une interpénétration entre les masses M et M, une force de rappel repré-

sentée par un ressort de raideur k est appliquée sur les deux masses. Le schéma 2 de
MM

My —|—Mf
et un ressort de raideur k. Cette équivalence est aisément démontrée par la relation

Eq.(5.114) résultante de la combinaison de Eq.(5.112) et Eq.(5.113). Les masses des
points interne de la structure et des particules fluides sont évaluées par les fonctions
de forme Ny et les masses nodales M : la modélisation numérique donne une masse
équivalente variant de M., = 28kg.m~2 a M., = 44kg.m™? suivant la position du
point interne le long du piston (comme pour la raideur, la masse est en fait une masse
par unité d’aire). La fréquence propre du couplage freq. est alors donnée par :

Fig.5.4.1.2 est équivalent au schéma 1 pour une masse équivalente M., =

1 k
2w \| Mg

freq. = (5.126)
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La fréquence propre du couplage est alors comprise entre : freq. = 22.5kHz et
freq. = 28.5kH z. Ces valeurs sont trés proches de la valeur déterminée sur le spectre
fréquentiel de Fig.5.7. Comme cette fréquence est distincte d une fréquence physique,
nous introduisons un amortissement qui filtrera cette fréquence

5.4.1.2. Amortissement numérique

En général, ’amortissement numérique dans les algorithmes altére la simulation
du phénomeéne physique et on recherche a limiter cette dissipation. Ainsi, Piperno et
al., dans [S.P 93] tente de compenser les erreurs liées a la dissipation numérique en-
gendrée par leur schéma de couplage. A contrario, ici, on introduit un facteur dissipa-
tif qui permettrait d’atténuer les fortes oscillations mises en évidence dans [COU 02].
Le procédé est simple : au systeme masse-ressort décrit précédemment, on ajoute un
amortisseur comme illustré sur Fig.5.4.1.2. L’équation d’équilibre, Eq.(5.127), des
forces numériques de couplage est écrite en fonction du déplacement relatif Z des
masses du fluide, m ¢jyiq4e, €t de la structure, mgpycrure €n interaction :

d*Z dz 9

— — A 5.127

T T (5.127)
avec ¢ le facteur d’amortissement et w = k(]\]\j—ﬂ\fﬂ

Afin d’optimiser I’amortissement des oscillations numériques indésirables, £ est fixé a
une valeur critique £ = 2w. Cet amortissement est aussi nommé "damping". D¢s lors,
pour vérifier I’efficacité de cette méthode, on traite I’exemple précédent : un piston
comprime une colonne de fluide a vitesse constante et on cherche 1’évolution de la
pression dans le fluide. Deux cas sont considérés : une modélisation du probleme du
piston reposant sur un couplage en pénalité avec amortissement et une autre modélisa-
tion pour laquelle les nceuds du fluide et de la structure sont confondus afin d’assurer
un couplage cinématique entre les deux maillages. Les courbes de pressions sont tra-
cées sur Fig.5.4.1.2. La courbe de référence présente des oscillations dont la période
correspond au temps mis par I’onde de compression pour se propager dans le fluide, se
réfléchir sur la paroi du fond et revenir au piston. Lorsqu’on ajoute un amortissement
numérique dans le couplage en pénalité, on voit que la courbe est moins oscillante et
qu’elle est proche de la courbe de référence. Ainsi, ’implémentation de I’algorithme
de ’amortissement dans le couplage en pénalité¢ permet de limiter les oscillations nu-
mériques parasites sans affecter 1’évolution physique de la pression.

5.4.2. Entrée dans I’eau d’un diédre a vitesse constante

Le modele est un demi-diedre constitu¢ d’¢léments quadrangles en formulation
Lagrangienne immergé dans une grille Eulérienne modélisant I’écoulement d’une sur-
face libre séparant I’air et I’eau (voir Fig.5.10). On profite de la symétrie du probléme
pour réduire, par deux, la taille du domaine de calcul en imposant une condition de
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Figure 5.6. Schéma du couplage en pénalité
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Figure 5.7. Spectre fréequentiel du signal en pression (C) de la figure
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Couplage par pénalité avec damping
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glissement le long de I’axe de symétrie du diedre. La largeur de ce dernier est de
250mm. La dimension du domaine de calcul a été calibrée afin que les conditions
aux frontieres n’influencent pas les résultats recherchés. Le diedre composé de 99 élé-
ments quadrangles sur la partie inclinée entre dans 1’eau a vitesse constante et égale a
6150mm/s. Plusieurs angles d’incidence « sont considérés ; de 1° a 30°. Pour chacun
de ces angles, on s’intéresse a la pression locale exercée sur la structure.

Air

250nun

Dléd[’d v =G6130mm's

R

Plan de symetiie

Eau

e

Condition de non-reflexaon
o dondes

Figure 5.10. Présentation du modele pour I’entrée du diedre dans I’eau

Le couplage par pénalité est utilisé pour résoudre le probleme 2D du slamming.
Pour le calcul de la raideur, on reprend la relation Eq.(5.120) dans laquelle la rai-
deur est donnée par unité de surface mais on continue a la noter raideur pour plus de
simplicité.

5.4.2.1. Théorie asymptotique

Les approches asymptotiques ([WAT 86],[wat86],[COI 89],[ZHA 93]) sont nom-
breuses et découlent de 1’analyse de Wagner. Elles ont en commun la décomposition
du probléme en deux régions, décomposition proposée initialement par Wagner dans
[WAG 32] sous les termes de "dynamique d’impact” et "dynamique glissante" (voir
Fig.5.11):

- une région externe, pour |z| < ¢(t) dans laquelle se développe 1’écoulement poten-
tiel d’un doublet c’est a dire 1’écoulement autour d’une plaque plane en expansion de
demi-longueur c¢(t),

- une région interne au voisinage de || = c¢(t) limitant le développement d’un jet
d’épaisseur constante égale a V.t.tan(3,

Dans la région externe, les hypotheses permettent d’introduire le potentiel complexe
défini par Eq.(5.128) :
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Figure 5.11. Définition de la notation et du systéme de coordonnées.
Approximation du diedre par une plaque plane en expansion

»=-Vec2—22 sur |z|<c(t) y=0 (5.128)

La pression sur le diédre dans le domaine externe, p,.+, est donnée par 1’équation
de Bernoulli, Eq.(5.129).

2
out(x) _ a¢ 1 =
S T e (w) . (5.129)
= Ve - x2cﬁl_‘t/ + V«/—C2c_$2 % - %C\Q/_g;2

Comme I’angle du diédre est trés ouvert, la longueur V't est plus petite que c(t).
Les ordres de grandeurs des termes quadratiques et du premier ordre de 1’équation de
Bernoulli entrainent les relations suivantes :

0¢
;e _ [
Gop " W1 v 450
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L’équation de Bernoulli devient alors :

pout N %
p ot
& de

V——
JE o2 dt

(5.131)

(5.132)

On retrouve naturellement le terme central de la relation Eq.(5.129) en négligeant le
terme quadratique et en supposant V constante.

La demi-longueur du diédre immergé, c(t), peut étre déterminée par une expression
donnant 1’élévation de la surface libre n(x,t). A partir des conditions aux limites
décrites par Fig.5.11, on peut obtenir Eq.(5.133) :

@ B % B Va
ot "oy e

-V pour y=0, |z|>c(t) (5.133)

L’intégration de Eq.(5.133) donne 1’¢élévation de la surface libre 7)(x, t) et I’expression
de c(t) :
V't

(t) = 2tan(()

(5.134)

Dans la région interne, la pression sur la surface du diedre est trouvée par 1’étude
locale de I’écoulement du jet par Wagner [WAG 32].

Sa théorie décrit tour a tour la solution dans la zone du jet par la transformation
de Schwarz-Christoffel et la solution autour de la plaque en expansion. La solution
proposée dans la zone du jet voisine de * = c¢ repose sur le théoréme de Schwarz-
Christoffel. Apres plusieurs transformations, On en déduit ainsi la pression dans la
région interne :

Pin dc

:2<%)2‘7—‘%(1+|T‘%)_2 pour 0<T <00 (5.135)
p

La relation entre la variable intermédiaire |7| et la variable physique x est donnée par
Eq.(5.136) :

0
x—c=—.(—In|r| —4|r|z — |7| +5) (5.136)
T

0, I’épaisseur du jet obtenu en raccordant asymptotiquement la solution interne et
la solution externe, vaut 7V ?2¢c[44¢]~2. Quand le paramétre |7 tend vers 0,1 et oo,
x tend vers les valeurs oo, ¢(t) et —oo respectivement. Pour de grandes valeurs de
7], les équations Eq.(5.135) et Eq.(5.136) deviennent 2[dc/dt)?|7|~1/2 et —(6/7)| 7|
respectivement. De ce fait, Eq.(5.135) devient

n d _
pp NVc(d—j)[Qc(c—x)] 1/2 (5.137)

36



Ainsi, une distribution composite de la pression peut €tre obtenue en additionnant
Eq.(5.135) et Eq.(5.132) et en soustrayant Eq.(5.137) :

D c dc de o5, 1 1.9
= - 2 — 2 (] 2
p V\/Wdt+(dt)|7‘(+’7|>
d
-—Vctﬁ)pc@——xﬂ_v2 (5.138)

Cette expression de la pression est reprise, dans la suite, pour verifier les résultats issus
de la simulation numérique du tossage d’un diedre.

5.4.2.2. Effet de I’amortissement numérique

D’abord, on s’intéresse a I’effet du damping pour différents angles d’incidence. La
raideur de pénalité est choisie suffisamment grande pour éviter que 1’eau ne traverse la
structure ("fuites"). Dans la suite, on verra comment la raideur est choisie en fonction
de I’angle de pénétration.

L’angle d’entrée dans I’eau est de 4°. On compare les pressions obtenues avec
un couplage en pénalité sans effet dissipatif et avec un amortissement numérique.
Les pressions sont prises, comme précédemment, au milieu de la partie inclinée du
diedre. Sur Fig.5.12, les courbes d’indice (A) montrent clairement des oscillations qui
sont amorties sur les courbes (B) lorsque le damping est introduit dans le couplage.
Néanmoins, les raideurs sont importantes pour que ces oscillations apparaissent car les
pics de pression devraient, en théorie, étre plus petits. En effet, la relation Eq.(5.135)
en |7| = 1ldonne le maximum de pression suivant :

2
Pmaz_Po ™ 2

= Zcotan(oz) (5.139)

3P’
Pour a@ = 49, le maximum théorique de pression est 9.8 M Pa. Sur Fig.5.12, le pic
atteint 25M Pa. Si la raideur était plus petite et plus proche de la valeur optimale
permettant de retrouver les évolutions physiques, les oscillations seraient plus petites
voire inexistantes. Pour pf = 0.034, on retrouve le maximum physique et on observe
qu’il y a peu de différences entre la pression avec damping et la pression sans damping
(voir Fig.5.13). L’effet de I’amortissement numérique introduit dans le couplage par
pénalité est aussi tres faible si I’angle du diedre devient grand.

En effet, si ’angle o vaut 20°, les oscillations numériques associées au couplage
par pénalité sont tellement faibles qu’on ne voit pas de différences entre les courbes
(A) et les courbes (B) sur Fig.5.14. Les pressions avec et sans damping sont quasiment
confondues. Par contre, d’autres oscillations apparaissent. L’origine de ces oscillations
peut €tre aisément comprise si on compare les pressions exercées sur deux €léments
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voisins de la partie inclinée du diedre a 20°. Sur Fig.5.15, les évolutions de ces pres-
sions sont liées : a un sommet sur une courbe correspond un creux de pression sur
I’autre a un instant fixé. Des ondes transportées par le fluide se déplacent alors le
long du diedre et perturbent les pressions locales. Ces ondes peuvent étre visualisées
en déterminant 1’1socontour a 0.5 de la fraction volumique. Sur Fig.5.16, cet isocon-
tour représente la frontiere du domaine fluide sur laquelle sont appliquées les forces
d’interaction et indique aussi la pénétration du fluide dans la structure. Cette fronticre
oscille et ces oscillations se retrouvent dans le champ de pression exercé sur la struc-
ture. Pour limiter ces oscillations et pour retrouver des évolutions proches des courbes
de référence, il est nécessaire d’étudier et d’adapter le facteur de pénalite.

25
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‘ B avec damping

20
|

15

10

Pression (MPa)

xr

J
| I
L Lt
L H RS AR I RRAS N
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Figure 5.12. Diédre a 4° :(A) Pression sans damping (B) Pression avec
damping

5.4.2.3. Ajustement de la pénalité

Comme 1’effort exercé par I’eau sur la structure dépend de I’angle du diedre o, le
facteur de pénalité pf doit €tre ajusté suivant I’angle a.. On établit un tableau donnant
pf pour 8 angles compris entre 1° et 30°.
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Figure 5.13. Diédre a 4° avec pf = 0.034 :(A) Pression sans damping (B)
Pression avec damping

Angle 1 2 3 4 5 10 20 30

pf 7 0.34 0.085 0.034 0.018 0.009 0.008 0.002
Raideur 11e+3 620 103 48 20 9 3 095

Tableau 5.1. Valeurs de pf en fonction de I’angle d’incidence «

Les valeurs de p f sont déterminées pour un couplage avec 1’eau uniquement. Elles
ont ¢té évaluées en cherchant une pression d’interaction la plus proche possible de la
solution théorique. Les raideurs de la 2ieme ligne du tableau 5.1 sont déterminées en
utilisant la relation Eq.(5.123). 1l faut s’assurer que les valeurs de p f ne dépendent pas
des parametres de la mod¢lisation et, en particulier, il faut vérifier I’indépendance de
pf vis a vis du maillage employé. Pour cela, on compare les pressions pour 30° dans
3 cas différents :

- Pour un maillage donné et pour une taille de mailles pour le fluide deux fois plus
importante que celle de la structure,
- Pour un maillage deux fois plus fin que le maillage précédent en conservant le méme
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Figure 5.14. Diédre a 20° :(A) Pression sans damping (B) Pression avec
damping

rapport de mailles fluide/structure (1 pour 2),

- Pour un rapport entre les mailles des deux domaines identiques.

Sur Fig.5.17, la comparaison des cas de calcul montre des pressions peu différentes de
la pression obtenue avec le maillage initial et les courbes restent proches de la solution
théorique.

5.5. Conclusion

Ce chapitre propose une méthode numérique pour résoudre des problémes d’inter-
action fluide-structure en grande déformation. Une validation de la méthode sur I’im-
pact hydrodynamique en fut le principal enjeu. Néanmoins, cette approche numérique
peut étre étendue a d’autres problémes de dynamique rapide tels que 1’explosion sous-
marine, le déploiement d’un airbag, etc... Une analyse des efforts d’interaction locaux
a ¢été confrontée aux résultats analytiques issus, notamment pour le cas du diedre,
d’une théorie asymptotique supposant un écoulement incompressible, irrotationnel et
non-visqueux. La méthode numérique repose sur une formulation ALE basée sur des
¢léments hexaédriques. Le pas de calcul se fait en deux temps : d’abord un calcul La-
grangien détermine les variables physiques du probléme ; ensuite ces champs inconnus
sont projetés sur la position initiale par une méthode d’advection. La formulation ALE
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Figure 5.16. Diédre a 20° : Isocontour de la fraction volumique a 0.5
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Figure 5.17. Comparaison de la pression exercee sur le diédre a 30° : (A)
Maillage initial (B) Maillage 2 fois plus fin (C) une maille fluide pour une
maille structure (D) Courbe de référence

a la capacité de prendre en charge plusieurs fluides dans un méme maillage en situant
la position des interfaces matérielles par la distribution de la fraction volumique des
fluides. La position de I’interface matérielle est déterminée par la méthode de Young.
La méthode numérique repose aussi sur un couplage Euler-Lagrange entre la structure
et la formulation ALE. Ce couplage calcule les efforts d’interaction en se basant sur
2 approches : la méthode par pénalité et la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
Ces deux méthodes sont illustrées et comparees sur I’exemple 1D d’un piston. La
méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange permet de converger rapidement
vers la solution pour ces problemes unidimensionnels. Le couplage par pénalité est
tributaire du choix de la raideur et, vis a vis de 1’approche directe des multiplicateurs
de Lagrange qui n’exige aucun choix de I’utilisateur, la méthode par pénalité apporte
plus d’inconvénients que d’avantages pour traiter de simples problémes 1D. Une rai-
deur trop faible implique des interpénétrations inacceptables et une raideur trop forte
perturbe les efforts d’interaction par des oscillations. Néanmoins, dans ce cas, 1’évolu-
tion moyenne de la pression appliquée a la structure est proche de la solution physique
et ’introduction d’un amortissement numérique permet de dissiper I’énergie emmaga-
sin¢e dans les ressorts de pénalité. Pour la raideur de pénalité ajustée par le parametre
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pf, il est établi une table associant, a chaque incidence d’impact, une valeur de ces
parametres. Cette approche permet, pour une structure quelconque entrant dans 1’eau
verticalement, d’estimer la raideur associée a chaque partie de la structure ayant une
incidence propre avec la surface libre.
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