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Orthogonalité des caractéres pour GL,
sur un corps local de caractéristique non nulle

Alexandru Ioan BADULESCU
Université Paris-Sud, Arithmétique et Géométrie Algébrique, 91 405 Orsay
E-mail : badulesc@clipper.ens.fr

Résumé : On démontre 'orthogonalité des caracteres pour GL,(F)
ou F' est un corps local de caractéristique non nulle. On en déduit une
correspondance de Jacquet-Langlands avec le groupe des éléments in-
versibles d’une algebre 3 division centrale de dimension n? sur F, ainsi
que le transfert des intégrales orbitales entre les deux groupes.

Orthogonality relation for characters on the linear group
over a local field of positive characteristic

Abstract : We prove the orthogonality relations for characters of
GL,(F) with F a local field of positive characteristic. Using this, we
establish a Jacquet-Langlands correspondence with the group of invert-
ible elements of a central division algebra of dimension n? over F', and
the transfer of orbital integrals between these two groups.

Mots clés : corps local, groupe réductif p-adique, représentation.

Code matiere MSC : 20G25-20G05.

1. Introduction

Une des propriétés générales qu’on espere d’un groupe réductif sur
un corps local non archimédien est ’orthogonalité des caractéres des
représentations de carré intégrable de caractere central fixé. Clozel a
montré ([Cl]) I'orthogonalité des caracteres dans le cas ol le corps de
base est de caractéristique nulle. Le but principal de cet article est de
prouver I'orthogonalité des caractéres pour le groupe GL,(F), quand
F est un corps local de caractéristique non nulle (sect.4). Cela suffit
en particulier pour obtenir le théoréeme suivant qui étend le résultat de
[Ro] a la caractéristique non nulle :

Théoreme. Soit F' un corps local de caractéristique non nulle et
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D une algébre & division centrale sur F' de dimension n2. Alors il

existe une unique correspondance bijective entre I’ensemble des classes
d’équivalence de représentations essentiellement de carré intégrable irréductibles
de GL,(F) et I'ensemble des classes d’équivalence de représentations
irréductibles de D* telle que les caracteres de deux classes d’équivalence

qui se correspondent soient égaux, au signe (—1)""! prés, sur des
éléments qui ont le méme polynome caractéristique séparable.

Ce résultat est le premier pas de récurrence dans la démonstration
d’une correspondance de Jacquet-Langlands entre GL,, et ses formes
intérieures en caractéristique non nulle (voir [DKV] pour la caractéristique
nulle), et qui fera le sujet d'un article prochain. Dans la section 5 on
montre qu’il y a transfert de toutes les intégrales orbitales de D* vers
GL,(F) et de toutes les intégrales orbitales de GL,(F') nulles sur les
éléments semisimples réguliers non elliptiques vers D*.

La structure de I'article est la suivante : dans la section 2 nous faisons
quelques rappels sur les groupes réductifs sur un corps local ; dans la
section 3 nous passons en revue quelques résultats de Lemaire concer-
nant les corps proches ; en utilisant ces résultats de Lemaire nous prou-
vons dans la section 4 le résultat central de cet article, 'orthogonalité
des caracteres pour GL, sur un corps local de caractéristique non
nulle (th.4.4) conséquence, finalement, d’'un autre résultat trés proche
: T’égalité sur I'ensemble des éléments elliptiques séparables entre le
conjugué complexe du caractere d’une représentation essentiellement
de carré intégrable et I'intégrale orbitale d’un de ses pseudocoefficients
(th.4.3) ; dans la section 5 nous tirons comme conséquence de I’orthogonalité
la preuve du théoréme énoncé plus haut en remarquant que tous les ar-
guments de la démonstration de [F1] en caractéristique nulle fonction-
nent maintenant en caractéristique non nulle (th.5.1) ; ensuite nous
utilisons le résultat du th.5.1 pour en déduire le corollaire 5.2, utile
pour la démonstration de la surjectivité de la correspondance entre
GL, et toutes ses formes intérieures en caractéristique non nulle (ar-
ticle en préparation, voir [Ba], chap.3) ainsi qu’un résultat de trans-
fert des intégrales orbitales en caractéristique non nulle (cette fois la
démonstration de [F1] ne fonctionne plus.

2. Généralités
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Soient F' un corps local non archimédien et G le groupe des F-points
d’un groupe algébrique réductif défini sur F. On note G, l'ensemble
des éléments elliptiques réguliers de G et G*" ’ensemble des éléments
semisimples réguliers de G. Soit Z le centre de GG. Soient dg une mesure
de Haar sur G, dz une mesure de Haar sur Z et dg la mesure quotient
sur G/Z. On note H(G) I'espace des fonctions définies sur G a valeurs
dans C qui sont localement constantes et a support compact. Si K est
un sous-groupe ouvert compact de G on note H(G; K) le sous-espace
de H(G) formé de fonctions bi-invariantes par K.

Soit K I’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G. On a
H(G) = Ukex H(G; K).

On appelle caractére de G (de Z) un morphisme continu de groupes
de G (de Z) dans C*.

Soit w un caractére de Z. On note H(G;w) 'espace des fonctions
définies sur GG a valeurs dans C qui vérifient :

- f est localement constante & support compact modulo Z et

- pour tout g € G et tout z € Z, f(zg9) = w™(2)f(9)

Pour tout K € K on note H(G; K;w) le sous-ensemble de H(G;w)
formé de fonctions bi-invariantes par K.

On a H(G;w) = UkexcH(G; K w).

Soit m une représentation admissible de G. Pour tout f € H(G) on
pose w(f) = fG f(g)m(g)dg. On sait que w(f) est alors un opérateur
de rang fini, donc a trace. On note x, la fonction caractére de 7, c’est
a dire la fonction définie sur G*" localement constante et qui vérifie,
pour tout f € H(G) qui est & support dans G*",

re(f) = | xalo)f(a)dg

(voir [H-C2]). On dit que le caractére de 7 est localement intégrable
si x, est localement intégrable sur G et si la relation plus haut a lieu
pour tout f € H(G), sans condition sur le support. On sait que c’est
le cas si F' est de caractéristique nulle ([H-C1]) ou si G = GL,, ([Le2]).

Soit 7 une représentation admissible de G admettant un caractere
central w (c’est toujours le cas si 7 est lisse irréductible). Si f €
H(G;w) alors pour tout z dans Z et pour tout g dans G on a f(zg)m(zg) =
#(g)n(g) et on pose 7(f) = [, £(3)m(3)da.

Pour un caractére w fixé on peut définir comme dans [He| une ap-
plication de H(G) dans H(G;w) : pour tout f € H(G) on pose pour
tout g € G :

fulg) = /Z w(z)f(zg)dz.



Pour tout tore maximal 7" de G on fixe une mesure de Haar dt sur
T. On suppose dans toute la suite que le jeu des mesures ainsi fixées
sur les tores maximaux de G vérifie :

- si T et T' sont deux tores maximaux de G conjugués dans G, les
mesures dt et dt’ fixées sur T et T' respectivement se correspondent via
cette conjugaison (cela ne dépend pas du choix) et

- si T est un tore maximal elliptique de G, alors dt est la mesure de
Haar sur T telle que 7//Z ait volume égal & 1 pour la mesure quotient
dt = dt/dz.

Par la suite, si f € H(G) ou f € H(G;w) pour un certain caractére
wde Z,sigy € G, siT (tore maximal) est le commutant de go dans G,
on note ®(f; ) = fG/T (3 190g)dg 'intégrale orbitale de f au point
g pour le choix de mesures plus haut.

Le résultat suivant est souvent sous-entendu dans la littérature. Nous
donnons la démonstration pour la commodité du lecteur.

Proposition 2.1. . a) Quel que soit f € H(G), f, € H(G;w). On
obtient ainsi une application I, : H(G) — H(G;w).

b) I, est surjective.

c) pour tout f € H(G) et pour toute représentation admissible m de
G de caractére central w, on a w(f) = 7(f,)-

d) pour tout f € H(G), pour tout g € G, on a :

(fu1g) = / w(2)8(f; 29)dz.

Démonstration. a) On a H(G) = UgexcH(G; K). Pour K € K
notons abusivement K\G/K un ensemble de représentants des classes
d’équivalence dans K\G/K. Alors, pour chaque K € K l’ensemble
{1kgx }x\c/Kx est une base du C-espace vectoriel H(G; K). Soit go €
K\G/K. Un calcul sans difficulté montre qu’on a :

Iw(]-KgoK) =0

si ZN KgoK gy 'ker(w)
et

Lo(1kgox)(9) = {

si ZNKgoKgy ' C ker(w).
On voit que I, (1xg4x) vérifie :
- supp(ly(1kgok)) C ZKgo K
- I,(1kgox) €st bi-invariante par K
- Lo(1kgor)(29) = w ™ (2) u(1kgox)(9) V2 € Z, Vg € G.

0sigé¢ ZKgoK
wl(z)mes(ZN KgyKg,"') pour g € ZK g K, g = 20k1goks



Ainsi 1,(1kgx) € H(G; K;w) et le point (a) est démontré.

b) Montrons la surjectivité de I,. Soit h € H(G;w). Il existe K
sous-groupe ouvert et compact de G tel que h € H(G; K;w). On va
montrer qu'il existe f € H(G; K) tel que I,(f) = h. Si a € supp(h),
on a par le méme calcul immeédiat que plus haut

ZNKaKa™ C ker(w).

Maintenant {KaK }ack\q/k est une partition de G, et h étant bi-
invariante par K, il existe des a; € G, j € J, tels que {Ko;K}jes
soit une partition de supp(h) et que h soit constante et égale & h(c)
sur Ko;K pour tout j € J. De plus, si on connait h sur Ko, K, on
la connait sur zKa; K pour tout z € Z : c’est w™!(z)h(a;). Comme
supp(h) est compact modulo Z on peut trouver un sous-ensemble fini
J' de J tel que :

h(g) = w 1(z)h(aj) si g € Kza;K pourun z € Z et un j € J'
B 0 si g §é Uje‘]l,zeszajK.

Comme on a vu que [o; € supp(h)] = [ZN KozjKaj_l C ker(w)],
d’apres le calcul de I,(1x4x) qu'on a fait au début, si on pose

h = Z h(a;)[mes(Z N KajKaj_l)]_llKajK,

alors on a bien I:(E;; = h.
c)On a:
") = | s = / A / w(2)1(z9)dz }n(g)dg =

:/G/Z/Zw(z)f(zg)w(g)dzdg:/G/Z/Zf(zg)w(zg)dzdg:
S ROLOUEG)

d) Calculons pour go € G*" (T désigne ici le commutant de gy dans

G) :

B(g0;fo) = | fo(7 '009)dg = /

G/T G/T

{ /Z w(Z)f(zgflgog)dz}dg:
= /Zw(z){ . f(zg—lgog)dg}dz=/w(z)<I>(ng;f)dz_

Z



Soient E(G) 'ensemble de classes d’équivalence des représentations
lisses irréductibles de G et, pour tout caractére w de Z, E(G;w) le sous-
ensemble de E(G) formé de classes d’équivalence de caractére central
w. On note ¥(G) 'ensemble des caractéres non ramifiés de G muni
de sa structure usuelle de variété algébrique. Si m € E(G), on note
U(G;m) le sous-ensemble de E(G) formé de classes d’équivalence du
type x ® m ou x € ¥(G), muni de sa structure de variété algébrique
isomorphe & un quotient de ¥(G). On note E?*(G) le sous-ensemble
de E(G) formé de classes d’équivalence des représentations essentielle-
ment de carré intégrable et pour tout caractére w de Z on note E?(G;w)
'ensemble E(G;w)N E?*(G). De méme, on note E*(G) le sous-ensemble
de E(G) formé de classes d’équivalence des représentations essentielle-
ment tempérées et pour tout caractére w de Z on note F*(G;w) ’ensemble
E(G;w) N EYG).

Fixons un caractere w de Z. Soit 7 € E?(G;w). On dit que f, €
H(G;w) est un pseudocoefficient de m si tro(f;) = 1 et trr(fz) = 0
pour toute représentation 7 € E'(G;w)\{7}.

Théoréme 2.2. . Soit m € E*(G;w).

a) Alors m posséde un pseudocoefficient f.

b) Pour tout sous-groupe parabolique propre P de G, si L est un
sous-groupe de Levi de P, si p est une représentation lisse irréductible
de L telle que la restriction du caractére central de p a Z est w, on a
tr(indgp)(fx) = 0.

c¢) L’intégrale orbitale sur G*" d’un pseudocoefficient de ™ ne dépend
que de 7. Elle est nulle sur G*"\Ge..

Démonstration. Quitte a tordre par un caractére de GG, on peut
supposer que w est unitaire. On démontre le théoreme dans ce cas :

a) Soit A 'ensemble fini des caractéres x € ¥(G) tels que le caractére
central de x @7 soit w (c’est 'ensemble des caractéres non ramifiés x de
G dont la restriction & Z est triviale). Soit P une fonction algébrique
définie sur ¥(G; ) a valeurs dans C telle que P(7) = 1et P(x®m) =0
six € A, x®@m # m. Fixons une paire parabolique minimale de G. On
sait que ’ensemble des classes d’équivalence de représentations de GG du
type ind%(# ® 7) ou P est un sous-groupe parabolique standard de G,
T est une représentation tempérée irréductible du sous-groupe de Levi
standard L de P et 6 est un caractere strictement positif (relativement
a P) de L forme une base sur Z du groupe de Grothendieck Grot(G)
de G (voir [DKV] A.4.f, pour la définition d’un caractére strictement
positif et pour la démonstration de ce résultat). On I’appelle ici la base
de Langlands de Grot(G). On appelle les éléments de cette base des
représentations standard de G et on dit qu'une représentation standard
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ind%(0 ® 7) est induite stricte si P est un sous-groupe parabolique
propre de G.

Soit h : Grot(G) — C I'application linéaire définie par :

- h(c) = P(o) sio € U(G; ) et

- h(o) = 0 si o est une représentation de la base de Langlands de
Grot(G) qui ne se trouve pas dans U(G; ).

On vérifie que h est une bonne fonction au sens de [BDK] 1.2. Le
clou de la démonstration est le lemme suivant :

Lemme 2.3. . Soit (A; P) une paire parabolique standard de G et P =
LU la décomposition de Levi standard de P. Soit T € E*(L). Ecrivons
T =60® 1 ou O est un caractére réel de L et 19 une représentation
tempérée irréductible de L. Alors limage de ind$t dans Grot(G) est

(i) une somme de représentations essentiellement tempérées de G
s’il existe un caractére © de G tel que res$O© =0 et
(ii) une somme de représentations standard induites strictes sinon.

Démonstration. Ce lemme se réduit au fait suivant, facile & démontrer

si le caractére (réel) € n’est pas trivial, alors il existe un triplet
(L';60';g) tel que L' # G, L C L', §' est un caractére de L’ tel que
rest'§' = 6, Ad(g)L' est standard et Ad(g)6' est un caractére stricte-
ment positif de Ad(g)L’ (relativement au sous-groupe parabolique stan-
dard de G associé a Ad(g)L’).

Ce lemme implique que notre fonction A s’annule sur toute représentation
de G qui est induite & partir d’une représentation lisse irréductible d’un
sous-groupe parabolique propre (parce que, si L est un sous-groupe de
Levi de GG, I'ensemble des induites des représentations essentiellement
tempérées de tous les sous-groupes de Levi de L a L est une famille
génératrice dans Grot(L)). Pour vérifier alors que h est une bonne
fonction, il suffit de vérifier que h est algébrique sur ¥(G;o) pour
toute ¢ € E(G). En décomposant o sur la base de Langlands, on
voit qu'il suffit de le prouver dans le cas ot o € E(G). Or, pour une
telle représentation o, tout élément de V(G; o) est élément de la base
de Langlands donc, par construction, h est algébrique sur ¥(G;o0) si
o € ¥(G;) et nulle sur ¥(G; o) sinon. Donc h est une bonne fonction.

On applique le théoreme de Paley-Wiener ([DKV] 1.2) : soit f €
H(G) telle que pour tout ¢ € E(G) on ait tro(f) = h(o). Posons
fr = L,(f) € H(G;w). La fonction f, ainsi définie vérifie claire-
ment les conditions voulues, puisque pour tout ¢ € E(G;w) on a

tro(fr) =tro(f).



b) Le pseudocoefficient f, de m construit au point a) vérifie cette
propriété puisque pour toute o € E(G;w) on a tro(f,) = tro(f) et
que f annule la trace de toute représentation induite a partir d’un
sous-groupe parabolique propre. Il suffit donc de montrer que, si f,. est
un autre pseudocoefficient de , alors tro(f; — fi) = 0 pour tout o €
E(G;w). Soit 0 € E(G;w) ; décomposons o sur la base de Langlands

de Grot(G) :
g = Zaﬂri.
i—1

Pour chaque 7; il existe un sous-groupe parabolique standard P; de G
et une représentation irréductible essentiellement tempérée 7; du sous-
groupe de Levi standard L; de P; telle que m = indgin. On remarque
que pour tout ¢, m; admet un caractere central, restriction du caractere
central de 7; a Z. Par indépendance linéaire des distributions caracteres
on trouve alors que pour tout z, la restriction du caractere central de 7;
a Z est w. Alors tr(ind% 7;)(fr — fi) = 0 par le fait que les caractéres
dans ¥(L;) unitaires et dont la restriction a Z est w forment un ensem-
ble Zariski dense dans la sous-variété de ¥(L;) formée des caractéres
dans ¥(L;) dont la restriction a Z est w.

c¢) On a montré que deux pseudocoefficients de 7 ont la méme trace
sur les éléments de E(G;w). Par [DKV], th.A.2.a, variante 2 (valable en
toute caractéristique), ils ont la méme intégrale orbitale sur G*". Pour
montrer que l'intégrale orbitale d’un pseudocoefficient de n s’annule
sur G*"\ G, il suffit donc de le montrer pour un pseudocoefficient parti-
culier. On le vérifie pour le pseudocoefficient f, construit au point a).
On avait f, = I,(f), ou f était un certain élément de H(G) dont on
sait qu’il annule la trace de toute représentation induite a partir d’un
sous-groupe parabolique propre de G.

Lemme 2.4. L’intégrale orbitale de f est nulle sur G*"\Ge..

Démonstration. Soit ¢ € G*"\G, et soient L un sous-groupe de
Levi propre de G tel que g € L et P un sous-groupe parabolique
(propre) de G tel que L soit un sous-groupe de Levi de P. Si on note
f¥ le terme constant de f le long de P, alors pour toute représentation
ocde Lona:

tro(fF) = trindSo(f) =0
ou pour la premiére égalité on a utilisé [La], lemme 7.5.7. On en déduit
que D'intégrale orbitale de f¥ est nulle sur les éléments semisimples
réguliers de L par [DKV], th.A.2.a, et finalement, comme ®(f;g) =

®(f”; g) ([La], prop.4.3.11), que ®(f; g) = 0.



Ce lemme et la proposition ?7?7.d impliquent que I'intégrale orbitale
de I,(f) = fr s’annule aussi sur G*"\Ge.

Avec les notations et conventions fixées plus haut (notamment les
mesures sur les tores elliptiques), on dit que G a la propriété P si :

pour toute représentation de carré intégrable 7 de G de caracteére cen-
tral (unitaire) w, si on note f, un pseudocoefficient de 7 dans H(G;w),
alors

(i) lintégrale orbitale de f, est nulle sur les éléments semisimples
réguliers non elliptiques et

(ii) I'intégrale orbitale de f, est égale au conjugué complexe de x,
sur I’ensemble des éléments elliptiques réguliers de G.

On a vu (th.??) que le point (i) est toujours vrai. On sait par ailleurs
(démonstration de la prop.6, [Cl]) que, si F est de caractéristique nulle,
le point (ii) est vrai aussi.

Soit 7 un ensemble de représentants des classes de conjugaison des
tores maximaux de GG. Pour tout tore 7" € 7 on note 77% 1’ensemble
des éléments réguliers de T', Wr le groupe de Weyl de T et |[Wr| le
cardinal de ce groupe. Pour tout élément semisimple régulier g de
G de centralisateur 7', on note D(g) la valeur absolue normalisée de
det(Ad(g™') —1) agissant sur Lie(G)/Lie(T). Pour tout caractére uni-
taire w de Z on note L°(G,;w) lespace des fonctions f définies sur
G, a valeurs dans C qui sont localement constantes, invariantes par
conjugaison par des éléments de G, et vérifient f(zg) = w(z)f(g) pour
tout g € G et tout z € Z. Soit 7T, le sous-ensemble de 7 formé des
représentants des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiques.
On note L*(G.;w) le sous-espace de L%(G,;w) formé des fonctions f
pour lesquelles

S walt [ De)lse)
TeT. Treg /7

converge. On définit un produit scalaire dans L?(G.;w) en posant :

<hihre= LWl [ DOAORDE
T Tres |7
ce qui donne & L*(G.;w) une structure d’espace préhilbertien.

On dit qu’il y a orthogonalité des caractéres sur GG si pour tout car-
actére unitaire w de Z, pour tout 7 € E?*(G;w), la restriction de x, a
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G, se trouve dans L?(G.;w) et qu’on a, pour tout 7, ' dans E?(G;w),

Osim#n
< Xmi Xnt >= . ’
lsim=m
Si le corps de base F est de caractéristique nulle, on sait ([Cl], th.3)
qu’il y a toujours orthogonalité des caractéres sur G. Dans [DKV],
partie A.3.h, on montre la proposition suivante (indépendamment de
la caractéristique de F) :

Proposition 2.5. . 51 G est tel que :

a) pour tout m € E*(G), le caractére de m est localement intégrable
et

b) G a la propriété P,
alors il y a orthogonalité des caractéres sur G.

3. Corps locaux proches et le groupe linéaire. Les résultats
de Lemaire

Soient F' un corps local de caractéristique non nulle et n un entier
strictement positif, qu'on considere fixés par la suite. On note Op
I’anneau des entiers de F', Pr 'idéal maximal de Of et on fixe une
uniformisante 7 de F. On note K le sous-groupe compact maximal
GL,(OF) de GL,(F) et pour tout p € N* on note K% le sous-groupe
de congruence de niveau p de GL,(F') qui est par définition le noyau
de la projection Kr — GL,(Op/P%). On note H(GL,(F); K%) la
sous-algébre de Hecke de H(GL,(F)) formée des fonctions qui sont
bi-invariantes par K%. Pour un tel corps F on considére d’une facon
générale : sur le centre Z de GL,(F) identifié & F* la mesure de Haar
dz pour laquelle O3 est de volume égal a 1, sur GL,(F) la mesure
de Haar dg pour laquelle Kz est de volume égal & 1 et sur tout tore
maximal elliptique 7" la mesure de Haar dt telle que T'/Z soit de volume
égal a 1 pour la mesure quotient dt/dz. Si g est un élément elliptique
régulier de GL,(F') et f € H(GL,(F)) ou f € H(GL,(F);w) pour un
caractére w de Z, ®(f;g) désigne I'intégrale orbitale de f au point g
pour les mesures ainsi choisies. Si 7 est une représentation de GL,(F)
on appelle niveau de 7 (notation niv(w)) le plus petit entier m tel que
7 ait un vecteur fixe sous K, avec la convention K% = K. Le niveau
de 7 est aussi le plus petit entier m tel que 7 induise une représentation
non identiquement nulle de H(GL,(F); K}).
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On note Brp le sous-groupe de GL,(F) formé des matrices dans
GL,(OF) qui sont triangulaires supérieures modulo Pr. On pose aussi,
pour tout entier strictement positif m, B = 1+ 7y B et par conven-
tion Br = BY% et on note H(GL,(F); B¥) 'espace des fonctions locale-
ment constantes a support compact sur GL,(F') qui sont bi-invariantes
par B'. Pour tout entier positif m on a :

Kpt' c BR C K.

Soit maintenant L un corps local non archimédien de caractéristique
nulle. On adopte les mémes notations pour L. Soit m un entier stricte-
ment positif. On dit que F' et L sont m-proches s’il y a un isomorphisme
d’anneaux Op/PX ~ Or/P™. On fixe alors un triplet (A%, ;7p;7L)
ot A\, : Op/P® — O /PP est un isomorphisme et 7y est une uni-
formisante de L telle que A7, (classe de nr) = classe de .

Si L est un corps local non archimédien de caractéristique nulle
tel que F et L soient m-proches alors A7, induit un isomorphisme
d’espaces vectoriels de H(GL,(F); By) sur H(GL,(L); B}*), isomor-
phisme dépendant du choix de 7y et 7y, (fixés dans la suite). Cet iso-
morphisme d’espaces vectoriels est en fait un isomorphisme d’algebres
(proposition 2.1.1, [Lel]). La restriction de cet isomorphisme a la sous-
algebre H(GL,(F); KE) de H(GL,(F); BF) induit un isomorphisme
d’algebres :

CFrt H(GLu(F); K7) — H(GLn(L); KT)

(proposition 2.2.1 [Lel]). En tant qu’isomorphisme d’espaces vectoriels,

(pyp est défini de la fagon suivante :
Posons

AF = {A = (aij),-,j - GLn(F) TS 6,']'71';—?, a1 <ay <. < an}

ou d;; est le symbole de Kroneker. On a alors
GL,(F) = HAeAFKFAKF.

Posons
Trm = GL,(Or/Pg') X GL,(Or/Pg").
Soit A € Ap. Si (B;C) € Kr x Kp, alors KRFBAC1K? ne dépend
que de la classe (B; C)) de (B;C) dans T,,. On peut donc définir sans
ambiguité K?BAC~'K? pour tout (B;C) € Tpy,. Notons main-
tenant Hp,, 4 I'ensemble des couples (B, C’) € Tr, tels qu'il existe

un représentant B de B dans GL,(Op) et un représentant C' de C
dans GL,(OF) tel qu'on ait BA = AC. En écrivant cette relation
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BAC ! = A on vérifie que Hp ;4 est un sous-groupe de Tg,,. Posons
enfin

r:’i:‘F,m,A = TF,m/HF,m,A-
Un simple calcul montre que

_ mmD A —1m
KpAKp = H(B;é)e'i‘p,m,AKF BAC'K™.
Finalement on a obtenu la décomposition
(D) GL.(F)= [ [] KwrBAC'Ky

A€ArP (B;C)eTr m,a

On en déduit que l'ensemble des fonctions caractéristiques des en-
sembles compacts K?BAC~1K? pour tout (4; (B,C’)), A€ Ap et

(B;C) € Trma, est une base algébrique de H(GL,(F); K%). On
raisonne de la méme fagon pour GL,(L), en adoptant les notations
analogues. Maintenant il y a une bijection (rr : Ar ~ Ap qui en-

voie diag(my;me;..mg) sur diag(ni'; 77, ...m3"), et pour tout A €

Ap une bijection naturelle (7, : ’i‘F,m,A ~ TL,m,§FL(A) induite par
I'isomorphisme GL, (Or/Pf)xGL,(Or/Pf) ~ GL,(OL/PJ")xGL,(Or/PF").
L’isomorphisme (i, est donné par

C_.m (1 mBA~—1 m):]- m B! A1 grm
FL\“Kg@BAC 1K} KFBCFL(A)C K7

pour tout A € Ap et (B;C) € Tpma, ott (B';C") = (2. ((B; 0)).

Si X est une partie compacte de GL,(F) bi-invariante par K7,
I'image par (7%, de la fonction caractéristique de X est la fonction car-
actéristique d’un sous-ensemble compact Y de GL, (L) bi-invariant par
KT et on pose par définition 7%, (X) = Y. On a alors vol(X) = vol(Y)
si les mesures sur GL,(F') et GL,(L) sont comme plus haut.

Soit maintenant 7 une représentation irréductible de niveau inférieur
ou égal a m de GL,(F) et notons V; l'espace de la représentation .
Alors'algebre H(G L, (F); K7) agit sur l’espace Vi¥ des vecteurs fixes
sous K" par

f(v) =7 (f)(v)
pour tout f € H(GL,(F); K%) et tout v € ViF  Lespace V¥ est
ainsi muni d’une structure de H(GL,(F); KF)-module & gauche. On
note Vi gm le H(GL,(F); KF)-module ViF pour le différentier du
C-espace VWKF avec lequel il coincide ensemblistement. On sait que
Ve Hm est un H(GL,(F); KF)-module non nul irréductible et que 7 —

Vi i,m induit une bijection entre I’ensemble de classes d’équivalence de
représentations irréductibles de GL,(F') de niveau inférieur ou égal a
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m et 'ensemble des classes d’isomorphie de H(GL,(F'); KF)-modules
irréductibles. Maintenant, I'isomorphisme (%%, : H(GL,(F); K®}) ~
H(GL,(L); K7) induit un isomorphisme (noté toujours {7 ) entre I'ensemble
des classes d’isomorphie de H(GL,(F); K7)-modules irréductibles et
I’ensemble des classes d’isomorphie de H(GL,(L); K7*)-modules irréductibles.
Donc I’image par (7, de la classe d’isomorphie de V; g, est une classe
d’isomorphie de H(GL,(L); KT*)-modules irréductibles et elle corre-
spond a une classe d’équivalence Cp, de représentations irréductibles de
niveau inférieur ou égal a m de GL,(L). Si Cr est la classe d’équivalence

de la représentation 7, on pose (%, (Cr) = Cr. Par conséquent, (7 in-

duit une bijection de I’ensemble des classes d’équivalence de représentations
lisses irréductibles de GL,(F') de niveau inférieur ou égal & m sur
I’ensemble des classes d’équivalence de représentations lisses irréductibles

de GL,(L) de niveau inférieur ou égal & m — bijection qu’on va tou-
jours noter Q_“}”L — et pour toute représentation m de niveau inférieur ou

égal & m de GL,(F), pour tout f € H(GL,(F); K¥%), on a

trlpr(m)(CFu(f)) = trr(f).
Remarquons que, si 0 € Cp, il y a par construction isomorphisme
de C-espaces vectoriels entre V,TK? et VUKF , puisque l’'isomorphisme
(r  HGL,(F); K?) ~ H(GL,(L); K?) est un isomorphisme de C-
algebres.
De plus, I'isomorphisme

(it H(GLn(F); Ki7) = H(GLy(L); KT)

induit par restriction un isomorphisme H (G'L,(F); K™Y ~ H(GL,(L); K1)
qui n’est autre que l'isomorphisme (g ! construit & partir du triplet
(A’}’El;WF;WL) ot NPt Op /PRt ~ Op/PP* ! est 'isomorphisme in-
duit par de A%, : Op/PR ~ Or/P™ (parce que les décompositions
(D) et (Dy1) de GL,(F) sont compatibles). Cela implique que

(F.(m) a le méme niveau que 7.

Proposition 3.1. . Sim > 2, EFL réalise une bijection entre les
classes d’équivalence des représentations génériques irréductibles de
GL,(F) de niveau inférieur ou égal & m—1 et les classes d’équivalence
des représentations génériques irréductibles de G L, (L) de niveau inférieur
ou égal a m — 1.

Démonstration. On a expliqué plus haut que la bijection (%, est
la restriction aux représentations de GL,(F) de niveau inférieur ou
égal & m de la bijection ¢ introduite au chapitre 1 de [Lel]. On ap-
plique donc le corollaire 3.3.3 de [Lel] tenant compte du fait que si une
représentation 7w a un vecteur v fixe sous K}”_l v est aussi un vecteur
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fixe de 7 sous B '

On va maintenant rappeler un autre résultat de Lemaire qui con-
cerne le comportement des intégrales orbitales elliptiques des fonctions
se correspondant sur des corps proches.

Soit g un élément elliptique régulier de GL,(F'). Soient :
- F, = F'[g] le sous-corps maximal de M, (F') engendré par g,
- e l'indice de ramification de l’extension (de degré m) de corps
locaux non archimédiens F,/F,
- G 'unique Op-ordre héréditaire de M,(F') normalisé par F,
- Jg le radical de Jacobson de G,
- g la valuation sur M, (F') définie par vg(z) = max{i € Z: x €
é}a
- pour tout k € Z, Ny ={z € G : xg — gz € JE},
- ko = max{k € Z : N}, ¢ O, + Jg},

-k = ko — vg(9)
- kl = kl/e,
- A =P N,

Fixons un caractére additif ¥ de F' de conducteur Pp (trivial sur
Pr et non trivial sur Op). Soit

A ={x € M,(F) : tr(zy) € ker(yr), Yy € A}.

Soit m un entier strictement positif. Soient :
- m' = m'(g;m) le plus petit entier supérieur ou égal & max{1 +
Ela m— ];:1})
- m" = m"(g; m) le plus petit entier supérieur ou égal a m'(g; m) +
ki + 1.

Théoréme 3.2. . Soit g un élément elliptique régulier de GL,(F)
et m un entier strictement positif. Alors le voisinage V(g;m) de g
défini par V(g;m) = g(1 + W}"I(g;m)A) est contenu dans l’ensemble des
éléments elliptiques réguliers de GL,(F) et vérifie

a) V(g;m) est bi-invariant par K7 et pour toute fonction f €
H(GL,(F); K#) lintégrale orbitale de f est constante égale a4 ®(f;g)
sur V(g;m) ;

b) pour tout corps L m"-proche de F, (% (V(g;m)) est incluse dans
lensemble des éléments elliptiques réguliers de GL,(L) et pour toute
fonction f € H(GL,(F); K?), Uintégrale orbitale de (% (f) est con-
stante égale a ®(f;g) sur (% (V(g;m)).
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Démonstration. a) On a Kl";" - B}""_l et on applique le théoréme
de la page 1042 de [Le3|.
b) On a

f € H(GLo(F); KF) = f € H(GL,(F); BE).
On applique a nouveau le théoréme de la page 1042 de [Le3].

4. Orthogonalité des caractéres sur GL,(F') en
caractéristique non nulle

On a besoin d’une variante du théoréeme ?? qui concerne les fonc-
tions de H(GL,(F);w) ol w est un caractére unitaire fixé du centre
Zp de GL,(F). Tout d’abord un tel caractere est une représentation
lisse et irréductible de GL;(F') et par conséquent, s’il est de conduc-
teur 1 + Pp* alors pour tout corps L m-proche de F' on sait définir
(™ (w) qui est un caractére de GL;(L) qu’on identifiera au centre Z;
de GL,(L). Si m est une représentation lisse irréductible de GL,(F)
de niveau m et de caractere central w alors w est trivial sur 1 + Pg
et pour tout corps L m-proche de F le caractére central de (7 () est
(™ (w). Siw est un tel caractere de F* de niveau inférieur ou égal & m
et si f € H({GL,(F); K), alors on a, avec les notations de la prop.??

Théoréme 4.1. . Si g est un élément elliptique régulier de GL,,(F)
et V(g;m) et m"(g;m) sont comme plus haut, alors lintégrale or-
bitale de 1,(f) est constante égale a ®(I,(f);g) sur V(g;m) et pour
tout corps local L qui est m"(g; m)-proche de F, l'intégrale orbitale de

IZ;"S(w) (f}”ﬁ (f)) est constante et égale a ®(1,(f);g) sur E;n;’(v(g; m)).

Démonstration. On a (prop.??.d) la relation

‘P(Iw(f);g)=/Zw(z)<1>(f;zg)dz.

Montrons que pour tout z € Z nous avons V(zg;m) = 2V (g;m) et
m"(zg;m) = m”(g;m). On reprend un par un les objets associés au
début de cette section & g et m et qui servent & définir V(g;m) et
m'(g;m), et on compare en suivant les définitions pas a pas ; on a :

- Fg=F,,
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- e(zg) = e(g),

- G(29) = G(9),

- Jg(29) = Jg(9),

- la valuation vg est la méme,

- Ni(29) = Ni—ug(2)(9),

- ko(2g) = ko(g) + vg(2),

- k1(2g) = ki(g) car vg(zg) = vg(g) + vg(2),

- ki1(zg) = ki(g),

- A(zg) = A(g) car Niy(zg)(29) = Nio(g)(9) (méme si ko(zg) #
kO(g))’

- A(zg) = A(g),

- m'(zg; m) = m'(g; m),

- m"(zg;m) = m"(g; m).

La fonction a support compact ¢ : Zp = F* — C définie par

¢(2) = w(z)®(f; 29)
est alors d’apres le théoreme ?7?.a invariante par le sous-groupe (1 +
7™ @™ AYN Zp de Zp. Soit L un corps m”(g; m)-proche de F, et soit g’
un élément quelconque dans {7 (V(g;m)). En appliquant le théoréme
?7?.b, on trouve que la fonction ¢' : Z;, = L* — C définie par

¢'(2') = (i (W) (2) ®(CFL (f); 2'9')
a la méme intégrale sur Zy que ¢ sur Zp car les deux intégrales sont
des sommes finies de termes égaux deux a deux. Comme

[ )R (929 = @ (G ()0
on trouve bien

®(Lo(£); 9) = @Iyt ) (CFL(£)); 9)-

Soit 7 une représentation de carré intégrable de GL,,(F') de caractére
central (unitaire) w et de niveau m.

Lemme 4.2. . a) Si L est un corps m-proche de F, alors (. () est
une représentation de carré intégrable de GL,(L).

b) Soit fr un pseudocoefficient de w. Soit h € H(GL,(F)) tel que
I,(h) = fr. Soit m' € N tel qu'on ait h € H(GL,(F); H). Alors
m' > m et, si L est un corps m' + 1-proche de F, alors Iz (., (¢ (R))
est un pseudocoefficient de (I (7).
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Démonstration. a) Soit o une représentation (irréductible et de
niveau m) se trouvant dans I’image par (%, de la classe d’équivalence
de 7. A la section précédente on a vu comment on construit o a
partir de 7. On emploie les mémes notations. On a un isomorphisme
d’espaces vectoriels

VR v
L’isomorphisme f induit un isomorphisme entre les duaux :
FovEE oy K
Soient v € VﬂK’r’n\{O} et v’ € V;K?\{O}. Considérons le coefficient de 7
hz:GL,(F)— C
défini par
g = v'(n(g)(v)).
C’est un coefficient non nul.
Pour tout g € GL,(F), pour tout ¢’ € KFgK®, on a
7T(gl) = UOl(KFgK}vn)il’]T(lK;‘ngK?)

La représentation 7 étant de carré intégrable, |hr|? est trivial sur Z
et intégrable sur GL,(F)/Z. Exprimons cette propriété & partir de la
décomposition

GL.(F)=[[ [] KwBAC 'Ky

A€AF (B;C)eTFm,A

en étudiant 'action par multiplication de Z la-dessus. Notons A% le
sous-ensemble de Ap formé de matrices A = diag(ng'; n3;...m5") telles
que a; = 0. Pour toute matrice A € A% notons Ag(A) 'ensemble de
matrices obtenues & partir de A par multiplication avec une puissance
de mr. C’est un sous-ensemble de Ar. On a

Ar= ][] Ar(A).

AecAY,

Montrons que, pour tout A € A%, ’ensemble Wacaray iseretn,, A K»BAC'Kp
est stable sous I'action de Z par multiplication et étudions cette action.

Identifions Z avec F™*. Alors, si z est un élément de Z, z s’écrit de facon

unique z = 7%z ou x est un élément de Of. D’autre part, on a un iso-

morphisme

#/(lr + Pi') ~ (Op/Pg')*.
On peut ainsi décomposer I'action de Z sur [ 4¢ 4,4 (5,6
puisque :

KPBAC 'K

ETF,m,A
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- si z = 7%, alors zZKPBAC 'K = KPBA'C 'K o A' = 2A €
Ar(A), et une simple vérification montre qu’on a dans ce cas ’i‘p,m, A=
TF,m,A’

- si z € Oy, alors :

-siz €1lp+P® onazKPBAC'K? = KPBAC 'K, tandis
que

-siz ¢ 1p+ PP, 2KPBAC'K? = KpB'AC' 'K, ot (B'; (")
est un élément de TF’m,A différent de (B, C~') et qui ne dépend que de
la classe de z modulo 1 + Pj'.

Finalement, dire que |h,|? est intégrable sur GL,(F)/Z revient &
dire que la somme

(X (cordi0r/ER))
AcA}  (BiC)eTFm,a
vol (KT BAC' K™ dg) (vol(1p + P dz)) " |he(BAC™Y) \2)
est convergente, c.-a-d., en tenant compte de vol(1p+Pg; dz)card((Op/PR)*) =

vol(O%;dz) =1, que la somme

O ( Y vol(KpBACTKp, dg)\h,r(BAé—l)\Z)
AeAy  (BiC)eTpm,a
est convergente. Maintenant, f(v) est un élément de VUKLm\{O} et f'(v")
est un élément de V, ¥ \{0}, donc I’application
hy : GLu(L) — C
définie par
g f(v)(e(g)(f()
est un coefficient de o.
Pour tout g € GL,(L), pour tout ¢’ € K'gKT" égal a
o(g') = vol(K'gKT) "o (xpgry)-

Donc h, est de carré intégrable modulo le centre sur GL, (L) si et
seulement si la somme

S X volKpBern(A)CT K dg) ho(Blri(A)C )

A€Ay  (BiC)ETFm,a

est convergente, ol on a tenu compte du fait que (7, réalise une bijec-
tion de A% sur AY. Mais cette somme correspond terme pour terme 3
la somme (??) puisque

- les volumes des sous-ensembles de G L, (F') et GL,(L) qui se corre-
spondent sont égaux pour les mesures fixées sur GL,(F') et GL,(L),
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- par construction de I'isomorphisme f, pour tout v € V,rKF on a

f(m(Akpgrm)(v)) = o(1xmgrm)(f(v))-

On vient de montrer qu'un coefficient non nul de o est de carré
intégrable sur GL,(L)/Z. Donc o est de carré intégrable.

b) E']viden_ament m' > m, puisque trm(h) = trr(f,) # 0. Montrons
que Izm () (CFr(R)) vérifie la définition d'un pseudocoefficient de (7' ()
: d’une part

trCr(m) Iz, (w) (CFL(R))) = trCFL(m)(CF(h)) = trm(h) = tra(fs) = 1;

d’autre part, si o’ est une représentation irréductible essentiellement
tempérée de GL, (L) de caractere central (7 (w) mais non équivalente
a (™, (), alors ou bien o’ est de niveau supérieur strictement & m' alors
que 7 (h) est invariante par K7 et on a de ce fait

tro'(Crg(R)) = 0,

ou bien le niveau de ¢’ est inférieur ou égal & m'. Alors ¢’ qui est essen-
tiellement tempérée irréductible est en particulier générique irréductible
([Ze], th.9.7), donc image par (%, d’une représentation générique irréductible
o de GL,(F)(prop. ?7?), de caractére central w, mais non équivalente
am, etona

tro’({m (h)) = tra(h) = tro(fy).
Mais o, étant générique, est ou bien une représentation essentiellement
de carré intégrable, ou bien une représentation induite a partir d’un
sous-groupe parabolique propre ([Ze], th.9.7). On a dans le premier
cas tro(f;) = 0 par la définition d’un pseudocoefficient de 7 et encore
tro(fr) = 0 dans le deuxieme cas par le théoreme ??.b.

Montrons maintenant que GL,(F') a la propriété P :

Théoreme 4.3. . L’intégrale orbitale de f, vérifie :
(1) ®(fr;9) =0 si g est semisimple régulier non elliptique,
(1) ®(fr; 9) = Xx(g) st g est elliptique régulier.

Démonstration. (i) C’est le point c) du théoreme ??.

(i) Considérons une fonction h € H(GL,(F)) telle qu’on ait I,(h) =
fr. Supposons que h € H(GL,(F); K%'). Soit g un élément ellip-
tique régulier. Soit W un voisinage de g sur lequel x, est constant et
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soit m un entier suffisamment grand pour qu'on ait V(g;m) C W et
que le lemme précédent soit vérifié (i.e. si L est un corps local non
archimédien de caractéristique nulle m-proche de F, alors (% () est
une représentation essentiellement de carré intégrable de GL,(L) et
I@L(w)(c_}l’L(h)) est un pseudocoefficient de (% (7)). Soit L un corps de
caractéristique nulle, m"(g; m)-proche de F. On a dans cette situation

1) xx est constant sur V(g; m) égal a x»(g), car V(g;m) C W,
2) ®(1,(h); ) est constante sur V(g; m) égale a ®(I,(h); g) (th.??)
et
3) @(Izgg(w)(f}ng(h));') est constante sur (7 (V(g;m)) égale A
®(1,(h); 9) (th.77).
Or, I,(h) = fr. Le corps L étant de caractéristique nulle, GL, (L)
a la propriété P. Du lemme ??.b on en déduit alors que : Xem! () est

constant sur % (V(g;m)) égal & (I (' (h)); g). Finalement, en

(B @)
appliquant le point 3) ci-dessus, on trouve

4) X! (m) est constant sur C_};“Z(V(g; m)) égal & ®(fr; g)-

En notant I la fonction caractéristique de V' (g;m), de 1) on a
tro(I) = vol(V(g; m))xx(9)-

D’autre part (% (I) est bien définie et est la fonction caractéristique
de {7 (V(g;m)) (par définition méme de cette derniére) et alors de 4)
on en déduit que

tr(Ci, (m) (L (1)) = vol (G (V (g5m))) (3 9)-

Comme on a

vol ({7 (V (g:m))) = vol (V (g;m))
et qu’on sait que

tr(Ciy (m)) Gy (1)) = tr(I),
on trouve bien

Xr(g) = cb(.fr; g)'

Donc GL,(F) ala propriété P. Comme sur GL,(F) il y a intégrabilité
locale du caractere de toute représentation lisse irréductible ([Le2]), on
en déduit par la proposition ?? le
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Théoréme 4.4. . (Orthogonalité des caractéres pour GL,) L’ensemble
des fonctions caractéres associées auz classes d’équivalence des représentations
de carré intégrable de GL,(F) de caractére central w fixé forme un
systéme orthonormal pour l'espace préhilbertien L*(GL,(F)e;w; < ;>

5. APPLICATIONS

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique quel-
conque et D une algebre a division centrale de dimension finie sur F'
Soit D* le groupe des éléments inversibles de D. La dimension de D en
tant qu’espace vectoriel sur F' est un carré n?. On pose G = GL,(F).
On fixe des mesures de Haar sur G et D*. Si g est un élément de G et ¢’
un élément de D* on écrit g «» ¢’ si g et ¢’ sont réguliers et ont le méme
polynéme caractéristique. On dit alors que g et ¢’ se correspondent.
Ca revient a dire que g est elliptique régulier et a le méme polynome
caractéristique que ¢'. Il existe des isomorphismes canoniques Zg ~ F*
et Zp« ~ F* et donc un isomorphisme canonique Zg ~ Zp:. On note
ces deux groupes indistinctement Z. On fixe une mesure de Haar dz
sur Z. Sur tout tore maximal elliptique T" de G ou de D* on considére
la mesure de Haar dt telle que T'/Z ait volume 1 pour la mesure quo-
tient dt = dt/dz. Sur les tores non elliptiques de G on fixe des mesures
de Haar quelconques.

Soit w un caractere unitaire de Z. Il y a un isomorphisme d’espaces

vectoriels :
i: L°(Ge;w) ~ LY(D};w)
défini par
i(f)(g) = f(9) sig<r g
pour tout f € L°(Ge;w). Maintenant, si g ++ ¢/, alors il y a un unique
isomorphisme de F-algébres (qui dans ce cas précis sont des corps)
Flg] ~ F[g¢'], qui envoie g sur ¢’ On a donc un isomorphisme de
groupes multiplicatifs F[g]* ~ F[¢']*. Mais F[g]* n’est autre que le
groupe des points du tore maximal elliptique Z(g) qui contient g et
F[g']* n’est autre que le groupe des points d’un tore maximal elliptique
Z(g') qui contient g’. Toutes ces considérations impliquent que, si on
choisit un ensemble de représentants 7. des classes de conjugaison de
tores maximaux elliptiques de G et un ensemble de représentants 7,
des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiques de D*, il y a
une bijection
J:Te—Te

qui est caractérisée par T ~ j(T).
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Soit T € 7. Notons jr un isomorphisme de T sur (7). Etant un
morphisme de groupes, jr transforme la mesure de T en une mesure
de Haar de j(T'), donc en un multiple complexe de la mesure qu’on
avait choisi sur j(T'). Mais la restriction de I'application jr & Z est
I'identité, donc, vu le choix des mesures sur T et j(7T'), on en déduit
que jr préserve la mesure. Alors la restriction de ’isomorphisme i a
L?(Ge;w) induit un isomorphisme d’espaces préhilbertiens de L?(Ge; w)
sur L?(D?;w). D’une fagon plus explicite, on a :

< i(f);i(h) >e=< f;h >, Vf h € L*(Ge;w).

Si f € H(G) et f' € H(D*) on dit que f et f' se correspondent
si leurs intégrales orbitales ont la méme valeur sur des éléments de
G et de D* qui se correspondent et que les intégrales orbitales de f
sont nulles sur les éléments semisimples réguliers non elliptiques de G.
On écrit alors f <> f'. On dit aussi que f se transfére ou que f’ se
transfére. Si w est un caractere de Z la définition plus haut vaut aussi
pour f € H(G;w) et f' € H(D*;w).

On rappelle que E?(G) est I'ensemble des classes d’équivalence de
représentations essentiellement de carré intégrable de G et que E(D*)
est I’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
de D* (qui sont toutes essentiellement de carré intégrable et méme cus-
pidales, puisque D* est compact modulo le centre).

Théoreme 5.1. . Il existe une unique bijection :
C: E*(G) — E(D¥)
telle que pour tout 7 € E*(G) on ait
X=(9) = (—1)"_1XC(7r) (9" pour tout g <> ¢'.

Les représentations m et C(m) ont le méme caractére central.
L’application C commute a la tensorisation avec les caractéres.
On a aussi trr(f) = (—1)"*rC(r)(f') pour tout f + f'.

Démonstration. Rogawski a donné une démonstration de ce résultat
dans le cas ol F est de caractéristique nulle dans [Ro]. La démonstration
de Rogawski a été reprise et simplifiée dans [DKV] et finalement Flicker
a donné une preuve encore plus simple dans [F1]. La démonstration de
Flicker s’applique maintenant mot pour mot en caractéristique non
nulle, puisque le seul résultat qui lui manquait était I’orthogonalité des
caractéres sur G (th.??, plus haut). La relation entre les distributions
traces est impliquée par I'intégrabilité locale des caracteres a la fois sur
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GL,(F) ([Le2]) et sur D* (parce qu'il est compact modulo le centre).

Corollaire 5.2. . Soit w un caractére unitaire de Z. L’ensemble des
restrictions a G, des caractéres de toutes les représentations de carré
intégrable de G de caractére central w est un systéme orthonormal com-
plet de Uespace L?(Ge;w) (ou de son complété hilbertien).

Démonstration. C’est vrai pour D* et L?(D*;w) parce que D*
est compact modulo Z. Par la correspondance et via I’isomorphisme ¢
défini plus haut, ce résultat est vrai aussi pour G.

Théoréme 5.3. . Soit w un caractére de Z.

(a) Pour tout f € H(G) dont l'intégrale orbitale est nulle sur G*"\G,
il existe une fonction f' € H(D*) telle que f < f' et pour tout f €
H(G;w) dont Uintégrale orbitale est nulle sur G*"\G, il existe un f' €
H(D*;w) tel que f <> f'.

(b) Pour tout f € H(D*) il existe un f' € H(G) tel que f < f' et
pour tout f' € H(D*;w) il existe un f € H(G;w) tel que f < f'.

Démonstration. On a montré (th.??) que G avait la propriété P.
Le groupe D* a aussi la propriété P parce qu’il est compact modulo
le centre. Le théoreme de correspondance plus haut implique alors
qu’un pseudocoefficient d’une représentation 7 essentiellement de carré
intégrable de G correspond & un (pseudo)coeffici-
ent de C(7) multiplié par (—1)" ! (le passage des représentations de
carré intégrable aux représentations essentiellement de carré intégrable
se fait en tordant par des caractéres). Donc les pseudocoeflicients se
transferent.

Soient w un caractére de Z et f une fonction dans H(D*;w). Si on
pose

h=f=> tro(f)fr

ol la somme porte sur le nombre fini de classes de représentations m
de D* de caractére central w dont la trace ne s’annule pas sur f et,
pour chaque tel 7, f, désigne un pseudocoefficient, on trouve que pour
toute représentation m de D* de caractére central w, trm(h) = 0 ; ce qui
implique que 'intégrale orbitale de h s’annule sur les éléments réguliers
de D* ([DKV], th.A.2.a, variante 2). On en déduit que la famille des
intégrales orbitales des (pseudo)coefficients des représentations de D*
de caractére central w est une base (algébrique) pour le sous-espace de
L%(D*;w) formé par les intégrales orbitales des fonctions de H(D*;w).
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Prenons cette fois une fonction f € H(G;w) dont I'intégrale orbitale
s’annule sur les éléments semisimples réguliers non elliptiques et con-
sidérons la fonction

h=f=Y tra(f)fx

ou la somme porte sur le nombre fini de classes de représentations essen-
tiellement de carré intégrable de G de caractere central w dont la trace
ne s’annule pas sur f. D’apres la classification de Zelevinski, les classes
d’équivalence des représentations qui sont des induites (strictes on non)
de représentations essentiellement de carré intégrable forment une base
de Grot(G). Décomposons une représentation lisse irréductible 7 de G
sur cette base. Si le caractére central de 7 est w, le caractére central
de ces représentations essentiellement de carré intégrable ou induites
de représentations essentiellement de carré intégrable est aussi w, par
indépendance linéaire des caracteres sur Z = F*. Mais les traces des
représentations essentiellement de carré intégrable s’annulent sur A (par
simple calcul) et les traces des représentations strictement induites de
caractere central w s’annulent sur h parce que les intégrales orbitales
de h sont nulles sur les éléments semisimples réguliers non elliptiques et
parce que les caracteéres sont localement intégrables sur G ([Le2]). On
en déduit que la trace de toute représentation lisse irréductible de G
de caractere central w est nulle sur h. Donc I'intégrale orbitale de h est
nulle sur tout élément semisimple régulier de G ([DKV], th.A.2.a, vari-
ante 2). On obtient (cette fois sur G) : les intégrales orbitales des pseu-
docoefficients des représentations essentiellement de carré intégrable de
caractére central w forment une base du sous-espace de L°(G;w) formé
par les intégrales orbitales des fonctions de H(G;w) dont les intégrales
orbitales s’annulent sur les éléments semisimples réguliers non ellip-
tiques.

D’apres ce qu’on vient de voir et le fait que les pseudocoefficients des
représentations essentiellement de carré intégrable se transferent dans
les deux sens on obtient les moitiés des points a) et b) qui concernent
les fonctions dans H(G;w) et dans H(D*;w).

Pour obtenir la variante du transfert pour les fonctions a support
compact, i.e. a) et b) pour H(G) et H(D*), on utilise le théoreme de
Paley-Wiener : soit f’ une fonction dans H(D*). Il existe alors une
fonction f dans H(G) telle que pour toute représentation 7 essentielle-
ment de carré intégrable de GG on ait

1) tra(f) = tr[C(m)|(f') et

2) trm(f) = 0 pour toute représentation induite sur G (les conditions
de Paley-Wiener ([BDK] 1.2) sont tres faciles a vérifier sur GLy,).
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La condition 2) implique que I'intégrale orbitale de f est nulle sur
les éléments semisimples réguliers non elliptiques de G.

La condition 1) implique que pour tout caractére w de Z et toute
représentation essentiellement de carré intégrable m de G de caractére
central w on a trm(I,(f)) = trC(m)(I,(f')). La démonstration plus
haut implique alors que les intégrales orbitales de I,(f) et de I,(f')
sont égales sur les éléments elliptiques réguliers qui se correspondent.
En se rappelant le lien entre I'intégrale orbitale de f et celle de I,(f)
on trouve que les intégrales orbitales ®(f; ) et ®(f’; ) de f et f’
respectivement ont la propriété suivante : pour tout élément elliptique
régulier g de (G, pour tout caractere w de Z,

/Z(‘I’(f; 29) — ®(f'; 29"))w(2)dz = 0.

On en déduit par le th.4.4, chap.2, [Bou], que ®(f;g) = ®(f;¢') pour
tout g <> ¢’ et donc f <> f' et f' se transfere. Le transfert dans I'autre
sens se fait de la méme fagon.
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