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Chapitre 1

L’étude déterministe de la loi de
dissipation d’énergie

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier d’un point de vue déterministe la loi de dissipation
d’énergie proposée par la théorie de la turbulence de Kolmogorov également appelée “théorie
K/17. Cette loi de dissipation d’énergie fut développée par A.N. Kolmogorov dans les articles
[41], [42] et [43] et correspond & une étude expérimentale de la quantité d’énergie cinétique dis-
sipée (sous forme de chaleur) dans un fluide qui se trouve en régime turbulent.

Etant donné que les équations de Navier-Stokes donnent un modéle mathématique pour étudier
le comportement des fluides, le but de ce chapitre est d’étudier aussi rigoureusement que pos-
sible la loi de dissipation d’énergie dans le cadre des équations de Navier-Stokes déterministes
que nous introduisons rapidement : nous nous intéressons donc & 1’évolution au cours du temps
d’un fluide, via I’étude de son champ de vitesse en tout point de ’espace et a chaque instant.
Nous supposons que le fluide est de densité constante (sa masse volumique est constante), qu’il
est incompressible (I'espace occupé par une certaine quantité de fluide & chaque instant peut
changer de forme, mais pas de volume), et I'on supposera qu’il est visqueux. Les équations qui
décrivent un tel fluide sont les équations de Navier-Stokes qui s’écrivent de la facon suivante :

p (01t + (it V)i@) = pAT = Vpy + fows  pdiv(@) =0, >0, .
1.1
pu(0,-) = ptiy, pdiv(tdp) = 0.

Dans ce systeme d’équations aux dérivées partielles non linéaires, la fonction vectorielle @ :
[0, +00[xR3 — R3 représente le champ de vitesse du fluide tandis que la fonction scalaire
pr : [0, +00[xR?® — R représente sa pression, ces deux fonctions @ et p, sont les inconnues,
tandis que la constante de densité du fluide p > 0 (qui représente sa masse volumique et qui
est constante pour les fluides incompressibles), la constante de viscosité dynamique du fluide
> 0 (qui caractérise la résistance a ’écoulement d’un fluide incompressible), la fonction vec-
torielle f;xt : [0, +00[xR? — R3 (qui correspond & I’ensemble des forces extérieures agissant
sur le fluide) et la fonction vectorielle iy : R® — R3 (qui représente la donnée initiale) sont les
données du probleme. L’équation pdiv(ip) = 0 et pdiv(i) = 0 représente la condition d’incom-
pressibilité du fluide au cours du temps.
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Observons maintenant que comme nous avons supposé que le fluide est de densité constante
alors nous pouvons diviser les éqllations ci-dessus par la constante de densité p > 0 et en
écrivant maintenant la force f = %, qui correspond a la densité massique des forces agissant
sur le fluide ; la pression cinétique p = %’" et la constante de viscosité cinétique du fluide v = %,
qui est le quotient entre la viscosité dynamique et la masse volumique et qui représente la capa-
cité de cohésion entre les particules du fluide ; nous obtenons ainsi le systeme de Navier-Stokes
avec lequel l'on travaillera tout au long de cette these :

Oyt = vAT — (@- V)i —Vp+ f, div(@) =0, v >0,
(1.2)
=0

’lj((), ) = ﬁo, div(ﬁo) .

A ce stade, il convient de préciser que nous avons tout d’abord présenté le systeme de Navier-
Stokes (1.1) car dans la Section 1.1.1 nous aurons besoin de revenir & ce systeme pour introduire
quelques quantités physiques associées a ces équations. Néanmoins, la densité p > 0 étant tou-
jours constante nous avons alors que les équations (1.1) sont équivalentes aux équations (1.2) et
donc nous continuerons notre exposé en considérant ces dernieres équations.

L’existence des solutions faibles globales en temps du probleme de Cauchy (1.2) est un résultat
classique qui a été développé par J. Leray en 1934 [51] : pour iy € L?*(R?) une donnée initiale
et f € L2([0,4o0[, HL(R3)) une force extéricure, les solutions faibles (&, p) du probleme (1.2)
vérifient :

i € L°([0, +oo[, L2(R?)) N L%([0, +oo[, H(R?)),

p € L*([0, +oo, H2 (R%)),

et de plus elles vérifient certaines propriétés fondamentales comme par exemple l'inégalité
d’énergie : pour tout 7" > 0, on a

T T
W@Jﬁrﬂf/HV®MtN§ﬁSWM@+2/c/f@@¢Wmem
0 0 R3

cette inégalité sera un outil qui sera largement utilisé par la suite.

Pour étudier la loi de dissipation d’énergie de Kolmogorov dans le modele déterministe des
équations de Navier-Stokes, nous allons considérer les solutions faibles de Leray de ces équations
car, comme nous expliquerons plus en détail dans la Section 1.1.1 ci-dessous, nous aurons besoin
de travailler avec des solutions globales en temps.

Une fois que nous avons introduit rapidement les équations de Navier-Stokes, nous nous concen-
trons maintenant sur la loi de dissipation d’énergie proposée par la théorie K41 et pour énoncer
cette loi, tout d’abord, nous avons besoin de faire une courte introduction sur 'idée phénoménolo-
gique sous-jacente.

Le but de la théorie K41 est de décrire le comportement du champ de vitesse u(t,z) dans
un certain intervalle de temps ¢ et aux échelles de longueur ¢ = |z| ou le fluide se trouve dans
un état de turbulence pleine. Indiquons rapidement que les différentes échelles de longueur qui
interviennent dans I’étude de la turbulence seront expliquées par le biais du modele de cascade
d’énergie et nous y reviendrons plus tard.
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Maintenant il convient de faire une discussion importante sur l’intervalle du temps ou l'on
s’attend a étudier la turbulence.

A partir d'une donnée initiale @y € L?(R3) qui représente le champs de vitesse & Iinstant
t =0 et d’une force f € L2([0,4oc[, H~') nous nous intéressons a étudier Pévolution du fluide
au cours du temps au moyen de son champ de vitesse (¢, ) qui est une solution de Leray des
équations de Navier-Stokes. Nous allons supposer que la force f agit suffisamment fort sur le
fluide de sorte qu’a partir d’un certain temps ¢; > 0 le fluide est en état de turbulence pleine.
De plus, si nous supposons que cette force vérifie f € L2([0, 400, L2(R3)) alors on sait que la
solution de Leray vérifie tﬂ}rﬂm ||t(t, )| 2 = 0 (voir le livre [46], Corollaire 12,1 page 357 pour

une preuve de ce résultat) et alors nous observons qu’a partir d’un certain temps ¢ > ¢; le fluide
quitte son état de turbulence pleine; et donc nous sommes censés étudier la turbulence dans
I'intervalle de temps |t1, ta].

Néanmoins, il n’est pas totalement trivial de donner une estimation précise de cet intervalle
et dans I’état actuel de nos connaissances cette question n’a pas de réponse satisfaisante, que ce
soit du point de vue mathématique ou du point de vue physique (voir les articles [25] et [73]).
Nous pouvons alors remarquer que 1’étude déterministe de la turbulence dans le cadre d’une
force extérieure qui dépend de la variable temporelle est un probléme trés compliqué car nous
sommes obligés de trouver un certain intervalle ]¢1,¢2[ ott 'on puisse assurer que le fluide est en
turbulence pleine. Ce probleme ne sera donc pas considéré ici et de cette fagon nous considérons
dorénavant f une force extérieure stationnaire.

Cette condition d’une force stationnaire pour ’étude déterministe de la turbulence est large-
ment considérée dans la littérature (voir par exemple 'article [14] de S. Childress, les notes du
cours [16] de P. Constantin, les articles [22, 24, 23] de F. Foias, R. Temam et al., ainsi que le
livre [26] de ces derniers auteurs) et se base sur I'idée suivante : comme f est une fonction qui
ne dépend que de la variable d’espace alors cette force agit sur le fluide de fagon indépendante
du temps et donc une fois que le fluide est en régime turbulent nous pouvons supposer que ce
fluide restera dans ce régime turbulent au cours du temps. Dans le monde réel nous pouvons
observer aussi des fluides qui sont constamment en état turbulent : si ’on regarde, par exemple,
une cascade d’eau de grande hauteur alors on observe que ’eau qui tombe par cette cascade est
toujours en état turbulent.

Ainsi, la force f étant une fonction stationnaire nous allons alors faire une étude déterministe
de la théorie K41 dans le régime asymptotique lorsque le temps tend vers 'infini et ce régime
asymptotique sera caractérisé par des moyennes en temps long sur le champ de vitesse du fluide
@ (voir la Définition 1.1.3, page 17 pour une définition précise). Ce régime en temps long nous
permettra donc d’étudier la théorie K41 en prenant en compte seulement les différentes échelles
de longueur ou le fluide se trouve en état turbulent.

Expliquons maintenant comment la turbulence peut étre visualisée lorsqu’on regarde ces échelles
de longueur. Cette théorie se base sur le modele de cascade d’énergie, introduite par L. F. Ri-
chardson en 1922 dans son livre [65] et formalisée par A.N. Kolmogorov dans son article [41] en
1941, qui postule que si ’énergie cinétique est introduite dans le fluide par I'action d’une force
extérieure f, alors, dans un régime turbulent le mécanisme de dissipation d’énergie sous forme
de chaleur (di aux forces de viscosité du fluide) n’est pas effectif et 'action de I’énergie cinétique
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est expliquée par une “cascade d’énergie”.

Cette cascade d’énergie explique tout simplement que les grands tourbillons se cassent en des
tourbillons plus petits. Soyons un peu plus précis : si la force extérieure agit (ou se fait ressentir)
a une échelle £5 > 0, échelle qui sera nommeée “I’échelle d’injection d’énergie” et si g9 > 0 est le
taux d’injection d’énergie (qui provient de divers facteurs) a 1’échelle £y, alors I’énergie cinétique,
introduite a cette échelle ¢y au taux €9 > 0, est transférée aux échelles de longueur plus petites
¢ >0 (avec £y >> {) a un certain taux ep > 0.

Ainsi, cette cascade d’énergie continue jusqu’a ’échelle de longueur ¢p, nommée [’échelle de
dissipation de Kolmogorov (voir I'expression (1.4) pour une définition plus précise) et a cette
échelle I'énergie cinétique provenant de ’échelle de longueur supérieure ¢ (avec {p < £ << {p)
est finalement dissipée sous forme de chaleur (au taux ep > 0) par l'action directe des forces de
viscosité du fluide.

Cette cascade d’énergie a lieu pour les échelles de longueur ¢ qui appartiennent a 'intervalle
1¢p, o[, nommé [!’intervalle d’inertie, et pour faire une exposition plus compléte du modele
cascade d’énergie nous nous concentrons sur les échelles ¢y et p qui définissent cet intervalle
d’inertie.

Nous avons déja mentionné que ’échelle d’injection d’énergie o > 0 est I’échelle de longueur
a laquelle la force extérieure f introduit I’énergie cinétique dans le fluide. On peut penser, par
exemple, a un agitateur de taille £y qui en agitant un fluide visqueux et incompressible lui com-
munique constamment de I’énergie cinétique. Cette échelle £y est un parametre du modele qui
sera donc fixé par la force f

Une fois que I’énergie est injectée a 1’échelle £y, cette énergie est transférée par les forces d’iner-
tie du fluide vers des échelles de plus en plus petites et ce processus s’arréte lorsqu’on arrive a
Péchelle £p qui est suffisamment petite ({p << £p) pour que Iénergie y soit dissipée sous forme
de chaleur. Dans sa théorie K41, Kolmogorov introduit I'idée que cette échelle £p ne dépend que
du taux de dissipation d’énergie ep et de la constante de viscosité du fluide v et Kolmogorov
suggere de définir I’échelle de dissipation d’énergie par la relation

p = (ep)*V”, (1.3)

ou l'on cherche a déterminer les exposants «, 5 € R qui ne dépendent pas du fluide (voir les
articles [41], [42] et [43] ou le livre [53] pour une discussion & ce sujet et pour plus de détails).

De cette facon, pour déterminer les exposants «, 3 ci-dessus, Kolmogorov réalise une analyse

des dimensions physiques : en effet, observons tout d’abord que le taux de dissipation ep a une
longueur?

temps3
représente la vitesse moyenne du mouvement (voir la Définition 1.1.3, page 17), nous savons que

la quantité U? est la quantité moyenne d’énergie cinétique du fluide (voir les livres [37] et [53])

. Y . . . longueur LA
et comme la vitesse caractéristique U a une une dimension physique “Temps alors la quantité

dimension physique En effet, si U > 0 est la vitesse “caractéristique” du fluide, qui

2 . , ,
%. Ensuite, étant donné que le taux de

dissipation d’énergie ep mesure la variation de ’énergie cinétique par rapport au temps (voir

toujours les livres [37] et [53]) nous savons que £p a une dimension physique iﬂ%ﬁf

moyenne d’énergie U? a une dimension physique

et comme

l 2 .. . . 1 2
% nous obtenons ainsi que £p a une dimension “29*““"  D’autre

I’énergie est mesurée en + 3
emps
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part la constante de viscosité v caractérise la résistance du milieu a un écoulement écoulement
longueur?

uniforme et cette constante a une dimension physique temps

détails).

(voir le livre [53] pour plus de

.. R . . . . 2a+28 .
Ainsi, le terme & droite de (1.3) a une dimension physique ‘ergueur—"" —5—, Mmais, comme ce terme
temps

doit avoir une dimension de longueur alors il faut que l'on ait les identités 2a + 20 = 1 et
3a+ 8 = 0 d’out nous avons o = —% et = %. De cette fagon, en remplacant ces valeurs de «
et B dans (1.3), Kolmogorov a obtenu que 1’échelle de dissipation ¢p est donnée par

lp = <i>4 (1.4)

Nous observons que cette échelle n’est pas un parametre du modele (contrairement & 1’échelle
d’injection d’énergie ¢y) car £p dépend de la quantité ep qui elle méme dépend finalement de la
solution # des équations (1.2) (voir toujours la Définition 1.1.3).

Une fois que nous avons introduit le modele de cascade d’énergie qui est valable dans 'intervalle
1¢p, o[ nous pouvons maintenant présenter la loi de dissipation d’énergie de Kolmogorov dont
le domaine de validité est donné par ce méme intervalle. Ainsi, conformément au modele de
cascade d’énergie, nous savons que ’énergie cinétique introduite dans le fluide & ’échelle £y est
transférée a un taux e > 0 par les forces inertielles du fluide jusqu’a 1’échelle ¢p.

Le but de la loi de dissipation d’énergie est de donner une expression quantitative du taux
ep > 0 auquel cette énergie cinétique est alors dissipée par les force visqueuses.

Pour cela, tout d’abord, nous avons besoin de caractériser ’état turbulent de ce fluide et nous
allons introduire rapidement les nombres de Reynolds (voir la page 17, pour une exposition plus
compléte sur ces nombres). Pour U > 0 la vitesse caractéristique du fluide, v > 0 sa constante
de viscosité et £g > 0 I’échelle d’injection d’énergie, le nombre de Reynolds Re peut étre défini
par la relation

Re = %, (1.5)

v

et ce nombre mesure 'importance relative des forces inertielles qui transferent 1’énergie cinétique
(représentées par le numérateur U/p) sur les forces visqueuses qui dissipent cette énergie (qui
sont représentées par le dénominateur v). Ainsi, I’état turbulent du fluide est caractérisé lorsque

Re >> 1,

ce qui représente le fait que les forces inertielles sont beaucoup plus fortes que les effets visqueux
et alors la cascade d’énergie décrite ci-dessus a lieu.

Dans ce régime turbulent des grandes valeurs du nombre de Reynolds, on peut observer de
fagon expérimentale (voir par exemple les expériences physiques [34] et [71]) que le taux d’injec-
tion d’énergie €9 > 0 a 1’échelle £y est du méme ordre de grandeur que le taux de transfert ep
et est aussi du méme ordre de grandeur que le taux de dissipation d’énergie ep > 0 a I’échelle
¢p, c’est a dire, nous avons

EQ R ET R ED,
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et alors, comme on veut donner une expression quantitative de ep, grace & cette estimation ! il
est équivalent de donner une expression quantitative de eg.

Ainsi, pour estimer ¢y Kolmogorov considere les trois parameétres physiques suivants : I’échelle
d’injection d’énergie ¢y > 0, la vitesse caractéristique du fluide U > 0 et la constante de viscosité
du fluide v > 0.

Etant donné qu’on se trouve dans le régime turbulent caractérisé par Re >> 1, alors les forces
visqueuses du fluide sont négligeables par rapport aux forces inertielles, ce qui amene Kolmogo-
rov a faire I’hypothese suivante : le taux d’injection d’énergie ¢ est indépendant de la constante
de viscosité v.

En supposant cette hypothese, Kolmogorov introduit 'idée que le taux €y doit alors s’exprimer

seulement en fonction des parametres U et £y, ce qui 'améne a écrire 'estimation g ~ Uafg.

Pour déterminer les exposants a,b € R, en procédant par une analyse des dimensions physiques
3

de la méme fagon que 'on a fait pour obtenir ’échelle £ donnée dans (1.4) on obtient g ~ 7
0

De cette fagon, comme on a (expérimentalement) €y &~ ep, on obtient alors I'estimation du
P . 52 . U3
taux de dissipation d’énergie ep ~ 7.

Finalement, pour simplifier la notation, nous allons écrire dorénavant le taux de dissipation
d’énergie ep comme ¢ et ainsi nous énongons la loi de dissipation de Kolmogorov pour des
fluides en état turbulent :

3

si Re>>1 alors e % (1.6)
0

Nous rappelons que notre but est I’étude déterministe de cette loi de dissipation de Kolmogorov
(1.6) pour un fluide visqueux et incompressible modélisé mathématiquement par les équations
de Navier-Stokes (1.2) dans I’espace R? tout entier.

Néanmoins, pour mieux comprendre les enjeux de cette théorie, dans la section qui suit nous ana-
lyserons le cadre d’un fluide périodique en variable d’espace. Le passage par un cadre périodique
nous permettra, tout d’abord, de faire une courte introduction de I’état actuel des connaissances
sur I’étude de la loi (1.6) et ensuite de mettre en perspective quelques difficultés lorsqu’on
considere un fluide non périodique dans tout 'espace R? comme nous le verrons a la fin de cette
introduction.

1. Il convient de préciser la notation “~ ”. Pour a,b € R nous dirons que le nombre a est du méme ordre de
grandeur que le nombre b s’il existent deux constates ci,c2 > 0, qui ne dépendent d’aucun parametre physique
telles que cia < b < c2b. Lorsque les nombres a et b sont du méme ordre de grandeur nous écrirons a = b.
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1.1.1 Le cadre d’un fluide périodique

Nous considérons donc une longueur L > 0 (qui sera la période) et les équations de Navier-
Stokes périodiques sur le cube [0, L]> C R? :

Oyt = vAT — (@- V)i —Vp+ f, div(@) =0, v >0, W
1.7

ﬁ(()? ) = 607
ott le champ de vitesse @ : [0, +0o[x[0, L]> — R3, la pression p : [0, +oo[x[0, L]> — R sont
toujours les inconnues, iy € L?([0, L]?) est la donnée initiale, périodique et a divergence nulle
et finalement nous considérons une force extérieure f € L?([0, L]3) N H~1([0, L]?) périodique, &

—

divergence nulle et stationnaire, c’est a dire, nous avons f(t,x) = f(x).

Ainsi, pour une force f € L2([0,L]*) N H~1([0,L]*) et une donnée initiale @y € L2([0, L]?)

telles que
/ flz)dz = / to(x)dx = 0, (1.8)
[0,2]3 [0,2]3
nous considérons les solutions de Leray (globales en temps) des équations périodiques (1.7) :

i e L*([0,+oo[, L2([0, L]*) N L2, .(]0, +oc[, H(]0, L)),

loc

ou la condition (1.8) nous permet de construire des solutions # qui satisfont, pour tout temps
t>0,

/ u(t,x)dx =0, (1.9)
[0,L]

et de cette propriété de moment nul nous pouvons en tirer 'inégalité de Poincaré : pour ¢y, > 0
une constante qui dépend de la période L on a ’estimation

. L e -
(¢, )72 < §\|V®u(t,-)|]%2, (1.10)

qui nous sera fondamentale par la suite (voir les livres [6] et [26] pour une preuve de cette
inégalité).

Ces solutions @ vérifient en plus les propriétés suivantes :

(i) pour tout temps t > 0, i(t,z) est périodique sur le cube [0, L]3,

(ii) pour tout temps ¢t > 0, on a l'inégalité d’énergie

d, . > - .
Sl 3 + 20V @ (e, )3 < 2 / fa) -t @) de, (L11)
[0,L]3

Pour I'existence de ces solutions voir les livres [17] et [26] de C. Foias et al., le mémoire [51] de
J. Leray ainsi que le livre [70] de R. Temam et al.

Finalement, observons que ces solutions appartiennent & I’espace L{°L2 N (L%)locle oll nous re-
marquons que le fait que ces solutions soient globalement bornées en temps provient de I'inégalité
d’énergie ci-dessus et de l'inégalité de Poincaré (1.10), tandis que, le fait que ces solutions
soient localement carré intégrables en temps (7 € (L?)10.H)) provient de ’hypothése d'une force
extérieure stationnaire.
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1) Des quantités physiques associées au fluide

Maintenant, en suivant les articles [22], [25] et le livre [26] de F. Foias, R. Temam et al.,
(voir aussi les articles [44], [60]) nous allons introduire certaines quantités physiques qui sont
nécessaires pour I’étude déterministe de la loi de dissipation de Kolmogorov (1.6) dans ce cadre
périodique.

A) La longueur caractéristique du fluide et I’échelle d’injection d’énergie.

En mécanique des fluides, la longueur caractéristique du fluide L > 0 est la taille de
I’écoulement considéré oli nous allons étudier son comportement turbulent. Par exemple,
si nous considérons un fluide dans un tuyau de diametre L > 0, alors la longueur ca-
ractéristique de ce fluide correspond naturellement au diametre L.

Lorsqu’on considére un modele plus artificiel dun cadre périodique sur le cube [0, L]? C
R3 nous avons aussi une définition naturelle de la longueur caractéristique du fluide :

Définition 1.1.1 (Longueur caractéristique) Dans le cadre périodique nous définissons
la longueur caractéristique comme la période L > 0.

Dans ce cadre périodique nous voulons étudier le comportement turbulent d’un fluide
dans un cube [0, L]® et en revenant au modele de cascade d’énergie nous savons que
pour obtenir un comportement turbulent il faut qu’une force extérieure f agite ce fluide.
L’action de la force sur le fluide est effectuée a une échelle de longueur ¢y > 0 et nous
avons

Définition 1.1.2 (Echelle d’injection d’énergie) Nous définissons ’échelle d’injec-
tion d’énergie £y > 0 comme ’échelle de longueur a laquelle la force f agit sur le fluide.

Comme nous avons déja mentionné dans I'introduction nous pouvons penser, par exemple,
a un agitateur de taille £o qui communique constamment de I’énergie cinétique au fluide.

Une fois que nous avons défini 1’échelle d’injection d’énergie nous voulons donc savoir
quelle est la relation entre cette échelle et la longueur caractéristique L donnée dans la
Définition 1.1.1. Ainsi, étant donné que le fluide se trouve dans un cube [0, L] alors il est
naturel de supposer que la force f agit sur le fluide a l'intérieur de ce cube, ce qui nous
amene a supposer que

by < L. (1.12)

B) La vitesse caractéristique U et le taux de dissipation d’énergie ¢.

L’objectif ici est de donner une définition rigoureuse des quantités U, qui correspond
a la vitesse caractéristique du fluide, et € qui est le taux de dissipation d’énergie. Ainsi,
pour @ € LPL2 N (L})0cH} une solution des équations (1.7) et L > 0 la longueur ca-
ractéristique du fluide donnée par la Définition 1.1.1, nous définissons les quantités

-
T3l )iz, (1.13)
et 5

IV @l )., (1.14)
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qui correspondent a [’énergie cinétique du fluide et au tauzr de dissipation d’énergie a
Iinstant ¢ > 0 respectivement. En effet, si nous supposons pour I'instant que la solution
@ ci-dessus est assez réguliere, de sorte que l'inégalité d’énergie (1.11) devient une égalité
(voir le livre [6]), et si nous considérons pour simplifier une force nulle, alors, nous pouvons
écrire I'identité

d 1 o 2 14 = — 2
4 (Gl ) = = FoI9 @ a1,
ce qui justifie le nom de “taux de dissipation d’énergie” pour la quantité %Hﬁ@ﬁ(t, N2

Nous observons maintenant que les quantités associées au champ de vitesse, données
par les formules (1.13) et (1.14) ci-dessus dépendent de chaque instant du temps ¢t > 0
et dans des expériences physiques ces quantités fluctuent fortement (voir les articles
[34, 71, 74]). Néanmoins, d’apres la théorie K41 les moyennes en temps de ces quantités
sont censées présenter un comportement universel et afin de capturer ce comportement
nous considérons les moyennes en temps de la facon suivante : tout d’abord pour un temps
T > 0, dans les expressions (1.15) et (1.16) ci-dessus nous considérons ses moyennes sur

I'intervalle de temps [0, 7] :
I dt
7 e

LT s dt
7 | 9t g

Ensuite, rappelons que nous considérons f une force extérieure stationnaire, alors f agit
sur le fluide en introduisant 1’énergie cinétique indépendamment du temps et donc, une
fois que le fluide est en régime turbulent nous allons supposer qu’il restera dans cet état
au cours du temps. Pour cette raison, nous allons étudier le comportement des quantités
ci-dessus dans le régime asymptotique lorsque 7' — 400 et nous considérons ainsi les
moyennes en temps suivantes :

et

U2—nmsup1/T|m(t 2, 2t (1.15)
T—sto0 T Jo LR ‘
et
1 /7T dt
szylimsup/ V@it )|?:—, 1.16
timsup . [ 19 @t )l g (1.16)

ot U? sera I’énergie cinétique moyenne du fluide et ¢ est le taux moyen de dissipation (
ou plus simplement le tauz de dissipation.

T

Cette moyenne en temps, lim sup — / (-)dt, également appelée moyenne en temps long,
T—>+o00 0

est tres utilisée dans la littérature pour I’étude déterministe de la turbulence (voir les

articles [22], [25] [44], [60] et le livre [26]).

Remarque 1.1 Observons que comme nous allons considérer cette moyenne en temps
long alors nous avons besoin de considérer des solutions de Leray des équations (1.7) qui
sont globales en temps.
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Il est nécessaire maintenant de justifier rigoureusement que les quantités (1.15) et (1.16)
ont bien un sens mathématique, c’est a dire, pour « une solution de Leray quelconque
des équations (1.7), nous voulons nous assurer que I'on a bien U? < 400 et € < +0o0.
Nous avons donc la proposition suivante.
Proposition 1.1.1 Soit la période L > 0, soient f € L2([0,L]*) N H~1([0, L]3) une
force donnée et iy € L2([0, L)?) une donnée initiale. Soit @ € L>([0,4oc[, L2(]0, L]?) N
Lloc([O, +oo[, HY([0, L]3)) une solution de Leray des équations (1.7) associée aux données
(o, f). Alors :
e dt

2 _ e o 2

1) U* = hmbupT/O ||a(t, )||Lzﬁ < +o0 et

T—+o00

2) e = v limsup T/o ||V®ﬁ(t,-)HL2ﬁ < 400.

T—+o00
Preuve.
1) Soit T' > 0. Dans I'inégalité I'inégalité d’énergie (1.11) nous prenons l'intégrale sur
I'intervalle de temps [0, 7] et nous obtenons

a0, s+ 20 [ 9 @t < ol +2 [ |, )t
0

d’ou, comme ||@(t,-)[|2, est une quantité positive nous pouvons écrire

2u/ IV @i, )||L2dt<||u0]|L2+2// o) - dlt, o) dedt,  (117)
0,13

et nous allons maintenant étudier le terme 2v fo IV @ alt, )2 2dt. Par I'inégalité
1 .
de Poincaré (1.10) nous écrivons ZHﬂ'(t, M32 < ||V @ii(t, )||72, d’olt en intégrant en

temps et en multipliant par 2 nous avons la minoration

2v (T - 2 T e — 2
T it et < 2 |19 (e, )3t
0 0

Ainsi, en remplagant cette minoration dans le terme & gauche de I'estimation (1.17)
nous pouvons écrire

2
v H( M2adt < ||o )22 +2 / / o) - (t, 2)dudt.
[0,L]3

Ensuite, nous divisons chaque terme de cette estimation par 7', puis nous appliquons
Iinégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités de Young dans le deuxiéme terme a
droite ci-dessus et nous obtenons alors

vl (T,
2 | N Bad < ol + i(t, @) ded
0

Vl

y u a(t, )2t

< *HUOHLer HfHL2+

Nous prenons maintenant la limite limsup et nous avons I’estimation
T—+o0

2 _ 1 . 2 L? a9
u” = lim sup T [i(t, ) 72dt < — [ fl|7- (1.18)
0 1%

T—+00
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Finalement, nous divisons chaque terme de cette estimation par L3 pour récupérer
- . L. 117112
ainsi la vitesse caractéristique U 2 et nous avons U? < lizL < +00

Comme f e L2([0, LP)NH ([0, L]3) et @(t, ) € L2([0, L]*)NH([0, L]?), par Vinégalité
de Cauchy-Schwarz (en variable d’espace) nous écrivons

T
/ / Fla) - a(t, x)dadt < / VPl 1 ) i,
(0,L]3 0

d’ou, par les inégalités de Young et comme f est une fonction stationnaire nous
obtenons

T
/ / Flz) - d(t, @)dadt < THfHH - +V/ IV @ d(t, )| 72dt.
[0 L]S 0

Maintenant, en remplacant cette inégalité dans le deuxiéme terme & droite de (1.17)
nous pouvons écrire

T ol = 2 = 2 Hﬂ|?—{71 T = N 2
v [ 19 @ (e ) Badt < ol + 7By [T @ ) e,
0 0

d’ou nous obtenons

T 1713
19 @ (e )t < o + TE

et alors en divisant par TL? et en prenant la limite limsup nous pouvons écrire
T—+o0

1 /T dat 1%
— uli — [ IV : —
£ uTlilerJOI;T/O Vet )iaps < — 75— <+,

ce qui termine la preuve de la proposition. |

Remarque 1.2 Observons que la prewve du point 1) de la Proposition 1.1.1 est basée sur
linégalité d’énergie (1.11) vérifiée par le champ de vitesse U et sur l'inégalité de Poincaré
(1.10) qui est valable dans ce cadre périodique. D’autre part, la preuve du point 2) de la
Proposition 1.1.1 repose uniquement sur l'inégalité d’énergie (1.11).

Ainsi nous avons

Définition 1.1.3 Dans le cadre de la Proposition 1.1.1 ci-dessus, ot nous avons montré
que les quantités U et € ci-dessous sont bien définies, nous définissons les quantités
moyennes :

1)

2)

I dt
La vitesse caractéristique du fluide : U = <lim sup / [t )3 3>
T—+o00 1" Jo L

1T dt
Le taux de dissipation d’énergie : € = v limsup / IV ® u(t, )”%273
T—+oc0 r 0 L
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C) Les nombres de Reynolds.

Plusieurs nombres sans dimensions permettent de caractériser le comportement de I’écoulement
des fluides (voir le livre [6]) et ici nous allons nous intéresser au nombre de Reynolds qui
caractérise le régime laminaire ou turbulent d’un fluide comme nous I’expliquerons dans
cette section.

Ainsi, pour introduire le nombre de Reynolds nous avons besoin de considérer les équations
de Navier-Stokes (1.1) que nous avons introduit dans 'introduction de ce chapitre :

p (ata’+ (@- 6)@) = AT — Vpy + fear,  pdiv(ii) =0,

ou p > 0 est la constante de densité du fluide et ;1 = pr est la constante de viscosité
dynamique du fluide.

Dans le cadre de ces équations, le nombre de Reynolds a été mis en évidence par Osborne
Reynolds dans ’année 1883 [53] et mesure le rapport entre 'ordre de grandeur du terme
de transport p (u- ﬁ)ﬁ' et 'ordre de grandeur du terme de viscosité puAw. Nous allons voir
que le nombre de Reynolds apparait naturellement dans les équations de Navier-Stokes
ci-dessus.

En effet, pour L > 0 la longueur caractéristique du fluide dans le sens de la Définition
1.1.1 et U > 0 la vitesse caractéristique du fluide donnée par la Définition 1.1.3, nous
définissons les variables et opérateurs adimensionnels suivants

- U 1 - L - L - =
u' = Ea p/r = me f/emt - ermtv at’ = Eaﬁ vfﬂ' - Lv? (119)

et alors les équations de Navier-Stokes ci-dessus se réécrivent, apres simplification par le

2
facteur %, comme

8t/u7 + (1;/ : 61/)17 S

= pLUAx’QZ/ - ﬁx’p,r + pf/ea:t'

Le nombre de Reynolds Re est alors défini comme l'inverse de la constante qui se trouve
UL

. .. N P . . ..
devant le terme de viscosité, c’est a dire : ——, mais comme la constante de viscosité

dynamique est définie par = pr (ot v > 0 est la constante de viscosité cinétique) nous
avons l'identité ﬁ = % et donc nous avons

Définition 1.1.4 Le nombre de Reynolds Re est défini par

UL

14

Re (1.20)

Ce nombre sert a caractériser la nature du régime du mouvement du fluide : laminaire ou
turbulent. En effet, le régime laminaire est caractérisé par les faibles valeurs du nombre
Re, ou les forces visqueuses sont dominantes : deux particules du fluide qui étaient voisines
a un instant donné resteront voisines a l'instant suivant et les couches du fluide main-
tiennent leur cohésion au cours du temps. Par contre, si le fluide est en régime turbulent
alors on s’attend avoir des valeurs élevées du nombre Re (voir les résultats expérimentaux
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dans les articles [34], [74] et le livre [53]) ce qui exprime le fait que le fluide est dominé
par les force d’inertie, qui tendent & produire des tourbillons chaotiques et autres insta-
bilités : les particules qui étaient voisines a un instant donné ne seront plus voisines a
Iinstant suivant. Voir la Figure 1.1.1 ci-dessous pour une image d’une expérience phy-
sique des régimes laminaire et turbulent correspondant a différentes valeurs du nombre
de Reynolds.

Re <2000

Re >3000

laminaire turbulent
Re
FIGURE 1.1 — Expérience réalisée par N.H. Johannesen et C. Lowen avec de I’eau colorée introduite dans un
tube, [72]. Dans cette expérience, pour faire varier le nombre de Reynolds Re = U—VL, ou la longueur caractéristique

2
L correspond au diametre du tube et la constate de viscosité de Deau est fixé par v =~ 0,884 x 107° 7, la vitesse
caractéristique du fluide U est incrémentée par un agitateur extérieur.

Une fois que nous avons définit le nombre de Reynolds Re ci-dessus, il convient de faire
les remarques suivantes.

Remarque 1.3

i)

i)

i)

La définition du nombre de Reynolds n’est pas universelle dans le sens qu’elle dépend
directement des définitions de la vitesse caractéristique du fluide U et de la longueur
L. En effet, si dans la formule (1.19) nous considérons une autre définition de vitesse
caractéristique U’ et une autre définition de longueur L' alors par la formule (1.20)

nous obtenons le nombre de Reynolds Re' donné par Re' = %

Dans le cadre du point i) ci-dessus, observons que pour définir le nombre de Reynolds
Re dans (1.20) on a wutilisé la longueur caractéristique L tandis que pour définir
le nombre de Reynolds (1.5) dans Uintroduction de ce chapitre, ’échelle d’injection
d’énergie £y a été utilisée. Ce choix entre la longueur L ou [’échelle £y n’empéche pas
que le régime turbulent soit caractérisé par des grandes valeurs du nombre de Reynolds
car, étant donné que les quantités L,y et v sont fixes alors pour obtenir des grandes
valeurs du nombre Re c’est la vitesse caractéristique U qui doit incrémenter.

Comme la vitesse caractéristique du fluide U est définie a partir de la solution i des
équations (1.7) alors le nombre de Reynolds Re dépend de cette solution i et pour
cette raison ce nombre nous fourni une caractérisation a posteriori du régime du
fluide, qu’il soit laminaire ou turbulent.
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Revenons maintenant a la loi de dissipation d’énergie (1.6) proposée par la théorie K41.

Nous savons que la loi de dissipation d’énergie (1.6) que nous souhaitons établir rigou-
reusement propose un encadrement du taux de dissipation d’énergie ¢ lorsque le fluide
est en régime turbulent.

Nous venons de voir également que ce régime turbulent est caractérisé par des grands
nombres de Reynolds; ce qui nous donne alors un cadre de travail assez naturel et nous
supposerons souvent que Re >> 1.

2) La loi de dissipation d’énergie dans le cadre périodique

Maintenant que nous avons les ingrédients nécessaires nous pouvons énoncer la loi de dissi-
pation d’énergie.
Pour @ € L*([0, +ocl, L2([0, L]*))NL? ([0, +oo[, H'([0, L]*)) une solution de Leray des équations
de Navier-Stokes périodiques (1.7) sur le cube [0, L]?, on considere la vitesse caractéristique U > 0
et le taux de dissipation £ > 0 données par la Définition 1.1.3. La longueur caractéristique du
fluide L est donnée par la Définition 1.1.1 et ainsi avec ces objets nous pouvons considérer le
nombre de Reynolds Re = %

Donc, pour une échelle d’injection d’énergie ¢y > 0 donnée par la Définition 1.1.2, I’étude
déterministe de la loi de dissipation de Kolmogorov (1.6) donnée page 12 nous ramene a établir
I’encadrement du taux de dissipation € suivant :
U3 U3
si Re>>1 alors ¢;— <e<cy—, (1.21)
to to

ou ¢; > 0, co > 0 sont des constantes indépendantes du nombre de Reynolds Re.

Pour ce cadre périodique, lorsqu’on considere une échelle d’injection d’énergie £y égale a la
longueur caractéristique du fluide L (c’est a dire ¢ = L) il est alors possible de démontrer la

majoration du taux de dissipation
U3
e <co—, 1.22
<o (1.22)

qui est obtenue dans différents contextes techniques ot ¢ > 0 est une constante convenable qui
reste bornée méme dans le régime asymptotique lorsque le nombre de Reynolds est assez grand
(voir Darticle [14] de S. Childress, les articles [24], [25], [23] et le livre [26] de C. Foias, R. Temam
et. al. ainsi que les articles [44] de W. Layton et [73] de F. Vigneron).

D’autre part, dans article [22] de C. Foias, on considére un cadre plus général ou 1’échelle
d’injection d’énergie ¢y n’est pas forcément égale a la longueur caractéristique du fluide L. En
effet, dans cet article la quantité £y > 0 est définie par £y = %, avec n un parametre entier positif.
De plus, en considérant une force extérieure particuliére f, il est encore possible d’obtenir la

majoration
U3
€< -, (1.23)
o

avec co > 0 une constante qui ne dépend pas des parametres v, n et L.
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Si nous comparons cette majoration ci-dessus du taux de dissipation d’énergie € avec la ma-
joration donnée dans (1.22) nous pouvons observer que cette majoration est plus proche de la
loi de dissipation d’énergie (1.21) car elle fait intervenir une échelle d’injection d’énergie ¢y qui
n’est pas forcément du méme ordre que la longueur caractéristique du fluide L.

Maintenant, quant a la minoration du taux de dissipation

U3

C1—— S g,

lo
cette estimation reste encore un probléme ouvert que 1’on sait pas résoudre, méme dans le cadre
périodique. En effet, les majorations du taux de dissipation d’énergie (1.22) et (1.23) reposent
essentiellement sur 'inégalité d’énergie vérifiée par les solutions de Leray des équations de Navier-
Stokes, mais, dans ’état actuel de nos connaissances, nous ne savons pas comment utiliser cette
inégalité d’énergie pour étudier la minoration du taux de dissipation d’énergie ci-dessus.

1.1.2 Le cadre non périodique

Maintenant nous retournons au cadre d’un fluide non périodique posé dans ’espace R? tout
entier. Notre modele déterministe pour étudier la loi de dissipation d’énergie est alors donné par
les équations de Navier-Stokes posées sur l’espace R? :

Oyt = vAG — (- V)@ —Vp+ f, div(@) =0, v >0, 124)
1.24
@(0,-) = ilp € L3(R3), div(ip) = 0,

ol, en suivant les idées exposées dans la section précédente, dans les équations ci-dessus nous
considérons une force extérieure, stationnaire et a divergence nulle telle que f € LA(R3 N
H ~1(R?). Ainsi, si on considere les équations ci-dessus nous avons que les solutions de Leray
vérifient

i € LiZ ([0, +ool, L2(R)) N L, ([0, +ool, H'(R?),

loc

c’est a dire, ces solutions sont localement bornées temps et localement de carré intégrables en
temps (voir le livre [46] pour les détails).

Une fois que nous avons rapidement introduit les équations de Navier-Stokes (1.24) sur tout
'espace R?, nous voulons maintenant établir de facon rigoureuse I’encadrement (1.21) et il est
important de souligner qu’il y a tres peu de références a ce sujet. Une idée suggérée dans les
notes de cours [16] de P. Constantin est la suivante.

Tout d’abord, on considere ¢y > 0 une échelle d’injection d’énergie donnée par la Définition
1.1.2 page 14 et en s’inspirant de la Définition 1.1.3 page 17, pour @ une solution de Leray
des équations (1.24) on considere la vitesse caractéristique U et le taux de dissipation € par les
expressions :

N|=

0= (umsw 1 [ paelig ) e c=vimewt [N 9 e e 129
= | limsup — u(t, - — et e=vlimsup — u(t, - —. .
T—s+oo L' Jo g T—s+o0 L' Jo L¢3

Ainsi, pour étudier I'encadrement du taux de dissipation € donné dans (1.21) il nous manque un
ingrédient et nous avons besoin de définir une longueur (que ce soit £y comme dans (1.21) ou L
comme dans (1.22)) et ceci pose un certain nombre de problémes.
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En effet, rappelons tout d’abord que dans le cadre d’un fluide périodique sur le cube [0, L]
nous avons vu dans la Définition 1.1.1 que la longueur caractéristique du fluide est donnée de
fagon naturelle par la période L > 0, mais, comme nous considérons maintenant un fluide posé
sur Iespace R® tout entier, alors on perd toute notion physique et mathématique de cette lon-
gueur caractéristique et la définition adéquate de cette longueur est une question qui n’est pas
évidente a répondre.

Dans ce contexte, comme la force extérieure est une donnée du modele d’un fluide non périodique,
toujours dans [16] il est suggéré de considérer une longueur caractéristique L. en fonction de la
force extérieure f de la facon suivante : tout d’abord, pour I’échelle d’injection d’énergie o > 0
nous supposons que la transformée de Fourier de la force extérieure f est localisé aux fréquences
€] < %. Cette hypothese sur la force extérieure représente le fait que, selon le modele de cascade

d’énergie, 1’énergie cinétique est introduite dans le fluide par la force extérieure f aux échelles
de longueur de 'ordre de ¢y et donc aux fréquences de l'ordre de %

Ensuite, nous définissons la moyenne en norme L? de la force f par la quantité

£
et, toujours en suivant [16], la longueur L. est définie comme
F
c= ————. (1.27)
IV & fllze

La signification physique de la longueur caractéristique L. n’est pas totalement claire mais cette
longueur apparait dans les calculs faits dans [16] et de cette fagon, le but de P. Constantin
dans ses notes est de montrer que si I'on considere un fluide posé dans tout 'espace R? alors,
pour le taux de dissipation &, pour la vitesse caractéristique U (donnés dans (1.25)) et pour
cette longueur caractéristique L. ci-dessus, on peut obtenir I’estimation du taux de dissipation
suivante :

U 1 3
<ce— 1+ —+ — 1.28
g_ch<+\ﬁRe+4Re>’ (1.28)
oll nous observons que, dans le régime asymptotique des nombres de Reynolds Re suffisamment

U3
grands, on peut alors obtenir I’estimation du taux de dissipation € < cL— ce qui généralise au
C
cadre R3 D'estimation (1.22), page 20, obtenue dans le cadre périodique.

Néanmoins, l'estimation (1.28) ci-dessus présente quelques lacunes d’un point de vue mathématique
et met en évidence quelques contraintes techniques lorsqu’on considere un fluide posé sur tout
I’espace R3. Dans la section qui suit nous expliquons plus en détail ces contraintes techniques.

1.1.3 Problémes dans le cadre non périodique

1) Une vitesse caractéristique potentiellement mal posée.

La premiere contrainte technique relative a I’estimation (1.28) porte sur les solutions de Leray
des équations (1.24). En effet, pour une solution de Leray @ quelconque nous devons considérer
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les quantités moyennes suivantes

1
I dt\? - dt
U= <limsup T/o Hﬁ(t,)|]%2£8> et ¢ =wvlimsup T/o |V ®ul(t, ~)||%2§,

T— 400 T—>+o0

ou fy > 0 est 'échelle d’injection d’énergie. Néanmoins (en toute généralité) nous ne pouvons
pas assurer que la vitesse caractéristique U ci-dessus est une quantité bien définie. En effet, nous
allons nous concentrer sur la moyenne en temps long qui apparait dans la vitesse caractéristique

U: .
1T 2
u= <limsup / Hﬁ(t,-)”;dt) , (1.29)
T Jo

T— 400

ou nous observons que l'on a l'identité
, (1.30)

et nous allons maintenant observer que cette moyenne en temps long u est potentiellement mal
posée. En effet, si nous écrivons I'inégalité d’énergie vérifiée par la solution u :

Jat. Mﬁag/HV®u mp$<nmhﬁ4/ /f i(s,a)duds,  (L31)

ol1, pour le dernier terme & droite de cette inégalité, comme f € H—1(R?) et @(s,-) € H(R?),
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous pouvons écrire

- ) - a(s, @) da < ||f]| g ll@Cs, )l o < el fll g2 IV @ (s, )|z,

et de plus, comme f est une fonction stationnaire, par les inégalités de Young nous avons

1% LIS e 2
flx) (s, ) deds < 5 +2v [ [V®d(s,)|72ds.
R3 14 0

De cette fagon, en remplacant cette estimation dans I'inégalité d’énergie (1.31) nous obtenons

t = ct| f12
e, + 20 [ 19 6 (s, < ol + S5 2+ 20 [ 19 @ (0, s
0
d’oll nous pouvons en tirer le controle en temps suivant pour la quantité ||@(t, -)[2,

l(t, )z < lldoll7 + IIfHH 0 (1.32)

mais, lorsqu’on applique la moyenne en temps long a cette inégalité nous avons

> _ 1/TH(NIﬁ<1 1/Twu2+1/T“WW dt
u = 1m sup — 11m su U, — — .
T—>+oI<)> T 0 Lz —>+oI<)> T 0 ol T 0 2v a=t

Fl-
< limsup [H'L_l:o”%g —{—THHiHl = 400, (1.33)
T—+o00 2v

et nous ne connaissons pas un meilleur contrdle en temps du type (1.32) de la quantité ||@(t, -)[|7 .
pour assurer que I’on a bien u? < 400.
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D’autre part, nous ne savons pas non plus si la quantité u? donnée dans (1.33) diverge : dans
I’état actuel de nos connaissances nous ne savons pas construire des solutions de Leray parti-
culieres telles qu’elles aient, par exemple, le comportement suivant

< |lu(t)|32, avec 0<a<l, (1.34)

ol nous pouvons observer que si 'on prend la moyenne en temps long alors nous obtenons

I I
u? = lim sup / u(t)||22dt > lim sup / t*dt = +oo,
T—sto0 L' Jo T—sto0 L' Jo

et donc on pourrait en conclure que la moyenne en temps long u? est effectivement mal posée
lorsqu’on considere un fluide dans tout R3.

Un des premiers résultats de cette these sera de donner un sens mathématique rigoureux a
cette quantité u et cet objectif sera atteint en utilisant un modele particulier des équations de
Navier-Stokes dans la Section 1.2 ci-dessous.

2) Une longueur caractéristique mal posée

Passons maintenant a la deuxieéme contrainte technique dans 'estimation (1.28) qui porte sur
la définition de la longueur caractéristique L. donnée par I'expression (1.27). Afin d’expliquer
de fagon plus claire cette contrainte, nous reprenons les grandes lignes des calculs faits dans [16].
En effet, la preuve de 'estimation (1.28) repose sur 'inégalité

U2

P+ ! VIV (1.35)

ou la force moyenne F est donnée dans ’expression (1.26), la vitesse caractéristique U est donnée
dans l'expression (1.30), et le taux de dissipation ¢ est donné par la formule (1.25). Pour prouver
I'inégalité (1.35) ci-dessus, dans [16], on considere les équations de Navier-Stokes

Oyt = vAAd — P((i- V)id) + [,
ot @ € L2([0, +oof, L2(R3)) N L2 ([0, +oo[, H' (R?)) est une solution de Leray et fe HY(R3)

est une force extérieure réguliere, stationnaire, a divergence nulle et telle que supp f c{¢e

R3: €] < £ 7o+ pour £y > 0 une échelle d’injection d’énergie. On multiplie alors ces équations par

pUIS on 1ntegre en variable d’espace :

[ ot fyia = [ vitta)- foyo— [ @ Fatta) - fa)de + 1]

R3
et on cherche & faire apparaitre les termes F, U, ¢ et L. qui interviennent dans I'inégalité (1.35).
Dans l'identité ci-dessus, en utilisant des intégrations par parties, l'inégalité de Holder et la

T

moyenne limsup — / (-)55 on arrive & I'estimation suivante (voir les notes de cours [16] pour
T—sto0o L' Jo 4G

les détails)

72 . 1 /T dt = P
Vi < (w1 [ 1015 Gt ) 19 @ Fl
0 0 0

T—r+o0

17T dt | e\
+Vv <1/ lim sup T/ IV@at, )55 @ > %
0

3
T—>+o0 2

£
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d’ou, par les expressions des quantités F,U et € on obtient

- = 6 ® f? 2
F? < |9 ® fllie + viyelv &Sl
£
Dans cette estimation nous écrivons
V& fllr2

V& fllre
F< UQ‘Ff”L+ﬁﬁ3,
il

__F
IV @ fllz~

et, en utilisant le fait que la longueur L. est définie par L. = alors, dans le premier

terme de l’estimation ci-dessus nous pouvons écrire

) - o
g,+wwgﬁﬁiﬂﬁ' (1.36)
Lc F£§

~~ 0
(a) ("b)

F<

Si nous comparons cette estimation avec l’estimation recherchée (1.35) nous pouvons observer
que dans l'expression (b) ci-dessus on veut faire apparaitre le terme L% et pour cela, dans [16],
I'inégalité suivante est utilisée
IV® fllz:
3
4
indiquons rapidement que cette inégalité pose probleme et nous y reviendrons dans les lignes

qui suivent. Mais, en supposant pour l'instant que cette estimation est vraie, on peut écrire
I’estimation

< IV @ fllze, (1.37)

IVl _ IV fllee 1
3 = - ’
Fe2 F Le

et de cette fagon, dans (1.36) on obtient l'inégalité cherchée (1.35).

Revenons donc a l'estimation (1.37) et nous allons voir que les calculs ci-dessus présentent
une lacune dans cette inégalité. En effet, la force f est supposée réguliere et sa transformée de

~
—

> 1
Fourier f vérifie supp(f) C {f eR3: ¢ < E} ; donc par les inégalités de Bernstein nous avons
0
la majoration de la quantité ||V @ f]|e :
IV ® fll2
§ )
b

IV® fllr= <c

mais, dans (1.37) nous avons besoin d'une minoration de la quantité |V @ f]|ze et nous ne
savons pas déduire une telle estimation a partir des hypotheses de la fonction f.

Ainsi, en revenant a la derniere expression de l'inégalité (1.36) ci-dessus, nous pouvons ob-
server que la longueur caractéristique L. apparait naturellement dans le terme (a) mais non
dans le terme (b) de cette expression.
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Donc, en résumé, nous pouvons observer que 'estimation du taux de dissipation (1.28) pro-
posée dans les notes de cours [16] possede deux contraintes techniques : d’une part pour 4 une
solution de Leray des équations de Navier-Stokes posées sur tout R3, nous ne savons pas si la
moyenne en temps long u donnée par I'expression (1.29) est une quantité bien définie (et donc
par 'identité (1.30) on ne sait pas si U < +00).

D’autre part, la longueur caractéristique L. ne convient pas pour obtenir l'inégalité (1.35) a
partir de laquelle P. Constantin déduit 'estimation du taux de dissipation (1.28).

Pour régler le probleme de la définition de la moyenne en temps long u, dans la section qui
suit nous proposons une modification des équations de Navier-Stokes (1.24). Ensuite, dans la
Section 1.3 nous ferons une discussion sur la notion de longueur caractéristique lorsqu’on travaille
sur tout I'espace R? oll nous remarquerons le fait qu'une définition adéquate de telle longueur
pour 1’étude de I'encadrement du taux de dissipation (1.21) semble actuellement hors de portée.

1.2 Les équations de Navier-Stokes amorties

Dans cette section, nous allons considérer un modele particulier des équations de Navier-
Stokes en introduisant un terme d’amortissement.

L’étude de ce modele nous permettra tout d’abord de bien définir la vitesse caractéristique
U et d’étudier ensuite I’encadrement du taux de dissipation d’énergie (1.21), ce qui sera fait
dans la section suivante.

1.2.1 Motivation du modeéle

Dans la Section 1.1.3 ci-dessus, nous avons observé que lorsqu’on considére une solution de
Leray @ des équations de Navier-Stokes posées dans l'espace R? tout entier, alors nous n’avons
pas un controle convenable en temps de la quantité ||(¢, )HQLQ de sorte que 'on puisse assurer
que la moyenne en temps

1 T %
u = (limsup / Hﬁ(t,-)”;dt) ,
T—s+oo L' Jo

soit bien une quantité finie. De cette fagon, afin d’entrainer un contréle sur la quantité ||(¢, -) ||%2,
nous proposons ici de modifier les équations de Navier-Stokes en introduisant un terme addi-
tionnel —ail ot @ > 0 est un parametre d’amortissement.

Ainsi le modele sur lequel nous allons travailler dans tout ce chapitre est donné par le systeme
d’équations suivant :
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Ce terme d’amortissement permet d’obtenir comme nous allons le voir un contréle en temps de
la quantité ||@(t,-)||p2 pour @ € L{°L2 N (L?)1,H} une solution faible des équations de Navier-
Stokes amorties ci-dessus. En effet, dans le Théoreme 1.2.2 ci-dessous nous démontrons que
les solutions faibles de ces équations (solutions qui seront construites dans le Théoreme 1.2.1)
vérifient le controle en temps :

B B 1112
[t Iz < e 2 Y1ollZs + =5 I (1 —e72), (1.39)

et dans cette estimation le terme e 2% (ot o > 0) entraine u? < 400 comme nous le verrons
dans le Corollaire 1.2.1. Ainsi, la vitesse la moyenne en temps long u définies dans (1.29) sera
bien définie dans le cadre des équations de Navier-Stokes amorties (1.38).

Avant de donner une preuve rigoureuse de ces faits, ce qui sera fait dans la sous-section 1.2.2 ci-
dessous, il convient de faire maintenant une tres courte discussion sur le terme d’amortissement
—ai que nous venons d’ajouter aux équations de Navier-Stokes posées sur R3.

Remarque 1.4 Dans la Remarque 1.1.1 page 16 nous avons observé que si l’on considere un
fluide périodique en variable d’espace alors l'inégalité de Poincaré nous permet d’assurer que
la moyenne en temps u est bien une quantité finie. Pour assurer que la quantité u est bien
définie dans le cas de ’espace tout entier ot l'on me dispose pas d’un équivalent de l’inégalité
de Poincaré, on verra que le terme d’amortissement —ail peut dans un certain sens remplacer
cette inégalité de Poincaré : c’est précisément lutilité et lintérét d’introduire cette modification
dans les équations de Navier-Stokes.

IF11%,

Observons aussi que dans l’estimation (1.39) nous avons le terme et comme o > 0 nous

va
avons que ce terme n’est pas controlable lorsque « tend vers zéro et donc l'estimation (1.39) est
seulement valable dans le cadre des équation de Navier-Stokes amorties (1.38).

Pour finir cette motivation, il est intéressant de souligner que pour entrainer le controle u? < 400
il est possible de considérer d’autres termes d’amortissement. Nous pouvons considérer par
exemple le terme d’amortissement —a Py (i), ou le terme P, (%) est défini au niveau de Fourier
par

Po(@)(t,€) = 11 <n ()1, €), (1.40)

ou k > 0 est une fréquence de troncature et @ dénote la transformée de Fourier de « par rapport
a la variable spatiale. Ainsi, dans un premier temps nous avons considéré le terme —aP, () pour
obtenir un premier modeéle d’équations de Navier-Stokes amorties :

atﬁ = I/Aﬁ - (’lz . ﬁ)’l—[— 6}7 + f?_ OZPK(U)a dl’[)(l_[) = 07 ’L_[(O7 ) = ﬁO? (141)

—

car ce terme supplémentaire entraine un controle en temps de la quantité ||i(t, )|/ ;2 du méme
type que le controle (1.39) et donc les solutions @ des équations ci-dessus (qui sont construites
de la méme fagon que les solutions des équations (1.38)) vérifient aussi u? < +oc. En effet, en
suivant les mémes lignes de la démonstration du Théoréme 1.2.2 on peut démontrer que toute
solution des équations (1.41) vérifie le contréle en temps suivant : pour 8 = min(2«, vx?) > 0,

B} } 17112,
(¢, )32 < e illf + o=, (1-e). (1.42)
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et nous observons alors que ce controle en temps qui peut étre obtenu grace au terme d’amortis-
sement —a Py (1) est équivalent au controle (1.39) qui sera obtenue par le biais du terme —au et
donc tous les résultats que nous allons obtenir dans le cadre des équations (1.38) peuvent étre
aussi obtenus dans le cadre des équations (1.41).

Néanmoins, nous allons préférer le terme d’amortissement —aw au lieu du terme —a P, (@) car ce
premier terme est plus naturel d’'un point de vue physique. En effet, le terme d’amortissement
—atl, également appelé terme de friction, a été considéré dans des modeles océaniques [61] et
ce terme permet de modéliser la friction de '’eau avec le fond marin. D’autre part, le terme
—a P, (1) est un terme de troncature des hautes fréquences comme l'on peut observer dans la
formule (1.40) mais ce terme n’a, & notre connaissance, aucune signification physique.

Notre étude se décomposera de la facon suivante : dans la Section 1.2.2 nous établissons les
résultats de base par rapport aux équations (1.38) (existence, inégalités) et ensuite dans la Sec-
tion 1.2.3 nous verrons comment calibrer convenablement le parametre o > 0 pour obtenir des
résultats intéressants sur I’étude déterministe de la loi de dissipation de Kolmogorov (1.21) dans
le cadre des équations (1.38).

1.2.2 Existence et propriétés

Dans cette section on commence par donner une preuve de ’existence de solutions faibles des
équations de Navier-Stokes amorties (1.38). Dans le Théoreme 1.2.1 ci-dessous nous construisons
dans un premier temps des solutions  localement bornées en temps pour ensuite vérifier dans
le Théoreme 1.2.2 que ces solutions satisfont le controle en temps (1.39) et qu’alors ces solutions
sont globalement bornées en temps.

Théoreme 1.2.1 Soit @y € L2(R?) une donnée initiale & divergence nulle, soit f € H1(R3)
une force extérieure stationnaire et d divergence nulle. Alors, pour tout o > 0 il existe des fonc-
e 00 2 (T3 2 71 (T3 2 T—1 (R3
tions U = Uy € L3S ([0, +o0o[, L*(R*))NLj,.([0, +00[, H (R?)) et p = pa € Lj,.([0, +00[, H 2(R"))

qui sont solution faible du systéeme (1.38).
La preuve de I'existence de ces solutions suit essentiellement les mémes lignes que celle de 'exis-
tence des solutions de Leray des équations de Navier-Stokes classiques (voir le livre [46], Section

12.2 pour tous les détails) et par conséquent nous détaillerons seulement les estimations réalisées
sur le terme d’amortissement — .

Démonstration. Nous appliquons le projecteur de Leray aux équations (1.38) et comme div(id) =

—

0 et div(f) = 0 alors nous obtenons

oyt = v — B (i 9)i) + [~ o, div(i) =0, (0.) = o (1.43)

Maintenant, soit § € C5°(R3) une fonction positive telle que / f(z)dr =1, pour § > 0 on
R3

considere la fonction 5 donnée par Os5(x) = 6%,6? (%) et on étudie alors I'équation intégrale

régularisée suivante

—

U(t,x) = hy*tdp(x) +/0 Po—s) * fx)ds — /0 ho(t—s) * (P(([05 * ] - V)i@)(s,z)ds —

t
—a/ hy(i—s) * U(s, z)ds. (1.44)
0
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Nous allons dans un premier temps appliquer un argument de point fixe dans ’espace
L>=([0,T], L*(R3)) N L*([0, T], H'(R?)) muni de la norme || - || = || - ez + VI HLng. Pour
cela nous étudions la quantité

t t
ot * g +/ hu(t—s) * f()ds - / hl/(t—s) * (P(([G(S * ﬁ] ’ V)’J)(S, )dS
0 0

il = \

t
- a/o Py (t—s) * (s, -)ds

+«

T

IN

t
/0 hutes) * (P(([65 @) - @) (s, )ds
) @)
t
/ o (t—s) * (s, -)ds
0

®3)

t
byt g +/ hl/(t—s) * f()ds
0

i

T T

T

Les termes (1) et (2) sont classiques a estimer. En effet, en utilisant le Théoréeme 12.2 du livre
[46] nous avons les estimations

t
Hhut ES 'LT()HT S CH'L_[OHL2 et "A hl/(tfs) * f()dS

1 .
<e < + Tﬁ) 1, (145)
T v e

et comme la force f eH ~1(R3) est indépendante de la variable de temps nous avons
”fHLfH;l < \/THf”Lgngl < ﬁHfHHﬂ,

ce qui nous permet d’écrire la deuxieme estimation de (1.45) comme suit

t —_
H / T * F()ds
0

De cette fagon, pour le terme (1) ci-dessus nous pouvons écrire I’estimation

Pour le terme (2) nous avons directement l’estimation

<c< <1 + Tﬁ) VT fll -
T 14

1

t
Pt * oy + A hz/(t—s) * f()ds \ﬁ

< cloll e + ( +Tﬁ) VIl (146)
T

3
.
< T2 il (1.47)

/0 hugesy * (P(([05 * @) - 9)i) (5, s

T

voir le livre [46] page 352 pour les détails.

Donc, nous avons besoin d’étudier uniquement le terme (3). En remplacant f par «i dans
la deuxieéme estimation de (1.45) nous avons

¢ 1 1
h u(s,-)d < — 4+ T 7 1 < —+T 7
| [ e witsas| < ae (G4 ) il < ac (24 TVE) iz

1 . v,

< ac( g+ 7VE) [VEIesz +
1 1

< —+ T T, — il|7. 14

< ac( g5+ TV ) max (VI ) il (1.48)
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Une fois que nous avons les estimations (1.46), (1.47) et (1.48), pour un temps 7" > 0 suffi-
samment petit et pour § > 0, nous pouvons appliquer 'argument de point fixe de Picard pour
construire une fonction @ telle que @5 € L>([0,T], L*(R?)) N L2([0, T], H'(R?)) et @5 est solu-
tion des équations approchées (1.44).

Une fois que 'on a construit une solution s (locale en temps) nous prouvons l’existence globale
de cette solution : pour i € L>([0,T], L*(R3)) N L2([0, T], H*(R3)) une solution des équations
régularisées

ytis = vATLs — P(([05 * @) - V)is) + f — iy, (1.49)
nous pouvons écrire
d . . i
stz = 2005t ), @5(t, ) o = =205t + 20 85(8 ) o
—2a|is (t,-)||32, (1.50)

d’on, en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et puis les inégalités de Young sur le terme
2(f, us(t, ')>H*1><H1’ nous obtenons

Hua( Wi < —2vlas(t, )G, +vldst )G, ll!fH?; — 2aljd@s(t, )72

< —vldst, )| 3 ;Ilfllé —2al|d5(t, )72, (1.51)

et alors, comme —2a/|@s(t, )3, est une quantité négative, nous avons donc I'estimation

D st )30 < 500 )2+ A1

Finalement, nous intégrons en temps sur l'intervalle ¢ € [0, 7] pour obtenir ’estimation

. T
st M+ [ (o, s < e (gl + T, ) (152)

et alors la solution locale en temps s peut étre étendue a l'intervalle [0, +o0].

Nous passons maintenant & la convergence vers une solution faible des équations (1.43). En
effet, par le lemme de Rellich-Lions (voir le Théoréme 12.1 du livre [46]) il existe une suite de
nombres positifs (0, )nen et une fonction @ € L2 ([0, +0o[xR?) telles que (i, )nen converge
fortement vers @ dans L7 ([0, +oc[xR?). De plus, pour tout 7' > 0, cette suite converge vers i
dans la topologie faible étoile des espaces L>([0,T], L>(R%)) et L2([0,T], H'(R?)) .

Ainsi, par les convergences ci-dessus nous obtenons que le terme P(([0s, * us,] - V)is, ) converge
3

vers P((@ - Vi) dans la topologie faible étoile de espace (L2)joe(Hy 2) et donc la limite @ est
une solution des équations de Navier-Stokes amorties (1.43).

Une fois que l'on a construit une solution # nous récupérons maintenant la pression p reliée a
cette solution. En effet, comme @ vérifie les équations (1.43) et comme div(@) = 0 et div(f) =0
nous pouvons écrire

P 8, — vAG + ((ﬁﬁ)@) —Fe aﬁ} —0,
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et par les propriétés du projecteur de Leray (voir le livre [46]) il existe p € D' (R3) telle que
Oyt — vAT + (@ V)i — f + ail = Vp.

De plus, en appliquant 'opérateur de divergence a chaque coté de cette identité nous obtenons
la relation

p = xdiv((ii- V)i,

.3
2

et comme 4 € (L).L2 N (L%)locHl alors nous avons (1 - 6)6 € (L?)1ocHz

I et donc par la

.1
relation ci-dessus nous obtenons p € (L?)j,cHy 2. |

Une fois que nous avons montré 1’existence globale des solutions faibles des équations de Navier-
Stokes amorties (1.38), dans la proposition qui suit nous montrons que ces solutions vérifient
une inégalité d’énergie qui sera exploitée tout au long de la Section 1.3 ci-apres.

Proposition 1.2.1 Dans le cadre du Théoréme 1.2.1, les solutions faibles des équations de
Navier-Stokes amorties (1.38), i € L°(]0, +oc[, L2(R3))NL2 (]0, +-o0[, HY(R3)), vérifient I’inégalité

loc loc
d’énergie suivante : pour tout T > 0,

T T
TN + 20 [ IV @ st < Vol +2 [ 70 1w
0 0

T
—Qa/ (¢, )13 2dt. (1.53)
0
Pour montrer 'inégalité ci-dessus nous suivrons les mémes lignes de la preuve de l'inégalité
d’énergie des solutions de Leray des équations de Navier-Stokes classiques faite dans le Théoreme

12.2 du livre [46].

Preuve. Notre point de départ est I'identité (1.50), d’our, pour T" > 0 en intégrant sur l'in-
tervalle [0, 7] nous obtenons

T T
lids, (T, )| + 2 /0 lits, (t,)2dt = [do]l2s — 20 /0 lits, (t, )| 2adlt

T
+2/ <f7ﬁ5n(t7')>H*1xH1dt'
0

Maintenant, on régularise cette égalité en variable du temps et pour cela nous considérons la
fonction test positive w € C3°([—n,n]) telle que /w(t)dt = 1. De cette facon, dans l'identité
R

ci-dessus nous obtenons

T T
Jow s s, (T, ) [22 + 2+ ( | s (e B+ [ uﬁan(t,auizdt)
T —
< (|2 + 2w+ ( | F (e Hldt> . (154)
0

A ce stade, nous avons besoin de vérifier que la suite (@, Jnen converge faiblement vers @
dans LQ([O,T],LQ(RS)). En eﬁet, nous avons ||ﬁ5nHL2([O,T],L2(R3)) < \/TH'L_[(S”||L°°([0,T},L2(R3)) et
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alors par l'inégalité (1.52) nous obtenons cette convergence. De plus, nous savons en plus
que la suite (is, )ner converge vers 4 dans la topologie faible étoile de L*°([0, T ], L2(R3)) et
L2([0,T), H'(R3)) (pour tout T > 0) et alors par I'inégalité (1.54) nous pouvons écrire

T T
e+ 2 ([t )+ 20w ([ e )
0 0

T
2 .. - 2
< hmlnf |w * s, (T, -)||72 +711m£10f02uw * (/0 Hu(;n(t,-)HHldt>

n—-4

T
. T
+ hﬂffofo 200 * </0 s, (t, )\L?dt)

T
< ol + 20 s ([ Ut
0

Donc, pour 7' > 0 un point de Lebesgue de application ¢ — ||i(¢, -)||7. nous obtenons 'inégalité
d’énergie (1.53) et en plus, cette égalité est étendue a tout temps 7' > 0 par la continuité faible
de Vapplication ¢ — [|i(t,-)||3, (voir le Théoréme 12.2 du livre [46] pour les détails). |

Nous avons maintenant a notre disposition tout les outils pour montrer que les solutions faibles
des équations de Navier-Stokes amorties (1.38) vérifient le controle en temps (1.39) ou nous
allons pouvoir apprécier le role du terme d’amortissement —a# dans ces estimations.

Théoréme 1.2.2 Soit i@y € L2(R?) une donnée initiale & divergence nulle, soit f € H~(R3)
une force extérieure stationnaire et a divergence nulle et soit o > 0 le paramétre d’amortis-
sement. Alors toute solution faible @ € (L3°)10eL2 N (L?)10cHY du systéme d’équations (1.38)
obtenue par le biais du Théoréme 1.2.1 vérifie u € LOOL2 (L2)lOCH1 et l'on a l'inégalité sui-
vante : pour tout t > 0,

It )Z> < e dol72 +

712
||J;”H1 (1-e2t). (1.55)

Démonstration. Nous allons montrer ce controle en temps pour la fonction s, (solution de
I’équation régularisée (1.49)) et ensuite, par convergence faible étoile de (s, )nen vers @ dans
I'espace L{°(L2) nous récupérons ce controle en temps pour la solution .

On commence donc par l'inégalité (1.51) :

d 1
st )7z < =vlds(t g + S50 = 2adlds(t, )7z,

d’ott, comme —v||s(t, )H%{l est une quantité négative nous pouvons écrire

Hua( Mz < - Hfog = 2alls(t, ) |72,

et par une application de I'inégalité de Gronwall nous obtenons

- i
lis(t )72 < e iollzs + =5 0 (1 - ™), (1.56)
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pour tout temps ¢ € [0, 4+-o00[.

Maintenant, nous récupérons ce controle en temps pour la solution # et pour cela on suit encore
I’argument utilisé dans la démonstration de la Proposition 1.2.1. En effet, on régularise la quan-
tité ||, (t,-)[|2, en variable de temps en prenant le produit de convolution avec une fonction

positive w € C§°([—n, n]) telle que / w(t)dt = 1. De cette fagon, dans l'inégalité (1.56) ci-dessus
R

nous avons
) ) ot i
rWM%WMHSwWwﬂm@Sw*GQ%mMﬁfgﬁ,O—em).

Ensuite, comme (s, )nen converge vers i dans la topologie faible étoile de I'espace L{°(L2) alors
w * s, (t,-) converge faiblement vers w * ii(t,-) dans L?(R3) et de cette fagon nous obtenons

; e 1712,
wawﬂééyﬂgW*m@N@Sw*&”M%ﬁﬁwiﬁf@—fw)-

Ainsi, par la continuité faible de I'application ¢ — ||@(t,-)||2, (voir le Théoréme 12.2 du livre
[46],) nous avons le controle en temps cherché. |

Corollaire 1.2.1 Toute solution faible des équations (1.38), i € L°L2 N (L?)loCH1

55 VErifie

u? = limsup 1 /T |@(t, -)||%2dt < % < 400
T 0 ’ L - |4e%

T—+o00

Preuve. Cette estimation est une conséquence directe du controle en temps

—

I/

0 . [
@t )32 < e 2|32 + A7l (] _ 20ty
va

donné par le Théoreme 1.2.2. En effet, nous écrivons
1T 1T 1T OIfIR _
7N < 5 [ e e+ [ e e ar

et comme la force f est une fonction stationnaire alors en prenant la limite lim sup nous obte-
T—r+o0
nons 'estimation recherchée. |

Nous observons de cette facon que le terme d’amortissement —ai dans les équations (1.38)
nous a permis d’obtenir un controle en temps de la quantité ||@(¢,-)||7. donné par le biais du
Théoreme 1.2.2 et ce résultat est valable pour tout parametre d’amortissement « > 0. Dans la
sous-section qui suit nous allons fixer le parametre o > 0 d’une facon convenable et cette valeur
particuliere de o va nous permettre de faire ensuite (dans la Section 1.3) une discussion sur la

loi de dissipation d’énergie dans le cadre des équations (1.38).
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1.2.3 Le parametre d’amortissement

Nous fixons ici le parametre o > 0 dans le terme d’amortissement —a4 des équations (1.38) et
pour fixer les idées nous avons besoin de considérer pour I'instant le cadre d’un fluide périodique
en variable d’espace qui a été introduit dans la Section 1.1.1.

Rappelons que dans le cadre périodique nous considérons une période L > £y, ou £y > 0 est
toujours une échelle d’injection fixe (voir l'estimation (1.12) pour tous les détails ); et nous
considérons les équations de Navier-Stokes périodiques sur le cube [0, L]> C R3. Rappelons main-
tenant que pour toute solution de Leray @ € L{°L2 N (L?)10.HY, par 'inégalité d’énergie (1.11)
et I'inégalité de Poincaré (1.10) nous avons 'estimation (1.18) qui nous rappelons ci-dessous :

VT 115,
2o (tmsup 7. [ e, e ) < 25

T—+00

ouv > 0 est la constante de viscosité du fluide (voir toujours l'estimation (1.18) page 16 pour tous
les détails de la preuve de cette estimation). Nous observons ainsi que dans le cadre périodique
nous avons toujours un contrdle sur la moyenne en temps long de la quantité [|@(t, )|, et que
ce controle est dii a 'inégalité de Poincaré.

. . . 7 V
De cette estimation nous nous intéressons au terme 72 devant la moyenne en temps long car

ce terme nous permettra de fixer une valeur assez naturelle du parametre o > 0 dans le terme
d’amortissement —at des équations (1.38) comme nous l’expliquons tout de suite.

Revenons & présent au cadre d’un fluide non périodique posé dans l’espace R? tout entier et
a notre modele des équations de Navier-Stokes amorties (1.38). Dans ce cadre, par le Corollaire
1.2.1 nous savons que toute solution faible @ € L{°L2 N (L?)1,.H} des équations (1.38) vérifie
I’estimation : ~
1 (7 1A1% -
a (hmsup / || (¢, -)||%2dt> < (1.57)
T—s+o00 1" Jo v

et si nous comparons maintenant cette estimation avec l’estimation ci-dessus nous pouvons
observer que le parametre « joue le role du terme % qui apparait dans le cadre d’un fluide

périodique ou L > fy est la période. De cette fagon, par analogie au cadre périodique, pour
£y > 0 une échelle d’injection d’énergie fixe, nous intégrons a notre modele une longueur L > ¢y
qui est un parametre du modele tout comme la constante de viscosité du fluide v et qui représente
un analogue a la période dans le cadre d’un fluide périodique ; et nous allons fixer le parametre
d’amortissement o > 0 par l’expression

14

(1.58)

Ainsi dans ce chapitre nous allons dorénavant travailler avec le systeme d’équations de Navier-
Stokes amorties suivant :

Ol = VAT — (T~ V)T — Vp+ f — =i, div(@) =0, div(f)=0, v>0, L>d,

(1.59)
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Dans la section qui suit nous allons faire une discussion plus précise sur la longueur L > £,
ci-dessus et nous allons voir le role de cette longueur dans 1’étude déterministe de la loi de
dissipation de d’énergie (1.6) dans le cadre des équations ci-dessus.

1.3 Discussion sur la loi de dissipation d’énergie dans les équations
de Navier-Stokes amorties

Le but de cette section est de faire une discussion rigoureuse sur I’étude de ’encadrement
du taux de dissipation d’énergie ¢ :

3 U3
0l <e<al, (1.60)
A Lo

qui est censé étre observé dans le régime turbulent des grandes valeurs du nombre de Reynolds

_ Uty

14

Re (1.61)

selon la loi de dissipation d’énergie (1.6) énoncée page 12 et proposée par la théorie K41.

Dans cet encadrement la vitesse caractéristique U et le taux de dissipation € sont définies a
partir des solutions faibles @ des équations de Navier-Stokes amorties données dans (1.59) ou
f est une force extérieure stationnaire et a divergence nulle sur laquelle nous ferons quelques
hypotheses supplémentaires, tandis que £y est 1’échelle d’injection d’énergie qui sera fixée par la
force f ci-apres.

Nous commencons donc par définir quelques quantités dont nous aurons besoin pour faire notre
étude et la premiere chose a faire est de fixer la force extérieure f Nous définissons cette force
en considérant f € L2(R3) un champ de vecteurs stationnaire, c’est a dire f(t,z) = f(z), a
divergence nulle et tel que sa transformée de Fourier satisfait

supp<f> C{56R3:p1<|§]<p2}, (1.62)
o lo

pour une échelle d’injection d’énergie £y > 0 donnée et fixée une fois pour toute ; et o1 0 < p; < po

sont deux constantes qui ne dépendent d’aucun parametre physique. Cette localisation de la

transformée de Fourier de f représente le fait que, selon le modeéle de cascade d’énergie, I’énergie

cinétique est introduite dans le fluide (par la force extérieure) uniquement aux échelles de lon-

gueur de l'ordre de £y et donc aux fréquences de I'ordre %.

Nous voulons maintenant définir la vitesse caractéristique U > 0 et le taux de dissipation
d’énergie ¢ > 0. Pour @ une solution faible des équations de Navier-Stokes amorties (1.59)
associée a la force f ci-dessus il s’agit de moyenner cette fonction @ et toutes ses dérivées
V ® @ tout d’abord en variable d’espace et ensuite en variable du temps pour obtenir de cette
fagon une vitesse caractéristique U et un taux moyen de dissipation d’énergie € respectivement.
Néanmoins, pour moyenner ces deux fonctions en variable d’espace nous allons voir que 1'on
rencontre quelques difficultés.
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1.3.1 La notion de longueur caractéristique du fluide

Dans cette section nous expliquons que ’essentiel des difficultés que I’on rencontre lorsqu’on
considere un fluide posé sur tout I'espace R3 repose sur la notion de longueur caractéristique du
fluide.

Rappelons rapidement que dans le cadre d’un fluide périodique cette longueur caractéristique
est définie de fagon naturelle par la période L (voir toujours la Définition 1.1.1) mais si le fluide
est posé dans tout I’espace nous pouvons alors observer que ’on perd toute notion physique et
mathématique de cette longueur caractéristique. Ainsi, nous nous posons alors la question de
comment choisir une longueur L > {3 adéquate pour définir la moyenne en espace des fonctions

L e ‘2 . , R . .
@ et VU en termes de la norme L? : | ’L , mais la réponse a cette question n’est pas évidente.

L2

Dans ce cadre, les notes de cours [16] de P. Constantin suggerent de considérer L = £, (ou
£y > 0 est toujours I’échelle d’injection d’énergie définie das (1.62)) pour définir la moyenne en
espace ci-dessus mais nous allons maintenant observer que le choix de cette longueur présente
quelques lacunes. En effet, rappelons tout d’abord que la force f est une fonction localisée aux
fréquences de lordre de % (voir Pexpression (1.62)) et par cette localisation fréquentielle nous

observons que la quantité

~
—

(/. A*(g)r?ig)% -1 (163

est une moyenne naturelle en termes de la norme L? de la transformée de Fourier de f. Apres,

Oolw

par lidentité de Plancherel nous savons que ||f]|z2 = ||f]/z2 et alors dans [16] on considére la
moyenne en espace de la force f comme la quantité
F= Hf”f. (1.64)
£

Mais en variable d’espace nous n’avons aucune information supplémentaire sur la localisation
de la fonction f et alors la moyenne F' > 0 ci-dessus n’est pas bien comprise. Dans la Section
2.2.2 du chapitre suivant nous revisitons ce probleme et nous construisons un exemple concret de
force f qui est une fonction bien localisée en variable de fréquence mais aussi en variable d’espace.

Ensuite, toujours dans [16], il est suggéré de considérer cette méme moyenne en espace (1.64)

=

pour les fonctions # et V ® et ’on a ainsi les quantités

o
lat, Moz, |

3 ’
2 2
60 ‘60

IV @ (t, )|
3

néanmoins, le choix de la longueur £y pour définir cette moyenne en espace pour les fonctions
@ et V® T nest pas du tout clair car il n’a aucune explication rigoureuse que ce soit du point
de vue physique ou mathématique ; et comme nous voulons faire une discussion aussi rigoureuse
que possible de la loi de dissipation d’énergie (1.60) alors nous n’allons pas considérer ici cette
moyenne en espace.

Nous observons de cette facon que dans le cadre d’un fluide dans tout I’espace, une définition
convenable de moyenne en espace pour le champ de vitesse @ et ses dérivées V ® « est une
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question que 'on ne sait pas répondre de facon tout a fait satisfaisante car cette question est
directement reliée au probléme de trouver une définition convenable de longueur caractéristique
L > {y. Ainsi, pour pouvoir faire une étude rigoureuse de I’encadrement du taux de dissipation
(1.60), dans un premier temps nous allons seulement considérer la moyenne en temps long des
quantités ||@(t,-)|| 2 et v||V @ @(t, )| 2 qui sont définies de la facon suivante.

La moyenne en temps de la quantité ||i(¢,-)| ;2 a été introduite dans 1’expression (1.29) page 23
mais pour la commodité du lecteur nous allons récrire cette moyenne donnée par 1’expression :

1 T %
u= (hmsup T/ Hﬁ(t,')”%zdt) , (1.65)
0

T—+o0

ou rappelons que, dans le cadre des ces équations amorties, le Corollaire 1.2.1 nous assure que
la moyenne en temps long u est une quantité bien définie.

Rappelons aussi que cette moyenne en temps long a bien une signification mathématique :
la force f étant toujours une fonction stationnaire alors nous nous intéressons a étudier le com-
portement turbulent du fluide dans le régime asymptotique lorsque le temps 7" tend vers ’'infini
(voir toujours la Section 1.1.1 page 15 pour plus de détails a ce sujet).

Ensuite, en suivant les idées ci-dessous nous allons maintenant définir la moyenne en temps
long de la quantité v||V ® w(t, )| 2 par 'expression :

1 7=
e = v limsup T/ IV @d(t,-)|3.dt. (1.66)
0

T—+o0
Une fois que nous avons introduit les quantités u et e ci-dessus expliquons de facon plus précise
pourquoi nous allons considérer ici ces quantités pour I’étude de Iencadrement (1.60). Nous
pouvons observer que cet encadrement fait intervenir la vitesse caractéristique U et le taux

moyen de dissipation ¢, qui dans le cadre d’un fluide périodique sur le cube [0, L]? s’écrivent de
fagon rigoureuse par les expressions :

N

_ 1 1 4 — 2 dt _ 1 1 T = = 2 dt
U= fmsup - ; Hu(t,-)HLgﬁ et e=v fmsup ; ||V®u(t,-)||L2ﬁ. (1.67)

T—+o00 T—+o0

Si nous comparons maintenant les quantités u et e avec les quantités U et € respectivement nous
observons que si nous considérons n’importe quelle longueur L > ¢y, qui pourrait représenter un
analogue a la période dans le cadre d’un fluide périodique, alors nous avons les relations

u e

et e=— (1.68)
L

U= 5

Njw

et alors il s’agit donc d’étudier ’encadrement (1.60) tout d’abord dans le cadre rigoureux des
quantités u et e et ceci sera fait dans le Théoreme 1.3.1 dans la Section 1.3.2 ci-dessous. Ensuite
dans la Section 1.3.3 nous allons observer qu’a partir de ce résultat et en considérant les quantités
U et e, avec n’importe quelle longueur L > £y, nous obtenons alors une estimation du type ¢ < %j
bien qu'il s’agisse d’une estimation partielle par rapport a ’encadrement (1.60).
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1.3.2 Quelques estimations rigoureuses

Comme annoncé, dans cette section nous allons étudier ’encadrement du taux de dissipation

3 . . .
(1.60) : & = %’ dans le cadre plus rigoureux des moyennes en temps long u et e introduites
précédemment. Plus précisément, dans le Théoreme 1.3.1 ci-dessous nous allons montrer 1’esti-

mation :
) o
o 5 M (wqu )7 (1.69)
o\ [Iflz
ou la quantité ug, > 0 est définie de la facon suivante : rappelons tout d’abord que la force f

est une fonction localisée aux fréquences ‘g—; <€ < Z—g et alors nous définissons la fonction Uy,

comme la localisation du champ de vitesse ¥ aux mémes fréquences :
Org(t.2) = F |11 cigem (©)ii(t )| (@), (1.70)

ou F~! dénote la transformée de Fourier inverse; et ensuite la quantité ug, > 0 est définie
comme la moyenne en temps long de cette fonction :

1 T
Ug, = (limsup T/
T—+o00 0

Avant d’entrer dans les détails techniques de la preuve de 'estimation (1.69) nous allons tout
d’abord expliquer cette estimation et pour cela nous avons besoin de rappeler rapidement 1’étude
de la loi de dissipation d’énergie (1.60) dans le cadre d’un fluide périodique qui a été exposée
dans la Section 1.1.1.

1
- 2 2
Uy (2, -)HL2 dt> . (1.71)

Rappelons que dans le cadre périodique on a une estimation du taux de dissipation ¢ :
eSS — (1.72)

et nous maintenant expliquer les grandes lignes de la preuve de cette estimation (voir aussi
Particle [22] de C. Doering et C. Foias pour tous les détails des calculs). Dans ce cadre périodique

| Ut
nous définissons la force moyenne F' > 0 comme F' = Hf’LB , le nombre de Reynolds Re = -0 ;
L2 v
et I'estimation (1.72) repose essentiellement sur les deux inégalités techniques suivantes :
U? 1
FS— (14—, 1.73
N%(+&) (1.73)
et
e SUF. (1.74)

En effet, dans le régime turbulent caractérisé lorsque Re >> 1 dans l'inégalité (1.73) nous

obtenons alors F' < %02, et en multipliant par U a chaque coté de cette inégalité nous avons

UF < %3, d’ott, par I'inégalité (1.74) nous pouvons finalement écrire ¢ < FU < %3 ce qui nous
0 0

donne l'estimation (1.72).

A ce stade il est important de souligner que, dans ’état actuel de nos connaissances, 1’étude
déterministe de l'estimation (1.72) que l'on peut trouver dans la littérature suit essentiellement
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les grandes lignes expliquées ci-dessus et que les résultats que I'on obtient (toujours dans le cadre
périodique) dans différentes contextes techniques sont toujours similaires a cette estimation.

Avec ces idées en téte, revenons a présent a notre cadre d’étude d’un fluide dans tout ’espace
R3. Soit donc la force f € L2(R3) définie par (1.62) et soit @ une solution faible des équations de
Navier-Stokes amorties (1.59). Dans le Théoreéme 1.3.1 nous allons vérifier I’estimation (1.69) qui
s’agit d’une estimation analogue & 'estimation (1.72) (obtenue dans le cadre périodique) mais en
considérant seulement les quantités || fH oo, || fH 12, U, ug et e qui ont bien un sens mathématique.

Ainsi, pour vérifier 'estimation (1.69) nous allons suivre les grandes lignes de la preuve de
Pestimation (1.72) et alors il s’agit de vérifier des inégalités analogues a celles données dans
(1.73) et (1.74) (dans le cadre périodique). Observons tout d’abord que 'estimation (1.73) fait
intervenir le nombre de Reynolds Re qui est défini & partir de la vitesse caractéristique U comme
Ue
Re = —2,

v

mais comme nous ne disposons pas ici d’une définition rigoureuse de cette vitesse caractéristique,
en suivant les idées précédentes, nous allons alors remplacer cette quantité U par la moyenne en
temps long u et nous allons donc considérer le nombre de Reynolds Re défini comme
u,
Re=—2, (1.75)
v
ou £y > 0 est toujours ’échelle d’injection d’énergie fixée par la force f dans (1.62) et v > 0 est
toujours la constante de viscosité du fluide.

Etudions maintenant la relation entre ce nouveau nombre de Reynolds Re et le nombre de
Reynolds classique Re, ou nous pouvons observer que pour toute longueur L > {g on a

1
Re = —Re. (1.76)
L2
En effet, il suffit de remarquer que pour une longueur L > £g, par la relation (1.68) ona U = ;u
L3
d’otl nous avons directement Re = Yo = L (ulh) — L Re.
14 Lj 14 L?

Maintenant que 'on dispose de cette identité, nous allons expliquer comment le nombre Re
nous permet aussi de caractériser le régime turbulent du fluide. Il s’agit de fixer le nombre
Re suffisamment grand de sorte que ceci entraine Re >> 1 (qui caractérise le régime turbu-
lent du fluide) et pour cela nous allons suivre le raisonnement suivant : pour £y > 0 1’échelle
d’injection d’énergie rappelons que nous fixons le parametre L > fy qui représente la longueur
caractéristique du fluide. Ensuite, si nous fixons le nombre Re tel que Re >> L alors on a
% >> 1 et donc, par la Proposition 1.76 on obtient Re >> 1.

Nous observons ainsi que le régime asymptotique des grandes valeurs du nombre Re (Re >> L)
entraine le régime turbulent caractérisé par de grandes valeurs du nombre Re et comme le
nombre Re fait intervenir la moyenne en temps long u au lieu de la vitesse caractéristique U
nous allons préférer ici ce nombre de Reynolds Re pour caractériser le régime turbulent.

Une fois que l'on a introduit le nombre de Reynolds Re ci-dessus, dans I'estimation suivante
nous obtenons une inégalité analogue & l'inégalité (1.73) obtenue dans le cadre périodique.
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Proposition 1.3.1 (Premiére estimation dans le cadre non périodique) Soit ¢y > 0 une
échelle d’injection d’énergie définie par la force f € L*(R3) dans (1.62). Soit @ € L{¥L2 N
(L) 10cHL une solution faible des équations de Navier-Stokes amorties (1.59) associée a cette
force. Soit la moyenne en temps long u définie a partir de la solution @ dans lexpression (1.65).
Soit enfin le nombre de Reynolds Re défini dans 'expression (1.75). Alors on a l’estimation

— u2 Hﬂ‘Loo 1
1fllze < 5= <~ +5- - (1.77)
bo \ [|fll2  Re

Preuve. L’inégalité (1.77) repose essentiellement sur l’estimation technique suivante.

Lemme 1.3.1 Dans le cadre la Proposition 1.5.1 on a l’estimation :

1F172 <PV @ fllze + vl AfllL t7 UIIfIILz (1.78)

La preuve de cette estimation suit les grandes lignes des notes de cours [16] de P. Constantin et
pour la commodité du lecteur nous ferons tous les calculs en détail a la fin du chapitre.

Nous allons maintenant étudier le premier et deuxieme terme & droite de 'estimation ci-dessus
et alors, étant donnée que la force f est localisée aux fréquences el <<z 2, par les inégalités
de Bernstein nous avons qu’il existe une constante ¢ > 0, qui ne dépend d aucun parametre
physique, telle que I'on a

| f] Lo
14

0

IV & fllze =

. 1. -
et 1AFl < ezl fllee
0

Nous remplagons maintenant les estimations ci-dessus dans (1.78) et nous obtenons 'estimation

1F172 < C IIfHLoo tem UIIpr t7 u||f||L2

B w2 (fllpe v
HfHL2§C< =— +— |,
b \ ||fllpe who

d’ot1 nous pouvons écrire

et comme l'on a définit le nombre de Reynolds Re (donné dans (1.75)) par ’expression Re = “—50
) -
- o 1
nous obtenons l'estimation cherchée || f||72 < Pl w +—. [
lo \ |Ifll=  Re

Nous allons maintenant étudier une inégalité analogue a l'inégalité (1.74) : ¢ < UF, obtenue
dans le cadre périodique et pour cela on commence par faire la remarque suivante : observons
que dans I'inégalité (1.74) interviennent les termes €, U et F'; et étant donné que ces termes sont
définis a partir des moyennes en temps long e, u (données dans les expression (1. 66) et (1.65)

U="%etF= Hf”§ ; nous
L2 L2

respectivement), la quantité || f]|2 et la période L comme : & =

pouvons alors écrire — < 73 u |lf ||3L2
i

€
L3>

, d’o1 nous obtenons 'estimation

e < ullf] 2. (1.79)

Nous observons que la période L ne joue aucun role dans cette estimation et ainsi, par analogie
au cadre périodique, nous voulons alors étudier une estimation du méme type que celle ci-dessus.
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Proposition 1.3.2 (Deuxiéme estimation dans le cadre non périodique) Soit g > 0 une
échelle d’injection d’énergie définie par la force f € L*(R3) dans (1.62). Soit @ € L{L2 N
(L) 10cHL une solution faible des équations de Navier-Stokes amorties (1.59) associée a cette
force. Soient les moyennes en temps e > 0 et ug, > 0 définies a partir de la solution @ par les
expressions (1.66) et (1.71) respectivement. Alors on a l'estimation :

e < g fll12- (1.80)

Si nous comparons cette inégalité (1.80) avec l'inégalité (1.79) nous pouvons observer que cette
premiere est plus précise car cette inégalité fait intervenir la quantité uy, au lieu de la quantité
u dans (1.79). En effet, rappelons que la quantité wug, est définie dans (1.71) est il correspond
a la moyenne en temps long de la fonction ﬁgo qui est la localisation fréquentielle du champ de
vitesse @ (voir I'expression (1.70) pour une définition de la fonction Uy,) et ainsi, comme l'on a
1T (t)] 12 < ||@i(t, )| 12 nous avons alors

00 < u. (1.81)

Preuve de la Proposition 1.3.2. La preuve de cette estimation repose sur ’'inégalité d’énergie
vérifiée par la solution @ et qui a été obtenue dans la Proposition 1.2.1 :

T T
@3+ 20 [V @it < Jaalf+2 [ [ Fo)-ate o
0 0 R¢

27 [ It ) e

d’ot, étant donné que [|@(T, -)||7, est une quantité positive et de plus, comme 25 fo |a(t, )| ,dt
est une quantité négative, nous pouvons écrire

/HV®M st < 2 mwy+/(/f ¢, -)da di. (1.82)

Nous allons maintenant étudier le deuxieme terme a droite de cette estimation et pour la fonction
Uy, définie dans I'expression (1.70) comme

Oro = F* o cigem ©OFTE )]

_go

nous allons montrer que I'estimation

T . . T 3 _
/ f(@) -a(t, )dedt < T </ IIUzo(t,-)H%zdt) [FAIFZE (1.83)
0o JRr3 0

o~

En effet, comme la force f est localisée aux fréquences : supp ( f) C {f e R3: fg—; <€ < @—j} ,

nous appliquons l'identité de Parseval pour écrire

/ Fla) - a4t )dodt =
R3

0

'\‘m
/\
a3
~—
A~~~
m
~—

| E—
—~
i
~—
I

it €)de = - {ﬂ{zlqeg

Il
%\ \
g_\r\r\l

71<|g|<72}(5)&(t7§)] dg,
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et ensuite, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'identité de Plancherel et par la définition de la
fonctions Uy, ci-dessus nous avons

7€ 1<y (07 0 < 10 (1) 221

740

Finalement, nous prenons l'intégrale sur l'intervalle de temps [0,7] & chaque coté de cette
inégalité ou, étant donné que f est une fonction stationnaire et en appliquant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz (en variable de temps) nous pouvons alors écrire l'estimation (1.83).

Une fois que l'on a cette estimation, nous la remplagons dans I’estimation (1.82) et nous obtenons

1
T T 2
. 1. f - 2
V/O IV @l(t, )| 72dt < 5||Uo!|i2 +12 (/0 U (2, ')||%zdt> 1 f1l 2

Ainsi, nous divisons cette estimation par 1', puis nous prenons la limite supérieure lorsque
T — 400 et par la définition des moyennes en temps long e et u,, nous obtenons finalement
Pestimation cherchée e < g, || f||z2- [

Nous avons maintenant tous les ingrédients dont on a besoin pour étudier 'estimation (1.69) et
nous avons ainsi le résultat suivant.

Théoréme 1.3.1 (Loi de dissipation d’énergie dans le cadre non périodique) Soitv >
0 la constante de viscosité du fluide. Soit f € L*(R3) une force a divergence nulle et qui vérifie
la localisation fréquentielle

supp (F)cleerd: << 2t
A A

pour une échelle d’injection d’énergie €g > 0 donnée et fixée; et ot 0 < p1 < p2 sont deux
constantes qui me dépendent pas d’aucun parameétre physique. Soit U € LfoLi N (L,?)Hl,1 une
solution faible des équations de Navier-Stokes amorties

—

atﬁ:ym—(aﬁ)ﬁ—ﬁﬁf—%ﬁ, div(@) =0, div(f)=0, v>0, L>/l,

obtenue par le biais du Théoréeme 1.2.1, et a partir de laquelle on considére u, ug et e les
moyennes en temps long données par les expressions (1.65), (1.66) et (1.71) respectivement.

1
SiRe >> L, ot Re = H, alors on a lestimation donnée dans (1.69) :
v

o (nﬂw)
RN

ou ¢ > 0 est une constante numérique qui ne dépend d’aucun parameétre physique ci-dessus.

Démonstration. Ce résultat repose sur les estimations (1.77) et (1.80) obtenues dans les Pro-
positions 1.3.1 et 1.3.2 respectivement. En effet, observons tout d’abord que si I’on suppose que
le nombre Re est suffisamment grand : Re >> L, ce qui caractérise le régime turbulent grace
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a l'identité 1.76; alors le terme % devient négligeable et par 1’estimation (1.77) nous pouvons
écrire

— u2 Fl [e%)
iz < (”“)
o \Ifilz

Ensuite, nous multiplions a chaque coté de cette estimation par la quantité uwy, > 0 et nous
obtenons 'estimation suivante :
5 -
a u® [ fllzee
u I fllze < e ().
0\ [Ifllr2

Finalement, par 'estimation (1.80) nous savons que 'on a e < uy, || f]|z2 et ainsi nous pouvons

o - u® [ fll=)
écrire I'estimation cherché : e < ¢ / HfH , ol nous observons que la constante ¢ > 0
0 L2

est indépendante de tout parametre physique de notre modele et alors il s’agit d’une constante
universelle. |

Maintenant que 'on a vérifié l'estimation du terme de dissipation d’énergie (1.69), dans la
section qui suit nous allons faire quelques remarques sur cette estimation par rapport a I’étude

déterministe de la loi de dissipation de Kolmogorov € ~ %; .

1.3.3 Conclusions

Dans cette section nous allons faire une discussion sur I'estimation (1.69) obtenue dans le
Théoreme 1.3.1. Insistons tout d’abord sur le fait que cette estimation du terme de dissipation
d’énergie e est une estimation rigoureuse car tous les termes qui interviennent ont bien un sens
mathématique. Nous souhaitons maintenant d’expliquer comment, a partir de cette inégalité,
on peut récupérer des estimations du taux moyen de dissipation d’énergie € selon la loi de
Kolmogorov :

c< 2 (1.84)

Rappelons rapidement ’essentiel du probléme : étant donné qu’on travail sur tout ’espace R?
alors la longueur caractéristique du fluide L > £y n’est pas rigoureusement définie et donc la

vitesse caractéristique U = —5 et le taux moyen de dissipation d’énergie ¢ = ne le sont pas

e

L2 L3
non plus. Ainsi, avant d’étudier I’estimation (1.84) nous avons tout d’abord étudié I'estimation
(1.69) ou cette longueur L n’intervient pas.

Dans ce cadre, en suivant les idées de la Section 1.2.3, nous allons considérer la longueur
L > /4y tout simplement comme un parametre pour définir (toujours formellement) les quantités
moyennes U et ¢, et a partir de 'estimation rigoureuse (1.69) nous allons étudier I’estimation
(1.84). Toutes les estimations que nous allons obtenir sont des corollaires du Théoreme 1.3.1 et
étant donné que L > £y nous allons diviser notre étude en regardant deux cas : nous allons tout
d’abord considérer L = £y pour ensuite étudier le cas lorsque L > {.

A) Le cas L = ¢

Rappelons rapidement que dans la formule (1.64) page 36 nous avons expliqué que les notes
de cours [16] de P. Constantin suggerent de considérer la longueur L = ¢y (ou ¢y > 0 est
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toujours une échelle d’injection d’énergie fixe) pour définir les quantités moyennes U et €. Nous
suivons donc ici cette idée (méme si elle n’a pas aucune explication rigoureuse) et nous avons
les estimations suivantes par rapport a la loi de Kolmogorov.

Proposition 1.3.3 Soit £y > 0 une échelle d’injection d’énergie fizée par la force fdcms (1.62).
On fize la longueur caractéristique L = ly. Soit @ € L{L2 N (L) 10.H) une solution faible des
équations de Navier-Stokes amorties (1.59) et soient les moyennes en temps e > 0 et u > 0
définies o partir de la solution @ par les expressions (1.66) et (1.71). Soient enfin la vitesse

U
caractéristique U = — et le taur de dissipation d’énergie € = A Alors on a Uestimation :

02 0
U3
e < CE,
ot la constante ¢ > 0 ne dépend d’aucun paramétre physique ci-dessus.

Nous observons ainsi que le choix L = ¢y nous donne une estimation du taux de dissipation &
qui est bien en accord avec la loi de dissipation de Kolmogorov, néanmoins insistons sur le fait
que cette estimation n’est pas tout a fait rigoureuse dans le sens que nous ne disposons d’aucun
argument supplémentaire (ni physique ni mathématique) pour justifier le choix de 1’échelle ¢
pour définir les quantités moyennes U et € ci-dessus.

Preuve. Par l'estimation (1.69) on commence par écrire e < ¢ 7 =
0\ [[fll
lons étudier en plus le terme % En effet, la force f étant localisée aux fréquences de ’ordre
L2
1

de 7 (voir toujours la formule (1.62)) alors par les inégalités de Bernstein nous avons l'es-

timation % < L. et en remplacant cette estimation dans 'estimation précédente nous
L2 02

2
ug,u” 1 . . . .
avons e < et — . De plus, par 'estimation (1.81) nous avons uy, < u et dans 'estimation

Ogg

) ~
Ugy U Jllzee
0 (H H ), et nous al-

3
" ;. u
précédente nous pouvons écrire e < —

7 . On divise chaque c6té de cette estimation par Eg et
0

~
Ow\w‘ —

u

. 3
+ on obtient alors e < c%. n
&

comme 'on a défini € = f% et U =
0

Dans ce cas lorsque L = £y nous pouvons aussi en déduire ’estimation du taux de dissipa-
tion e faite dans [16] et qui a été exposée dans la Section 1.1.2 : rappelons rapidement que dans
[16] on considere les équation de Navier-Stokes classiques (sans terme d’amortissement) et I'on
définit une longueur L. par le biais de la force f comme :

F
Le=—— (1.85)
IV @ fllze
avec F' = w (voir la formule (1.27) pour tous les détails) ; et avec cette longueur, toujours

&
3

dans [16], on obtient 'estimation suivante £ < =
C
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Néanmoins, dans la Section 1.1.3 nous avons aussi expliqué que cette estimation présente quelques

lacunes techniques et 'une de ces lacunes étant que la vitesse caractéristique U = - est poten-
63

tiellement mal posée dans le cadre des équations de Navier-Stokes classiques (voir I'estimation

(1.33) page 23 pour tous les détails & ce sujet).

Proposition 1.3.4 Soit @ € L°L2 N (L)1 H. une solution faible des équations de Navier-
Stokes amorties (1.59) et soient soient les moyennes en temps e > 0 et u > 0 définies a partir
de la solution U par les expressions (1.66) et (1.71). Soit £y > 0 une échelle d’injection d’énergie

. u
fizée par la force f dans (1.62), soit la longueur L = {y et soient la vitesse caractéristique U = —

3
£
et le taux de dissipation d’énergie € = Zg. Soit enfin longueur L. est définie dans (1.85). Alors

on a l’estimation
US
e<c—.
C

Preuve. Comme nous avons uy, < u (voir toujours l'estimation (1.81)) alors par ’estimation

3 -
m(nﬂuoo) u? L2 | fllie

(1.69) nous avons e < % 7l d’ot nous écrivons e < c—
L2

g§ 1fllz2 Lo

, et nous allons main-

3 -
6 e~ 1
Ml 6 L

tenant vérifier ’encadrement . Par la définition de la longueur L. ci-dessus

6 fl 2 , . — — 5
nous savons que —Ll = V&Sl ®}{:HL°° , et comme F = | ”3L alors nous écrivons Li = |\V®f\|LwW.
c 5 c
02 L2

De plus, par la localisation fréquentielle de la force f (voir toujours la formule 1.62) et par

les inégalités de Bernstein nous avons de plus || f||re~ = %; et ainsi 'on a I’encadrement
. . wbl . 3 .
ci-dessus. Nous écrivons donc e < ¢—5 7 Puis nous divisons chaque terme par £3 pour écrire
2 Lo
3 ‘60
e <= n

L.*

Soulignons maintenant le fait que cette estimation est encore moins rigoureuse que l’estima-
tion obtenue dans la Proposition 1.3.3 car ici on ne comprend pas tout a fait la signification de
la longueur L..

En conclusion, nous observons que si 'on consideére la longueur caractéristique L = £y alors
I’estimation du taux de dissipation € donnée par la Proposition 1.3.3 est préférable a ’estima-
tion donnée dans la Proposition 1.3.4 car cette premiere estimation est plus en accord a ce qu’on
s’attend selon la théorie K41.

B) Le cas L > {

Nous considérons ici un cas plus général ou la longueur caractéristique L n’est pas forcément
égale a I’échelle d’injection d’énergie £3 > 0. Dans ce cas nous avons une estimation du taux de
dissipation & suivante :

Proposition 1.3.5 Soit ¢y > 0 une échelle d’injection d’énergie fixée par la force f dans
(1.62). On five la longueur caractéristique L > ly. Soit @ € L¥°L2 N (L?)10cH} une solution
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faible des équations de Navier-Stokes amorties (1.59) et soient les moyennes en temps e > 0
et w > 0 définies a partir de la solution i@ par les expressions (1.66) et (1.71). Soient la vi-

tesse caractéristique U = —, le taux de dissipation d’énergie € = I3 et soit la force moyenne
3

—

F= HJ;HQLQ . Soit enfin ¢ > 0 la constante donnée dans l'estimation (1.69) qui ne dépend d’aucun
2

parametre physique ci-dessus. Alors on a 'estimation

o
Egcvoumw)
Lo F

Avant de donner une preuve de cette estimation il convient tout d’abord d’expliquer ce résultat
et nous allons maintenant observer que cette estimation donne, dans un certain sens, une
généralisation des estimations obtenues dans les Propositions 1.3.3 et 1.3.4 dans le cas L = {y.

En effet, observons tout d’abord que si nous supposons que la force f vérifie en plus la pro-
priété

[ fllpee = F, (1.86)
alors par l'estimation du taux de dissipation d’énergie ¢ ci-dessus nous pouvons écrire
U3
eSS —, (1.87)
lo

ce qui nous donne une estimation de € analogue a celle obtenue dans la Proposition 1.3.3 et qui
est en avec la loi de Kolmogorov.

Remarquons maintenant que I’hypothese supplémentaire sur la force f donnée dans (1.86) peut
étre vérifié dans le cadre de certains forces particulieres. En effet, la Définition 2.2.4 du chapitre
suivant nous donnons un exemple concret de force f qui vérifie cette propriété (voir la Remarque
2.2 page 68 pour plus de détails a ce sujet).

D’autre part, quant a l'estimation du taux de dissipation d’énergie € obtenue dans la Pro-
position 1.3.4, nous allons maintenant observer que dans le cas lorsque L > £y nous pouvons
obtenir une estimation similaire. En effet, il suffit d’observer le fait que la force f étant loca-
lisée aux fréquences de l'ordre de % alors par les inégalités de Bernstein nous pouvons écrire

Hﬁ ® f|| oo A % et donc, par l'estimation de € obtenue dans la proposition ci-dessus nous

avons ¢ < U3 (%) Ensuite, rappelons que dans [16] on considere la longueur L. donnée

dans (1.85) : L. = —=—L——; et nous obtenons ainsi 'estimation
V& fllLee
3
esS U—

Néanmoins, comme ’on a déja expliqué dans le cas L = fy, cette estimation est moins intéressante
que l'estimation (1.87) car I’on ne sait pas donner une interprétation rigoureuse a cette longueur
L. mais elle apparait de fagon relativement naturelle dans les calculs faits dans [16].

Preuve de la Proposition 1.3.5. Toujours par 'estimation (1.69) on commence par écrire

SgwﬁOmm
o \ 7]

), et comme nous avons ug, < wu (voir l'estimation (1.81)) alors nous
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—

3
< (Hf\lmo)_ u < 2 fll o ) ,
écrivons e c 3 = , et comme l'on a défini la force moyenne
1122 boL2 1122

171l 2 u’ IIfIILoo

F = . %L nous avons e < . —5 Finalement, nous divisons chaque terme de cette
2

estimations par L3 pour écrire ¢ < ¢¥- 7 (” oo > |

1.4 Lemme technique : preuve du Lemme 1.3.1 page 40
_3 - _3
Pour @ € LtOO(LQ) N (L?)10c(HL) nous avons 9@ € (L) joe(Hy 2), P(7- V@) € (L?)10c(Ha *)s,
Al € (L3)10e(H; 1Y) et de plus, la force f étant localisée aux fréquences 2 < [¢] < £2 alors f
appartient & tous les espaces de Sobolev H*(R?) (s € R) et donc, en mult1phant les équations
de Navier-Stokes amorties par f et en intégrant en variables d’espace nous pouvons écrire

—

it ) - Flo)de = /R At x) - fla)ds /R (B Vatt, o) - Flydz -+ |1

1% —

2 u(t,x) - f(z)dx

R3

Dans cette identité nous cherchons a faire apparaitre les termes || f|| 2, u, £o et Re et pour cela
on commence par écrire

— —

75 = [ ott.a) (x)dx—/Rg vailt,a) - fla)da+ [ (P Fitt,a) - Flo)da
+L2/ i(t, ) - flz)dz (1.88)

et nous avons les remarques suivantes : pour le premier terme a droite ci-dessus nous pouvons
écrire

Oyii(t, ) - Flx)dz = 0, /R i(t,a) - flw)de

R?)

car f est stationnaire. Pour le deuxieéme terme de (1.88), par une intégration par parties et en
appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous obtenons

—

—/, VAt 7) - Flx)de = —1// it 7) - Af(@)da < vt ) 2| AT e
R3 R3

Pour le troisieme terme de (1.88), f étant une fonction a divergence nulle et en utilisant les
propriétés du projecteur de Leray, par une intégration par parties et par 'inégalité de Holder
nous avons

—

/R:;(IP’(G. Vii(t,z))) - f(z)dz = /Rs(ﬁ Vii(t,z)) - f(z)dx Z /]R5 ui(t, x)u;(t, x)0; fi(x)dx

3,7=1

IN

I, )72V ® fllz=.
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Finalement, pour le quatrieme terme de (1.88), par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de plus

étant donné que l'on a L > ¢ alors nous avons
p [ ) ey < Lol i
De cette fagon, par les remarques ci-dessus, dans 'identité (1.88) nous obtenons

i3 < o [ dtta)- Fopdo+ 7t )9 @ Flum + vl 1AL

Vs i
gl flpalae, e,
0

T
et maintenant, pour 7" > 0 nous prenons la moyenne en temps T / (1)dt et comme f est
0

stationnaire nous avons
71 1 4 = . = T ) .
1z < = RSU(T,ﬂf)- () —do(2) - flz)da | + | 7 ; @t )72dt | IV @ fllree

T
e e -
il — u(t, - dt
vz [ (7 [ vt lsaae) 170
ensuite, nous prenons la limite limsup et nous obtenons
T—+oc0

14

e, it ) 187 +
0

—

P ([T o) - oto) - fleyis ) + (tmsup 1 [ e, st ) »

I£13. < limsup —
T—+00
- o 1 (T -
%[V @ fllgo + v (gmsfp = /O Ha(t,->|rL2dt> 1AF] 2 (1.89)
—+o00

v (.. 1 [T . -
2 (tmsup [ e, )lgedt ) 171
0 \T'—+oo 0

Dans cette inégalité, pour le premier terme a droite, par le Théoreme 1.2.2 nous savons que la

(1.90)

vitesse @ vérifi I'estimation

; P i
T, < el + 7 B (1= e,

et alors en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons

1 . > . > .. . >
7 ([, [ ) = o) F)] )| < 3 (1T lz + Do) 17
R3
< Mesmpappza+ Wi - eoony 4yt 170
= 7 L V,B L L4
d’ou nous avons
. 1 . > . 7
lim sup ‘ (/ [U(T,I) - f(z) —dp(z) - (m)] dx> ‘ <0. (1.91)
T—stoo | I \JR3
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D’autre part, pour le troisieme et quatrieme terme a droite de 1’estimation (1.89), en appliquant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz en variable de temps nous avons

1 /T 1 /T , 3
7 [ v < (3 [ o) (192)

De cette fagon, en remplagant les inégalités (1.91) et (1.92) dans (1.89) nous obtenons

1
. ) 1 T . . N ] 1 T . 2 .
1712 < (tmsup 7 [ fate l3ade ) 190 Fllom +0 (s o [ ate ) e) 1o 7e

T—~4o00 T—+00
1
v 1 (T 2
+— limsup/ alt,)|? dt) fllzz,
; (TH%OT [t ede) 171

d’ot, par la définition de la moyenne en temps long u nous pouvons écrire I'estimation cherchée

- = - . v -
1F172 < PV @ fllzee +vul| AflLe + Ul Sz
0



50

Chapitre 1. L’étude déterministe de la loi de dissipation d’énergie




Chapitre 2

Les solutions stationnaires amorties

Dans le chapitre précédent nous avons introduit les équations de Navier-Stokes amorties
o =vAT— (@- V)i —Vp+ f —ai, div(d) =0, «o>0, (2.1)

ou la force f est une fonction stationnaire; et nous avons étudié la loi de dissipation d’énergie
de Kolmogorov dans le cadre des ces équations ou le terme d’amortissement nous a permis de
donner un sens mathématique rigoureux aux quantités considérées.

Le fait que la force f ne dépende pas de la variable du temps suggere d’étudier les équations de
Navier-Stokes amorties et stationnaires :

— - —

—vAU+ (U -VYU+VP=f—alU, div(U)=0, a>0, (2.2)

ol le champ de vitesse U = U (x) et la pression P = P(x) ne dépendent que de la variable
spatiale et dans ce chapitre nous allons étudier un tout autre probleme relié & la turbulence dans
le cadre de ces équations stationnaires. Plus précisément nous allons étudier ici la stabilité et la
décroissance en variable d’espace des solutions U.

En effet, si le fluide est en régime laminaire on s’attend a ce que la solution U soit stable
au sens suivant : si nous considérons @y € L?(R?) n’importe quelle donnée initiale & divergence
nulle et @(¢, z) une solution faible du probleme de Cauchy des équations (2.1) (obtenue par le
biais du Théoréme 1.2.1 page 28) alors on a :

dim () = T2 =0, (2.3)
ce qui exprime le fait qu’a partir de n’importe quelle donnée initiale iy I’évolution au cours
du temps du champs de vitesse (t,-) converge toujours vers la solution stationnaire U dans
le régime asymptotique du temps long; et nous allons observer que cette propriété de stabilité
de la solution U , qui sera étudiée plus tard dans le Théoreme 2.3.2 (page 76), est seulement
valable dans le cadre d’un fluide en régime laminaire tandis que, dans le cadre plus général
d’un fluide en régime turbulent, nous allons montrer une toute autre propriété des solutions
stationnaires qui porte sur leur décroissance a l'infini en variable d’espace. Plus précisément,
dans le Théoreme 2.3.3 (page 79) nous allons montrer si la force f est une fonction bien localisée
en variable d’espace alors toute solution U des équations (2.2) vérifie une décroissance

1

U (@) S EG (2.4)

51
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Cette décroissance est intéressante car rappelons rapidement que dans le cadre des équations de
Navier-Stokes classiques (sans terme d’amortissement) on s’attend a ce que les solutions n’aient
pas une meilleure décroissance a ’infini que ﬁ et nous allons montrer le terme d’amortissement

—aU introduit dans les équations (2.2) entraine cette décroissance précise a l'infini.

Dans la Section 2.1.1 nous allons expliquer plus en détail I'intérét d’étudier les équations sta-
tionnaires (2.2) et ensuite dans la Section 2.1.2 nous montrons un résultat général sur l’existence
des solutions (U, P) des ces équations.

Une fois que le systeme d’équations sera posé, nous allons étudier dans la Section 2.2 sous
quelles conditions on se trouve dans un régime laminaire ou turbulent. Nous verrons ainsi que
pour faire une étude qui ne dépende pas explicitement des solutions des équations de Navier-
Stokes, il sera préférable d’utiliser les nombres de Grashof au lieu des nombres de Reynolds
introduits dans le chapitre précédent ; et ces nombres nous permettront de déterminer le régime
laminaire et le régime turbulent. En particulier, le régime laminaire sera caractérisé par un
controle sur les nombres de Grashof et pour obtenir ce régime laminaire, nous avons besoin de
choisir correctement une force extérieure et ceci sera fait dans la sous-section 2.2.2.

Une fois que nous avons tous les ingrédients de notre étude a disposition (les équations sta-
tionnaires, les nombres de Grashof et la force extérieure bien préparée) nous pourrons étudier
dans la Section 2.3 la propriété de stabilité (2.3) et la décroissance en variable d’espace (2.4)
des solutions des équations stationnaires (2.2).

2.1 Introduction

Comme annoncé nous commengons par expliquer plus en détail notre intérét pour étudier
les équations de Navier-Stokes amorties et stationnaires (2.2).

2.1.1 Motivation : le probleme en temps long

Le fait que la force f soit une fonction stationnaire motive I’étude du comportement des
solutions (t,-) lorsque le temps ¢ tend vers l'infini, ce qui est également appelé le probleme
en temps long pour les équations de Navier-Stokes; et pour expliquer comment ce probleme
en temps long nous ameéne a l’étude des équations stationnaires (2.2) nous avons besoin de
considérer pour l'instant les équations de Navier-Stokes avec le méme terme d’amortissement
mais en deux dimensions :

80 = VAT — (0-V)T —Vq+7—ab, div@@) =0, a>0, sur [0,+oc[xR?  (2.5)
ot § = §(z) € R? est toujours une force stationnaire.

Le probleme en temps long pour les équations (2.5) (en dimension 2) a été étudié par A. Ilyin et.
al. en 2015 dans 'article [36] et nous allons expliquer trés rapidement les grandes lignes de cette
étude : tout d’abord, dans le Théoréme 2.1 de [36], & partir d'une donnée initiale 7y € L?(R?) &
divergence nulle on montre Pexistence d’une unique solution @ € L L2N(L?),cH} des équations
(2.5) qui vérifie

¥(0, +) = vy, (2.6)
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et il s’agit d’étudier le comportement de cette solution ¥(¢,-) lorsque t — 4o00. Cette étude
faite dans [36] est plutot technique mais nous expliquons tout de suite les idées générales.

L’étude du probleme en temps long des équations de Navier-Stokes amorties et en deux dimen-
sions (2.5) repose essentiellement sur deux ingrédients : la notion de solution éternelle donnée
dans la Définition 2.1.1 ci-dessous et 1'unicité de la solution # du probleme de Cauchy pour ces
équations. On commence donc par introduire la notion de solution éternelle :

Définition 2.1.1 Une fonction ¥, :] — oo, +oo[xR? — R? est une solution éternelle des
équations de Navier-Stokes amorties (2.5) si v € L{°L2 N (L?)10.H. et si la fonction ¥, vérifie
ces équations.

Nous allons maintenant voir comment ces solutions éternelles nous permettent d’étudier le com-
portement en temps long de la solution ¥/ (voir toujours l'article [36] pour tous les détails des cal-
culs). On considere une suite (t,)nen telle que tg = 0 et telle que ¢, — +o00 lorsque n — +o0;
et pour tout n € N on considére le probleme de Cauchy des équations (2.5) avec la condition
initiale

17“(*1;717 ) = 7o, (27)
ol nous pouvons observer que 1’on prend ici la méme donnée initiale 1y mais maintenant au temps
—t,, au lieu du temps ¢ty = 0. Ainsi, toujours par le Théoreme 2.1 dans [36] nous savons qu’il
existe une fonction @, € L{°L2 N (L) H] définie sur [—t,, +00[xR? qui est P'unique solution du
probleme de Cauchy avec la condition (2.7). Ensuite, dans le Théoréme 2.6 dans [36] on montre
que la suite de fonctions (@, ),en converge dans la topologie forte de 1’espace (L?L2);,. vers une
solution éternelle ¥, donnée dans la Définition 2.1.1. De plus (toujours dans le Théoreme 2.6 de
Particle [36]) on montre que 'on a aussi la convergence

li U ) — U (0, - = 2.
Lm0 = (0, )2 = 0, (23
et cette convergence et ['unicité des solutions du probleme de Cauchy des équations (2.5) vont
nous permettre d’étudier le comportement en temps long de la solution 4.

En effet, dans les expressions (2.6) et (2.7) nous pouvons observer que les solutions ¥ et ),
sont construites a partir de la méme donnée ¥y et ainsi, par 'unicité de la solution, nous obser-
vons que la solution 7, est en réalité un décalage de la solution ¥ au temps initial —¢,, et nous
pouvons ainsi écrire I'identité

ﬁn(oul) = ﬁ(tna')v (29)

pour tout n € N. Si nous remplacons maintenant cette identité dans l'expression (2.8) nous
pouvons alors écrire

i it ) — (0, )2 =0, (2.10)
pour observer que la solution ¢ converge (via la suite (t,)nen) vers la solution éternelle v, des
équations (2.5) lorsque le temps ¢, tend vers l'infini et ceci nous permet de comprendre le com-
portement en temps long de cette solution.

Revenons a présent a notre cas d’étude donné par les équations de Navier-Stokes amorties
sur 'espace R? (2.1). Rappelons que nous voulons étudier le comportement en temps long des
solutions @ et pour cela il serait naturel de suivre les lignes exposées ci-dessus (dans le cadre des
équations en deux dimensions ) mais nous allons voir que 'on a ici une contrainte technique qui
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porte sur I'unicité des solutions et que nous expliquons tout suite.

Soit donc i@y € L%(R3) une donnée initiale & divergence nulle et soit une suite (t,)nen telle
que tg = 0 et t,, — +o00 lorsque n — +00. En suivant les idées ci-dessus nous considérons le
probleme de Cauchy pour les équations (2.1) avec une condition initiale

Uy (—tn, ) = to, (2.11)

pour tout n € N; et alors par le Théoreme 1.2.1 (page 28) nous savons qu’il existe une solution
Up @ [—tn, +00[xR3 — R3. De plus, en suivant exactement les mémes lignes de la preuve
du Théoreme 2.6 dans [36] (toutes les estimations s’adaptent sans aucun probléme lorsqu’on
considere les équations en trois dimensions) nous avons que cette suite des solutions (iy,)neN
converge vers une solution éternelle (au sens de la Définition 2.1.1) des équations (2.1) :

il ;] — 00, 400[ xR — R3,
et de plus (toujours par le Théoreme 2.6 dans [36]) nous avons

lim  [[@(0,-) — @ (0, )| 12 = 0. (2.12)

Mais, dans ce cas ol 'on considere les équations de Navier-Stokes posées sur R3 1'unicité des
solutions du probléeme de Cauchy est encore une question ouverte, que ce soit pour les équations
de Navier-Stokes amorties ou pour les équations de Navier-Stokes classiques (sans terme d’amor-
tissement) ; et cette fois-ci on ne peut pas écrire 'identité (0, ) = u(t,, ) pour ainsi obtenir
un résultat similaire & celui donné dans I’expression (2.10) qui nous a permis de comprendre le
comportement en temps long des équations amorties en deux dimensions.

Ainsi, ’étude du comportement en temps long des solutions des équations de Navier-Stokes
amorties et en dimension deux (2.5) fait dans larticle [36] ne peut pas étre appliqué en toute
généralité a notre cadre des équations amorties en dimension trois (2.1) et I’essentiel du probleme
repose sur le manque d’information sur I'unicité des solutions du probléme de Cauchy.

Néanmoins cette étude nous suggere de considérer les solutions éternelles @, des équations (2.1)
et un cas particulier des solutions éternelles sont les solutions stationnaires U. En effet, comme
la fonction U est constante en temps alors cette fonction est bien évidemment définie pour tout
temps ¢ € R et de plus, comme la fonction U vérifie les équations (2.2) et comme 'on a U =0,
alors cette fonction vérifie aussi les équations (2.1).

Nous observons alors que 1’étude du probleme en temps long des équations (2.1) nous ameéne
finalement & I’étude des équations stationnaires (2.2) et dans la Section 2.3.1 nous allons voir que
les solutions U de ces équations stationnaires nous permettent de comprendre le comportement
en temps des solutions @ des équations non stationnaires (2.1) dans un cadre particulier lorsque
le fluide est en régime laminaire. Mais, avant d’entrer dans le vif du sujet, nous allons tout
d’abord étudier un peu plus les équations stationnaires (2.2) et nous allons montrer un résultat
général sur I'existence des solutions de ces équations.

2.1.2 Existence

Comme annoncé nous considérons ici le systeme de Navier-Stokes amorti et stationnaire
(2.2) et nous allons construire des solutions dans le cadre de ’espace de Sobolev H'(R?), mais,
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avant de construire ces solutions il convient d’expliquer un peu plus en détails pourquoi nous
cherchons & construire des solutions dans cet espace fonctionnel. Le choix de l'espace H!(R3)
est une conséquence des estimations a priori suivantes : si nous supposons que la vitesse U et la
force f sont suffisamment réguliéres et intégrables alors, en multipliant les équations (2.2) par
U et puis en intégrant en variable d’espace nous avons (formellement)

.y Aﬁ-ﬁdw+/

[(U‘ﬁ)(ﬂﬁdw—i— VP.Udx = fUde—a | U-Uda,
R3 R3

R3 R3 R3

d’ol1, comme div(ﬁ ) = 0, par une intégration par parties nous avons (toujours formellement) les
identités

/ (0-9)0] Gdz=0 e [ GP-Tdr=0,
R3 R3
et alors nous obtenons l'identité
V/ W@[j]%lx—i-a/ U)Pdz = | f-Ude,
R3 R3 R3

d’ou nous pouvons écrire
min(v, a)HﬁH%{l < 1// IV @ U2ds + a/ U Pda = f-Uda.
R3 R3 R3

Dans le dernier terme & droite ci-dessus nous observons que si 'on a f € H~1(R?) et U € H'(R3)
alors en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans ce dernier terme nous obtenons

min(v, &) [Ul7n < [ fll-2 [0,

d’ot nous écrivons (au moins formellement) I’estimation a priori suivante :

Ul <

FirEe (2.13)

mln(u a)

Avec ces estimations formelles, nous pouvons observer que I'espace H~!(R?) est un espace natu-
rel pour la force f et avec f € H~!(R3) nous sommes censés obtenir des solutions dans 1’espace
H'(R?).

Observons aussi que le terme d’amortissement —aU entraine un contréle sur la norme L? des
solutions U. Dans la Section 2.3 nous allons étudier quelques propriétés intéressantes des solu-
tions U qui sont entrainées par ce terme —aU.

Une fois que nous avons fait ces calculs préliminaires, nous allons construire des solutions ([7 , P)
des équations stationnaires (2.2) et pour cela nous procéderons de la facon suivante : comme
nous travaillons dans I’espace R? tout entier, dans un premier temps nous appliquons le projec-
teur de Leray aux équations (2.2) et comme div(U) = 0 et div(f) = 0 nous obtenons ainsi les
équations

—vAU +P((U - V)U) = f — al,

d’ott nous pouvons écrire

—

(—vA + aly)U +P(U - V)U) = f,
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ou I, est 'opérateur identité. Dans cette expression nous observons que ces équations s’écrivent
formellement comme le probléme de point fixe équivalent suivant :

1

U= _*VAJrOtId

W a o 1 E
(- )0 + ——— |f] 2.14
BT 9D+ xar | (2.14)
Ainsi, nous utiliserons un principe de point fixe pour résoudre ce probleme et ensuite, a partir
de la solution U nous pourrions récupérer le terme de pression P qui est relié a cette fonction
1 S oo

par la relation P = —Adiv ((U . V)U).

A ce stade il est important de souligner qu’il y a plusieurs fagons de résoudre le probleme
de point fixe (2.14). En effet, une maniere classique de résoudre ce probleme est d’utiliser le
principe de contraction de Picard, ol 'on obtient ’existence et 1'unicité de la solution, mais
avec cette méthode nous sommes obligés de controler la taille de la force f : ||f]|g-1 et alors
nous avons ’existence et 'unicité de la solution seulement pour des forces suffisamment petites.
En effet, pour appliquer le principe de contraction de Picard nous devons controler le terme

la force f : Popérateur

et pour cela nous devons finalement obtenir un contréle sur la taille de
Hl

“x o ]

s’exprime au niveau de Fourier par le symbole et

1
VIEP +a
1 1

comme nous avons l’estimation 5 < — T nous obtenons alors 'estimation
v[§]* +a T min(a,v) [§]F +1

1 —
i = m”fHH*1

—VvA+ aly

Bl

Une deuxieme fagon de résoudre le probleme de point fixe (2.14) repose sur I'estimation a priori
(2.13) ou en utilisant le principe de point fixe de Schaefer (voir le Lemme 2.1.1 ci-dessous) nous
pouvons construire des solutions U € H L(R3) pour n’importe quelle force f € H '(R3) et donc
il s’agit d’une fagon plus générale de construire ces solutions. Néanmoins comme nous allons le
voir cette méthode nous ne fournit aucune information supplémentaire sur I'unicité des solutions.

Nous allons préférer ici cette deuxieme facon de construire des solutions du probleme (2.14)
(et donc de construire des solutions des équations (2.2)) car le fait de ne pas controler la taille
force f nous permettra apres de caractériser le régime turbulent du fluide, ce qui sera expliqué
plus en détail dans la Section 2.2; et ensuite dans la Section 2.3.2 nous étudierons quelques
propriétés des solutions U dans ce régime turbulent.

Nous avons de cette fagon le résultat suivant sur ’existence des solutions des équations de
Navier-Stokes amorties et stationnaires.

Théoreme 2.1.1 Soit f € H Y (R3) une force a divergence nulle. 1l existe (U, P) € H*(R3) x
H%(IR{?’) solution faible des équations de Navier-Stokes stationnaires et amorties (2.2). De plus,
toute solution vérifie l’estimation (2.13).

Avant de prouver ce théoreme faisons les remarques suivantes. La preuve de ce théoreme suit
les grandes lignes de la preuve du Théoréeme 16.2 du livre [46] ; et comme 'on a déja mentionné
cette preuve repose essentiellement sur 'estimation & priori (2.13) et le théoreme de point fixe
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de Schaefer que nous énongons en toute généralité comme suit (voir le Théoreme 16.1 du livre
[46] pour plus de références sur ce résultat).

Lemme 2.1.1 Soit ¥ un espace de Banach et T : E — E un opérateur qui satisfait :
1) T est un opérateur continu,
2) T est un opérateur compact,

3) Estimation a priori : il existe une constante C > 0 telle que, pour tout A € [0,1], sie € E
vérifie l’équation e = \T'(e) alors on a |le||g < C.

Alors, il existe e € E une solution du probleme de point fize e = T'(e).

Ainsi, dans le cadre de ce lemme nous définissons ’espace £ comme
E={U e H'(R%) : div(U) = 0}, (2.15)

muni de la norme || - ||z et de plus, nous définissons I'opérateur 7' par Iexpression (2.14) :

. 1 L. 1 E

) = —vA + aly [P <<(U ' V)U>>] VA + aly [f} ’ (2.16)
et nous voulons maintenant vérifier que cet opérateur satisfait les hypotheses du Lemme 2.1.1
mais nous trouvons ici une contrainte technique. En effet, le point 1) ci-dessus sera vérifié par
le Lemme 2.1.2 ci-apres, tandis que, le point 3) sera vérifié par l'estimation (2.13), néanmoins,
nous allons voir que le point 2) qui porte sur la compacité de 'opérateur 1" pose des problemes
techniques. En effet, si nous prenons (ﬁn)neN une suite bornée dans l'espace E défini dans
(2.15), nous savons qu'il existe une sous suite (ﬁnk) keN qui converge faiblement dans cet espace
et alors par la continuité de I'opérateur 7" nous avons seulement la convergence faible la suite
(T(U'nk)) ren et non pas sa convergence forte et ainsi la compacité de 'opérateur T semble hors
de portée.

De ce cadre, nous allons contourner ce probléeme technique de la fagon suivante : il s’agit d’ap-
procher l'opérateur T' par une famille d’opérateurs compacts (7).~ qui vérifient les hypotheses
du Lemme 2.1.1 et alors nous obtiendrons une famille de solutions approchées L_fr =T, r((jr) ou
U, € E pour tout r > 0. Ensuite, par un lemme de Rellich-Lions nous prouvons que cette famille
converge vers une solution des équations (2.2).

Démonstration du Théoréme 2.1.1. Soit § € C$°(R?) telle que 0 < O(x) < 1, §(x) = 1
si |z < 1etO(xz) =0silr] > 2etsoit > 0. Nous définissons la fonction de troncature
0r(z) par 6 (Z) et alors, dans le terme bilinéaire de (2.16) nous écrivons (16.0] - V)[6,T], et nous
définissons ainsi I'opérateur approché T, par

10) = =5 yag; [F (00 910.0))] - 25 0]

et pour mener a bien les estimations dont on a besoin nous récrivons cette opérateur comme
N —VA 1 1 — - — —VA 1 =
T, =—|-P —<9r : 0, ) - | — . 2.1
0= 5es o (z (@0 900))] - 25 @] e

Vérifions maintenant que cet opérateur satisfait les hypotheses du Lemme 2.1.1.
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1) Continuité. Soient U,V € E et nous avons

d’ou, nous écrivons

10 - 10, = | Soaes 127 (5 (@0 9001 - 070 90.7) ) ||

(- 9)0.0) (001 9)0.9) = (0 = D) D6+ (079100,
et alors nous obtenons
[n0) -7, < |Saear [F (5 (@@ -r-9w0)]| |
toamr [ (& (- 9m.@ - vn)) | (219

A ce stade nous avons besoin de ’estimation suivante :

—

Lemme 2.1.2 Pour tout U,V € H'(R?) tels que div(U) =0 et div(V) =0 on a :

A1 Lo ﬂ
"=  |Ip
H_VMOJd or (5 (09w )]H S Loy Py o

Preuve. On commence par écrire
—VvA 1 1/ - =5 =5 1
"= e = . -
H—I/A—}—ald |:V (A <(U V)V))]HHl C' —vA+ aly i1

(o, v)||div(U @ V)| -1 < e(a,v)||U @ V|2
c(a,v)Hﬁ'@bVHH;

IN

[dm(ﬁ@ 17)} H
<
<

ou par les lois de produit (voir le livre [46]) nous pouvons finalement écrire
() U V] 1 < cla)|Ul[ g [V ] -
|

Ainsi, nous appliquons cette estimation a chaque terme a droite de l'inégalité (4.45)
et nous avons

|70) - 1(7)

—

0=,

IA

c(a,v) [
c(a,v) [ }

D’autre part, nous étudions un peu plus le dernier terme a droite ou ’on a ’estimation

(0 - V)H

Hl

IN

UVH.

(0=, = T(U—V)Hm+HV®(0T(U—V))‘L2
< (100l + 190 | 1T =V,
et alors nous pouvons écrire
ol < S
|n@) =17, < cOrav) | 1T =V,

d’oul nous concluions la continuité de I'opérateur 7, sur ’espace E.



2.1. Introduction 59

2) Compacité. Soit donc (V,)nen une suite bornée dans E. Alors, la suite (6,V,)nen est
aussi bornée dans E et en plus, comme la fonction 6, est définie par 6,(z) = 0 (%)
et la function de test 6 satisfait supp(9) C {r € R3 : |z| < 2}, alors, nous avons
supp (0,) C {z € R?: |x| < 2r} et donc , pour tout n € N nous avons

supp (0,V,)) C {z € R® : |z| < 2r}.

—

De cette fagon, par le lemme de Rellich-Lions il existe une sous-suite (V},, )xen, qui pour
simplifier 'écriture sera notée comme (V,,)nen, et il existe V e H'(R3) telles que la suite
(Vi )nen converge fortement vers V' dans L?(R?) mais aussi dans LP(R?) pour 2 < p < 6.

Ainsi, pour vérifier la compacité de l'opérateur T, nous allons montrer que la suite

—

(T+(V))nen converge fortement vers T(V) dans E. En effet, par identité (2.18) nous

commencons par écrire
- W6,V
. o))

—VvA 1 1 — — —
— | -P —( 0,V]- 0 — )
et pour traiter les termes a droite ci-dessus nous avons ’estimation suivante :
—vA 1 . I
m |: ]P)(g):| m S C(O[,I/)||g||H_17p0uT’ tOUtg €eH 1(R3).

Nous prouverons ce lemme & la fin du chapitre et maintenant, en appliquant ce lemme a
chaque terme de lidentité précédente nous avons

<u

@) -1 < |5 |27 (& (7 -

<l

)

Hl

Lemme 2.1.3 Ona

v

IT (Vo) = TVl < e]|([6- (Voo = V)] - V) [0Vl g1 +¢[1([6:V] - V) 0,(Vie = V][] g
(a) (b)

et nous cherchons & montrer que les termes (a) et (b) ci-dessus convergent vers zéro lorsque
n tend & l'infini. Pour traiter les termes (a) et (b) nous utiliserons 'identité suivante :
soient A = (Ay, Az, A3) et B = (Bq, By, B3) deux fonctions vectorielles, alors on peut

écrire
-, — — 3 — 3 — —
((6,4) V)6, B) = Z(arAj)ajer):Z(arAj(ajerBwrajB))
j=1 j=1
= (A-V06,)(,B)+ (024-V)B. (2.20)

Ainsi, pour étudier le terme (a), dans l'identité ci-dessus nous prenons A = V,, — V et
B =V, et alors nous pouvons écrire

16, (Va= PN 0Vl -1 < |[((Va = V) - V6,)16, V] o

@2 =) 7

I_'I_

(a.1) (a.2)

Nous avons encore besoin d’étudier les termes (a.1) et (a.2) ci-dessus. Pour le terme (a.1),
par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev et I'inégalité de Holder nous avons

< || - v)- Vo0,

| P (AR ORI PRI PR

< WV = V2 IVOr || Lo 10+ Lo | Vall s,
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d’ol1, comme la suite (V,,)pen est bornée dans E et comme E C H*(R3), nous avons donc
que cette suite bornée dans H'(IR?) et alors elle est aussi bornée dans L9(R3). De cette
fagon, par les estimations précédentes nous pouvons écrire

(=) 9007, < 61V = Vllsz,

H-1

d’oli, comme la suite (V},),en converge fortement vers V' dans L? nous avons alors que le
terme (a.1) converge vers zéro lorsque n tend vers l'infini.

Pour le terme (a.2), toujours par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev et I'inégalité
de Holder nous pouvons écrire

IN

cH(@%(Vn —V) -,

Lo SN0V = V)19 @ Vall 2

IN

1671121V = V| all Vall g < e(80) [V = Vi a

d’ou, comme la suite comme la suite (V,,),en converge fortement vers V' dans L*(R3)
nous avons ainsi que le terme (a.2) converge vers zéro lorsque n tend vers U'infini et de
cette fagon le terme (a) n’annule si n — +o0.

La vérification que le terme (b) converge vers zéro lorsque n — —+o0 suit essentielle-
ment les mémes lignes que le terme (a).

Nous avons donc que (Tp(V,))nen converge fortement vers T(V) dans E et alors T}
est un opérateur compact sur cet espace.

Estimation a priori. Soit donc A € [0,1], si U € E satisfait 'équation de point fixe
U = M\T.(U), par la définition de I'opérateur T, nous avons l'identité

0=z |28 (5 (001 9i0.00) )| - 0= 3225 | 5]
d’ou1 nous pouvons écrire
[—vA + al)U = —XP([0,U] - V)[6,U] + Af,
et alors nous observons que U satisfait I’équation
—vAU + alU = —AP([6,U] - V)[6,U] + \f. (2.21)

Maintenant, comme U € E alors nous savons que UeH! (R3) et dans I’équation ci-dessus
nous obtenons l'identité
AT, U) -1 +0{U, 0) 1o = =MP((6,U]-V) (0,01, U) =1 +MF O -1

—

ou, comme div(U) = 0 et par les propriétés du projecteur de Leray nous avons

]

(B(([6,0)V)8:01), O) -1 = (([0:-U)V)16:0), O) pr-1cr = ((U-V)18:0],6,0) 101 = 0,

et de cette fagon, par une intégration par parties nous écrivons

O3, + @l U172 = MA D a1,
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d’ou nous avons
min(v, o) |U |3 < v|U%: + allUl72 < AU -1k

De plus, comme 0 < X < 1, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités de Young
nous pouvons écrire

— - = min(v, «)

MUY a-1cm < WUl f -2 < 1T 17 + FirEe

2
min(v, a)
et alors nous obtenons

U < ela, )l (2.22)

Finalement, nous posons la constante C' = ¢(a, v)||f]| g1 et nous vérifions de cette facon
le point 3) du Lemme 2.1.1.

Ainsi, par une application de ce lemme il existe U, € E solution de I’équation de point fixe
U, =T.(U,).

Une fois que 'on a montré 'existe des solutions U, (pour r > 0 fixe) du probléme de point
fixe ci-dessus nous allons montrer que la famille de solutions ((j})wo converge vers U une so-
lution des équations de Navier-Stokes stationnaires et amorties. Tout d’abord, par ’estimation
(2.22) nous savons que (U, )0 est uniformément bornée dans espace H'(R3) et alors

sup [|oU, | 1 < +00,
r>0

pour tout ¢ € C°(R?). De cette fagon, par le lemme de Rellich-Lions et en appliquant la
méthode d’extraction dlagonale de Cantor, il existe une suite de nombres positifs (7, )nen, tels
que 7, — +00, et il existe U € H! (R3) telle que la suite (U, Inen converge fortement vers U
dans L} (R?). Mais, toujours par l’ebturnatlon (2.22) nous avons que (U, )nen converge faible-

ment dans H'(R?) ce qui nous donne U € H'(R?).

De plus, par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev nous savons que (ﬁrn)neN est uni-
formément bornée dans L8(IR3) et donc (U, )nen converge fortement vers U dans L (R?) pour
2<p<6.

Maintenant, nous allons prouver que le terme non linéaire ((6,,,U,.,) - V)(8,, U, ) converge vers
(U - V)U dans D'. En effet, pour n € N fixé, comme div(U,, ) = 0, nous pouvons écrire

—

((0r,Tr,) - V)00, Tr,) = b, (T, - ¥)(0,,00,) ) = Ordiv(T,,, & (6,05,)),

(R3) et de plus, étant donné que 6, (z) =1
lorsque |x| < 7y, alors nous avons que 6, UTn converge fortement vers U dans L} (R?) et de

et comme U, converge fortement vers U dans Lz oc

cette fagon nous obtenons que U, ® [Grn U,,] converge fortement vers U @ U dans L (R3).

Ainsi, nous avons que 6  div(U,, & [0y, U, a]) converge vers div(U ® U) dans D' et comme, pour
Ue Hl(R?’) nous avons en plus que div(U) = 0, nous pouvons écrire div(U @ U) = (U - V)U.

Une fois que T'on a la convergence de (6, U, ) - V)(0y, U,.) vers (U - V)U dans D’ alors nous
avons l'identité suivante au sens des distributions

lim [-mﬁw((emﬁr,)ﬁ)(emﬁm)—fmﬁm = AU+ (0 - V)T - f+al. (2.23)

T'n—>+00
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D’autre part, comme U, vérifie ’équation

—

_VAZ?TTL + P((G"'n ﬁrn) ' ﬁ)(97"1'1,177177,) = JF_ aUTn?

—

et comme div(U,,) = 0 et div(f) = 0 nous pouvons écrire

n

—

P |-vAU,, + ((6,,0,,) - V)(0,,0,,) — f +aU,, | =0,

et alors il existe P, € D’ telle que
_VAﬁrn + ((ern U_:Tn) ' 6)(ern ﬁrn) - f+ aﬁrn = 6‘F)'r'n

A partir de cette identité nous pouvons observer que le rotationnel du terme de gauche ci-dessus
est égal a zéro et alors, par I'identité (2.23) nous en tirons que

- = — —

VA|-vAU + (U - VU - f+al| =0,

et alors il existe P € D’ telle que —vAU + ([7 . 6)17 — f—i— aU = VP. De plus, toujours par la
relation P = ﬁdiv((ﬁ . V)U) et comme U € H'(R?) nous avons que P € H%(]R?’).

Pour finir la preuve de ce théoréme vérifions maintenant que toute solution U € H L(R3) vérifie
Pestimation (2.13). En effet, il suffit de remarquer que si UeH! (R?) alors par les lois de produit
nous avons U @ U € H%(R?’), et comme div(U) = 0 alors nous avons (U - V)U = div(U @ U) €
H _%(R?’) C H1(R3). Ainsi, étant donné que U vérifie les équations (2.2) nous pouvons écrire

(—vAU + (U -V)U — f+al + VP,U) -1y =0,

d’olt nous pouvons en tirer I’estimation (2.13). [ |

Nous observons ainsi que cette méthode nous permet de construire des solutions des équations
(2.2) sans faire aucune hypothese supplémentaire sur la force extérieure. Mais, cette méthode ne
fournit pas d’information additionnelle sur I'unicité de ces solutions et cette question est encore
ouverte dans le cadre d’'une force extérieure f non nulle. En revanche, si I'on considere le cas
particulier d’une force f = 0 alors nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1 La solution triviale U = 0 est l'unique solution des équations

— =

—VAU+ U -VYU+VP+al =0, div(0)=0, a>0.

Preuve. Par le Théoreme 2.1.1 nous savons que toute solution U €H L(R3) satisfait 'estimation
(2.13) : min(a, v)||U||zn < ||f]l -1, d’olt nous observons que si f = 0 alors U = 0 est I'unique
solution des équations ci-dessus. |

Néanmoins, dans ce chapitre nous allons travailler avec une force f non nulle et cette force
sera le fil conducteur dans notre étude comme nous l’expliquerons plus tard dans la Section
2.2.2.

Une fois que nous avons construit des solutions des équations (2.2) dans la Section 2.3 nous
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rentrons dans le vif du sujet et nous étudions quelques propriétés intéressantes de ces solutions :
leur stabilité et la localisation en variable d’espace.

Mais avant d’entrer dans les détails techniques, nous avons besoin de préciser encore un peu
plus notre cadre de travail et c’est pour cette raison que dans la section suivante nous allons
introduire deux objets qui seront a la base de notre étude.

2.2 Le régime laminaire et le régime turbulent

Ces deux régimes du fluide seront caractérisés par le nombre de Grashof que nous introduisons
tout de suite.

2.2.1 Les nombres de Grashof

Dans la Section 1.1.1 page 13 nous avons expliqué comment le nombre de Reynolds Re sert
a caractériser le régime du mouvement du fluide laminaire (ou turbulent) mais cette quantité
dépend des solutions des équations de Navier-Stokes et alors ce nombre nous donne une ca-
ractérisation a posteriori du régime laminaire ou turbulent du fluide.

Dans ce cadre, afin d’obtenir une caractérisation a priori du régime laminaire (ou turbulent)
nous allons introduire une quantité équivalente au nombre de Reynolds Re et en suivant une idée
des articles [22], [24] et [25] de C. Foias, R. Temam et al. nous allons considérer ici le nombre
Grashof. Mais avant de définir ce nombre nous avons besoin d’introduire tout d’abord quelques
quantités physiques.

En effet, pour définir le nombre de Grashof nous avons besoin de considérer une longueur ca-
ractéristique L (comme dans la définition du nombre de Reynolds Re ci-dessus) mais cette
longueur est tres particuliere car elle correspond a une signification physique bien précise : dans
le cadre périodique elle représente la période et dans les autres cas elle est sensée représenter la
dimension du domaine utilisé. Etant donné que cette notion physique est délicate a mettre en
place lorsqu’on travaille sur ’espace tout entier, et en suivant les idées du chapitre précédent
nous allons intégrer cette longueur comme un parametre du modele : il s’agira alors d’une donnée
du probléeme tout comme la constante de viscosité v. Avec cette idée en téte nous commencons
par fixer tous les parametres physiques que nous considérerons dans ce chapitre.

Définition 2.2.1 (Les parameétres physiques)

1) v > 0 est toujours la constante de viscosité du fluide.

2) L > 0 est la longueur caractéristique du fluide : la plus grande échelle de longueur sur
laquelle on veut étudier le comportement laminaire ou turbulent du fluide.

3) by >0 (civec L > ly) est ’échelle d’injection d’énergie : ’échelle de longueur a laquelle
la force f agira sur le fluide.

4) F >0 est Uamplitude que l’on donnera a la force extérieure f

Une fois que 'on a fixé les parametres physiques ci-dessus nous pouvons maintenant introduire
les nombres de Grashof GGy ou 6 sera un parametre d’interpolation.

En effet, dans la littérature, il n’y a pas de facon standard pour définir le nombre de Gra-
shof et pour (L, {y, v, F') les parametres physiques donnés dans la définition ci-dessus, dans les
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notes de cours [16] de P. Constantin, il est suggéré de définir le nombre de Grashof par

ol nous pouvons observer que seule la longueur caractéristique L est considérée et 1’échelle d’in-
jection d’énergie £g n’a pas été prise en compte.

D’autre part, dans les articles [22], [24] et [25] de C. Foias, R. Temam et. al. les auteurs
considerent le nombre de Grashof
o — Fe

T V2 i
ou cette fois-ci la longueur caractéristique L a été négligée et seule 1’échelle d’injection d’énergie
lo est considérée.

Remarquons que comme la longueur caractéristique L vérifie toujours la relation L > ¢y (voir le
point 3) de la Définition 2.2.1) alors on obtient la relation

FGy _ FL?

vz — 2’

et bien str ces deux quantités sont égales si 'on a L = £y.

Dans ce cadre, dans la définition du nombre de Grashof que nous allons mettre en ceuvre ici,
nous allons interpoler entre les échelles £y et L et nous définissons une famille de nombres Gy
de la facon suivante.

Définition 2.2.2 (Nombres de Grashof) Soient (v, L, ly, F') les paramétres physiques donnés
dans la Définition 2.2.1. Pour 0 < 6 < 3 nous définissons le nombre de Grashof Gy par

FL9€370
Gog=—22—.

2

Dans cette définition nous pouvons observer que si 'on prend le parametre § = 0 alors obtient

F3 . N . 3
le nombre Gp = —3* et si l'on fixe le parametre § = 3 on a bien G3 = ljf;

définitions du nombre de Grashof considérées dans la littérature.

ce qui correspond aux

Une fois que l'on a définit la famille de nombres de Grashof (Gg)o<p<s nous étudions la re-
lation entres ces nombres.

Proposition 2.2.1 5i 0 < 60; <6y <3 alors on a Gy, < Gy,.

FLOUS P (L
Preuve. En effet, nous pouvons écrire Gy, = i VR 7
0

V2 T2
, . L L 01 L 92
de la Définition 2.2.1 nous avons o > 1 et alors (%) < (7) . De cette fagon, en revenant a

I'identité précédente nous obtenons

F (L\" , F [(L\",
G91:V2<€0> £0§V2<€0> EO:GQQ.

01
> E%, d’ot, par le point 3)
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Nous pouvons alors observer que si 'on controle un nombre de Grashof Gy, < n, alors on
controle tous les nombres de Grashof Gy avec 0 < 0 < 6.

Le régime laminaire que nous allons considérer tout au long de la Section 2.3.1 correspond
a un controle sur le nombre de Grashof Gy < 7, pour un certain parametre 6 € [0, 3] et une
constante 17 > 0 que nous fixerons plus tard.

Observons maintenant qu’étant donné que la force extérieure f des équations de Navier-Stokes
amorties et stationnaires (2.2) est une donnée de notre modele, nous voulons a présent relier
le controle sur le nombre de Grashof Gy avec un controle sur cette force f et donc, dans le
section qui suit nous cherchons a construire une force extérieure f de sorte que la taille de cette
fonction puisse étre directement reliée avec le nombre de Grashof Gy. L’idée sous-jacente étant
de controler avec un seul parametre la turbulence et la force.

2.2.2 Une force extérieure bien préparée

Dans cette section nous définissons une force extérieure tres particuliere qui sera utilisée tout
au long de ce chapitre et pour cela nous avons besoin d’introduire I’ondelette ¢ : R? — R3
suivante.

Définition 2.2.3 Soit q_g = (¢1, 2, ¢3) un champ de vecteurs dans la classe de Schwartz tel
que :
1) d_; est un vecteur a divergence nulle.
2) Pour 0 < p1 < po deux constantes fixées, on a supp (5@) c{€ecR: py <€ < pa},
pour tout v =1,2,3.

3) Pour tout J champ de vecteurs dans la classe de Schwartz qui vérifie la propriété 2)
ci-dessus, on a

\ d_;(:z: —k)- 1;(33 —m)dr = Op m,
R
pour tout k,m € Z3, et ou Ok,m est la fonction delta de Kronecker.

Dans le lemme qui suit nous énongons quelques propriétés bien connues sur les ondelettes qui
nous seront utiles par la suite, voir les livres [38] de J.P. Kahane & P.G. Lemarié-Rieusset et [56]
de Y. Meyer pour une preuve de ces résultats classiques et pour plus de détails sur les ondelettes.

Lemme 2.2.1 Soit qg = (¢1, P2, ¢p2) le champ de vecteurs donné par la Définition 2.2.53. Pour
tout s € R on définit (—A)5¢ = ((—A)5¢1, (—A)Shy, (—A)5¢3). Alors :
1) Pour tout N € N il existe une constante Cy(N, s, qg) > 0 telle que, pour tout nombre réel
A>1, on a la majoration :

N
> learda-nl<a( i) -
keZ3 |k|<A

2) Pour 1 < p < 400 il eziste deuzx constantes Ag,, B, > 0, qui ne dépendent que de

s,p et qﬁ, telles que, pour toute suite (\g)pezs € (P(Z3) on a la propriété de presque-
orthogonalité :

Aspll ) lenzey < || D M(=2)*¢(- — k) < B pll (M) ler(z3)-
keZ3 Lp(Rg)
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Une fois que nous avons introduit l'ondelette gg ci-dessus nous pouvons construire la force
extérieure f Ainsi, pour L > 0 la longueur caractéristique du fluide, donnée dans la Définition
2.2.1, nous considérons le cube [—L, L]* C R3. Comme ’échelle d’injection d’énergie £y > 0 est
telle que é > 1 alors, dans le cube [—~L, L]?, nous allons considérer les points de la forme fok

ot |[lpk| < L avec k € Z3, voir la Figure 2.1 ci-dessous.

De cette facon, en suivant une idée de larticle [22] de C. Doering et C. Foias (qui a été

£y
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FIGURE 2.1 — Exemple de la construction de la force dans R? ou 24y < L.

donnée dans le cadre périodique), nous construisons la force f par translation de la fonction 5
en chaque point {pk (avec [{ok| < L) et par dilatation a I’échelle %. Nous avons donc :

Définition 2.2.4 (La force extérieure) Soient L,ly et F les paramétres physiques donnés
par la Définition 2.2.1 et soit ¢ le champ de vecteurs donné par la Définition 2.2.3. Nous

—

définissons le champ de vecteurs f(x) par lexpression :

N _ - ( x 3
flz)=F Z (b(ﬁo_k)’ pour tout x € R”.

[€ok|<L

Grace a cette définition nous observons directement que la force f est un champ de vecteurs
dans la classe de Schwartz et a divergence nulle.

Dans les deux lemmes ci-dessous nous étudions maintenant quelques propriétés de ce champ
de vecteurs qui nous seront utiles par la suite.

Lemme 2.2.2 Soient L > 0 la longueur caractéristique du fluide donnée dans la Définition
2.2.1, f la force donnée par la Définition 2.2.4 et s € R. Nous avons les points suivants :
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1) Concentration en variable spatiale. Pour tout mombre réel ;1 > 1 considérons le cube
dilaté [—pL, uL)® et son complémentaire ([—uL, uL)3)¢. Alors la quantité

o . s_'aj 2 X ?
o(p) = ( | ey d) ,

est a décroissance rapide lorsque p tend vers l'infini.
—_—

2) Support fréquentiel. On a supp <(—A)5f) C{¢eR3: 'Z—é <€ < ’Z—g}, o 0 < p1 < p2

sont les constantes données dans le point 2) de la Définition 2.2.3.

Preuve.

2

1) Soit donc p > 1. Nous écrivons v(u) = (/ [(=A)*f(z)]?dz | et nous allons
([=1L,pL]3)e
montrer que pour tout N € N tel que N > 2 il existe une constante C(NN) > 0 telle que

C(N
N—

~—

v(p) <

e

=

En effet, par la Définition 2.2.4 et par le point 1) du Lemme 2.2.1 (en prenant s = 0 et
A= % > 1) nous obtenons directement la majoration

2
T L N
2 2 g 2
vi(p) < F/ ¢<—k> d:chONF/ < ) dx
() R3\[—pL,puL]? ; to () R3\[—puL,uL)3 L+ ||
o
1 C(N)
213 _
< Go(N)F°L (2N=3 [ 2N-3°
2) Ce point est une conséquence directe de la Définition 2.2.4. |

Il convient maintenant de faire la remarque suivante.

Remarque 2.1 Le Lemme 2.2.2 nous donne des informations intéressantes par rapport o la
concentration de la force extérieure f en variable spatiale ou en fréquence. En effet :

i) En variable d’espace. La quantité v(p) mesure la concentration de la fonction f hors du
cube dilaté [—puL, nL)3 et donc, comme la quantité v(p) est a décroissance rapide lorsque
u tend vers linfini nous observons donc que la fonction f est essentiellement concentrée
sur le cube [—L, L]3.

it) En wvariable de fréquence. La transformée de Fourier de la force f est localisée aux
fréquences Z—; < )¢l < @—g ce qui correspond au fait que, selon le modéle de cascade
d’énergie expliqué dans l'introduction du chapitre précédent, cette force f introduit [’énergie

cinétique aux échelles de longueur de ’ordre de ¢y et donc aux fréquences de [’ordre de
1
%.

Nous étudions maintenant une deuxieme propriété utile de la force f.
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Lemme 2.2.3 Soient les parameétres L, £y, F' > 0 donnés dans la Définition 2.2.1 et la fonction
f donnée dans la Définition 2.2.4. Pour s € R et 1 < p < 400, il existe deux constantes
Csp, Dsp > 0, indépendantes des parametres physiques ci-dessus, telles que

Cyp FLv 052 < H(—A)Sﬂ‘m < Dy, FLv 032,

Preuve. Pour tout s € R nous avons

87 fle) = P S ard (T ) = r o (-ar9) (7 - 1))

[tok|<L keZ3

ou la suite (A\g)rezs est définie par

i <
)\k:{ 1 si |kl <L,

0 sinon.

Alors, en prenant la norme LP a chaque coté de I'identité ci-dessus et ensuite en utilisant le point
2) du Lemme 2.2.1, on a qu’il existe deux constantes A, B, > 0 telles que

+3

—2s+3 —2s+3 s T —25+=
Ap Pl POl S Fly 7 1) Me(=A)(- = k)| < BapFly PI(M)ller,  (2.24)

keZ3 Ly

pour 1 < p < 4oc0. D’autre part, par la définition de la suite (\g)rezs nous observons que
|(A&)|[%, est le nombre de points de la forme ok dans le cube [—L, L]3 et alors, il existe deux
constantes c1, co > 0 (indépendantes des parametres L, ¢y et F) telles que

3 3
L\p» L\pr
ci|— ] <)l <ea| —) ,
fo KO

et donc, en posant les constantes Cs), = c¢1As, et Ds, = c2Bs,, par expression (2.24) nous
obtenons 'estimation cherchée. |

Remarque 2.2 Comme les constantes Cs , et D, sont indépendantes des paramétres (L, Ly, F,v, o),
nous écrirons par la suite

[card],, = Frie, 225)

. 3
d’ot nous avons les estimations suivantes : si s = 0, alors on a || f|lr = FL?, pour tout
1 < p < +4o0. En particulier, pour p = 400 on obtient ||f||r ~ F, et donc nous observons que
Uamplitude de la force f est bien donnée par le paramétre F introduit dans la Définition 2.2.1.
If]lLe
3

LP ~
le point 1) du Lemme 2.2.2) alors le paramétre F' mesure aussi la moyenne de la force f en
norme LP, avec 1 < p < +o0.

De plus, comme F ~ et comme [ est essentiellement concentrée sur le cube [~L,L}3 (voir

L’intérét principal de travailler avec cette force f repose sur le fait que grace a I'estimation (2.25)
ci-dessus nous allons pouvoir controler la taille de cette fonction par un controle direct sur le
nombre de Grashof Gy. En effet, nous avons le résultat suivant.
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Proposition 2.2.2 Soit § € [0,3] et Gy le nombre de Grashof donné dans la Définition 2.2.2.
Soit f la force extérieure donnée dans la Définition 2.2.4 et v > 0 la constante de viscosité du
fluide. 11 existe deux paramétres s € R et p € [0,400], qui dépendent du paramétre 6 ci-dessus,
tels que l'on a Uestimation ||(—A)* fllz» ~ 12G.

Preuve. Par le Lemme 2.2.3, pour s € R et 1 < p < +00 nous avons ’estimation
s 7] 3 _9s
[(=A)*fllr = FLv ;™.

Maintenant, si nous posons % =6 et —2s = 3 — 6 alors nous obtenons la relation

FLQE?)_G
V2 0

2
5 = 1°Gy,

o 3
(=AY fllpe = FL# (g% = FLO437% = -

ce qui termine la preuve de cette proposition. |

[(=A)*fllzr
2
nombre de Grashof Gy < 7 alors nous controlons la taille de la force f dans I'espace de Sobolev

W25 (R3).

Ainsi, nous pouvons écrire ~ (Gy, d’ou nous observons que si nous controlons le

Cette relation sera utilisée dans la Section 2.3.1 ou nous étudierons quelques propriétés des
solutions des équations de Navier-Stokes amorties et stationnaires (2.2) dans le régime lami-
naire.

2.3 Quelques propriétés des solutions stationnaires

Maintenant que nous avons tolus les ingrédients nécessaires nous allons rentrer dans le vif du
sujet. Soit (U, P) € H'(R3) x H2(R?) une solution des équations de Navier-Stokes amorties et
stationnaires

—VAU + (U -VYU+VP=f—al, div(U)=0, a>0, (2.26)
obtenue par le biais du Théoreme 2.1.1 et ou f est la force donnée dans la Définition 2.2.4.

Nous allons étudier maintenant quelques propriétés de ces solutions. Dans la Section 2.3.1 ci-
dessous nous étudions une premiere propriété relative a la stabilité de la solution U : si nous
considérons iy € L*(R?) une donnée initiale et @(t, -) une solution faible du probleme de Cauchy
pour les équations de Navier-Stokes amorties (construite dans le Théoreme 1.2.1 du chapitre
précédent & partir de la donnée initiale iy € L?(R3)) alors nous voulons étudier la convergence

lim ||@(t,-) — Ul =0, (2.27)

t—4o00

et cette convergence est également appelée la stabilité de la solution U car nous pouvons obser-
ver qu’a partir de n’importe quelle donnée initiale initiale iy alors toute solution faible (¢, -)
des équations de Navier-Stokes amorties associée a cette donnée initiale converge toujours vers
la solution stationnaire U lorsque le temps t tend vers ’infini.



70 Chapitre 2. Les solutions stationnaires amorties

Comme mentionné au début de ce chapitre, I'intérét d’étudier la stabilité de la solution sta-
tionnaire U donnée dans (2.27) est que cette propriété nous permet de donner une réponse
au probléeme du comportement en temps long des solutions (¢, -) que l'on a introduit dans la
Section 2.1.1. Plus précisément, dans le Théoréme 2.3.2 ci-apres, nous montrons que si I'on a
un controle sur le nombre de Grashof Gy (avec un parametre 6 € [0, 3] choisi convenablement)
alors on a la convergence (2.27) et nous pouvons ainsi observer que toute solution faible (¢, -)
des équations de Navier-Stokes amorties se comporte comme une solution stationnaire de ces
équations U dans le régime asymptotique lorsque ¢ — 4-00.

Il est aussi important de remarquer que la propriété de stabilité (2.27) est seulement valable
lorsqu’on controéle le nombre de Grashof Gy (ce qui caractérise le régime laminaire du mouve-
ment du fluide) et qu'une étude précise du comportement en temps long des solutions (¢, -)
dans le cadre plus général d’un fluide en régime turbulent (o ’on ne controle pas le nombre de
Grashof Gy) est une question ouverte (voir la Section 2.1.1 pour tous les détails a ce sujet).

Dans la Section 2.3.2 nous étudions une toute autre propriété des solutions stationnaires U
qui porte sur la localisation spatiale de ces solutions : rappelons que la force f donnée dans le
Définition 2.2.4 est une fonction qui appartient a la classe de Schwartz et donc cette force est
bien localisée en variable d’espace; il s’agit alors d’étudier la localisation spatiale en variable
d’espace des solutions U associées A cette force et dans ce cadre, dans le Théoreme 2.3.3, nous
allons prouver que toute solution U des équations (2.26) a une décroissance

- 1

IU(:U)!SF

T (2.28)

lorsque |z| est suffisamment grand.

Soulignons maintenant que pour vérifier 1’estimation (2.28) on n’a pas besoin de faire aucun
controle sur le nombre de Grashof Gy et ainsi ce résultat est valable que dans le régime lami-
naire mais aussi dans le régime turbulent du fluide et donc il s’agit d’un résultat général sur la
localisation spatiale des solutions des équations (2.26).

Expliquons maintenant 'intérét d’étudier cette localisation spatiale. Dans la Section 1.3.1 du
chapitre précédent nous avons fait une discussion sur la difficulté de trouver une notion adéquate
de longueur caractéristique L (qui représente la plus grande échelle de longueur ou l'on veut le
comportement turbulent du fluide) lorsqu’on considére un fluide dans tout 1'espace R3. Dans ce
cadre, dans la Section 2.2.1 nous avons fixé cette longueur L comme un parametre du modele
(tout comme la constante de viscosité du fluide) et nous avons construit la force f de sorte que
cette fonction est essentiellement localisée en variable d’espace sur le cube [—L, L]? (voir le point
1) du Lemme 2.2.2 et le point 1) de la Remarque 2.1 pour tous les détails) : I'idée sous-jacente
étant que pour une longueur L > 0 fixe nous voulons étudier le comportement turbulent du
fluide dans le cube [—L, L]? et la force f est bien localisée sur ce cube.

Nous voulons maintenant savoir comment la solution stationnaire U associée a la force f est
localisée sur le cube ci-dessus et pour cela par la décroissance en variable d’espace de cette
solution donnée dans (2.28) nous pouvons en tirer l’estimation

. 1
Ux)|lde < —,
/( o 0@l 5 5
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ot ([~L,L]*)¢ dénote l'ensemble complémentaire du cube [—L, L]?, et cette estimation nous
donne une mesure plus précise de la fagon comment la solution stationnaire U est localisée sur
le cube [—L, L]3. En effet, nous pouvons observer que le volume de la solution U en dehors de
ce cube, qui est mesuré par 'intégrale a gauche dans ’estimation ci-dessus, est de ’ordre de %

2.3.1 Stabilité dans le cadre laminaire

Le but de cette section est de montrer la convergence (2.27) et pour cela nous aurons besoin
de controéler le nombre de Grashof Gy. Ainsi, dans cette section nous supposons que nous avons
le controle Gy < n, avec un certain parametre 6 € [0, 3] qui apparaitra dans les estimations dont
on aura besoin ; et ou n > 0 est une constante qui ne dépend d’aucun parametre physique donné
dans la Définition 2.2.1 ni du parametre d’amortissement o > 0 des équations (2.26).

Expliquons maintenant pourquoi nous avons besoin de supposer ce controle sur le nombre de
nombre de Grashof Gy. Dans le Théoréme 2.1.1 nous avons montré un résultat général d’exis-
tence des solutions U € H'(R3) des équations stationnaires (2.26) ot ces solutions vérifient

toujours estimation ||U]|g1 < | Flgz=1 (voir I'estimation (2.13) page 55), néanmoins,

1

~ min(v, @)
pour étudier la convergence (2.27) nous avons besoin d’un controle plus précis sur la taille de la
solution U et pour cela, dans le point A) ci-dessous, nous allons tout d’abord montrer que si I’'on
contrdle le nombre de Grashof Gy alors nous pouvons construire une solution U € H L(R3) des
équations (2.26) de sorte que la taille de cette solution peut étre controlée convenablement par
ce nombre Gy et ceci sera fait dans le Théoreme 2.3.1 ci-apres. Ensuite, dans le point B), nous
allons voir que ce contréle sur la taille de la solution U nous permettra finalement de vérifier
la propriété de stabilité de cette solution donnée dans (2.27) et ceci sera fait dans le Théoreme
2.3.2 qui, comme 'on a déja, mentionné est le résultat principal de cette section.

A) Controle sur la solution stationnaire

Si nous supposons un controle sur le nombre de Grashof Gy nous allons voir que l'on peut
utiliser le principe de contraction de Picard pour construire une solution U € H(R3) des
équations (2.26) telle que la taille de cette solution est controlée par ce nombre Gy. Dans ce
cadre nous commengons donc par écrire les équations (2.26) comme un probleme de point fixe
équivalent (voir I'expression (2.14) page 56) :

=t [0 -9+ — - [f]
 —vA+aly —vA+ aly ’
ol, pour mener a bien les estimations dont on aura besoin il convient de réécrire ce probleme
comme suit :

o —vA 1 1 S oo —vA 1 =
Og——"2 |Zp —(U~VU) _ "2 | (P, 2.29
—vA +aly [u (A ( ) )] —vA +aly |:I/A(f):| (229)
i Popérat Y t défini au niveau de Fouri le symbole g, (€) vIg*
ot opérateur ——————— est défini au niveau de Fourier par le symbole Mg, (§) = ———
P —vA+ aly P Y “ vIEP +
et comme |y, (€)] < 1 pour tout & € R3, nous avons que — 7= st un opérateur linéaire
’ ' —vA+alg
et borné dans tous les espaces de Sobolev H* (s € R) : pour tout g € H*(R3) on a la majoration
—vA
- < e 2.30
Byl LT (2:30)
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Nous cherchons & trouver un espace fonctionnel £ C H'(R?) dans lequel on puisse vérifier la
continuité de la forme bilinéaire

a3 (@)

pour tout Ue E, avec C > 0 une constante indépendante de v et a et en plus, dans lequel

C -
< Z|G1lzT1ls, (2:31)

E

. . .. . —vA 1 = R
on puisse relier la condition de petitesse sur le terme ——— [ — f | par le controle sur le
—vA + aly; \vA
nombre de Grashof Gy :
—vA 1 5
— ||| — <G 2.32
v || —vA +aly <VAf> [ 0 ( )

avec une valeur convenable du parametre 6 € [0, 3]. Donc, pour vérifier les points (2.31) et (2.32)
nous introduisons l'espace fonctionnel £ défini par

E ={jec H'(R?) : div(g) = 0} (2.33)
et muni de la norme ) )
0

[ - HEZEH - HL2+EH g+ 1 Ml zss (2.34)

ou L > 0 est la longueur caractéristique du fluide et £y > 0 est 1’échelle d’injection d’énergie.
Nous observons que I'on a I'inclusion E C H!(R3) et alors :

Théoreme 2.3.1 Soient v, L, Ly et F' les parameétres physiques donnés dans la Définition 2.2.1,

3 3

7 FL2¢;2

soit f la force donnée dans la Définition 2.2.4 et soit le nombre de Grashof Gz = Z 0. n
2 v

existe une constante my > 0, qui ne dépend pas des parameétres physiques ci-dessus, telle que si
G3 < m alors il existe U € E solution des équations de Navier-Stokes stationnaires et amorties

(2.26) qui est l'unique solution qui vérifie l’estimation
1Tl < 201G, (2.35)

ou C1 > 0 est une constante indépendante des parameétres physiques.

Si nous comparons ce résultat avec le Théoreme 2.1.1 page 56 nous pouvons observer que si
nous supposons un controle sur le nombre de Grashof Gz alors nous pouvons construire une
2

solution U des équations (2.26) qui vérifie en plus estimation (2.35) et cette estimation va nous
permettre d’étudier la stabilité cette solution dans le point B) ci-apres.

Démonstration. Etant donné que div(U) = 0 nous écrivons le terme non linéaire (U - V)U
comme div(U ® U) et nous étudions la quantité

- —vA 1 1 - =
Ul < |/———5 |-P| cdiv(U®U
Il H—yA—i—aId [u <Adw( )>]

—VvA 1
tlorer |25/
B —VvA+aly | VA
Nous commencons par vérifier la continuité du terme bilinéaire sur I'espace F et pour cela nous
avons besoin d’estimer chaque terme de la norme || - ||z donnée par I’expression (2.34). Pour le

E
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—vA
premier terme qui compose la norme || - ||z par la continuité de I'opérateur e (voir
—vA+ aly
Pinégalité (2.30)) et par la continuité du projecteur de Leray, nous avons
1 —VvA 1 1 - = 1 |11 - o
— V[]P’(div(U@U))] <cp— ||[==div(U ®U) <4 ‘U@UH
L3 ||-vA+al; |[v \A 12 L3 |lvA 2 VILE

d’ol1, par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev et 1'inégalité de Holder nous obtenons

a1l |= =
A |oed|,. <2 ]ged],; < 2101101
vV I3 H-' 7 V3 L3
Ensuite, pour le deuxieéme terme de la norme || - ||z, toujours par la continuité de I'opérateur
—vA
ﬁ et du projecteur de Leray, nous avons
L —vA 1 1 - - b || 1 - o 1
—(1 = []P’ (div(U@U))]H < CZOHdiv(U@U) ‘ < Cﬁi
Lil|l-vA+al; |[v \A g VL |lA g VL3

d’ot1, par I'inégalité de Holder et les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev nous pouvons écrire

e by c2 30 2 50
|U||L6||U||L3 < — |U||H1||U||L3
VL3
Finalement, pour le troisieme terme de la norme || - || par les inégalités de Hardy-Littlewood-

Sobolev nous avons

—vA 1 1 - o —vA 1 1 - =
"= |ZP( =di < —— | -P —di
H—uA+aId [u (A MU@U% s = | Savar [v (A W(UW))]HH%’
d’o,
A (L o) < S| i@ o o) <53H(7®ﬁ
—vA+al; v \A " gy T v ||A " gy T v H %

Dans la derniere expression ci-dessus, nous appliquons encore les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev et I'inégalité de Holder pour obtenir

1

UeU

Cﬁ(ﬁ@ﬁ”.flgcﬁ .
v H™2 v L3

il
L2 v L3
De cette facon, la propriété de continuité du terme bilinéaire sur ’espace E énoncée dans (2.31)
est bien vérifiée par les estimations ci-dessus, ou on pose la constante

1
C = —max(cq, 2, c3), (2.36)
v

qui, comme nous pouvons observer, ne dépend d’aucun parametre physique.

=& er ]

Aol | VA donné dans (2.32) et

Vérifions maintenant le contrdle sur le terme

pour cela nous avons besoin tout d’abord de vérifier ’estimation

—vA [ 1g
—VvA+aly | VA

—

< A=)l (237
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Nous allons estimer chaque terme de la norme || - ||z donnée par 'expression (2.34). Pour le

———— 110us pouvons
—vA + aId

premier terme de la norme || - ||g, par la continuité de l'opérateur

1
=

1 -
mais, par le point 1) du Lemme 2.2.2; page 66, nous savons que la fonction N f est essen-
v

tiellement concentrée sur le cube [—L, L]® et alors nous introduisons la fonction de troncature
suivante : soit ¢ € C5°(R?) telle que ¢ est égale a 1 sur la boule |z| < 4 et qui s’annule en dehors
1

de la boule |z| < 8 et nous considérons sa dilatation a ’échelle 7, notée ¢y, de sorte que nous

avons ¢, (x) = 1 pour |z| < 4L et ¢r, (z) = 0 pour |z| > 8L. De cette fagon, nous pouvons écrire

], sl ()

avec (1 > 0 une constante qui ne dépend d’aucun parametre. Donc, par I'inégalité de Holder
nous avons

écrire

1 1
- <Ci—
L2 L2 L2

9

L2

A |1y
—VvA+aly VA

<C;
L2

: (2.38)
L2

1 > 1 1 1
= < = — L3 -
), = el -,
et alors nous obtenons
1 —vA 1 - 1
e s | Y i I
Lz ||—VA+al; |[VA 2 VA" |13
1
D’autre part, par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev nous avons N ‘1 < —| (—A)*g
14 3
d’ot1, par les estimations ci-dessus nous écrivons
1 1 Cl 3 =
S | E— < —|[(-A)"1 . 2.39
ol Rl P S (2.39)
N : o . —VA
Pour le deuxieéme terme de la norme || - || g, toujours par la continuité de l'opérateur ————
VA + aly
nous avons , A . , .
G| s gl e
Lz ||—vA+al; VA i1 Lz || VA ||
L - 1 1y .
et en utilisant 'identité de Plancherel nous écrivons ||——f =&l | —— , mais par
VA" || 1 vA Lo

—

le point 2) du Lemme 2.2.2 nous savons que supp (—VlAf) C {5 €ER3: Z—; <€ < %} , et alors
nous pouvons écrire

1 . /-1\—» P2 /1\—»
ad, (), 2

ce qui équivaut a 'inégalité
1 1
‘Aﬂ-S‘Aﬂ
1% Jaa! 12

A
P2
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et en suivant les mémes estimations réalisées dans (2.38) et (2.39), nous obtenons

1
vA

Etudions maintenant le troisitme terme de la norme ||-|| . Par les inégalités de Hardy-Littlewood-
—v
Sobolev et par la continuité de 'opérateur ————— nous écrivons
—vA+ aly

—vA 1
VA + aly vA

o
-

L2

—

C _3
< —H(=8) 5 e

H1

< Gy < Cy Fl

Cq 3
» < 7||(—A)4
it

1
=y

De cette fagon, par I'inégalité ci-dessus nous obtenons 'estimation (2.37).

—vA Ly
—VvA+ aly VA :

L3 H%

Une fois que nous disposons de cette estimation nous allons maintenant controler la quantité
3 =
C1||(—A) 71 f|| 2. En effet, par la Proposition 2.2.2 (en prenant s = —3 et p = 2) nous avons

—

3
I(=A) fll 2 = FLPLG™ = FL3(3,

et alors, dans I'inégalité précédente nous obtenons

3 3

—vA 1 2 c._ 33 FL2¢2

_— < —FL2¢2 =C 0

H—uA—}—aId[ VAf] gV ’ Ly v?
3 3
FL203 .
Nous observons que le nombre de Grashof Gz = 5— apparalt naturellement dans cette
2 v

estimation et alors nous pouvons écrire

—vA 1 f
—vA+aly VA
ol la constante C' ne dépend d’aucun parametre.

2 e (3 (@90)]| <r0ie0e,

< Cl VG§7
B 2

Une fois que nous avons les estimations || ————
—vA+aly |v

—vA 1 -
(o la constante C' > 0 est donnée dans (2.36)) et H ﬁ {—Mf]

tenir une solution U € E des équations (2.29), nous devons vérifier la condition 4 (%) CivGs <1,
2

< C1vG3, afin d’ob-
B 2

qui équivaut a I'inégalité
1
iccy M

Nous observons que la dépendance du parametre v a disparu dans cette inégalité et que la
constante 1 ci-dessus ne dépend d’aucun parametre physique ni du parameétre d’amortissement
a > 0. De cette fagon, on obtient une fonction UcE qui est solution de (2.29) et qui est I'unique
solution dans la boule |U|| 5 < 2011/G%. [

Gs < (2.40)

I12.
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B) Stabilité de la solution stationnaire

Une fois que nous avons construit une solution U € E C H L(R3) qui vérifie I'estimation
(2.35) nous pouvons étudier maintenant la stabilité de cette solution.

Théoreme 2.3.2 Soient v, L, Ly et F' les parameétres physiques donnés dans la Définition 2.2.1,
3
FL2(2

v:

soit f la force donnée dans la Définition 2.2.4 et soit le nombre de Grashof G3 = Soit
2

le sous-espace E C HY(R3) donné dans (5.54) et soit U € E l'unique solution des équations de
Navier-Stokes amorties et stationnaires,

—VA(j—i-(ﬁ'ﬁ)ﬁ-l-ﬁP:f—a[j, div(U) =0, «>0,
obtenue par le biais du Théoréeme 2.5.1.

D’autre part, soit iy € L?(R3) une donnée initiale a divergence nulle et soit i € LL2 N
(L) 10cHY une solution faible du probleme de Cauchy

it =vAT— (G- V)i —Vp+ f—ad, div(@) =0, @0,)= o,
construite dans le Théoreme 1.2.1.

Si Gz < ﬁ, ot C1 > 0 est la constante donnée dans (2.37) et qui ne dépend d’aucun pa-
2

rametre physique alors on a
lim ||d(t,) = Ul|lf2 = 0. (2.41)

t—+o00

Nous observons ainsi que si 'on a le contrdle sur le nombre de Grashof : Gz < ﬁ, alors a
2

partir de nimporte quelle donnée initiale iy € L?(R?) on a que I’évolution au cours du temps
du champ de vitesse u(t,-) associé a cette donnée initiale converge toujours vers la solution
stationnaire U lorsque le temps tend vers l'infini; et 'on obtient ainsi une description précise
du comportement en temps long des solutions #(t, -) dans le cadre d’un fluide en régime laminaire.

Démonstration. Soit @ € LP°L2 N (L?);,.H} une solution de faible des equations de Navier-
Stokes amorties construite & partir d'une donnée initiale iy € L*(R3®) et U € E la solution
stationnaires de ces équations. On pose

T, x) = it z) — U(z),

ol T € L°L? N (L3)1.H}, et I'on cherche & montrer que . lirﬂ |5(t,)|lz2 = 0. Pour cela nous
—>+00

avons besoin de vérifier que la fonction v satisfait I'inégalité d’énergie suivante :

Lemme 2.3.1 Pour toutt >0 on a :
t t
152 < o — Ol — 20 / (s, 13 0ds — 2 / (5 )T, ) 1 s
t
—2a/ 15(s, )1 72ds. (2.42)
0

La preuve de ce lemme technique repose essentiellement sur 'inégalité d’énergie vérifiée par la
solution @ et qui a été étudiée dans la Proposition 1.2.1 page 31 ; et cette preuve sera faite a la
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fin du chapitre page 91. Ainsi, nous supposons pour l'instant que I'inégalité d’énergie ci-dessus
est vraie et dans le troisieme terme a droite de cette inégalité, en utilisant le fait div(v) = 0 et
div(U) = 0, nous pouvons écrire

t t
—2/ (V- VYU, U) g1, gnds = _2/ (div(T R U), 0) g1y g ds,
0 0

et comme U € L3(R3), par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 'inégalité de Holder et les inégalités
de Hardy-Littlewood-Sobolev nous écrivons

t t
—{/«mwv®vmwg4xmdséz/Hmwﬁ®vwgdw@meds
0 0

IN

t t
2AHU®UMNW&NMMSS?AHW&NMMUMNW&NMJS

t
2WWmAHW&N§%

Alors, en remplacant cette derniére estimation dans (2.42) nous obtenons

IN

t
(¢, )|I2 SH%—Uﬁr—lhths/H Awﬁalnaawéwwzm>

Mais, par la définition de la norme | - ||z donnée par lexpression (2.34) nous savons que
|Ullrs < ||U||g et de plus, par le Théoreme 2.3.1 nous avons 'estimation |U||g < 2C1vG3s et
2

donc nous obtenons |U]| ;s < 2C1vGs.
2

1
De cette facon, si nous supposons le controle sur le nombre de Grashof : Gz < 30 alors dans
2 1
Pestimation précédente de la quantité ||U||;3 nous obtenons ||U||;s < v; et alors nous avons que
¢
la quantité —2(v — ||U||13) / |(s, -)||?~{1d8 est une quantité négative de sorte que, en revenant
0

a l'estimation (2.43), nous pouvons écrire

7. < o — O — 2 [ 1305, s
Finalement, nous appliquons le lemme de Gronwall pour obtenir I'estimation
[t 172 < lldo — UlF2e™>",

d’ott nous pouvons en tirer que lim ||U(t, )|z = 0. [
t—>+o00

Nous pouvons observer que ’essentiel de cette preuve du Théoréme 2.3.2 repose sur le controle
de la taille de la solution stationnaire U : ||U||g < 2C1vG3 ; et ce controle repose finalement sur
2

un controle sur le nombre de Grashof G's.

2
Dans ce cadre, nous observons que 1’étude de la stabilité de la solution stationnaire U que
nous venons de faire dans le Théoreme 2.3.2 est seulement valable dans le cadre d’un régime
laminaire et une étude analogue de cette propriété de stabilité dans un cadre général ou I'on ne



78 Chapitre 2. Les solutions stationnaires amorties

controle pas le nombre de Grashof G 3 semble actuellement hors de portée.

Dans la section qui suit nous étudions une toute autre propriété des solutions stationnaires
U et nous allons voir que, contrairement a la propriété de stabilité, la localisation spatiale de la
solution U, valable dans le cadre général ou I'on ne fait aucun controle sur le nombre de Grashof

Gs.

N|w

2.3.2 Localisation en variable d’espace dans le cadre turbulent

Dans cette section nous considérons U € H L(R3) une solution des équations de Navier-Stokes
amorties et stationnaires (2.26) ou f est toujours la force donnée dans la Définition 2.2.4 ; et nous
allons étudier ici la localisation spatiale de la solution U obtenue dans le Théoreme 2.1.1. Plus
précisément, la force f étant une fonction bien localisée en variable d’espace (car f appartient
a la classe de Schwartz) il s’agit d’étudier une estimation du type

. 1

U(@)| < R (2.44)

pour un certain parametre 5 > 0 et pour |z| suffisamment grand.

Lorsqu’on veut étudier cette décroissance en variable d’espace, il est naturel de se poser la
question de quel est le plus grand parametre 8 > 0 que 1'on peut espérer dans (2.44) et dans ce
cadre, pour motiver le résultat obtenu dans le Théoreme 2.3.3 ci-dessous nous allons maintenant
expliquer pourquoi on s’attend a ce que la solution U wait pas une meilleure décroissance a

Iinfini que W, méme si la force f appartient a la classe de Schwartz; et pour expliquer ce
x

fait nous avons besoin de rappeler (rapidement) quelques résultats classiques sur 1’étude de la
décroissance (2.44) qui ont été obtenus dans le cadre des équations de Navier-Stokes station-
naires sans terme d’amortissement (lorsque o = 0).

Considérons donc pour I'instant le parametre d’amortissement o = 0 et les équations de Navier-
Stokes stationnaires classiques

— VAU + (U -VYU+VP=Ff,  div(U)=0. (2.45)
Si 'on suppose en plus que la force f vérifie la condition de petitesse suivante : pour a € N® un
multi-indice et 7 > 0 une constante (suffisamment petite),

sup sup (1+ [2[)*0"f(2)] < np?, (2.46)
la|<2 z€R3

alors par le Théoréme 4.10 du livre [46] nous avons qu'il existe (U, P) € C2(R3) une solution
(classique) des équations (2.45) qui vérifie

sup sup (1 + |z))|0°U (z)| < +o0, (2.47)
la|<2 zeR3

et alors nous avons le résultat classique suivant :

Proposition 2.3.1 Soit U € C%(R3) la solution classique des équations de Navier-Stokes (2.45)
ot la force f vérifie la condition de petitesse (2.46). Alors cette solution ne peut pas avoir une
1

meilleure décroissance que B
x
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Preuve. Supposons pour linstant que la solution U a une décroissance a Uinfini |U(z)] < ﬁ,
avec 8 > 4, et on va obtenir une contradiction. Si nous considérons la solution stationnaire
U € C%(R3) ci-dessus comme étant la donnée initiale du probléme de Cauchy

Ol + (- V)il —vAi+Vp = f, div(@) =0, @0,-)=U, (2.48)

et comme U vérifie la propriété (2.47) alors par le Théoreme 4.7 du livre [46] nous avons qu’il
existe un temps Ty > 0 (qui dépend de U et f) et une fonction @ € C([0, Tp[,C*(R?)) qui est

l'unique solution du probleme de Cauchy (2.48). De plus, comme 1’on a supposé que |U (z)| < ﬁ,

avec 3 > 4 nous avons " lim ]azwﬁ ()| = 0 et alors nous pouvons appliquer le Théoréme 4.12
r|—>+00

du livre [46] pour obtenir que la solution @ ne peut décroitre a 'infini plus rapidement que ﬁ.

Mais, observons que la solution stationnaire U est aussi une solution du probleme de Cauchy
(2.48) et alors, par 'unicité de la solution « nous avons % = U et donc la solution stationnaire

U ne décroit pas a I'infini plus rapidement que |

ER

Nous observons ainsi que si 'on suppose une condition de petitesse sur la force f et qui est
donnée dans (2.46), alors les solutions classiques des équations (2.45) ne peuvent pas avoir
une meilleure décroissance a 'infini que ‘9%4. Ce fait est un résultat classique (voir toujours le
Chapitre 4 du livre [46] pour plus de détails) et dans le résultat suivant nous étudions cette
décroissance précise a l'infini dans le cadre des équations stationnaires et amorties (2.26).

Ainsi, nous allons montrer que le terme d’amortissement —aU introduit dans ces équations

1
entraine une décroissance a 'infini du type W pour toute solution faible des équations (2.26)
x

et sans aucune condition de petitesse sur la force f et donc sans aucun controle sur le nombre de

Grashof Gz et alors le résultat que nous allons montrer ci-dessous est valable que ce soit dans
2

le régime laminaire et aussi dans le régime turbulent du fluide.

Théoreme 2.3.3 Soit f la force donnée dans la Définition 2.2.4. Alors toute solution U e
HY(R3) des équations de Navier-Stokes amorties et stationnaires (2.26) vérifie la décroissance

suvante : c

SN '
U(ﬂf)’ S Tr Rl (2.49)

avec une constante ¢ = C(ﬁ, f, v,a) > 0 qui dépend de la solution ﬁ, de la force f, de la constante
de viscosité v > 0 et du paramétre d’amortissement o > 0.

Démonstration. La preuve de ce résultat repose essentiellement sur une étude préliminaire de
la localisation spatiale de la solution U qui est faite dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.2 Dans le cadre du Théoréme 2.3.3, la solution U € HY(R3) des équations
(2.26) vérifie la décroissance en variable d’espace : pour tout x € R3,

- 1

U(z)| < Crmv (2.50)

ol ¢ = c((j, v,a) > 0 est une constante qui dépend de la solution (j', de la constante de viscosité
v > 0 et du paramétre d’amortissement o > 0.
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Pour prouver cette proposition nous avons besoin de passer par le cadre de la théorie de la
régularité partielle développée principalement dans 1’article [8] de Caffarelli-Kohn et Niremberg
(voir aussi les Chapitres 13 et 14 du livre [46] pour plus de détails sur cette théorie) et ceci
sera fait en détail dans I’appendice a la fin du chapitre. Plus précisément, dans le Théoreme
2.4.2 page 86 nous allons remarquer que cette théorie de la régularité s’adapte facilement au
cadre des équations de Navier-Stokes amorties et & partir de ce résultat nous pourrons vérifier
la décroissance de la solution U donnée dans (2.50). Ainsi, nous allons maintenant supposer la
Proposition 2.3.2 et nous allons voir comment a partir de ce résultat nous pouvons démontrer
le Théoreme 2.3.3.

Soit donc U € H'(R?®) une solution des équations (2.26). Pour étudier la décroissance spa-
tiale (2.49) on commence par écrire cette solution comme la solution du probléeme de point fixe
équivalent (voir I'expression (2.14) page 56) :

0 =~ [B(T - 9)0)] +

—VvA+ aly f} ’ (2.51)

—VvA+ aly {

et nous allons étudier la décroissance spatiale des deux termes ci-dessus. Plus précisément, nous
allons montrer qu'’il existe deux constantes ¢; = ¢1(U,v,a) > 0 et ca = ca(f, v, ) > 0 telles que
l'on a

’_M[ (T - ¥)0)] ()] < 5%4 (2.52)
et
oaar 10| < (259

pour tout |z| > 8.

Nous allons tout d’abord étudier I'estimation (2.53) car les estimations que nous allons faire
avec ce terme nous seront aussi utiles pour étudier apres 'estimation (2.52).

L’estimation (2.53) sera une conséquence du lemme suivant :

c
Lemme 2.3.2 Soit g € LY(R?) qui vérifie une décroissance |g(x)| < T pour n € N et pour
x

tout |z| > 8. Alors il existe une constante ca = ca(g,v, ) > 0 telle que l'on a : pour tout |x| > 8,

1 (&)

At al, 9] (z)] < W

(2.54)

La preuve de ce lemme sera faite & la fin du chapitre page 94 et elle repose essentiellement sur
le fait que 'on peut écrire

1
— =G, )
@) = G r9()
1
ou G () > 0 est le noyau du potentiel de Bessel ————— [-]; et ce noyau vérifie de bonnes
’ —vA +aly

propriétés de décroissance.

Une fois que nous avons énoncé le Lemme 2.3.2 nous pouvons maintenant en tirer I’estima-
tion (2.53) directement de ce lemme. En effet, rappelons que la force f = (fi, fo, f3) donnée
dans la Définition 2.2.4 est un champ de vecteurs dans la classe de Schwartz et alors par le
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Lemme 2.3.2 nous avons que la fonction [fi] appartient aussi a la classe de Schwartz

—vA + al d
(avec 1 < ¢ < 3 ) et donc en prenant n = 4 dans 'estimation (2.54) nous avons l’estimation

(2.53).

Une fois que nous disposons de I’estimation (2.53) nous pouvons maintenant vérifier I'estimation
(2.52) et pour mener a bien les estimations dont on a besoin on commence par écrire le terme

1

—vA 4 aly [P(([j . 6)[7)}’

de la facon équivalente suivante : tout d’abord, étant donnée que U € HY(R?) et que div(U) = 0

alors on peut écrire le terme bilinéaire (U V)U comme dw(U ®U ) et ensuite nous écrivons

1
VA aly

vA

1 L
P di
—VvA 4+ aly [ —VA( wUeU)

Pwmﬁ®mﬂ:

et nous allons maintenant étudier le terme a droite de l'identité ci-dessus. Plus précisément,
nous allons montrer que ce terme peut s’écrire comme le produit de convolution avec un noyau
et pour définir ce noyau (ce qui sera fait dans lexpression (2.59) ci-apres) nous devons tout

d’abord étudier le terme Pﬁ(div((j ® U)).
Nous allons maintenant observer que le terme ci-dessus s’écrit comme le produit de convolution
mx (U ®@U), ot m = (i jk)1<ijk<3 est un tenseur avec m; x € C°(R3\ {0}) une fonction
homogene de degré —2. En effet, étant donné que le projecteur de Leray P est défini en variable
d’espace comme o

P(g) = ¢+ (R® R)g,

ou R = (R;)i<i<3 avec R; = \/% la i-eme transformée de Riesz; et de plus, étant donné que

1 - o 0
—yAdw(U ®@U) = (Z —ykA (UiUk)> ;

nous écrivons alors

3 3
1 . 15) 0
P—(div(U 0 0)) = Z_V’“A(UZUWZZ&RJ_ < (UUr)
k=1 j=1 k=1 1<i<3
3 3
= | DD [6ij+ RiRj] (U;Uk) : (2.55)

1<i<3

et en prenant la transformée de Fourier dans chaque terme de la somme ci-dessus nous obtenons

0 &l 1
F [l + rim) 2000 €)= [+ 552] S F 0] A ©)
Nous définissons alors la fonction m; ;. au niveau de Fourier par
Fmi ] (§) = [&,j + %%] VZ|§;|27 (2.56)
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oll nous pouvons observer que F [m; ;| (§) est une fonction homogene de degré —1 et de classe
C> en dehors de Dorigine et alors m; ;, € C°(R3\ {0}) est une fonction homogene de degré —2.

De cette fagon, en revenant a I'identité (2.55) nous écrivons

3 3
_VA(dw( QU ZZm”k* (U;Ug) ,
71=1 k=1

1<i<3
ou, pour simplifier ’écriture on pose le tenseur
m = (M jk)1<ij k<3 (2.57)
et par un abus de notation nous allons écrire dorénavant
1 L L
A(aliv(U @U))=mx(UxU). (2.58)
—v

Une fois que I'on a définit le tenseur m ci-dessus nous définissons maintenant le noyau K, ,
comme le tenseur

Koo = vA

= A tar " (2.59)

< g A
c’est a dire, [Ky o)ijk = m
(2.59) nous pouvons alors écrire

[m; k) pour 1 <, 4,k < 3; et alors par les identités (2.58) et

vA

P 1 A
—vA+al; | —VvA

—vA + aId

wuﬁ®mﬂ_ mx(U@U)| =K,ox(Ua0). (2.60)
Une fois que nous disposons de cette identité nous observons que l’estimation (2.52) et alors
équivalente a ’estimation

pour tout |z| > 8 et olt ¢ = ¢o(U,v,c) > 0 est une constante. Vérifions donc D'estimation
(2.61). La premiere chose a faire c’est étudier la décroissance en variable d’espace du noyau K, ,
ci-dessus et nous avons le lemme technique suivant :

Lemme 2.3.3 Soit le noyau K, o défini par l’expression (2.59). Ce noyau vérifie une décroissance

sutvante :

%l’ st |x| < 4,

L
Eik

ot ¢y o > 0 est une constante qui dépend seulement de v > 0 et o > 0.

Ku,oz(x) < Cuv,a (262)

si |z| > 4,

Expliquons rapidement les grandes lignes de la preuve de ce lemme qui, pour la commodité du
lecteur, sera faite en détail a la fin du chapitre. Cette preuve suit essentiellement les idées de
la preuve du Lemme 2.3.2 mais nous devons contourner quelques contraintes techniques. En
effet, observons par la définition du noyau K, , donnée dans ’expression (2.59) nous savons que

vA
K, o= —————[m] (ou le tenseur m est défini par les expressions (2.56) et (2.57)) et alors
' —VvA+ aly
1
nous pouvons écrire K, , = ——— [vAm], néanmoins, on ne peut pas appliquer directe-
’ —VvA+ aly

ment ici le Lemme 2.3.2 : pour appliquer ce lemme il faut que la fonction vAm appartienne a
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I'espace L'(R3) mais ceci n’est pas possible car nous allons montrer que cette fonction a une

décroissance [vAm(z)| < W et alors elle n’est pas intégrable a l'origine. Dans la page 95 nous
x

allons voir comment contourner ce probleme et nous donnons une preuve du Lemme 2.3.3.

Une fois que nous disposons de l'information nécessaire sur la décroissance du noyau K, .,
nous revenons maintenant au terme K, . * ((j ®U ) pour vérifier estimation (2.61). L’idée pour
vérifier cette estimation est la suivante : nous allons tout d’abord montrer que la solution U
vérifie la décroissance ci-dessous :

- c
Lemme 2.3.4 Pour tout |z| >4 on a |U(x)| < ﬁ

x
La preuve de ce lemme repose essentiellement sur le fait que par les identités (2.51) et (2.60)
nous pouvons alors écrire la solution U des équations (2.26) comme

U*:Kw*(ff®(7)+MM‘

Ensuite, par la Proposition 2.3.2 nous savons que la solution stationnaire U vérifie une décroissance

- 1

Ulx)| <c——,

U@l < e

et par cette décroissance, I’estimation du noyau K, , donnée dans le Lemme 2.3.3 et I’estimation
(2.53), nous pouvons montrer que la solution U vérifie la décroissance donnée dans le Lemme
2.3.4. Tous les calculs seront faits en détail a la fin du chapitre page 97; et maintenant nous
allons nous servir de ce lemme pour vérifier I'estimation cherchée (2.61).

En effet, pour |z| > 8 fixe on commence par écrire

—

Koot D@ < [ Kale=nI @Oy = [ | 1Keale =)0 & T)wldy

|z
|y|§7

+/| ol [ Kya(z = YT @ U)(y)ldy = I + I, (2.63)
y|>25

et 'on cherche a estimer les termes I; et Iy ci-dessus.

. 7’ .o . xT . ’ o, 7 .
Pour le terme [;, comme nous considérons ici |y| < % alors nous avons les inégalités sui-
|z|

vantes : |z —y| > |z| — |y| > %, d’on, étant donné que |xz| > 8 nous écrivons ‘5 > 4 pour
obtenir |z — y| > 4 et ainsi, par l'estimation (2.62) obtenue dans le Lemme 2.3.3 nous avons

|Kyo(r —y)) < —2°— < 2 ot nous pouvons écrire

z —y[* = 2|t
11:/
ly|<

Pour le terme I, on commence par écrire

||

Izl | ]!
2

= = Cuv,a = = Cv,a 73
Kol =@ o Diler < 25 [ 10 0 00ldy < FEI01E:. - 200
Y=

b= [ L (K-l @D+ | Kol — )T © 0)(y)ldy
lyl> 5, la—y|<2

ly|> 2L, |z —y|>2

(12)a + (L2)b, (2.65)
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et 'on doit estimer chaque terme de l'identité ci-dessus. Pour estimer le terme (I2), nous al-
lons utiliser la décroissance de la solution U donnée dans le Lemme 2.3.4. En effet, comme

nous considérons ici |y| > ‘g—' (o comme |z| > 8 alors on a |y| > 4) par ce lemme nous

- o c

pouvons alors écrire |(U @ U)(y)| < —5 < G D’autre part, comme nous considérons aussi
y x

|x — y| < 2, toujours par 'estimation (2.62) (obtenue dans le Lemme 2.3.3) nous savons que

c
|Ky oz —y)] < —2“—; et nous obtenons de cette facon

[z —y

- = Cu.a d Cr,a
(I)a = / Koz — ) [(T @ T)(y)ldy < 22 / W e 65
ly|> 2L, |z—y|<2 e—yl<2 [T =yl ™ |z]

Pour estimer le terme (I2)p, rappelons que nous considérons ici |x — y| > 2 et ainsi, toujours par
Cuv,a
jz —y[*

I'estimation (2.62), nous savons que K, o(x —y) < et alors, en suivant les mémes lignes

que l'estimation (2.64) nous obtenons

(I2)y <

Cy,

1717 (2.67)

(03
|z[*
Une fois que nous disposons des estimations (2.66) et (2.67) nous posons maintenant la constante
2
|z]*
Ainsi, par cette estimation et par I’estimation (2.64) nous revenons maintenant a 'identité (2.64)
ou nous obtenons I'estimation cherchée (2.61). [

co = max(cy q, cy7a||l7H%2) > 0 et en revenant & l'identité (2.65) nous pouvons écrire Iy <

2.4 Appendice

Dans la Section 2.4.1 ci-dessous nous revisitons la théorie de la régularité partielle de Caffa-
relli, Kohn et Nirenberg dans le cadre des équations de Navier-Stokes stationnaires et amorties ;
et nous donnons une preuve de la Proposition 2.3.2. Ensuite, dans la Section 2.4.2 nous prouvons
les lemmes techniques.

2.4.1 La théorie de la régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg

Le but de cette section est de donner une preuve de la Proposition 2.3.2 (page 79) et comme
annoncé nous avons besoin de passer par le cadre de la théorie de la régularité partielle de
Caffarelli, Kohn et Niremberg [8] (CKN). Pour exposer les idées de la preuve de cette proposition
d’une fagon plus claire nous avons divisé cet appendice comme suit : dans le point A) ci-dessous
on commence par expliquer les grandes lignes de la preuve de la Proposition 2.3.2 et nous
expliquons comment nous allons utiliser ici la théorie CKN. Ensuite, dans le point B) nous
faisons un rappel sur un résultat classique de la théorie CKN dont on a besoin et apres nous
adaptons ce résultat au cadre des équations de Navier-Stokes stationnaires et amorties; et ceci
sera fait dans le Théoréeme 2.4.2. Finalement, dans le point C'), a I’aide du Théoréme 2.4.2 nous
donnons une preuve de la Proposition 2.3.2.

A) Les idées de la preuve de la Proposition 2.3.2
Rappelons rapidement que dans cette proposition nous considérons les équations

—

—vAU+ (U -VYU+VP=f—alU, div(U)=0, a>0, (2.68)
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avec la force ]F donnée dans la Définition 2.2.4; et nous voulons montrer que toute solution
U € HY(R3) (obtenue par le Théoreme 2.1.1) vérifie une décroissance en variable d’espace :

- 1
U(z)| < Cmv (2.69)

ounC'=C (ﬁ ,v,a) > 0 est une constante qui dépend de la solution ﬁ, la constante de viscosité
v > 0 et le parametre d’amortissement o > 0.

Dans 'expression (2.69) nous pouvons observer que cette estimation équivaut aux estimations
suivantes :

|U(z)| < e, (2.70)

et
(2.71)

et il s’agit alors de vérifier ces deux estimations. L’estimation (2.70) sera vérifié dans le Lemme
2.4.1 du point C) ci-apres (ou nous allons montrer que la solution U appartient a I'espace
L>®(R3)) et cette estimation ne présente aucun probléme particulier. Mais, I’estimation (2.71)
est plus délicate a vérifier car a priori nous ne disposons d’aucune information supplémentaire
pour que la solution ait une décroissance comme celle donnée dans (2.71) ; et pour vérifier cette
décroissance nous allons adapter un résultat de la théorie CKN au cadre des équations (2.68).

B) La théorie de la régularité CKN pour les équations amorties

On commence donc par faire un tres court rappel sur un résultat de cette théorie. Pour un
exposé complet sur ’état de 'art de la théorie de la régularité CKN voir les Chapitres 13 et 14
du livre [46].

Le résultat dont on a besoin est obtenu dans le cadre des équations de Navier-Stokes classiques
(sans terme d’amortissement) :

Oyt = vAlL — (G- V)i —Vp+g, div(@) =0, (2.72)

ot § = §(t,x) est une force qui vérifie g € L%([0,T[, H *(R?)) pour un temps 7" > 0; et
nous allons maintenant introduire quelques définitions et notations. Pour zg € R3, rg > 0 et
to > 0 nous considérons le domaine Qo =|tg — r¢, to[x B(z0,70) C]0, +0o[xR? et nous avons les
définitions suivantes :

Définition 2.4.1 (Solution faible et solution adaptée)

1) Le couple (i,p) est une solution faible des équations (2.72) sur le domaine Qo ci-dessus
silon a i € LPL2N LIHLY Qo) et p e D' (Qo).

2) Une solution faible i des équations (2.72) est une solution adaptée si cette solution vérifie
Vinégalité d’énergie locale dans D' (Qo)

a2 < vA(T)?) — vV @ @)% — div((2p — |@|2)T) + @ - . (2.73)

Maintenant que I’on a introduit ces définitions nous pouvons énoncer le résultat suivant qui s’agit
d’un critere de régularité de la théorie CKN (pour une preuve de ce résultat voir le Théoréeme
14.4 page 472 du livre [46])
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Théoréme 2.4.1 Soit le domaine Qo =|to—12, to[x B(xo,70). Soit (@, p) € L L2NLIH(Qo) X
D' (Qo) une solution faible des équations de Navier-Stokes (2.72). Si :
3 3
1) p € Lt2 L% (QU);
2) g€ LILL(Qo), avec ¢ > 3,
3) 4 est une solution adapté au sens du point 2) de la Définition 2.4.1,

alors il existe deuxr constantes n > 0 et ¢ > 0, qui ne dépendent que de la constante de viscosité
v et de q, telles que : st pour 0 < A <n on a :

1) / Qt, )P + |p(t, z)|2)dz dt < X372 et

5) |§(t7 Jj) |qdw dt < /\qug_gq :
Qo

2
alors i est bornée sur le sous-domaine Q1 =|to — 4, to[xB(wo,5) C Qo et l'on a

1
sup |u(t,x)] < eA—. (2.74)
(t,l’)te T.O

Ce résultat de la théorie CKN a été aussi étudié dans différentes contextes (voir par exemple le
Chapitre 30 du livre [45]) et nous n’allons pas faire ici une discussion sur ce sujet. Notre intérét
au Théoreme 2.4.1 repose essentiellement sur 'estimation (2.74) comme nous ’expliquons tout

2
de suite : dans cette estimation nous observons que pour tout (¢, x) € Q1 =]to— %0, to[xB(xo, %)
1
nous avons |ii(t, z)| < cA—, et alors, si pour 29 € R3, ol |zo| > 0, on pose rg = |zg| alors par
0o
Pestimation (2.74) nous observons que pour (¢, xo) nous pouvons écrire
S 1
|ti(t, xg) < cA—:. (2.75)
|0l

Cette estimation est intéressante car nous pouvons observer qu’ici 'on obtient une décroissance
similaire a la décroissance cherchée (2.71) et nous pouvons aussi observer que cette décroissance
est valide pour tout |zg| > 0 car la constante cA ne dépend pas de xy.

En suivant ces idées, nous voulons donc adapter le Théoreme 2.4.1 au cadre des équations de
Navier-Stokes amorties et stationnaires (2.68) pour ensuite pouvoir vérifier I’estimation (2.71).
Nous avons ainsi le résultat suivant :

Théoréme 2.4.2 Soit la force f donnée dans la Définition 2.2.J et soit (17, P) ¢ H'(R3) x
H%(RS) une solution des équations (2.68) obtenue dans le Théoréme 2.1.1. Soit g € R3, rg > 0
et soit la boule By = B(xg,m0) C R3. Si :

1) P e L3(By) et

2) fe Li(By), avec q > g,
alors il existe deux constantes n > 0 et ¢ > 0, qui ne dépendent que de la constante de viscosité

v > 0, le paramétre ¢ > g et le parametre d’amortissement o > 0, telles que : si pour 0 < A <n
on a :

9 | (|ﬁ($)|3 + |P(x)|%) dz < N3 el

@)% < X275
By
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alors la solution U est bornée sur la boule By = B(xo, %) C By et l'on a l’estimation :

o 1
sup [U(z)| < eA—. (2.76)
z€B, To

Démonstration. Comme le champ de vitesse U est une fonction stationnaire alors nous avons
.U = 0; et de plus, comme le couple ((7 ,P)e HY(R3) x H > (R3) est une solution des équations
de Navier-Stokes stationnaires et amorties (2.68) alors (U, P) est aussi une solution des équations
de Navier-Stokes amorties :

—

U =vAU — (U -V)U - VP + f—al, div(0)=0; (2.77)

et alors nous allons maintenant montrer que ’on peut appliquer le Théoreme 2.4.1 aux équations
ci-dessus.

Soit un temps ¢ty > 0 et soit donc le domaine Qo =lty — r%,to[xB(xo,ro). Observons tout
d’abord que (U, P) est une solution faible des équations (2.77) sur le domaine Qo au sens du
point 1) de la Définition 2.4.1. En effet, comme UeH L(R3) ne dépend que de la variable
spatiale et comme nous avons ici un intervalle du temps borné : Jtg — r%,to[, alors nous avons
U e LPL2NL2HY(Qo). De méme facon, comme P € H2 (R3) est une fonction stationnaire nous
avons P € D' (Qy).

Observons maintenant que le champs de vitesse U , la pression P et la force f vérifient les
hypotheses 1), 2) et 3) du Théoreme 2.4.1. En effet, Les points 1) et 2) du Théoreme 2.4.1 sont
une conséquence directe des hypotheses 1) et 2) données dans le Théoreme 2.4.2 et du fait que
les fonctions P et f ne dépendent pas de la variable du temps. Quant au point 3) du Théoréme
2.4.1, nous allons maintenant montrer que la solution U est une fonction adaptée au sens du
point 2) de la Définition 2.4.1.

Il s’agit de montrer que la solution U vérifie 'inégalité locale (2.73) et pour cela nous remarquons
que comme le couple (U, P) vérifie les équations (2.77) et comme nous avons en plus U € H'(R?)
et Pe H %(R?’) alors les fonctions U et P sont suffisamment régulitres et nous pouvons écrire
I'identité au sens des distributions suivante :

WU? = vA(JU)?) — vV @ U — div((2P — |U?)@) + U - f — a|U%. (2.78)

Observons maintenant que le terme —a|U|? ci-dessus a un signe négatif et alors par cette identité
nous pouvons aussi écrire I'inégalité (toujours au sens des distributions) suivante :

U)? < vA(|U)?) — vV @ U? — div((2P — |U|?)@) + U - f,

qui est 'inégalité d’énergie locale (2.73) ; et donc la solution U est bien une solution adaptée au
sens de la Définition 2.4.1.

Une fois que 1'on a vérifié les points 1), 2) et 3) du Théoreme 2.4.1, par ce théoréme avons
alors la conclusion suivante : il existe deux constantes n > 0 et ¢ > 0, qui ne dépendent que
U>0,q>%etdea>0,tellesque:sipour()g)\gnona

. N3
i) /Q (T + 1P)

3
2

Ydx dt < )\37“(2) et
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ii) / |f(2)|9da dt < \20r5759
0
R 2
alors U est bornée sur le sous-domaine @ =|tg — %0, to[xB(z0, 3 ) C Qo et I'on a

. 1
sup |U(z)| < eA—.

2.79
(tvx)te TO ( )

Observons finalement que cette conclusion est la méme conclusion énoncée dans le Théoreme
2.4.2 : étant donné que les fonctions U , Pet f sont toujours des fonctions stationnaires alors les
estimations données dans les points 7) et i7) ci-dessus sont équivalentes aux estimations énoncées
dans les points 3) et 4) du Théoreme 2.4.2. En effet, comme Qo =]ty — 73, to[x B(z¢,70) alors
par lestimation donnée dans i) nous pouvons écrire

2
to—7{

2 / T@)P + |P@)})de = / / (@) + |P(a)|3 )da dt
B(zo,70) B(zo,r0)

= [ @+ P d < 22,
Qo

ce qui équivaut a écrire / (](7(:17)]3 + ]P(x)|%) dz < A*, qui est I'estimation donnée dans le
Bo

point 3) du Théoreme 2.4.2. En suivant le méme raisonnement nous avons que l’estimation
donnée dans le point i) équivaut a estimation 4) de ce théoréme. De plus, nous pouvons aussi
observer que l'estimation (2.79) équivaut a l'estimation (2.76) et alors le Théoréme 2.4.2 est
maintenant démontré. |

Maintenant que l'on dispose de lestimation (2.76) nous pouvons montrer que la solution U
vérifie I'estimation (2.69).

C) Preuve de la Proposition 2.3.2

Comme expliqué dans le point A) on commence par vérifier 'estimation (2.70).

Lemme 2.4.1 Soit une U € H'(R3) une solution des équations (2.68) associée a la force f
donnée dans la Définition 2.2.4. Alors U € L®(R3).

Preuve. Comme nous avons l'inclusion H?(R3) c L*°(R3) nous allons donc montrer que la,
solution U appartient & l'espace H2(R3). Nous écrivons cette solution comme la solution du
probleme de point fixe suivant :

1

U= _—Z/A+O£Id

[P((ﬁ . 6)&)] + M [ ﬂ : (2.80)

voir I'identité (2.14) pour tous les détails des calculs ; oit nous observons tout d’abord que comme

. 1 4
la force f appartient a la classe de Schwartz alors ——— [ f} €eH 2(]R:S) et il s’agit alors de
1 —VvA + OéId
vérifier que ’on a aussi ———— []P’(((_j : 6)(7)} € H%(R?). En effet, comme div(l_j) = 0 nous
o —_yAtaId
écrivons (U - V)U = div(U ® U) et nous avons alors I'identité
_ [B(@ - 9)0)] = _ [B(din (T & 0))] (2.81)
—VvA+aly  —vA +aly w ’ '
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et nous allons maintenant vérifier que le terme a droite de cette identité appartient a l’elspace
H?(R3). Etant donné que U € H'(R?) alors par les lois de produit nous avons U @ U € H2 (R?)

d’ot1 nous obtenons ——— |P(div U )| e H3(R3 ; et alors par l'identité (2.81) et I’iden-
vA+aly

tité (2.80) nous avons U € H2 (R3). Avec I'information U € H? (R3), toujours par le lois de pro-
duit nous avons U @ U € H%(IR{:)’) C H'(R3) et nous avons m [P(div((_j ® (_j))} € H?(R3).

Ainsi, toujours par l'identité (2.80) nous obtenons U € H?(R3) et donc Ue L>®(R3). [ |

Dans le lemme suivant (qui s’agit d’un corollaire du Théoreme 2.4.2) nous vérifions mainte-
nant lestimation (2.71).

Lemme 2.4.2 Soit une U € H'(R3) une solution des équations (2.68) associée o la force f
donnée dans la Définition 2.2.4. 1l existe deux constantes ¢ > 0 et M > 0, qui ne dépendent que
de la constante de viscosité du fluide v > 0 et le parameétre d’amortissement o > 0, telles que la
solution U vérifie l'estimation

pour tout |x| > M.

Preuve. La premiere chose a faire est de vérifier les points 1) et 2) du Théoreme 2.4.2 pour
obtenir I'estimation (2.76). Soient 2o € R3, ry > 0 et soit la boule By = B(xg,r9) C R3. Pour

vérifier le point 1) du Théoreme 2.4.2 il suffit de montrer que la pression P appartient a I’espace
3

L%(R3) et pour cela nous écrivons P = —%dz’v(div((j @U)) = Z RiR;(U;,Uj), ou R; = \/%
ij=1

est toujours la transformée de Riesz ; et comme l'opérateur R; R; est borné dans I'espace L: (R3)

alors pour obtenir P € L%(R?’) nous allons montrer que U;,U; € L%(R?’) pour 1 < 4,5 < 3,

ce qui équivaut a montrer UeUe L%(R3). En effet, comme U € L2(R?) par les inégalités de

Holder nous avons UxU c L' (R?). D’autge par le Lemme 2.4.1 nous avons aussi U € L*®(R3?)

et alors, comme U € L?*(R3), nous avons U ® U € L?(R3); et par interpolation nous obtenons

0ol e L2(R3).
Pour vérifier le point 2) Théoreme 2.4.2 il suffit de remarquer que la force f appartient a la
classe de Schwartz (voir toujours la Définition 2.2.4) et nous avons directement f € L%(By) avec

q > % Ainsi, par le Théoreme 2.4.2 il existe deux constantes > 0 et ¢ > 0, qui ne dépendent
quedey>0,q>geta>0,telleque:sipour0§>\§7770na:

/B (1@ + |P)[?) de < X (2.82)

[ \flras < e, (2.83)
0

alors la solution U vérifie estimation (2.76) ; et pour pouvoir écrire cette estimation nous devons
maintenant vérifier les estimation (2.82) et (2.83).

Fixons tout d’abord A = 7. Pour vérifier 'estimation (2.82) nous allons montrer les estima-

tions suivantes 5
[ 0@P <t e [ |P@)
Bo 2 BO

N

dx <

3
n
: 2.84
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En effet, pour monter la premiere estimation de (2.84) observons tout d’abord que comme
U € HYR3) = L? N H(R?) alors par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev nous avons
U € L? N L5(R3) et ensuite par les inégalités de interpolation nous obtenons U € L3(R3). Ainsi,

3
pour @ > 0 il existe M > 0 tel que si |xg| > M; alors nous avons / ]U(:U)]?’ < %
Bo

Pour vérifier la deuxieme estimation de (2.84), rappelons que 'on a P € L%(R3) et alors pour

3
@ > 0 il existe Ma > 0 tel que si |xg| > Ma alors nous avons 'estimation / |P|%dac < %
Bo
Ainsi, on pose alors la constante
My = max(Ml,Mg) > 0, (285)

et pour |zg| > My nous pouvons alors écrire les estimations données dans (2.84) et donc nous
avons vérifié 'estimation (2.82).

Vérifions maintenant l'estimation (2.83). Pour |zg| > My nous prenons ici le rayon ro > 0
de la boule By = B(z, 7o) comme

To = @, (286)
2
et alors 'estimation (2.83) s’écrit comme
|0l s 7l 2
- |fltdz < n™, (2.87)
2 B($O7L2O|)

et pour vérifier cette estimation nous devons étudier un peu plus le terme a gauche ci-dessus.
Toujours par le fait que la force f appartient a la classe de Schwartz alors pour 5 > 3 nous
pouvons écrire |f(z)| < ﬁ, pour tout z € R3; et alors par cette estimation nous avons

3q—3 3q—3
S =[5 e
2 B(=zo @) 2 B(Io,‘gfo‘) ||

K
et en passant a des cordonnées radiales nous obtenons

_ _ lzol
|| 3a=3 dx || 3a=3 355" o _ c
1201 < o | 1200 B, — qB3-8) — _ ~
C |: 2 B(xoy@) ‘$|qﬁ - c 2 @ p dp C‘xo‘ ’x0|q(ﬂ_3)7

2

et alors nous pouvons finalement écrire

@ 3q—3/ |ﬂQd < L
2 B(zo,201) = Tagl B

Par cette estimation nous observons que pour vérifier I'estimation (2.87) il suffit de vérifier 1’es-

. . C c o N C
timation ———— < 172q et cecl equivaut a écrire 5 S |zo].
’.’B |(I(5 3) =
0 77Q(ﬁ 3)

. c N p
Ainsi, on pose la constante M = max <Mg, 2q> > 0, ol la constante My > 0 est donnée
nq(5*3)
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dans (2.85), et pour tout |xg| > M et ro = |3”2—°| nous avons 'estimations (2.82) et (2.83) et donc
nous pouvons écrire (2.76) :

Jzol

Ainsi, comme la constante ¢y > 0 ne dépend pas de xg et en écrivant maintenant xg = =z
alors pour tout |z| > M par lestimation ci-dessus nous pouvons écrire 'estimation cherchée

— C’]’/
Ulx)| < —. _

De cette fagon par les Lemmes 2.4.1 et 2.4.2 on pose maintenant la constante C' = max(||U ||z, cn) >

0 et pour tout z € R? nous pouvons écrire |U' ()| <C ﬁ\wl’ qui est 'estimation cherchée (2.69)

et alors la Proposition 2.3.2 est maintenant montrée . |

2.4.2 Les lemmes techniques
Preuve du Lemme 2.3.1 page 76

Nous commencons par écrire
19t 72 =t 172 — 2@, ), U)raxre + 107, (2.88)

ou le deuxieme terme a droite peut s’écrire comme
— — t —
2t ),0) pass = 20, D)z =2 [ (054, Dvp-sads,
0

En effet, comme U est stationnaire nous avons 8;( - U) = (9,@) - U et de plus, comme U € H?
nous pouvons écrire

— —

Op(u(t,-), U)p2xpz = (Outi(t,-), U) g2 p2-

Mais, comme ¥ = i — U alors nous avons # = ¥+ U et donc nous obtenons 0@ = 0;v. Ainsi, en
remplacant cette identité dans I’identité précédente nous avons

O (u(t,-), U)oz = (040(t, ), U) -2 2
Finalement, on integre par rapport a la variable de temps et nous obtenons de cette fagon

t
<’lj(t7 '), U>L2><L2 = <'lj(), U>L2><L2 + / <at17(t, '), U>H—2><H2d8.
0

De cette fagon, en appliquant cette identité au deuxieme terme de (2.88) nous avons

t
19t )72 = lla(t, )72 — 2(do, U) r2xre — 2/0 (@(t, ), U) -2 p2ds + | U| 72 (2.89)

Maintenant, comme la solution de Leray « vérifie I'inégalité d’énergie obtenue dans la Proposition
1.2.1:

t t T
It )z < ol +2/ <faﬁ>H1><H1dS_2V/ !W(S")Ililds—?a/ (¢, )17 dt,
0 0 0
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alors en remplacant cette estimation du terme [|@(t,-)||2, dans (2.89) nous pouvons écrire

t t
15,172 < Jldoll7> — 2(do, U) paxre + U172 —21//0 Hﬁ<3a')H12ipdt_2a/0 (s, )17t
(a)
t t .
2/ <f'ﬁ>H—1XH1dS—2/ <8t17(t,'),U>H—2XH2dS, (290)
0 0

~~

(b) (c)

ot nous avons besoin d’étudier les termes (a), (b) et (c¢) ci-dessus. Pour le terme (a) nous écrivons
directement

Iol|72 — 2(do, U) 22 + 1U 72 = [|@ — Ulf72. (2.91)

Ensuite, pour le terme (b) nous allons vérifier que l'on a 'identité suivante

t t t
2/ (Fil) o = 2y/ <6®U,V®5>Lm2ds+2/ (T - 9)T, @) sy s
0 0 0

t
+2a / <U, ﬁ>L2><L2 dS. (292)
0

— —

En effet, comme la solution stationnaire U vérifie Péquation —vAU + P((U - V)U) + aU = f,
nous avons

(fr@) g1y = (—vAU +P((U - VU + U, @) 15511+

ol, nous intégrons par parties le premier terme a droite et de plus, nous utilisons les propriétés
du projecteur de Leray dans le deuxieme terme a droite pour obtenir I'identité

—

(L) g—1xm = ’/<6 & (7? Ve W) 15 gt + <((7 : ﬁ)ﬁa U) 15t + 04<(7717>L2xL2-

Finalement nous intégrons par rapport au temps et nous avons de cette fagon l'identité re-
cherchée (2.92).

Etudions maintenant le terme (c) et pour cela, comme ¥ = 4 — U nous utilisons la relation
05 = vAT — P ((ﬁ- V)i — (U - 6)6) — ad,
mais, afin de mener a bien les calculs plus bas, il convient d’écrire le terme non linéaire comme
(@-VYi—(U-V)U = (7-V)o+ U -V)i+ (7-V)U,

de sorte que U vérifie ’équation

De cette facon nous avons

—

(008, 0)yoxpz = (WAGTU)g2yge — (B(T-V)7),

7, 7)
—~(P((T-V)T),0) g2y p> — (T, 0) 2 12
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Dans cette identité, dans les trois premiers termes a droite nous intégrons par parties et nous
utilisons les propriétés du projecteur de Leray. De plus, pour le quatrieme terme a droite, comme
div(U) = 0 alors nous avons (P((¢- V)U),U) g2 g2z = 0 et donc nous obtenons

(05, D) g2xpr = —v(V@T,V@U)20p2 + (0 V), 0) g1 + (U - VU, 0 g1
—Oé<17,(j>L2XL2.

Finalement, nous intégrons par rapport a la variable de temps pour obtenir

t t
—2/ (005, T) g ppods = zy/ Ve
0 0

<

t
®U>L2XL2dS — 2/ <('l7 V)U,17>H71><H1d8
0

t t
_2/ (T T, ) g +2a/ (5,0 o g (2.93)
0 0

Une fois que nous avons les estimations (2.91), (2.92) et (2.93), nous les remplagons dans (2.90)
et nous obtenons

-

t t
19t )72 < ||170—U||%2—2V/ Hﬁ(s,')llildﬁ@/ (VOU,VOU)r2yp2ds
0 0

t

t t
—2/<@=Vﬂamﬂqﬂp—2a/|wwfm;d&+%g/<uﬁn%¢m8
0 0 0
t
+20é/ <17, U>L2><L2d8. (294)
0

A ce stade nous avons les remarques suivantes : tout d’abord, étant donné que ¥ = 4 — U alors,
dans le troisieme terme a droite de ’estimation ci-dessus nous pouvons écrire

=

t t t
4,,/ <V®U,V®U>L2Xpds:4u/ (V@U,V@U)szpds—zw/ U3 ds,
0 0 0

de sorte que

t t
_2y/ (s, -)||i,1ds—|—4u/ (¥ © T,V @ 0) o, ods

IN

—zy/ | @(s, ||H1ds~|—4u/ (Ve a,VeU) iy des—4y/ U2 ,ds

—%/HW&%%W ds < w/nv SR
0

D’autre part, toujours par la relation ¥ = @ — U, dans le dernier terme de (2.94) nous pouvons
écrire

IN

t t t
—i—2a/ (@, U>szL2ds:2a/ (@, U>Lng2ds—2/ 1T |2.2ds,
0 0 0

et alors
t

¢ t
—2a Hﬁ(s,')H%st—i—Qa/ (U,ﬁ>szde5+2a/ (U,U) 2 12ds
0 0 0

IN

t t t
~2a [ (s, ads + da [ (70} paspads — 20 [ [0ads
0 0 0
t . t
~2a [ (s, ) = Olffads < ~2a [ [3s,)]3:ds
0 0

IN
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De cette fagon, en remplagant les estimations ci-dessus dans (2.94) nous obtenons 'inégalité
d’énergie recherchée. |

Preuve du Lemme 2.3.2 page 80

Soit Gy > 0 le noyau du potentiel de Bessel m[-] qui vérifie I’estimation suivante :

pour ¢, > 0 une constante qui dépend seulement de v >0 et « >0 on a

L sifz] <2,

||

Gu,a(x) < Cu.a || (295)
ez, si|z|>2.
Soit g € L*(R3) qui vérifie une décroissance
c
lg(@)] < E (2.96)

pour n € N avec n > 4 et pour tout || > 8; et soit enfin z € R3 fixe tel que |z| > 8. Nous
écrivons

Gu ()] = [

|z|
‘ZAST

Gualz — 1)llg)|dy + /

|Gralz—y)llg(y)|dy = 11 + I, (2.97)
ly|> 2L

. . RS x
et nous allons estimer chaque terme ci-dessus. Pour le terme I}, comme 'on considere |y| < %

alors l'on a |z —y| > ‘Zil, et de plus, étant donné que |z| > 8 alors par I'inégalité précédente I’'on

a aussi |z — y| > 4 et ainsi, par I'estimation (2.95) et comme g € L*(R3) nous pouvons écrire

||

2

_l=z—y| e
e [ e ol < coae gl (2.98)
lyl<
Pour le terme I, nous écrivons :

= /y|>';”,|:cy|<2 [Crale =yllgy)ldy + / Gra(@ —y)llgW)ldy = (I2)a + (L2)e,

jy|> 2] |r—y|>2
et nous devons encore estimer chaque terme ci-dessus. Pour le terme ([3),, comme ’on consideére

ici |z —y| < 2 alors par l'estimation (2.95) nous savons que l'on a G qo(z —y) < \fcl:ZY De
||

plus, comme I'on considere aussi |y| > 5+ alors pour I'estimation (2.96) nous savons que l'on a
lg(y)| < ﬁ < u% ; et alors nous pouvons écrire

Cu.a d Cuv,a
() < / Gralz — 1)llg()ldy < / vy <

1> 12l oyl <2 [ Jia—yj<a 2 =y = J2]™

Ensuite, pour le terme (I3)p, comme nous considérons ici |z — y| > 2 alors nous écrivons

Cy, _lz—ul Cy,
s [ L (Gl e [y g e,
lyl> 5 |z —y[>2 2" Sy >2 |z

et par les estimations ci-dessus nous avons

Cuv,a
I < ——. 2.99
e 299)
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Une fois que I'on a vérifié les estimations (2.98) et (2.99), on pose la constante co = max(cy |91, Cva) >

C2
— |

0, et nous revenons a l'identité (4.36) pour écrire |G, o * g(z)| < P
x

Preuve du Lemme 2.3.3 page 82
Nous allons montrer ici l'estimation (2.62). Rappelons tout d’abord que par la définition
vA

—VvA+ aly
le tenseur m = (m; jx)1<ijk<3) est défini par les expressions (2.56) et (2.57); et alors nous

N

du noyau K, , donnée dans 'expression (2.59) nous savons que K, o = [m], ou

pouvons écrire K, , =

1
Bessel —————— [+] s’écrite comme un produit de convolution avec le noyau G, o donné (2.95)
—vA + aly ’

nous écrivons alors K, o = Gy o * (vVAm). Ainsi, pour vérifier I’estimation (2.62) nous allons
maintenant montrer I’estimation

—————— [vAm)]. Ensuite, étant donné que l’action du potentiel de
—VvA + aly

|Gy o * (VAM)(x)] < C‘V—’T, pour |z] <4; (2.100)
x

et ensuite nous allons vérifier ’estimation

|Gy o * (vAM)(x)] < T;’ﬁ, pour |z| > 4. (2.101)

Pour montrer l'estimation (2.100) nous écrivons G, o * (VAm)(z) = AGy o * (vm)(x). D’autre
part, observons que ’on a les estimations

1
IAG,,o(7)] < % pour |z]>0 et |z|#2, (2.102)
X
et c
Im(z)] < EE pour |z| > 0. (2.103)

En effet, 'estimation (2.102) est une conséquence directe de la définition du noyau G, , donnée
dans (2.62) tandis que l'estimation (2.103) vient du fait que le tenseur le tenseur m est défini
comme m = (M jx)1<ijk<3 ou pour chaque 1 < i,7,k < 3 la fonction m; ;; € C>®(R3?\ {0})
définie dans (2.56) est une fonction homogene de degré —2. De cette fagon, pour tout |z| > 0
nous pouvons écrire

dy Cya
G rm)@)| < v [y <
vo 0 foo Tr = yPIgP = Tal

et en particulier cette estimation est valide pour 0 < |z| < 4, ce qui nous donne ’estimation
(2.100).

Vérifions maintenant l'estimation (2.101). Soit |z| > 4 fixe. On définit la fonction de tronca-
ture o, comme @, € C3°(R3) telle que : 0 < ¢, < 1, . (y) = 1si |y| < % et ¢, (y) = 0 si
ly| > %, Vel < ﬁ et [|Apyllpe < ﬁ; et nous écrivons

x x

Gua* (VAM) = G * [pz(VAM)] + Gy * [(1 — o) (VAmM)| = 1) + I, (2.104)
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S

ou nous allons monter que I; < z ‘ 4
preuve du Lemme 2.3.2. En effet, nous écrivons chaque produit de convolution ci-dessus comme
une intégrale sur R? et nous divisons cette intégrale en deux morceaux : {|y| < ‘zﬂ} et {|y| > %‘}

Pour le terme I, par la définition de la fonction ¢, nous savons que . (y) = 0 si |y| > % et

alors nous avons

=] Cuale = 0lea)Bm )y

et en intégrant par parties nous pouvons écrire
L :/I o AlGrale =y)ea(y)lmly)dy.
y|<

Ensuite, nous développons le terme A[G, o(x — y)¢z(y)] pour écrire

-

L = / AGyo(z = y)pz(y)m(y)dy + 2/ [VGm(w —y) - Vo (y)lm(y)dy
lyl<l2l lyl<i2l

+ /| |<m Gu,a(x - y)Atpz(y)m(y)dy = (Il)a + (Il)b + (Il)c- (2105)

Nous devons encore estimer ces trois termes ci-dessus mais avant de faire ¢a il convient de

rappeler tout d’abord que 1'on considere ici > lz| et comme 'on a fixé |x| > 4 alors on a
pp q Yy 3

|z —y| < @ > 2 et alors par 'estimation (2.95) on a

lz—y|

Gua(r—y) <cpae 2 . (2.106)

Avec cette estimation en téte nous étudions maintenant les trois termes ci-dessus.

Pour le terme (Iy), par I'estimation (2.106) nous pouvons écrire |AG,(x — y)| < |;”’;‘5
et comme |z — y| 2 nous avons |AG, q(z —y)| < | -5 - Ensuite, par Pestimation (2.103) nous
savons que |m(y)| < - De plus, étant donné que ||p||r~ < 1, alors nous écrivons
(1), < 2 / Ay Cuo (2.107)
> Jyyi<lel [yl? |zl
Pour le terme (I7)p : en suit les mémes idées pour estimer le terme (I7), ci-dessus : toujours
par 'estimation (2.106) nous pouvons écrire |VG, o(z — y)| < C”|Z et comme nous avons aussi
Vel < ra7 Par la définition de ¢, alors nous écrivons
(), < @ / d—yz < e (2.108)
i<tz W = o

Pour le terme (I;). : nous écrivons ici |G, o(x — y)| < |C”’a3 < T”"’

po Z5 et comme |[[Apg|[pe < ﬁ

alors nous avons :

Cu,a dy Cuv,a
) < / Y o Cra 2.109
( 1) 5 |y|§% |y|2 ’l‘|4 ( )

Ainsi, en revenant & l’estimation (2.105), par les estimations (2.107), (2.108) et (2.109) nous

Cu.a
|zt

avons 1 <
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c
Vérifions maintenant que 'on a Iy < ﬁ, ou rappelons que le terme I3 est donné dans (2.104)
x

par Pexpression Ip =G, o * [(1 — ¢z)(vAm)]. Observons tout d’abord que dans ce terme nous
avons la fonction 1 — ¢, ou étant donné que p,(y) = 1si |y| < % alors on a que |y| < %(y) =0

si |yl < % et donc nous écrivons

b= [ Guale = 9)(1L eau)vAm(dy)dy.
lyl>1t
Ensuite, nous avons besoin d’étudier un peu plus le terme Am, ou, étant donné que pour chaque
1 <'i,j,k < 3 la fonction m; j, € C*®°(R3\ {0}) est une fonction homogene de degré —2 alors la
fonction Am; ;1 est une fonction homogene de degré —4 et donc, comme le tenseur m est définie
par m = (m; jk)1<i,j k<3, Dous avons l'estimation |[vAm(y)| S ﬁ; et comme nous considérons

1 < 1

ici |y| > % nous avons l'estimation [vAm(y)| < E S R Avec cette estimation en téte nous

c
revenons a 'identité ci-dessus pour écrire Iy < WHGV@‘H < |V”Z. [
x x

Preuve du Lemme 2.3.4 page 83

Expliquons tout d’abord I'idée de la preuve de ce lemme. Nous allons tout d’abord montrer
que le terme K, o * (U ® U) vérifie une décroissance

‘ S
[}

Ky (U@ U)(x)] < 2 (2.110)
pour |z| > 4. D’autre part, par l'estimation (2.53) nous savons pour |z| > 4 l'on a
! [f]( ) < 2 (2.111)
—_— x — .
—vA + aly e
d’o1 nous pouvons en tirer I’estimation
! HIGIE (2.112)
_ x — .
—vA + aly ~ |z?’
et étant donné que l'on a l'identité
. L 1 ;
U=Kyox(UoU 7“ 2.113
ar@el)+— ] (2113)

nous obtiendrons ainsi que la solution U vérifie une décroissance : pour tout |z| > 4,

— C2
U < —=
0@ <

Vérifions donc P'estimation (2.110). Pour |z| > 4 fixe on commence par écrire

Koo @eD)@] < [ |Koale =@ e O))ldy = /| Ly Kala =T & Do)y
yl<5

+/| oIzl Ky oz — ?J)H(ﬁ ® ﬁ)(y)\dy =11 + I, (2.114)
Yy|>25
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et I’on cherche a estimer les termes I7 et I ci-dessus.

Pour le terme I;, comme nous considérons ici |y| < % alors nous avons les inégalités sui-
vantes : |z —y| > |z| — |y| > Iw\ , d’olt, étant donné que |z| > 4 nous écrivons %' > 2 pour

obtenir |z —y| > 2 et ainsi par lestlmatlon (2.62) obtenue dans le Lemme 2.3.3 nous avons

Koz —y) < | e E < z |4, et nous pouvons écrire
r—y

. . Cy, . -
h=[ K- l@et@ly < [ 100 0wldy < Z5101 (2119
s ol stz <

Ainsi, comme l'on a |z| > 4 nous pouvons écrire

Pour le terme I2, on commence par écrire

L = /|y> o y\<2‘ u,a(w—y)!\(ﬁ®(7)(y)\dy+/ Kya(z —y)||(T @ 0)(y)|dy

\y|>%,|x—y|>2

= (L2)a + (I2)s, (2.117)

et on doit estimer chaque terme de l'identité ci-dessus. Pour estimer le premier terme ([3), nous
allons utiliser la décroissance de la solution U donnée dans (2.69). En effet, par cette estimation

2
nous pouvons écrire |(U @ U)(y)| < ¢ <1+‘|> , et comme nous considérons ici |y| > % (et
Yy

Cc

comme |z| > 4 alors on a aussi |y| > 2) alors nous avons D'estimation |(U @ U)(y)| < | ’2 < ek
y x

D’autre part, comme nous considérons aussi |x —y| < 2, toujours par 'estimation (2.62) (obtenue
v,
|z =yl

. Cy, dy Cy,
.= [ Kealo =@ @ Dwlay < 25 [ se @)
lyl>212L z—y|<2 | |z]

o ’x|2 z—y|<2 |‘T - y|

dans le Lemme 2.3.3) nous savons que |K, o(z —y)| < ; et nous obtenons de cette facon

Pour estimer maintenant le terme (I2)p, rappelons que nous considérons ici [ — y| > 2 et alors

toujours par l'estimation (2.62) nous savons que K, ,(x —y) < | ‘v i et ainsi, et suivant les
r—y
mémes lignes que l'estimation (2.115) nous obtenons
Cu.a 173112
(I2)p < \;cy4HU”L2’ (2.119)
et comme |z| > 4 nous pouvons alors écrire
Cu.a 173112
(I2)p < PE U172 (2.120)

Une fois que nous disposons des estimations (2.118) et (2.120) nous posons maintenant la
constante ¢z = max(cya, cvallU[32) et en revenant & Iidentité (2.117) nous pouvons éerire

I < iz ‘2 Ainsi, par cette estimation et par l’estimation (2.116) nous revenons maintenant a

l'identité (3.19) ou nous obtenons l'estimation cherchée (2.110). [



Chapitre 3

Décroissance fréquentielle

Dans le chapitre précédent nous avons étudié les équations de Navier-Stokes stationnaires
avec un terme d’amortissement supplémentaire et ce terme nous a permis d’étudier quelques
propriétés intéressantes des solutions de ces équations. Néanmoins, il y a d’autres propriétés
des solutions, comme celle que nous étudierons dans ce chapitre, que 'on peut étudier que ce
soit dans le cadre des équations amorties ou dans le cadre des équations classiques (sans terme
d’amortissement) ; et alors nous allons préférer les équations classiques car ces équations corres-
pondent a un modele physique plus réaliste que les équations amorties.

Dans ce chapitre nous revenons donc aux équations de Navier-Stokes stationnaires mais cette
fois-ci sans aucun terme supplémentaire d’amortissement :

—

— VAU +(U-VYU+VP=Ff, div(l)=0, (3.1)

et dans le cadre de ces équations nous allons étudier un autre probleme relié a I’étude déterministe
de la turbulence qui porte sur la décroissance de la transformée de Fourier de la solution U.

Comme nous l'expliquerons plus en détail ci-apres, si le fluide est en régime laminaire on s’attend

A observer que la quantité |U (£)| a une décroissance du type suivant

5(5)] <eld (3.2)

aux fréquences |£| > 0 et cette décroissance correspond au fait que dans ce régime les forces
de viscosité dissipent rapidement 1’énergie cinétique introduite par la force f, tandis que si le
fluide est en régime turbulent alors les forces de viscosité du fluide n’interviennent qu’aux hautes
fréquences et ainsi on s’attend a observer cette méme décroissance (3.2) mais seulement lorsque
|€] >> 1. En effet, selon la théorie K41, dans le régime turbulent on s’attend & observer un

~
—

U()

d’abord une décroissance polynomiale pour ensuite avoir une décroissance exponentielle aux tres
hautes fréquences.

intervalle de fréquences (nommé 'intervalle d’inertie) ou la quantité est censée avoir tout

Ainsi, le but de ce chapitre est alors d’étudier la décroissance (3.2) dans le cadre des équations
(3.1) sans aucun terme d’amortissement supplémentaire et pour cela dans la Section 3.1.1 nous
allons tout d’abord rappeler un résultat classique d’existence des solutions U. Ensuite, dans la

99
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Section 3.1.2 nous allons revenir a la théorie de la turbulence K41 pour expliquer de fagon plus
précise pourquoi la solution U est censée avoir la décroissance fréquentielle (3.2).

Dans la Section 3.2 on s’attaquera finalement a I’étude déterministe de la décroissance (3.2)
et en suivant les idées du chapitre précédent nous allons étudier cette décroissance en regardant
tout d’abord le régime laminaire et ensuite le régime turbulent.

Rappelons que le régime laminaire a été caractérisé dans le chapitre précédent par un controle
sur le nombre de Grashof Gy qui induisait comme nous ’avons vu un contréle sur la force f:
tandis que dans le régime turbulent on ne suppose aucun controle sur le nombre Gy ce qui
laissera la force libre ; et nous pouvons alors observer que I'idée sous-jacente pour caractériser le
régime laminaire ou turbulent du fluide repose essentiellement sur le fait de controler ou non la
force extérieure.

Dans ce chapitre nous allons en revanche caractériser le régime laminaire du fluide en sup-
posant un controle direct sur la force f tandis que dans le régime turbulent nous ne ferons
aucun controle sur cette fonction et nous n’utiliserons plus les nombres de Grashof. Cette facon
de caractériser le mouvement du fluide va nous permettre de considérer des forces f dans des
différents cadres fonctionnels et ainsi d’étudier la décroissance (3.2) des solutions U dans ces
cadres fonctionnels associés aux forces.

3.1 Introduction

Comme annoncé nous allons tout d’abord rappeler un résultat général d’existence des so-
lutions des équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1) pour ensuite expliquer le type de
décroissance fréquentielle qu’il est possible d’obtenir dans ce cadre.

3.1.1 Les équations de Navier-Stokes stationnaires

Dans la Section 2.1.2 du chapitre précédent nous avons vérifie un résultat général sur I'exis-
tences des solutions des équations de Navier-Stokes stationnaire et amorties ; et dans cette section
nous suivons ces mémes idées mais dans le cadre des équations classiques (3.1).

Pour trouver un espace fonctionnel ou I’on puisse construire des solutions (I_j , P) des ces équations
nous allons faire les estimations a priori suivantes : si I’on suppose pour l'instant que la vitesse
U est une fonction suffisamment réguliere et intégrable; et si 'on multiplie ’équation ci-dessus
par U et puis l'on intégre en variable d’espace on obtient (formellement) 'identité

—v Aﬁ-ﬁdm—k/

[(ﬁﬁ)ﬁ} Ode+ [ VP -Ude= | f-Uds,
R3 R3

R3 R3

d’ott comme div(U) on a (toujours formellement) les identités

/[@v)ﬁ}.ﬁdx:o ot | SP.Udz—o,
R3 ]R3

et ainsi, par une intégration par parties nous écrivons

V/ Vo UPde= | f-Uda.
R3 R3
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Dans cette identité nous pouvons observer que si 'on considére une force feH “1(R3) et si
U € H'(R?) alors en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le terme & droite ci-dessus
on a

IO < 1Al 10 gy

d’ou1 on obtient ’estimation a priori
vI[Ull g < 11l (3.3)

Nous observons donc que l'espace H ~1(R?) est un espace fonctionnel naturel pour la force f et
dans ce cadre on veut construire des solutions U dans l'espace H'(R3). De plus, étant donné
que la pression P est toujours reliée & la vitesse U par la relation P = —cdiv((U - V)U)

alors on a P € H %(R3). En effet, comme div(U) = 0 nous écrivons le terme non linéaire
(U-V)U = div(U @ U) et si U € H'(R3) alors par le lois de produit on a U @ U € H%(R?’) et
donc

div(T @ U) € H2(R®); (3.4)

et ainsi, par la relation ci-dessus on obtient (formellement) P € H %(R?’).

L’existence des solutions (U, P) € H'(R3) x H %(]R‘?) pour n’importe quelle force f € H~1(R3)
est un résultat classique qui a été développé dans les travaux de R. Finn [21] en 1961 et les tra-
vaux de O. Ladyzhenskaya [48] en 1959 et [49] en 1963. Ces résultats sont basés sur I’estimation
(3.3) et nous avons :

Théoréeme 3.1.1 Soit f € H1(R3) une force d divergence nulle. Il eziste (U, P) € H'(R3) x
o (R3) solution des équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1) qui vérifie l’estimation (3.3).

Il s’agit donc d’un résultat général d’existence de solutions ou 'on ne fait aucune hypothese
supplémentaire sur la force f. Néanmoins, comme nous pouvons observer ce résultat ne donne
aucune information sur 'unicité de ces solutions.

D’autre part, si nous comparons ce résultat avec le Théoreme 2.1.1 o1 ’on considere les équations
amorties, nous pouvons observer le terme d’amortissement (—04[7 avec a > 0) entraine que les
solutions des équations amorties appartiennent  I'espace H*NL2 (R?), tandis que dans le résultat
ci-dessus nous observons que les solutions des équations (3.1) appartiennent seulement a ’espace
H'(R?).

Pour une démonstration de ce résultat voir le livre [46] (Théoreme 16.2 page 530). L’idée de la
preuve suit les grandes lignes suivantes : on écrit les équations (3.1) comme le probleme de point
fixe équivalent :

1 -

— (3.5)

I 1 .

ou en utilisant I’estimation (3.3) et le principe de point fixe de Shaefer (voir le Lemme 2.1.1) on
construit tout d’abord une solution U € H'(R3) pour ensuite récupérer la pression P € H 2 (R3).

Une fois que nous avons énoncé ce résultat d’existence des solutions des équations de Navier-
Stokes stationnaires nous allons maintenant expliquer le type de décroissance fréquentielle que
nous voulons étudier pour ces solutions.
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3.1.2 La décroissance fréquentielle selon la théorie K41

Pour expliquer la décroissance fréquentielle que nous voulons étudier, nous avons besoin de
revenir a la théorie de la turbulence K41 dont on a déja parlé tout au début du Chapitre 1. Plus
précisément, nous allons rappeler rapidement I'idée phénoménologique de cette théorie qui se
base sur le modele de cascade d’énergie et qui explique le processus d’introduction, transfert et
dissipation de I’énergie cinétique dans un fluide en état turbulent.

En effet, on considere un fluide visqueux et incompressible sur lequel agit une force extérieure f
et cette force introduit de I’énergie cinétique dans le fluide & une échelle de longueur £5 > 0 qui a
été appelée I’échelle d’injection d’énergie. Nous allons supposer que les effets de cette force sont
suffisamment forts de sorte que le fluide se trouve dans un état turbulent et alors le modele de
cascade d’énergie explique que I’énergie cinétique introduite dans le fluide a 1’échelle d’injection
ly est transférée aux échelles de longueur plus petites £ > 0 (avec £ << fy) et ce transfert
d’énergie est effectué jusqu’a que l'on arrive a I’échelle de dissipation ¢p (voir (1.3) page 10 pour
la définition de cette échelle) avec fp << £ << {y. Ainsi, a partir de ’échelle d’échelle ¢p les
forces de viscosité dissipent sous forme de chaleur 1’énergie cinétique provenant des échelles plus
grandes.

Nous pouvons observer que le domaine de validité du modele de cascade d’énergie est donné
par Uintervalle [¢p, {y[ et nous pouvons aussi observer que pour expliquer ce modele nous avons
pris en compte des différents échelles de longueur. Néanmoins, pour étudier la décroissance
fréquentielle et comme nous ’expliquerons ci-apres, il est plus intéressant ici d’étudier ce modele
par une approche différente et alors au lieu de considérer les échelles de longueur ¢ nous allons
maintenant considérer les fréquences k = %. L’intérét de regarder le modele de cascade d’énergie
d’un point de vue fréquentiel repose sur le fait que la théorie de la turbulence K41 propose une
caractérisation intéressante de ce modele que nous expliquons tout de suite (voir également les
articles [41], [42] et [43] de A.N. Kolmogorov ainsi que le livre [37] de L. Jacquin et P. Tabeling).

Pour une échelle d’injection d’énergie £y > 0 nous définissons kg = é la fréquence d’injection
d’énergie, pour £p ’échelle de dissipation nous définissons kp = % la fréquence de dissipation
et alors le modele de cascade d’énergie se traduit au niveau fréquentiel de la fagon suivante :
dans un fluide qui se trouve en régime turbulent, I’énergie cinétique qui est introduite dans ce
fluide (toujours par 'action d’une force f ) a la fréquence kg est alors transférée aux plus hautes
fréquences K €|ko, kp| jusqu’a la fréquence de dissipation kp a partir de laquelle cette énergie

est dissipée comme chaleur.
Dans ce cadre, il s’agit tout d’abord d’étudier la quantité d’énergie cinétique E(x) aux fréquences
K €]kp, kp[ ou d’apreés le modele ci-dessus 1’énergie cinétique est transférée; et ensuite il s’agit

d’étudier la quantité E(k) aux hautes fréquences k > kp ou I’énergie cinétique est dissipée
comme chaleur. Cette quantité F(k) sera appelée le spectre d’énergie et elle est définie par

I’'expression
B = |
&=

ou U est la transformée de Fourier du champ de vitesse U et do est la mesure de la sphere unité.

2

()| do©), (3.6)

On souhaite donc étudier la décroissance de cette quantité E(k) lorsque k €]k, kp[. Pour cela
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nous avons besoin de faire un court rappel de quelques quantités physiques qui interviennent :
pour caractériser le régime turbulent dans la théorie K41 on considere le nombre de Reynolds Re
ou nous rappelons que pour U > 0 la vitesse caractéristique du fluide, £y > 0 ’échelle d’injection
d’énergie et v > 0 la constante de viscosité du fluide ce nombre Re est défini par

_ Uty

14

Re (3.7)

De cette fagon le régime turbulent sera caractérisé lorsque Re >> 1.

Ainsi, pour estimer la quantité E(x), Kolmogorov consideére les trois parametres physiques sui-
vants : la constante de viscosité v, la fréquence K €|ko, kp[ et le taux de dissipation d’énergie
€ > 0; et étant donné qu’on se trouve dans le régime turbulent alors les forces visqueuses du
fluide sont négligeables par rapport aux forces inertielles, ce qui amene a Kolmogorov a faire
I’hypothése suivante : la quantité d’énergie cinétique E(k) est indépendante de la constante de
ViSCOSité v.

En supposant cette hypothese, Kolmogorov introduit I'idée que cette quantité E(x) doit alors
s’exprimer seulement en fonction des parametres € et k, ce qui lui amene a écrire I'estimation
E(k) ~ £“k”. Pour déterminer les exposants «, 3 € R on fait ’analyse de dimensions physiques

. .. . . . . l 2 ,
suivante : comme le taux de dissipation ¢ a une dimension physique % et la fréquence k a
. . . 1 sz a3 . . . longueurza_ﬂ
une dimension physique Tongueur alors la quantité e*«” a une dimension physique empsiE

D’autre part, comme le spectre d’énergie E(r) mesure la quantité d’énergie cinétique & chaque

fréquence k alors cette quantité a une dimension physique % et donc une dimension phy-
slque %. Ainsi, dans 'estimation F(k) ~ kP il faut que l'on ait les valeurs a = % et
f=-3

2.

Nous obtenons de cette fagon 'estimation du spectre d’énergie E(r) pour les fréquences k €
Jko, kpl :

si Re>>1 alors FE(k)= 5%/-@_%, (3.8)

qui est connue comme la loi —% de Kolmogorov et qui est valable seulement dans 'intervalle
d’inertie |ko, Kp|.

Maintenant, il est important de remarquer que I'estimation (3.8), partiellement observée dans
des expériences physiques et numériques (voir les articles [40],[54] ainsi que les livres [53], [71]),
a une explication purement phénoménologique et que I’étude déterministe rigoureuse de cette
estimation dans le cadre des équations de Navier-Stokes est encore hors de portée. En effet, il
v a tres peu de références a ce sujet et la difficulté principale de cette étude déterministe porte
sur le fait que les outils qu’on connait pour étudier les équations de Navier-Stokes ne suffissent
pas pour étudier ’encadrement (3.8) et ce probleme ne sera donc pas considéré ici.

Dans ce chapitre nous allons plutot nous concentrer a I’étude déterministe du spectre d’énergie
E(k) dans lintervalle de dissipation, c’est a dire, pour les hautes fréquences k > kp. En effet,
dans le modeéle de cascade d’énergie ci-dessus et une fois que 'on arrive a la fréquence de dissi-
pation kp, on a que les forces de viscosité du fluide sont censées annuler tous les mouvements de
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I’écoulement aux fréquences supérieures a kp et donc I’énergie cinétique est rapidement dissipée
sous forme de chaleur.

Dans les expériences physiques et numériques [34],[74] et [54] il est souvent observé que dans
cet intervalle de dissipation k > kp alors le spectre d’énergie F(k) est a décroissance rapide et
cette quantité présente le comportement

E(k) e " (3.9)

De cette fagon, étant donné que la quantité E (k) est définie la transformée de Fourier du champ
de vitesse U dans I'expression (3.6), pour les fréquences |{| = k > kp nous allons alors étudier
la décroissance (3.2) :

5(5)\ <eH,

Mais avant d’entrer dans le vif du sujet il convient tout d’abord de préciser un peu plus notre
cadre d’étude : le régime laminaire et le régime turbulent.

3.1.3 De retour au régime laminaire et turbulent

Dans la section précédente nous avons expliqué que la décroissance (3.2) est censée étre ob-
servée aux fréquences |£| €]kp, 00, ot kKp est la fréquence de dissipation d’énergie; et nous
allons maintenant étudier en peu plus en détail cet intervalle des fréquences |kp, +oo[ dans le
régime laminaire et dans le régime turbulent.

Lorsqu’on considere un fluide en régime laminaire, & un nombre de Reynolds borné Re < C|
on s’attend a ce la fréquence de dissipation d’énergie soit du méme ordre de grandeur que la
fréquence d’injection d’énergie k¢. En effet, les fluides en régime laminaire peuvent étres ca-
ractérisés par un taux de dissipation d’énergie de l'ordre € = é%’ (voir le livre [26], Chapitre
IT de R. Temam et. al. ainsi que le livre [37] de L. Jacquin and P. Tabeling) et en utilisant

maintenant cette valeur de £ dans la formule (3.11) nous avons
1
kp ~ Re2 kK (3.10)

et comme Re < C nous obtenons les inégalités kp < vCkg et donc la fréquence de dissipation
kp est du méme ordre de grandeur que la fréquence d’injection d’énergie k.

De cette fagon nous observons que pour les fluides en régime laminaire la décroissance (3.2
doit étre observée dans l'intervalle de fréquences |kp =~ Kkp,+00[ qui commence a partir de la
fréquence d’injection d’énergie xg et non seulement a partir de la fréquence de dissipation kp.

D’autre part, dans le cadre d’un fluide en régime turbulent nous allons observer que l'on a
Kkp >> Ko et donc la décroissance (3.2) a lieu aux hautes fréquences. En effet, observons tout

d’abord que la fréquence kp = % est définie comme l'inverse de la longueur de dissipation ¢p

3\ 2
v
et cette longueur a été définie dans (1.4) page 11 par I'expression {p = <) , nous avons de
€

cette fagon

Kp = (5>}‘, (3.11)
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ou ¢ est le taux de dissipation d’énergie et v est toujours la constante de viscosité du fluide.

Mais, dans 'introduction de Chapitre 1 nous avons vu que la loi de dissipation de Kolmogorov

explique que si le nombsre de Reynolds Re est suffisamment grand alors le taux de dissipation
U

€ est estimé par ¢ ~ 7 et en remplagant cette valeur de e dans (3.11), comme Re = UT&’ et

Ko = A nous obtenons
Lo

eNt (URN\T  (UPBN\T1 s
=)~ (eous> =< i ) gy - Retro (312)

Ainsi, lorsque 1 << Re, on a kg << Kp.

Dans la section qui suit nous allons étudier ces deux cadres du mouvement du fluide ou 'on
obtiendra une décroissance fréquentielle (3.2) des solutions des équations de Navier-Stokes sta-
tionnaires (3.1) et cette décroissance sera obtenue a partir des bases fréquences |{| > 0 dans le
régime laminaire et seulement aux hautes fréquences |{| >> 1 dans le régime turbulent.

Insistons sur le fait que dans ce chapitre nous allons caractériser le mouvement du fluide par une
approche différente par rapport au chapitre précédent et ici le régime laminaire sera représenté
par un controle directe sur la taille de la force f tandis que dans le régime turbulent nous ne
ferons aucun controéle la taille de cette fonction.

3.2 Décroissance fréquentielle des équations de Navier-Stokes
stationnaires

On commence donc par étudier la décroissance fréquentielle dans le cadre d’un fluide en
régime laminaire.

3.2.1 Quelques résultats dans le régime laminaire

Pour étudier la décroissance fréquentielle (3.2) nous proposons dans cette section deux ap-
proches différentes. Dans la premiere approche qui sera étudiée dans le point A) ci-dessous nous
supposerons tout d’abord que la force f e H ~1(R3) est une fonction localisée en fréquence et
dans ce cadre nous utiliserons la méthode développée par Oseen pour la construction des so-
lutions classiques des équations de Navier-Stokes (voir le livre [46], Chapitre 4 pour plus de
détails sur cette méthode) et cette méthode sera combinée avec la notion de nombres de Catalan
utilisés en combinatoire (voir le livre [15] pour plus de références) pour construire une solu-
tion U € H'(R3) des ¢quations de Navier-Stokes stationnaires (3.1) qui vérifie la décroissance

fréquentielle ponctuelle |U(€)] < el pour |¢] supérieur & une certaine fréquence.

Ensuite, dans la deuxiéme approche qui sera étudiée dans le point B) ci-apres, on consideére
une force f e H ~1(R?) qui n’est pas localisée en fréquence mais qui vérifie une décroissance
fréquentielle exponentielle et en utilisant la notion de classe de Gevrey (voir la Définition 3.2.2
page 116 pour une définition précise) nous construirons une solution U € H'(IR3) des équations

< %‘fl, pour tout & # 0.

~

U()

(3.1) qui vérifie une décroissance fréquentielle

Dans ces deux approches nous aurons besoin de supposer des conditions de petitesse sur la
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taille de la force f : I f|| -1 < 1 et pour cette raison ces résultats sont valables seulement dans
le cadre d’un fluide en régime laminaire.

A) Premiére approche : localisation fréquentielle de la force

Soit f € H'(R?) une force et soit £y > 0 une échelle d’injection d’énergie. Nous allons
supposer que cette force vérifie

supp (?) c {5 ER?: ’2—; < ¢l < Zj} (3.13)

ou 0 < p; < pg sont deux constantes fixeset nous allons voir maintenant comment on peut
construire une solution U des équations (3.1) qui ait une décroissance fréquentielle exponentielle.

Pour cela nous allons adapter a ce cadre stationnaire la méthode d’Oseen qui fit utilisée pour
construire des solutions classiques des équations de Navier-Stokes non-stationnaires et nous ob-

+o0
tiendrons une solution U € H'(R?®) qui s’écrit comme une série U = E U, ou le terme U,
n=1

sera donné par expression (3.26) ci-dessous. Ainsi, la force f étant localisée aux fréquences
nous observerons que cette localisation entraine une localisation fréquentielle convenable de
chaque terme U, de la série ci-dessus et cette propriété nous permettra obtenir une décroissance
fréquentielle exponentielle pour cette solution U , qui sera étudiée dans le Théoreme 3.2.1 ci-
dessous.

Une fois que nous avons expliqué les grandes lignes de notre étude nous allons maintenant
entrer dans les détails et la premiere chose a faire est de construire une solution U des équations
(3.1) dans un sous-espace de H'(R3). En effet, comme l'on travaille sur tout R? on considere les
équations (3.1) comme un probléme de point fixe équivalent

- 1 1 - o 1
U=-P (dz’v(U ® U)> e (3.14)
v
Pour résoudre ce probleme nous allons utiliser le principe de contraction de Picard et alors nous

cherchons un espace fonctionnel E ¢ H'(R?) ot 'on puise vérifier la continuité de la forme
bilinéaire

S (zen@eD)| < SI0NI0 (3.15)
pour tout U € E et ou l'on puise relier la condition de petitesse sur le terme i f‘ . par un
controle direct sur la norme ||f]| -1t

1 _
i (3.16)

ou ¢y > 0 est fixée par (3.13). Donc, pour vérifier les points (3.15) et (3.16) nous introduisons
I’espace '
E = L*(R®) n H'(R?) (3.17)

muni de la norme
I-lle=1lzz+ 1 llg + 1 llzs (3.18)
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A ce stade, il convient de souligner que par les inégalités de Hardy—Littlewood—SoboleV et par les
inégalités d’interpolation dans I'espaces de Lebesgue nous avons E = L?(R?*)NHY(R3) C L3(R3)
et dans la norme || - || g ci-dessus nous observons que nous aurons besoin de controler la quantité
[RRIVZE

Observons aussi que 'on a E C H L(R3) et nous avons :

Proposition 3.2.1 Soit f € H~ (R3) une force a divergence nulle qui vérifie (3.13). 11 existe
une constante n > 0 telle que si HfHH , < 1 alors il existe U € E solution des equatzons de
Navier-Stokes stationnaires (3.1) qui est Uunique solution dans la boule |U| g < 56, o C >0
est la constante donnée dans (3.15).

Preuve. Il s’agit de vérifier tout d’abord le point (3.15) et pour cela nous avons besoin d’estimer
chaque terme de la norme || - |z donnée par ’expression (3.18). Pour le premier qui compose la
norme || - |g par la continuité du projecteur de Leray et par les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev et I'inégalité de Holder nous obtenons

1p <idw(ﬁ ® ﬁ))

14

Sc—l”ﬁ@aﬁ‘(. Sc—l“ﬁé@ﬁ‘
1% H-! 1%

Cl — —
< = .
. Lo S IUlEUllzs. (3.19)

Ensuite, pour le deuxiéme terme de la norme ||-|| g, en suivant le méme raisonnement ci-dessus
nous avons

1 1 . e - Cc2 .~ — (= —

57 (zen@ )| < < 20Ol < 2100 100zs. (320
Finalement, pour le troisitme terme de la norme || - || g, par les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev nous avons

1 /1. = - 1 .
P cdin@e0))|| <2 |P(xdiv(l o)
14 A L3 v A H%
d’ou, toujours par la continuité du projecteur de Leray nous écrivons
C3 1 . = - C3 || = -
Sp ( <div(@ 2T <2|ved|, . 3.21
v (A woe )>HH% A 20

Dans la derniere expression ci-dessus, nous appliquons encore les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev et I'inégalité de Holder pour obtenir

C3 ’ -
v
De cette fagon, la propriété de continuité du terme bilinéaire sur ’espace E énoncé dans (3.15)
est bien vérifiée par les estimations ci-dessus ou 'on pose la constante C' = max(cq, c2, c3) > 0.

UeU

(3.22)

1> 3 > .
H™2 v L2 v L3 L3

Nous allons étudier le point (3.16) et pour cela nous avons le lemme technique suivant.

Lemme 3.2.1 Soit f € HY(R3) une force qui vérifie la localisation fréquentielle (3.13) pour
by > 0 une échelle d’injection d’énergie. Soient v > 0 la constante de viscosité du fluide et
la norme || - ||z donnée dans (3.18). Alors il existe une constante C(, 4 > 0 telle que l'on a

l’estimation )
7] < Cono
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1
VAT || g

terme de cette quantité, comme f est localisée aux fréquences ?—é <€ < 'Z—g nous pouvons écrire

Preuve. Nous allons estimer chaque terme de la quantité . En effet, pour le premier

1P 1 1 = 1 1=
— = — — dé = — 1 . — 2d
wI|L = o L lferae =5 [ {gew%gg.g%}‘ﬂgf@)\ ¢
1 1 1 = 1 =
= — 1 . — | = 2 — d
> /R Liser sz gn | gl HOF) de < oy [ dalTopae
< ngllH ’
d’ol1 nous obtenons 'estimation
1 Pl &
—_ < — y1- 2
557 < Zendle (3.23)
Ensuite, pour le deuxieme terme de la quantité A <‘ nous pouvons écrire directement
v E
1 1, >
— < = 1. .24
i (324

Finalement, pour le troisieme terme de cette quantité, par les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev nous avons

s/l =ls]
vAT s T |[vAT g
et alors, toujours en utilisation la localisation fréquentielle de f nous écrivons
1 4? 1 o 1 11 5,
A <‘ P \§| [4 f(&)] ] d§ = /31{£€R3:%§|§|§Z§}‘§| [‘5’2|f(5)| ] 3
pfo/R alFOrdE < SR,
d’ott nous pouvons en tirer I’estimation
3
el MG L (3.25)
L3 vl
1
Ainsi, par les estimations (3.23), (3.24) et (3.25) on fixe la constante C(,, 4,y = max (fgﬂ, i c’i)
eO
et nous écrivons alors I'estimation L <‘ < Clup) ||ﬂ]H_1 [
VAT || g

Ainsi, si || f|| -1 < m pour n > 0 une constante suffisamment petite alors par le lemme ci-
dessus et par 'estimation (3.15) nous pouvons appliquer le principe de contraction de Picard
pour obtenir U € E une solution des équations (3.1) et qui est 'unique solution dans la boule
1Ulle < 50 - La Proposition 3.2.1 est maintenant vérifiée. [
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Une fois que nous avons construit la solution U € E nous allons maintenant revisiter la méthode
d’Oseen dans ce cadre des équations de Navier-Stokes stationnaires. Remarquons au passage
que cette méthode a été aussi utilisée dans article [1] de P. Aucher et P. Tchamitchian pour
obtenir des solutions des équations de Navier-Stokes non-stationnaires dans le cadre de différents
espaces fonctionnels comme les espaces de Sobolev, Besov et Morrey.

Proposition 3.2.2 Dans le cadre de la Proposition 3.2.1, la solution U € E des équations de
Navier-Stokes stationnaires (3.1) s’écrit comme une série convergente dans la topologie forte de

“+oo
lespace F, U= Z ﬁn, ot le premier terme est donné par U, = —ij? et pour toutn > 2 on a
n=1

n—1

S ( div(Ty ﬁn_k>> | (3.26)

k=1

Preuve. Tout d’abord, pour simplifier I’écriture nous allons écrire le terme %IP’ (%dw(ﬁ QU ))

comme %B (U,U) et en suivant 'idée d’Oseen on considere 1’équation

1o 1 .
CBU,0) - < f (3.27)

U'.:

et I’'on développe la solution U comme la série :

400 .
(3.28)

(]

n=1

Pour déterminer les termes U, en remplace (3.28) dans (3.27) et nous obtenons

o0 . 1 o0 B 00 . 1 -
Z:l Un =B (Z:l U, Z;Un> N (3.29)

et comme U; = —i f nous pouvons écrire
+oo 1 +oo +oo
Un =-B § Una E Un
v
n=2 n=1 n=1

En utilisant les propriétés du terme bilinéaire nous obtenons

1 +oo . 400 . +00 +oo o 400 /n—1 1 o
B (Zl U, Zl Un> Zl kz (Un, Uk;) = 22 (kz ~B(Ur, Un_k)> :
n= n= n= 1 n= =1

et nous trouvons que le terme U, et bien donné par la formule (3.26).

Nous allons maintenant prouver que la série (3.28) converge fortement vers la solution U dans
I’espace E et pour cela, nous prouvons tout d’abord que Z:{g U,, converge fortement dans F
et ensuite nous allons observer que cette série est en fait une solution de I’équation (3.27).
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Pour montrer la convergence forte de série ci-dessus nous introduisons les nombres de Cata-
lan d’une fagon légérement détournée et adaptée & notre probléme : par 'expression (3.26) nous
pouvons observer que pour tout entier n > 2, le terme Un est la somme de toutes les fagons
possibles de multiplier n fois le terme U, en utilisant la forme bilinéaire %B (+,-). En effet, en

prenant n = 2 dans la formule (3.26) nous avons U = %B(ﬁl,ﬁl), pour n = 3 nous avons
Us = %B (ﬁl, ﬁ2> + %B (ﬁg, ﬁl), et dans cette identité en remplacant Us par %B(ﬁl, ﬁl) nous

obtenons Us = %B (ﬁb %B(ﬁl, ﬁl)) + %B (%B(ﬁl, ﬁl), ﬁl) et ainsi de suite pour n > 3. Une
fois que I'on a remarqué ce fait, pour n > 2 nous définissons les ensemble W,, comme ’ensemble
de tous les produits de n fois le terme Uy en utilisant %B (-,-), par exemple :

1 - =
W2 = {VB(UI’ Ul)} )
1 (-~ 1_ - - Lol 25
Ws = {B <U1,B(U1,U1)>7 -B (B(U17U1)7U1>}’
v v 14 14

1 S 1 S 1 [ 1 L1 1 o _
[[4 = {B <UluB(U17B(U1)U1))> ’ -B <U1)B(B(U17Ul))U1)> 7”'}7
v 1% 14 1% 1% 1%

et donc, avec cette définition des ensembles W,,, nous pouvons écrire U,, = g w.
weWn,

Maintenant, nous définissons les nombres A; = 1 et pour tout n > 2 le nombre A,, = card(W,)
est le cardial de l'ensemble W,,. Cette suite de nombres (A, ),>1 est connue en combinatoire
par les nombres de Catalan. Pour une application des nombres de Catalan dans le probleme
de Navier-Stokes voir le livre [46], Théoréme 5.1 et voir aussi le livre [15] pour les propriétés
générales de ces nombres.

Dans notre étude nous aurons besoin uniquement de deux propriétés de ces nombres. Tout
d’abord, la suite (A;,),>1 vérifie la relation de récurrence :

1, si n=1,

A, = (3.30)

n—1
ZAkAnflm si 7122
k=1

Ensuite, par cette formule de récurrence il est possible de montrer (voir le livre [15]) que sa série
génératrice vérifie :

“+o0o
1—+v1-4z 1
ZATLZ” =——(5 > pow tout |z < T (3.31)
n=1
—+00
Maintenant nous avons tous les outils pour prouver que Z Upn < +4o00. En effet, par la
n=1 E

continuité de la forme bilinéaire 2B(-,-) dans l'espace E étudiée dans (3.15) nous obtenons
I’estimation suivante pour tout w € W, :

C n—1 . "
e < ($) 112,
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et de plus, comme A,, = card(W,) nous écrivons

N vy (Corn )
Galle < 3 lule <4 () 10 = San (S1000E) . a2

weWn,

d’ou1 nous obtenons

400 . v 400 C - n
A ESLAPERS W LA
E n=1 n=1

Ainsi, comme U = —if, par le Lemme 3.2.1 nous savons que ||U; ||z < C(y,eo)Hﬂ\H_l et alors

si ||f||H,1 < 1 pour une constante n > 0 suffisamment petite nous obtenons %”U1||E < %etde
cette facon, par la formule (3.31) nous obtenons

too 1—/1—4S||Uy |
n SZHUn”ES - <
E n=1

v
2 (%) = 20"

+o0o
et donc la série Z U, est normalement convergente dans F, elle est une solution de 1’équation

n=1

(3.29) et elle définit un élément de E dans la boule Bg(0, 55).

Finalement, comme I’équation (3. 27) s’agit de la méme (3.1) par I'unicité des solutions de ces
équations dans la boule |U|| 5 < 3¢ TIOUS avons U= St Unp. [

—+o00
La décomposition U= Zﬁ" obtenue dans la Proposition 3.2.2 nous permettra d’étudier de
n=1
fagon précise la décroissance fréquentielle de la solution U et pour cela nous étudions mainte-
nant 'information sur le support fréquentielle de chaque terme U,, de cette décomposition.

Proposition 3.2.3 Dans le cadre de la Proposition 3.2.2, soit f € H_I(R?’) une force qui

~

vérifie la localisation fréquentielle supp <]F> C {5 €ER3: ?—; <€l < Z%} , pour £o > 0 une échelle

d’injection d’énergie et soil U € E la solution des équations des équations de Navier-Stokes
+oo

stationnaires (3.1) que nous assumons décomposée comme la série U = Z U, ou Uy = —i
n=1

et pour tout n > 2 les termes U, sont donnés par la formule (3.26). Alors les supports des

transformées de Fourier des termes U, vérifient les inclusions :

supp <ﬁn> - {£ eER3: € < nf}
0

Preuve. En effet, par la localisation de la force f et comme Uy = —i f nous avons directement

que
supp <ﬁ1> {§ER3 €] < 2’} (3.33)
0
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Pour n > 2, par la formule (3.26) nous avons l’expression suivante pour les termes U,

n—1 1 n—1 1

—B _E) = —P _

> Zy ( div(Uy @ Uy, k)),
k=1 k=1

et comme le symbole 7i(€) de l'opérateur P (xdiv(+)) est une fonction homogene de degré —1,
en prenant la transformation de Fourier dans ’expression ci-dessus nous pouvons écrire

n—1 __
AGIE ‘§| Z\ﬁk*ﬁn_k(ﬁ)!- (3.34)

Pour le cas n = 2, nous observons facilement que le support de Us dépend du support de UL+ Uy
et par (3.33) nous avons

supp (ﬁz) C supp <ﬁ1) + supp (ﬁl> - {f eR?: ¢ < 2';2}
0

Donc, en utilisant I’expression (3.34), nous obtenons par récurrence les inclusions cherchées :

supp <ﬁn> C {f eR3: ¢ < ngz}
0

+oo
Une fois que nous avons étudié les supports fréquentiels des termes de la série U= Zﬁ”

n=1
nous avons maintenant tous les outils dont on a besoin pour étudier le décroissance fréquentielle

de la solution U et nous avons donc un tout premier résultat dans le cadre d’un fluide en régime
laminaire.

Théoréme 3.2.1 (Premieére étude de la décroissance fréquentielle : cadre laminaire)
Soit f € H1(R?) une force a divergence nulle telle que sa transformée de Fourier est bornée et

localisée auz fréquences {f eR3: Z—; <€ < %}, pour Lo > 0 une échelle d’injection d’énergie
xe. Alors, il existe une constante n > 0 (suffisamment petite) telle que si Fll i < n alors
H

la solution U € E C H'Y(R®) des équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1), obtenue par le
biais de la Proposition 3.2.1, vérifie la décroissance fréquentielle :

ﬁ(é)‘ <ecre 8l pour tout || > %, (3.35)
0

ot ¢y = e1(v, 4o, f) > 0 (avec v > 0 la constante de viscosité du fluide) et ¢y = ca(fo) > 0.

Nous observons ainsi que cette décroissance fréquentielle est obtenue aux fréquences |¢| > ce
qui correspond au fait que si ’on considére un fluide en régime laminaire (ce qui est caracterlse
par la condition de petitesse sur la force) alors la décroissance exponentielle du spectre d’énergie
a également lieu pour les fréquences de 'ordre de 5 et non seulement aux hautes fréquences.
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Démonstration. Par la Proposition 3.2.2 nous décomposons la solution U comme la série
“+o0o

U= Z U’n, onU; = —ifet pour tout n > 2 les termes fjn sont donnés par I'expression (3.26).

n=1
En prenant la transformée de Fourier dans cette série et ensuite, en multipliant par la quantité

eglﬂ nous obtenons

= = .
U(&)\ <Y o

n=1

o)

erz2

+00 ‘0
0, (5)‘ £y e

n=2

7, <5>\ (@) +®), (330

A (5)‘ = e

ou nous allons montrer que les termes (a) et (b) ci-dessus sont controlés par une constante
c1 = Cl(l/, go,f) > 0.

Pour estimer le terme (a) de (3.36) nous utilisons la Proposition 3.2.3 d’ou l'on sait que

supp ((71> C {f eER3: ¢ < Z—i} et alors nous pouvons écrire

24l |7 g Dl |7
er2 " U 1 —~ < er2 U < su er2™ U
1(5)’ supp <(71> (5) = ( {§€R3 |€|§Z§}(£) = |£|<I§72 1(5)
0
< e||Ui||z,
d’ou, étant donné que U, = —if et de plus, comme f € L*®(R3) et comme supp (f) C
{§ € R3: <l < ‘2—5} alors nous avons
il Fol < e-27)
e|Utl[ee = sup FEOI < e—5fllze=
oL i<z VIEP vpt
0 0
et nous obtenons ainsi ’estimation
_ <ot
(a) = er U1(£) e ||f [ oo (3.37)

Nous allons maintenant estimer le terme (b) de (3.36). Il s’agit d’estimer tout d’abord chaque
Lo g | S
terme er2 ’Un(f)’ et pour cela nous utiliserons ici les nombres de Catalan A, définis par

la formule (3.30) ot nous allons montrer qu'il existe deux constantes C; = Ci(v,fy) > 0 et
Cy = Cy(v,£p) > 0 telle que pour tout entier n > 2 nous avons 'estimation suivante :

ol A ) PL
er2 U )| <CLA (Colflly=1) » pourtout [£]> . (3.38)
0
En effet, par 'inégalité (3.34) nous écrivons

0 ¢

erz2

Un(&)‘ < epz

V| U T )' (3.39)

et comme [{| > £ nous obtenons

—

£ =
0 €117 Up *xUp_1(8)] .

er2

n—1
Gafe)| < R0 S

12
P1 1

o)
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_

D’autre part, par la Proposition 3.2.3 nous savons que supp(Uy,) C {£ € R3 : [¢] < "p2} et alors
dans l'estimation précédente nous pouvons écrire

Lo Lo 4 = =
€] el cbo
Ae| 1,0 < mukzl o B8 teamic(©
< °'€”§jlz? ﬁA@)\n ] = ()
- Sup 692 * n— np = C7
1> P 3 ' ' feerHaTy

d’ou, par 'inégalité de Holder et en utilisant la définition de la norme ||-|| g donnée par la formule
(3.18) nous avons

Cfo

<e — U, @0, H <e— U U
e WZH @ Uy <e py;n P Lo

-1
Z 1Tl BTkl (3.40)
h—

ks*Un k

()

IN

70
p1V

IN

70
pLV

A ce stade, nous avons besoin d’estimer le terme ||Ug||g et pour cela nous revenons a
I'inégalité (3.32) pour pouvoir écrire

- v C - F
Urlle < Ak | —||U
Gl < g (S180g)
ou C' > 0 est la constante donnée dans (3.15) et A, sont les nombres de Catalan. Ainsi, par

Videntité U} = —ifet par le Lemme 3.2.1 nous avons alors Uestimation ||U; ||z = || — if“E <

Cuo)l 7l j7—1 et donc nous obtenons

— 14 C — k ’ — k
1l < e (S Coanlflas ) < G (ol )

Une fois que nous disposons de cette estimation nous pouvons revenir a 'estimation (3.40)
ci-dessus pour écrire

—1
Cf[) Cgo v ' - k v , o n—k
ZHUkHEHUn e < @203 (CAk (Cloiny 1151 ) (CAn_k Eorirs )

IN

-1
clov / - n g
< L (Clual ) v
k=1
n—1
et alors par la formule de récurrence A,, = Z Ap A, donnée dans (3.30) nous avons
k=1

Cﬁol/

n clov , - n
0 ZnUknEuUn ke < — 5 An (eClan I flg—1)
pnC

et alors si on pose les constantes C = Cfo” >0et Oy = eC( %) > 0 et nous obtenons ainsi
Pestimation (3.38).
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Une fois que 'on a cette estimation nous pouvons écrire

“+oo ‘0
Z ¢l
er2

n=2

- +o00 n
Gui@)| < > (Call )"
n=2

et par la propriété (3.31) des nombres de Catalan, si Hﬂ‘f[—l < 7, avec 7 > 0 une constante
suffisamment petite, alors nous avons

+oo . n +o00 . n 1—4/1—-4C JE’ .
Ly Ay (CQHfHH*l) <CLY A <C2Hf||;'171) e \/ : ol £l 17 3
n=2 —t

d’ol nous obtenons ’estimation

1= \/1-4Ga0 fll -
Cy 5 .

(3.41)

Maintenant que nous disposons des estimations (3.37) et (3.41) nous pouvons les remplacer dans

: . 2 1—4/1—4Cs || fll -
Pestimation (3.36) en fixant la constante ¢; = max (ef;QHf || Lo, C1 ;”fHH 1) > 0etla
1

constante ¢y = & > 0, et nous avons finalement 'estimation cherchée (3.35). |
p2

Comme nous pouvons observer la décroissance fréquentielle exponentielle obtenue dans le Théoréeme
3.2.1 repose essentiellement sur la localisation fréquentielle de la force extérieure f qui entraine

une localisation fréquentielle convenable des termes U, lorsqu’on décompose la solution U comme
= oo
U= Zn:l Un

Dans la partie B) ci-dessous, nous étudions cette décroissance fréquentielle dans un cadre un
peu plus général ou la force extérieure f n’est pas localisée en fréquence mais elle vérifie une
décroissance fréquentielle exponentielle.

B) Deuxiéme approche : décroissance fréquentielle de la force

Comme annoncé nous supposons ici que la force f € H~'(R3) vérifie une décroissance

fréquenticlle |f(€)] < el et nous étudierons un comportement similaire pour les solutions
U € HY(R3) des équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1).

On sait que les propriétés de décroissance de la transformée de Fourier d’une fonction peuvent
étre regardées comme des propriétés de régularité de telle fonction dans les espaces de Sobolev
H? (R3) (avec s > 0), néanmoins, ces espaces ne nous permettent pas d’étudier de facon précise
une décroissance fréquentielle exponentielle et nous avons besoin de passer par le cadre de la
classe de Gevrey qui nous introduisons comme suit : la premiere chose a faire est de définir
I'opérateur eAV=4 de 1a fagon suivante :

Définition 3.2.1 Soit 8 > 0. On définit Uopérateur e®V—2 au niveau de Fourier par lidentité
FlePV=2y](€) = PEIF[p)(€), pour tout ¢ qui appartient d la classe de Schwartz.
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Cet opérateur nous sera tres utile pour I’étude de la décroissance fréquentielle exponentielle
car le symbole e €l nous permettra capturer ce comportement comme nous le verrons dans la
définition suivante :

Définition 3.2.2 (La classe de Gevrey) Soit l'espace de Sobolev H*(R3) avec s € R, soit
B > 0 et soit lopérateur eBV=A donné dans la Définition 3.2.1. On définit la classe de Gevrey
GE(R?’) par

GA(R3) = {g € H*(R®) : [PV 2g| o < +oo} .

Grace & cette définition nous observons que la quantité [|e?V 2| s exprime la décroissance
exponentielle de la transformée de Fourier de la fonction g. En effet, il suffit d’écrire

I Sgl. = [l P,

pour observer que si cette quantité est finie alors il faut que g(§) ait une décroissance exponen-
tielle & 'infini.

Observons aussi que I'on a GZ(R3) C H*(R3) et en plus, lespace H*(R3) étant un espace

de Banach pour [s| < % alors on a que pour ces valeurs du parametre s la classe de Gevrey

Gf(R?’) est aussi un espace de Banach muni de la norme |[e®V =2 (") zs-

Cet espace fonctionnel a été introduit par M. Gevrey en 1918 dans [31] pour I’étude analy-
tique de quelques propriétés de régularité du noyau de la chaleur et cet espace a été aussi utilisé
pour I’étude de I’analycité en temps des solutions mild des équations de Navier-Stokes non sta-
tionnaires (voir 'article [27] de C. Foias et R. Temam et I’article [47] de P.G. Lemarié-Rieusset
pour plus de références a ce sujet). Dans cette section nous utiliserons la classe de Gevrey pour
étudier la décroissance fréquentielle exponentielle des solutions des équations de Navier-Stokes
dans le cadre stationnaire et nous avons ainsi une premiere caractérisation de ce comportement.

En effet, nous allons montrer que si la force f a une décroissance fréquentielle exponentielle,
qui est exprimée par le fait que [ € G’f 5 (R?), et si nous supposons en plus un contréle sur
2

la taille de cette force alors nous pouvons utiliser le principe de contraction de Picard pour
construire une solution U des équations (3.1) dans la classe de Gevrey Gg (R3). Le choix du
2

parametre s = % dans cette classe de Gevrey (ainsi que le choix du parametre s = —% dans la
classe Gé 5 (R3)) est purement technique et nous avons :
2

Proposition 3.2.4 Soit 8 > 0 et soit f € Gé;(RB’) une force a divergence nulle. Il existe
2

une constante 11 > 0 telle que si HeBV_Aﬂ|H s < m alors il existe U € GE(R‘?) solu-

2
tion des équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1) qui est l'unique solution dans la boule
”65 _AUHH% < 2m.

Preuve. Nous écrivons les équations (3.1) comme un probléme de point fixe

1 =
Ef)
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et nous allons appliquer le principe de contraction Picard dans la classe de Gevrey Gg (R3).
2

Pour vérifier la continuité de la forme bilinéaire ci-dessus sur cet espace, nous avons besoin de
I'inégalité suivante :

Lemme 3.2.2 On a .
H 2

ePV-A [i]P’ (idiv(ﬁ@ ﬁ))] HH% < % H [eﬂmﬁ} ® [eﬁmﬁ] H .

Preuve. On commence par écrire

2
v | Lp (Lt e b 26/¢] T
’ [V}P’ (Adw(U@)U))] / e | F (B (gam@ e D)) ) ()] de
< 5[l [1IFW]*FW](£) sz | —[eﬂ‘ﬁlmm*ﬂm@ﬁda
T~ v? s [3 ~ 2 Jrs €]
et dans le dernier terme ci-dessus, nous utilisons I'inégalité triangulaire pour écrire
MIFIO]+ FIOIE) < M [ 1D - OFIDUC)iC
< [ PEEFDIE - QP FITNONC < (|e6'f'f[ 7)1+ 78 FIT])) (€).
et alors, en revenant a l’estimation précédente nous obtenons
C C - 2
eBlél < Bl Bl
L m[ FO]« FIOE)] de < / m}(\e FIO) + ™ FI0N) (©)| de
< Y)esvTBE g VBT,
v 2
[

Maintenant, par le Lemme 3.2.2, par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev et I'inégalité
de Holder nous pouvons écrire

3 et n)]|, = Sl oo [l

C
Lz ~ v

IN

9 eﬁm{j@eﬁm[j
G Rl |

C
f‘e
v

et ainsi nous avons vérifié la continuité de la forme bilinéaire ci-dessus sur la classe de Gevrey

G3 (R?).
2

L3

IN

1 -1
H?2 H?2

Nous allons maintenant estimer le terme Heﬁv -A (% f)‘

(i

Ainsi, il existe une constante n; > 0 (suffisamment petite) telle que si ||V —2 ﬂ|H 3 < m

2

.y ot étant donné que f € G€§(R3)
2
*Heﬁv AL,

nous pouvons écrire directement

H7

alors par le principe de contraction de Picard il existe U € GE (R3) solution des équations (3.1)
2

qui est I'unique solution dans la boule || *A[?HH% < 2. |
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Dans la Proposition 3.2.4 nous pouvons observer que comme Ue Gi (R3) alors nous avons
2

/ €1e271[T (¢) Pd < +oo,
R3

ce qui exprime le fait que la solution U a une décroissance fréquentielle exponentielle aux hautes
fréquences et cette information est mesurée en termes de la norme L?. Néanmoins, comme ex-
pliqué a la Section 3.1.3, dans le cadre d’un fluide en régime laminaire la décroissance fréquentielle
exponentielle est censée étre observée aussi aux basses fréquences et non seulement aux hautes
fréquences comme ’on peut regarder dans la quantité ci-dessus.

Ainsi, ce résultat n’exprime pas de fagon tout a fait satisfaisante la décroissance fréquentielle
exponentielle d’un fluide en régime laminaire mais il nous sera fondamental pour étudier une
décroissance fréquentielle plus précise dans le cadre d’un fluide en régime laminaire (caractérisé
par un controle sur la force).

Théoréme 3.2.2 (Deuxiéme étude de la décroissance fréquentielle : cadre laminaire)
Soit f € H™2N HY(R?) une force a divergence nulle telle que || f| -2 + || fll -1 < n pour une
constante 1 > 0 et qui vérifie
1 =
sup — 2P| F(€)] < ¢o < 400, (3.42)
£ER3 |

ou 8> 0 et cyg > 0 est une constante suffisamment petite. Alors, il existe UeL?>nH! (R?) solu-
tion des équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1) qui vérifie la décroissance fréquentielle
ponctuelle :

=ih)

©)] < clée—ﬁlfl, (3.43)

pour tout |£| > 0 et ot ¢c; > 0 est une constante qui dépend de U.

Démonstration. Nous commencons donc par construire une solution U € L2 N H* (R3).

Lemme 3.2.3 Il existe une constante n > 0 telle que si ||j?||H,2 + ”.ﬂ‘}rl < n alors il existe
U e L2N HY(R3) solution des équations (3.1) qui est I'unique solution qui vérifie ||(7HH% < 2.

Preuve. On commence par écrire la solution U comme

. 1 (1 L 1 -
=-P(—di - — .44
U ” (A zv(U®U)> VAf’ (3.44)
et nous allons appliquer le principe de contraction de Picard dans I'espace E = L? N H! (R3)
(ot l'on a L2 N HY(R3) H%(R?’)) Pour cela on a besoin d’estimer chaque terme de la norme

-l = llze + 10 g+ 01

En effet, pour le premier de || - || g, par estimation (3.19) et les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev nous avons

1 1 .. 5 = c1, - - C1, = = c1, - -
2o (3a@a0))| < L0101 < 201101 44 < L0z (35)

L2
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Ensuite, pour le deuxiéme terme de || - || g, par lestimation (3.20) et toujours par les inégalités
de Hardy-Littlewood-Sobolev nous avons

1 1 .. 5 = c1, - - Cl, - - c1, - -
|57 (@ o) < 1011005 < 21T 101,y < 1010015 G40

Finalement, par l'estimation (3.21) et I’estimation (3.21) nous avons

1 /1 - - Ca . R
JP(ga@ )| | < 21014101,y < 2101101 (3.47

1%

Ainsi, par les estimations (3.45), (3.46) et (3.2.1) nous avons la continuité de la forme bilinéaire
ip (%div(ﬁ ® (7)) dans Despace E = L2 N H'(R3).

Nous étudions maintenant le terme H ﬂ‘ Comme f € H~2N H~(R3) nous pouvons écrire
1 1 A ]2
VAT || g rvA VAT || 1 VAT || g

< [anH o s + 07
De cette fagon, pour pouvoir appliquer le principe de contraction de Picard il suffit d’avoir le
controle || f|l -2 + | fll -1 <7, avec n > 0 une constante suffisamment petite. [ |

H™2

S P 3 PR 3 Py

N
m,m._. l\.’l\»—‘

L] < S D0+ 070

Nous allons maintenant montrer que la solution U ci-dessus vérifie la décroissance fréquentielle
(3.43). Dans chaque terme de 'identité (3.44) nous prenons la transformée de Fourier et nous

avons
C

0] e

d’ol1, en multipliant par ¢’l¢l & chaque coté de cette inégalité on a

=

< T()] + ©,

Qi)

7)) < <

Blel C BENT £ T
e !(ﬁ)léme | &+ \SP

et I’on cherche a estimer chaque terme a droite de cette inégalité.

el Fe), (3.48)

Pour estimer le premier terme & droite de (3.48) nous avons besoin de vérifier tout d’abord
que la solution U obtenue par le biais du Lemme 3.2.3 appartient a la classe de Gevrey G[i (R3).
2

En effet, comme la force f vérifie (3.42) nous commengons par vérifier que cette force appartient
aussi a la classe de Gevrey Gé 3 (R3?) : par (3.42) nous avons P'estimation
2

o~

1F(€)] < coléle2%1¢],

et alors nous pouvons écrire

BV-A _ [ L
511y = [ et IR < [

T L 280 [‘ﬂze—wsq d¢ = 20y < +o0.

1
€1°
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Ainsi, pour 71 > 0 la constante de la Proposition 3.2.4 et pour > 0 la constante du Lemme
3.2.3 on fixe maintenant la constante ¢y > 0 de sorte que c2Cy < min(n?,7}), et nous obtenons
|V fH _3 <min(n,m) et de cette fagon, par la Proposition 3.2.4 il existe Ve Gﬂ (R3) so-

lution des equatlons de Navier-Stokes stationnaires (3.1) qui est I'unique solution dans la boule
|V VHH% < 2min(n,n), mais, nous avons l’estimation HVHH% < ||efV- V“H% d’ott nous

obtenons HVHH 1 < 27 et ainsi, par I'unicité de la solution U construite dans le Lemme 3.2.3

nous avons V = U et donc HeBV_A(jHH% < +o0.

Une fois que nous avons U € G’g (R?) nous pouvons maintenant estimer le premier terme & droite

2
de (3.48). En effet, par I'inégalité triangulaire et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz nous écrivons

AT« T(6)] < / <ﬁ<'rf7<> )<e55—<'5<s—<>) d¢ < ||ePVET|2,, (3.49)
R3

et nous devons maintenant controler le dernier terme & droite ci-dessus. Par le Lemme 3.2.3 nous
avons U € L?(R3) et comme U € G’[i (R3) nous pouvons alors écrire
2

VB0 = [ RIbEPe= [ WGP+ [ TR
R? lgl<1 &1>1

< [ eNb@Pde+ [ leeemora
l§l<1 I€1>
< PN + VT = C5.0) < +oo.

De cette fagon, en revenant a ’estimation (3.49) nous obtenons

AT« T (¢)] < C(8,0). (3.50)

Nous allons maintenant estimer le deuxieme & droite de (3.48) et pour cela par Iestimation
(3.42) nous écrivons

I 7)) < 19 [eolgle714] < cole. (3.51)
Une fois que nous disposons des estimations (3.50) et (3.51) nous les remplagons dans I’estimation
(3.48) pour pouvoir écrire

eﬁ\£||5(§)| < 60(67[7) €0 C(8, U) +co 1 c1

SR N R )

et ainsi ce théoréme est maintenant démontré. [ |

Dans la démonstration du Théoreme 3.2.2 que nous venons de faire nous observons que si
Pon a un controle sur la force f (et donc I'on est dans un régime laminaire) et si cette force a
une décroissance fréquentielle exponentielle alors nous pouvons construire une solution U des
équations de Navier-Stokes stationnaires avec la méme décroissance fréquentielle.

Dans la section qui suit nous verrons comment la classe de Gevrey nous permet aussi d’étudier
une décroissance fréquentielle exponentielle des solutions U mais dans un cadre plus général ou
I’on ne suppose aucun controle sur le force et donc le fluide peut atteindre un état turbulent.
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3.2.2 Quelques résultats dans le régime turbulent

Dans la section précédente nous avons introduit la classe de Gevrey G'g (R?) pour étudier
la décroissance fréquentielle des solutions U des équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1);
dont les résultats obtenus reposent sur le controle qu’on a fait sur la force f et donc ces résultats
correspondent au cadre d’'un fluide en régime laminaire.

Le but de cette section est de généraliser ces résultats précédents au cadre d’un fluide en régime
turbulent et alors nous ne ferons ici aucun controéle sur la la taille de la force f Dans la Section
3.1.3 nous avons expliqué que si le fluide est en état turbulent alors la décroissance fréquentielle
exponentielle de la solution U est censée étre observée uniquement aux hautes fréquences et nous
allons voir comment la classe de Gevrey nous permettra capturer ce comportement fréquentiel
dans ce cadre turbulent.

En effet, pour n’importe quelle‘force f e H ~1(R?) par le Théoréme 3.1.1 nous avons I'existence
d’au moins une solution U € H'(R?) des équations (3.1) et dans le Théoréme 3.2.3 ci-dessous
nous allons montrer que si la force vérifie en plus f € G” L(R3) (ou GP L(R3) ¢ H™'(R?)) alors

toute solution U € H L(R3) associée a cette force vérifie Ue G’f 2(R3) pour une certaine constante
B2 > 0.

De cette fagon, par la définition de la classe de Gevrey nous avons alors que la quantité
[ lepeig e, (3.52)
R3

est une quantité finie et donc nous pouvons observer que |U(§)| a une décroissance exponentielle
aux hautes fréquences.

Théoreme 3.2.3 (Etude de la décroissance fréquentielle : cadre turbulent) Soit fe
H~Y(R3) une force stationnaire a divergence nulle et soit 51 > 0. Si f € Géll(R?’) alors toute

solution U € HY(R®) des équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1) associée & cette force
appartient a la classe de Gevrey Gf2 (R3) ot B = Ba(B1,U) > 0.

Avant de passer a la démonstration de ce théoréeme nous allons faire les remarques suivantes : si
nous comparons ce théoréme avec les résultats obtenus dans la section précédente (le Théoreme
3.2.1 et le Théoréeme 3.2.2) nous pouvons observer que ce théoréeme est plus générale dans le
sens qu’ici nous n’avons fait aucun contréle sur la taille force f et ce résultat est valable aussi
dans le cadre d’un fluide en régime turbulent, tandis que les résultats de la section précédente
(ou l'on a controlé la taille de la force) sont valables uniquement dans le cadre d’un fluide en
régime laminaire.

En revanche, observons maintenant que dans le régime laminaire on obtient une décroissance
fréquentielle exponentielle de la solution plus précise que celle obtenue dans le Théoréme 3.2.3
(dans le cadre turbulent). En effet, toujours dans les Théoremes 3.2.1 et Théoreme 3.2.2 démontrés
dans le cadre laminaire nous observons que I'on construit une solution U qui vérifient une

décroissance fréquentielle ponctuelle : |U(€)| < e ¢l tandis que dans le Théoréme 3.2.3 cette
décroissance fréquentielle exponentielle en mesurée en termes de la norme L? (voir I’expression
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(3.52)) et nous n’avons ici une décroissance ponctuelle.

Démonstration du Théoréme 3.2.3. Pour démontrer ce théoreme nous avons besoin de
considérer pour I'instant le probleme d’évolution des équations de Navier-Stokes :

Oyt + P(div(@ ® @) — vAT = §, div(@) =0, @(0,") = o, (3.53)

otl pour Ty > 0 on a § € C([0, To[, H*(R?)) une force & divergence nulle et @y € H'(R?) est une
donnée initiale a divergence nulle. L’existence et 1'unicité d’une solution (locale en temps) est
un résultat classique qui a été développé par H. Fujita et T. Kato dans [28] :

Lemme 3.2.4 Il existe un temps 0 < T < Ty et il existe une fonction @ € C([0,Ti[, H'(R?))
qui est l'unique solution des équations (3.53).

Pour une preuve ce résultat voir le livre [46], Théoreme 7.1.

Une fois que nous avons la solution # ci-dessus la premieére chose a faire est d’étudier la
décroissance fréquentielle de cette solution et pour cela nous introduisons 1’espace fonctionnel
suivant : soit § > 0 et T' > 0, on défini ’espace

Bpr = {@ e c(o, T B (®?)) : MYV "Bq € (0, T] ' (R)) }, (3.54)
muni de la norme || - |57 = ||e®VEv _A(-)||Loo([07TLH1(R3)), olt I'opérateur e#VIV=2 est donné dans
la Définition 3.2.1. Nous avons ainsi le résultat suivant.

Proposition 3.2.5 Dans le cadre du Lemme 4.2.1, si la force § € C(]0, Ty, HY(R®)) wérifie
G € Egr, alors @ € C(10,Th[, H'(R?)) l'unique solution des équations (3.53) vérifie @ € Egr,
avec 0 < Ty < Tpy suffisamment petit.

Preuve. Nous allons étudier la quantité

(3.55)
B, 11

t t
Bt * g + / hy(t—s) * G(s,-)ds — / by (i—sy * P(div (i1 @ t1))(s, -)ds
0 0

linlor = ]

Les deux premiers termes de cette expression sont faciles a estimer et nous avons

Pour le dernier terme de (3.55), par la définition de la norme || - ||g 7, I'identité de Plancherel
et la continuité du Projecteur de Leray nous avons

t
hl/t * 710 +/ hl/(tfs) *g’(sa )dS < C<V7/87T0) (HEOHH}E + Heﬁ\/z 7A§HL§’°H;> : (356)
0

B, 11

= sup

t t
/ hu(t—s) * P(div (i) ® idy))ds PVIV=A < / hu(t—s) * P(div (i) ® ﬁl))ds)
0 0

n-|

HHl

B,T1 0<t<Tn
t
< sup c|lg? / e~V BVIEL | (Flay] + Fla]) (s, )| ds|
0<t<Ty 0 L2

et comme nous avons ’estimation ponctuelle

VI | (Fla] « Flin]) (s,6)] < | (27 @])) « (V¥ F @) | (s,0), (3.57)
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da au fait que eBVHEl < eBVElIE=nl BVl pour tout &, 7 € R3, alors nous obtenons

Keﬁx/ﬂamﬁl”) <5f\£|‘]: )}

En revenant maintenant a la variable spatiale nous pouvons écrire

1) < s e[ iteresg)

o<t<Ty

0 s Je s 0 {5 i) o (5 [
) <C /Oﬂ (=) s, ds> |7 [ervelizam)) o (7 [6B\/5|£|]-“[ﬁ1]|DHL§OHé
1
- Ci; |7 [eamsuﬂﬁl””‘w% F-1 [66\/5|£||}‘[61]|”L?0H%
= Il . (3:58)
Vi

Une fois que nous disposons des estimations (3.56) et (3.58) on fixe maintenant 77 suffisam-
ment petit de sorte qu’en appliquant le principe de contraction de Picard nous obtenons une
solution @ € Fg, des équations (3.53). Mais, étant donné que Egp, € C(]0, T1[, H'(R?)) on a
iy € C(10,T1[, H'(R3)) et par P'unicité de la solution @ on a @; = @ et donc @ € Eg . [

Revenons maintenant aux équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1) pour monter que toute
solution U € H!(R3) vérifie U € G'fQ (R3) avec une constante 32 > 0 que l'on fixera plus tard.

En effet, dans le systéme d’évolution (3.53) nous prenons la donnée initiale @ = U et la force
G = e PVIV=R(PVIVEAF) avec t € [0,1]; et nous allons maintenant vérifier que cette force
satisfait les hypothéses du Lemme 4.2.1 et de la Proposition 3.2.5, c’est a dire, nous devons
vérifier que § € C(J0, 1[, H'(R3)) et e#VIV=25 € €(J0, 1[, H'(R?)) ; et pour cela nous allons tout
d’abord vérifier que l'on a e?V&V=2 f'e ¢(]0, 1], H'(R3)). On commence donc par écrire

|£|2 28vile| | 7

L°°H1 = sup
0<t<1 JRR3

_ / 15‘4625\&
R3

1
L[ epezsie

R3

@</m“ww\
a1 42ﬁ|£’* 'df
o W@WMe ie) g

PAE 1 [ e e dE
rw‘méf O g2

Comme f € Gfll (R?) par la définition de cet espace fonctionnel nous avons e#1V-2f ¢ H~1(R?)
et ainsi, en fixant le parametre 8 > 0 tel que 35 = 231 nous pouvons alors écrire

1 = d 3 \2 ~ 124 B
64/[@363,3|§| (£)|2‘£|§2: <251> /Rge%ﬂf‘f@) ‘ng:Cﬁ1||eﬁlmf”H1 < too,

d’olt nous avons ePVIVEAF ¢ C(]0,1[, HY(R3)) et alors § € C(]0,1[, H'(R3)) et PVIV-A5 ¢
C(Jo,1[, H'(R?)).

~, 2
©)

~
—

©)

IN
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Ainsi, par le Lemme 4.2.1 il existe un temps 0 < Ty < 1 et une unique solution @ € C(]0, Ty [, H(R?))
des équations (3.53). De plus, comme e?ViV=4 f'e ¢(]0, 1], H' (R3)) alors par la Proposition 3.2.5
nous avons e?ViV=A7 ¢ €(]0, T1[, H'(R3)).

D’autre part, comme UeH L(R3) est une fonction constante en variable de temps nous avons
U e ()0, Ti[, H'(R3)) et de plus, comme f%(j =0et § = e PVIVA(BVIVAF) = f nous
pouvons alors observer que U € C(]0,T1[, H!(R3)) est aussi une solution de 1’équation (3.53)

—

ci-dessus et donc, par Punicité de la solution @ € C(]0, T1[H"(R?)) nous obtenons que U = .
Ensuite, comme V"V~ € ¢(]0, Ty[, H'(R3)) alors nous avons e’VIV=AT € (|0, T1[, H'(R3))

pour tout ¢ € [0, 7. Ainsi, on fixe 2 = 34/ % > 0 et alors on a
— T — —
/ €[2e2® T (¢)Pde = |V 2V RT3, < sup [eVYTRTIE, < oo,
R3 T0<t<Th ®

et donc U € G?(R3). Le Théoreme 3.2.3 est maintenant démontré. [ ]
1



Chapitre 4

Des théoremes de type Liouville

Dans le chapitre précédent nous avons étudié la décroissance fréquentielle des solutions des
équations de Navier-Stokes stationnaires :

— —

—vAU + (U -V)U+VP=Ff, divl)=0, (4.1)

mais, avant de faire cet étude, nous avons tout d’abord énoncé un résultat sur I'existence des
solutions U dans le cadre de I'espace de Sobolev H L(R3). Plus précisément, par le Théoréme 3.1.1
page 101 nous observons que si I'on considére une force f € H~1(R3) alors il existe U € H'(R3)
une solution des équations (4.1) qui vérifie 'estimation

A0l < 111 (4.2)

Dans ce chapitre nous allons étudier un tout autre probléme relié & l'estimation (4.2) : dans

cette estimation nous observons que si nous prenons maintenant une force nulle (f = 0) alors la
solution des équations

—vAU + (U -V)U+VP =0, div(l)=0, (4.3)

obtenue par le Théoreme 3.1.1 est forcément la solution triviale U= 0; et nous nous posons
alors la question de savoir si cette solution U = 0 est I'unique solution des équations (4.3) dans
l'espace H 1(R3). Néanmoins, comme nous 'expliquerons plus en détail ci-apres, cette question
est encore une question ouverte et le probleme repose essentiellement sur le fait que, dans 1’état
actuel de nos connaissances, on ne sait pas montrer que toute solution UeH L(R3) des équations
(4.3) vérifie 'estimation (4.2).

Le but de ce chapitre est alors d’étudier d’autres espaces fonctionnels E tels que si U est une
solution des équations de Navier-Stokes stationnaires (4.3) et si U € E alors on ait I'identité
U = 0. Autrement dit, il s’agit de trouver des espaces fonctionnels F dans lesquelles les équations
(4.3) possedent comme unique solution la solution triviale U = 0. Ce probleme est également
appelé le probleme de Liouville pour les équations de Navier-Stokes stationnaires.

Dans la Section 4.1 ci-dessous nous expliquons plus en détail les enjeux du probleme de Liouville
pour les équations de Navier-Stokes stationnaires (4.3) et nous exposerons quelques résultats
connus sur ce probleme. Ensuite, dans la Section 4.2 nous démontrerons quelques résultats nou-
veaux (ue nous avons obtenu sur ce sujet.

125
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4.1 Introduction

Comme annoncé nous allons rappeler ici quelques résultats connus sur le probléme de Liou-
ville pour les équations de Navier-Stokes stationnaires (4.3) et pour cela nous allons commencer
par expliquer un peu plus en détail ce probleme.

4.1.1 Le probleme de Liouville pour les équations de Navier-Stokes station-
naires

Dans cette section nous introduisons le probleme de Liouville pour les équations de Navier-
Stokes stationnaires (4.3) que nous allons étudier tout au long de ce chapitre mais, avant d’entrer
dans les détails de ce probleme, il convient tout d’abord de préciser un peu plus notre cadre de
travail et on commence donc par rappeler la définition de solution faible des ces équations.

Définition 4.1.1 (Solution faible) Une fonction U :R> — R? est une solution faible des
équations de Navier-Stokes stationnaires (4.3) si U € L? (R3) et s'il existe P € D' (R?) telle

loc
que le couple (U, P) vérifie ces équations au sens des distributions.

Observons que dans cette définition nous avons U e LZQOC(R?’) et cette propriété de la solution

nous permet d’assurer que le terme non linéaire des équations (4.3) est bien défini dans D' (R?).
En effet, comme U € L? (R?) et comme div(U) = 0 alors nous pouvons écrire I'identité (tou-
jours au sens des distributions) (U - V)U = div(U ® U ), ol nous observons que si la solution U

appartient a ’espace LZQOC(R?’) alors par I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons que le terne

non linéaire U @ U appartient & I'espace L} (R3) et donc le terme div(U @ U) est bien défini
dans D'(R3). Ainsi, par lidentité précédente nous avons que le terme (U - V)U est ainsi bien
défini au sens des distributions.

Maintenant que l'on a précisé notre cadre de travail qui est donné par l’espace L%OC(R?’), nous

cherchons a trouver des espaces fonctionnels £ C L?OC(R?’) ou 'on puisse résoudre le probleme
de Liouville suivant :

SiU e L2 (R3) est une solution des équations de Navier-Stokes stationnaires (4.3) et si de
plus cette solution vérifie U e FEalorsonalU =0.

Avant d’expliquer les espaces E que nous allons considérer il est important de remarquer
tout d’abord que la condition supplémentaire U € FE est vraiment nécessaire pour résoudre
ce probleme de Liouville.

En effet, dans 'exemple ci-dessous nous allons observer que dans le cadre général de l'es-

pace LIQOC(R3) on ne peut pas s’attendre a ce que la solution triviale U = 0 soit I'unique so-

lution des équations (4.3). Considérons la fonction ¢ : R® — R définie comme suit : pour

x = (21,72, 23) € R3,
5‘7% x% 2
(1, T2, 23) = 5 + 5 T (4.4)

et & partir de cette fonction nous définissons maintenant les fonctions Uet P par les identités

—

U(xla:Ean?)) = V’QZJ(Zbl,l'Q,l'g), (45)
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et
1 -
P(z1,10,23) = —§\U($1,$2,$3)!2- (4.6)

A ce stade, observons que la fonction U appartient a I’espace Ll20 C(Rg). En effet, par la définition
de la fonction 1) ci-dessus et par Iidentité (4.5) nous pouvons écrire

U(l’l,l'g,l'g) = 677[)(951,@@3) = ($17$27 _2$3)’ (47)

pour observer que I'on a l'estimation |U(z)| & |z| d’ott nous pouvons en tirer U € L} (R?); et
nous avons en plus le résultat suivant :

Lemme 4.1.1 Le couple ((7, P) défini pas les expressions (4.5) et (4.6) respectivement vérifie
les équations de Navier-Stokes stationnaires (4.3).

Preuve. Observons tout d’abord que par 'identité (4.7) nous avons U € C*°(R3) et alors par
I'identité (4.6) nous obtenons P € C*°(R?). Nous allons maintenant montrer que le couple (U, P)
vérifie les équations (4.3).

Par I'identité (4.4) nous avons A = 0 et ainsi nous pouvons écrire
vAU = vA(VY) = vV(AY) = 0.

Ensuite, par le calcul vectoriel nous avons l'identité

Avec ces identités et comme P = —%]U |2 nous obtenons I'identité
- 5 oo o 1, o 1, 5

De plus, toujours par Iidentité (4.7) nous pouvons en tirer div((_j =0). |

2

2 (R3) les équations de Navier-

Nous observons de cette facon que dans le cadre de ’espace L
Stokes stationnaires (4.3) ont au moins deux solutions : la solution triviale U = 0 et la solution
non nulle U donnée par lexpression (4.5), et alors on a besoin de chercher des espaces fonction-
nels adéquats £ C L%OC(R?’) ou ’on puisse résoudre le probleme de Liouville ci-dessus.

Nous avons mentionné précédemment que lespace H 1(R3) semblerait étre un espace naturel
pour résoudre ce probleme de Liouville et ce fait repose essentiellement sur quelques estimations
formelles que nous avons fait dans le chapitre précédent (voir 'estimation (3.3) page 101) et
que nous avons besoin de rappeler rapidement. On commence par rappeler le résultat suivant :

Lemme 4.1.2 Soit (U, P) € L? (R3) x D'(R®) une solution des équations de Navier-Stokes
stationnaires (4.3). Si U € L3 (R3) alors U € C(R3) et P € C®(R?).

loc
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Pour une preuve de ce résultat voir le Théoreme X.1.1. du livre [29] page 658.

De cette facon, pour U € H 1(R3) une solution des équations (4.3), par les inégalités de Hardy-
Littlewood-Sobolev nous avons U € LS(R3) et alors U € L} (R?), d’ott, par le Lemme 4.1.2 nous
obtenons U € C®(R?) et P € C>®°(R?) et nous pouvons multiplier chaque terme de I’équation
(4.3) par la solution U. Ensuite, nous intégrons en variable d’espace sur R? pour obtenir 'iden-
tité :

—v [ AU-Udz+ /

[(U‘ : 6)(7‘} Ode+ [ VP-Tda =0, (4.8)
R3 R3

R3

et si nous supposons pour l'instant que la solution U est suffisamment intégrable alors, pour le
deuxiéme terme et le troisieme terme a gauche de I'identité ci-dessus, comme div(U) = 0 et par
une intégration par parties nous pouvons formellement écrire

/ (0 - )0 - Odz = 0,

et
VP -Udx =0.
RS

Ainsi, par 'identité (4.8) nous pouvons en tirer l'identité suivante :
/ IV @ Ul?dz =0, (4.9)
R3

et par cette identité on s’attend & ce que I'unique solution U € H'(R3) des équations (4.3) soit
la solution triviale U = 0.

Néanmoins, pour U € H'(R3) lidentité (4.8) est purement formelle et 'on ne dispose d’au-
cune information supplémentaire pour assurer que les termes

/ (U -V)U]-Udz et VP . Udez, (4.10)
R3 R3

sont bien définies. En effet, si U € H* (R3) alors nous avons Ue L5(R3) ce qui exprime une cer-
taine décroissance a l'infini de cette fonction, mais pour donner un sens rigoureux aux quantités
donnés dans (4.10) nous avons besoin que la solution U décroisse plus rapidement & l'infini : si
nous supposons pour l'instant que la solution vérifie en plus Ue L*(R?) alors nous pouvons
vérifier le résultat suivant

Lemme 4.1.3 $i U € L*(R3) alors on a (U -V)-U € HY(R?) et VP € H 1(R?).

Ce résultat est purement technique et sera prouvé a la fin du chapitre page 144. Nous pou-
vons ainsi observer que si la solution UeH L(R3) vérifie une décroissance plus rapide & I'infini
que celle donnée par la propriété Ue LS(R3) et qui est maintenant mesurée en termes de la
norme de I'espace L*(IR?), alors les quantités données dans la formule (4.10) sont bien définies et
donc cette fois-ci nous pouvons écrire 'identité (4.9) qui finalement entraine 'identité cherchée
U = 0. Mais, & partir de information U € H 1(R3) malheureusement nous n’avons aucun argu-
ment supplémentaire pour en déduire que U appartient & I’espace L*(R?).

Nous observons ainsi que le probleme de Liouville dans I'espace H* (R?) s’agit d'un probleme
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délicat et ce fait repose essentiellement sur la décroissance a l'infini de la solution U. En re-
vanche, nous allons observer que les espaces de Lebesgue nous fournissent un cadre convenable
pour étudier ce probleme.

En effet, grace au Lemme 4.1.3 nous pouvons montrer un premier résultat sur le probleme
de Liouville pour les équations de Navier-Stokes stationnaires :

Proposition 4.1.1 Soit U € L2 (R3) une solution des équations de Navier-Stokes stationnaires
(4.8). Si U € L*(R3) alors U = 0.

Preuve. Par le Lemme 4.1.3 nous savons que (U V)-U e H(R3) et VP € H~(R?) et comme
U vérifie les équations (4.3) nous écrivons vAU = —(U - V) - U — VP € H-1(R3) pour obtenir
UeH 1(R?). Comme nous avons I'information div(U) = 0 nous disposons alors des identités
/ [(U-V)U]-Udz=0et [ VP-Udz =0 qui nous permettent d’écrire 'identité (4.9) et d’en

R3 R3
déduire U = 0. [

Motivés par ce premier résultat, nous allons tout d’abord étudier le probleme de Liouville pour
les équations (4.3) dans le cadre des espaces de Lebesgue LP(R3). Plus précisément, il s’agit
d’étudier d’autres valeurs possibles du parametre d’intégration p € [1,4o00] avec lesquels on
puisse obtenir des résultats similaires a celui obtenu dans la Proposition 4.1.1. Ensuite, nous al-
lons voir qu’il est aussi possible d’étudier ce probleme de Liouville dans des espaces plus générales
que les espaces de Lebesgue et dans ce cadre les espaces de Morrey (qui seront définis dans la
section qui suit) nous permettent d’obtenir des résultats intéressants sur ce probléeme.

Mais, pour expliquer les résultats que nous avons obtenu nous avons besoin de faire tout d’abord
un tres court rappel des résultats démontrés précédemment.

4.1.2 Des résultats connus

Dans cette section nous exposons quelques résultats connus sur le probleme de Liouville pour
les équations (4.3) a partir desquels nous allons établir des résultats nouveaux dans la Section
4.2 ci-apres.

Comme annoncé, nous nous intéressons a étudier ce probléme de Liouville dans le cadre des
espaces de Lebesgue et de Morrey et on commence donc par étudier ce qui a été démontré dans
le cadre des espaces de Lebesgue.

A) Quelques résultats dans les espaces de Lebesgue

Un des résultats le plus connu est celui obtenue par G. Galdi en 1994 dans son livre [29] :

Théoréme 4.1.1 ([29], Théoréme X.9. 5) Soit U € LZOC(R?’) une solution des équations de
Navier-Stokes stationnaires (4.3). Si U € L3 (R3) alors U = 0.

Si nous comparons ce résultat avec le résultat obtenu dans la Proposition 4.1.1 nous pouvons
observer que dans le Théoreme 4.1.1 nous prouvons 1'unicité de la solution U = 0 des équations
(4.3) avec une condition de décroissance a l'infini moins forte que celle de la Proposition 4.1.1.
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En effet, dans le Théoreme 4.1.1 nous observons que la solution U appartient a ’espace L3 (R3)
tandis que dans la Proposition 4.1.1 la solution appartient a ’espace L4(R3) et alors dans ce cas
cette solution décroit plus rapidement a 1’infini.

Expliquons maintenant les grandes lignes de la preuve du Théoreme 4. 1 1. Ce résultat repose
essentiellement sur le fait que si la solution U appartient a l'espace L2(R3) alors nous pou-
vons vérifier rigoureusement ’estimation (4.9) ce qui entraine tout d’abord que cette solution
U appartienne en plus a 'espace H L(R3) et ensuite que 'on ait I'identité U = 0. Pour vérifier
Pestimation (4.9) on montre alors I'estimation technique suivante (voir toujours le Théoreme
X.9.5, page 729 du livre [29] pour tous les détails des calculs) : pour R > 1 soit la boule
B% ={zeR3:|z| < &} et l'ona

2

9
/ V@ UPds < ¢ / U (2)|2dz | | (4.11)
Bg R<|z|<2R

ol c; = cl(ﬁ, P) > 0 est une constante qui dépend du champ de vitesse U et de la pression P
mais qui ne dépend pas de R > 1. Ainsi, comme Ue L%(R3) nous avons

9
lim / U(z)|2dx | =0, (4.12)
R—+o00 \ JR<|z|<2R

et donc en revenant a ’estimation (4.11) nous obtenons l'identité / ]ﬁ ® ﬁlzdm =0, qui est
R3
l'identité cherchée (4.9).

Il est ainsi intéressant d’observer que la décroissance & linfini de la solution U € L%(R?’) ex-
primée de fagon précise par identité (4.12) entraine l'identité (4.9) qui, comme mentionné
précédemment, est hors de portée lorsqu’on considére en toute généralité une solution U €
H(RY).

Etudions maintenant un deuxiéme résultat intéressant sur le probleme de Liouville dans les
espaces de Lebesgue. Nous savons que Despace H'(R?) est inclut dans espace L(R3) (par les
inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev) et alors nous nous posons la question de savoir si I'on
peut résoudre le probléme de Liouville pour les équations (4.3) dans cet espace de Lebesgue.
Néanmoins, avec les outils que nous avons a notre disposition nous ne sommes pas en mesure
de donner une réponse a cette question. En effet, dans la section précédente nous avons déja
souligné le fait que I'information UelLS (R?) ne suffit pas pour obtenir rigoureusement I'identité
U=0.

Dans ce cadre, le résultat obtenu par G. Seregin en 2015 dans son article [67] montre que si
I'on ajoute une hypothese supplémentaire sur la solution : U € LS N BMO~'(R?), alors on
obtient 'identité cherchée U = 0.

Pour définir I'espace BM O~1(R?) nous avons besoin d’introduire rapidement ’espace BM O(R?)
(voir le Chapitre 7 du livre [32]). Soit donc f € L}, (R?®) et la boule B(zg, R) dans R®. On
définit tout d’abord la quantité mpy, r[f] € R comme la moyenne de la fonction f sur la boule
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B(aj‘o,R) :
1
M o.R) 1= 13 " R)f(af)da:,
Zo,

et ensuite on définit I'oscillation moyenne de cette fonction f par la quantité

1
I fllBmo = sup Vi | f(2) = mp e, r)[f]] da.
z0€R3,R>0 B(zo,ro)

Ainsi, 'espace BMO(R3) est défini de la facon suivante :
BMO(R®) = {f € Lj.(R) : | f Brmo < +o0},

c’est a dire, I'espace BMO(RR?) est I'espace des fonctions localement intégrables & oscillations
moyennes bornées.

Ensuite, en suivant [67], nous dirons que le champ de vecteurs U= (Uy,Us,Us) appartient
A Despace BMO™1(R3) il existe un champ de vecteurs V = (V1, Vs, V3) ot V; € BMO(R?)
pour 1 < < 3; tel que 'on a

U=VAV. (4.13)

Nous avons ainsi le résultat suivant.

Théoréme 4.1.2 ([67], Théoréme 1.1) Soit U e L2 (R?) une solution des équations de Navier-
Stokes stationnaires (4.3). Si U € LS N BMO~*(R3) alors U = 0.

Nous allons maintenant expliquer comment cette hypotheése nous permet d’obtenir 1'identité
U=0.

La preuve du Théoreme 4.1.2 donnée dans U'article [67] suit essentiellement les grandes lignes de
la preuve du Théoreme 4.1.1; et cette preuve est divisée principalement en deux étapes :

a) La premier chose a faire est de montrer que si la solution U des équations (4.3) appartient
a lespace L® N BMO~1(R3) alors cette solution appartient aussi & I'espace H 1(R?))
Comme U € BMO~(R3) alors par la définition (4.13) on peut écrire U = V AV avec
V € BMO(R?) et I'on montre qu'il existe une constante ¢y = ¢o(||U|| 16, |V | Bazo) > 0,
telle que pour tout R > 0 on a 'estimation

/ IV @ UPdz < c. (4.14)
5

Cette constante ne dépend pas de R > 0 et alors si nous prenons la limite lorsque
R — +oo dans 'estimation (4.14) nous obtenons U € H'(R?).

b) Une fois que l'on dispose de l'information U e H (R3), il s’agit de montrer I'identité
U = 0. La preuve de cette identité donnée dans [67] est technique mais nous allons main-
tenant observer qu’en passant par le cadre des espaces de Besov on peut vérifier plus
facilement I'identité U = 0.
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Rappelons rapidement que pour un parametre s > 0 et une fonction f on définit la
quantité

1£ 1l gz, = supt2 ||y % fl| 2o, (4.15)
: >0

ou h; dénote toujours le noyau de la chaleur, et alors l’espace de Besov homogene
B3 oo (R?) est défini comme

Bw(®) = {f € §'®%) : [|fll g, < +o00}. (4.16)

Une propriété des espaces de Besov qui nous sera tres utile par la suite est la suivante :

Lemme 4.1.4 Soit E ¢ 8’ (R?) un espace de Banach tel que :
1) pour tout u € E et pour tout zo € R3 on a ||u(- — x0)|| g = ||ull g, et

2) pour tout u € E et pour tout A >0 on a |[u(\)|| = A7 |ul -
Alors E C Bgolyoo(R‘?).

Pour une preuve de ce résultat voir le Chapitre 4 du livre [45].

Maintenant que ’on a introduit les espaces de Besov que nous allons utiliser nous pou-
vons en déduire 'identité U = 0. En effet, par le Lemme 4.1.4 nous avons BM O~YR?) C
BC;%OO(RS’) et comme U € BMO~(R?) alors nous obtenons U & Bgofoo(RS) et donc
UeH N Bo_ol,oo (R3). Ainsi, par les inégalités de Sobolev précisées (voir I'article [30] de
P. Gérard, Y. Meyer et F.Oru) nous pouvons écrire

. L1
G120 < WO, TN (417)
pour obtenir U € L*(R?) et alors, par la Proposition 4.1.1, nous avons Iidentité U =o.

Nous pouvons ainsi observer que linformation U € L® N BM O~Y(R?3), est bien exploitée &
chaque étape a) et b) ci-dessus et cette information entraine essentiellement U € L*(R3) (voir
les estimations (4.14) et 4.17) ci-dessus) d’out on obtient 'identité U = 0.

Observons aussi que nous U e LN BM O~Y(R3) alors cette solution appartient & deux es-
paces fonctionnels avec des homogénéités différentes : I’espace L5(IR?) est une espace homogene
de degré —% tandis que I'espace BMO~!(R3) est un espace homogene de degré —1. Dans ce
cadre, nous allons maintenant observer que l’on peut remplacer I'espace LS(R®) et I'espace
BMO~Y(R3) par des espaces de Morrey ( chacun avec la méme homogénéité de LS et BMO?)
pour obtenir un résultat similaire a celui obtenu dans le Théoreme 4.1.2.

B) Un résultat dans les espaces de Morrey

On commence par la définition suivante :
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Définition 4.1.2 (Espace de Morrey homogeéne) Soient 1 < p < q¢ < +oo. On définit
Iespace de Morrey homogéne MP4(R3) comme

MPIR?) = {f € LY, (R?) : [|fl|yppa < +00},

loc

3 (1 ?
Flja = sup R <R3 / If(:c)l”dﬂs>- (115)
2o€ER3,R>0 B(:Eo,R)

Les espaces de Morrey sont des espaces fonctionnels plus généraux que les espaces de Lebesgue
et qui mesurent la décroissance (en moyenne) a l'infini d’une fonction avec les parametres
1 < p < q< +o0o. En effet, observons tout d’abord que par I'expression (4.18) nous pouvons en
tirer I'inclusion L(R3) € MP9(R?) et le fait que MP4(RR3) est un espace homogene de degré —2.

Ensuite, toujours par 'expression (4.18), nous observons que si f € Mp’q(R?’) alors pour tout
zo € R3 et R > 0 nous pouvons écrire

1 / P _3
3 f z)[Pdx < f Ap,qR a,
@mem|(N 11|z

ce qui exprime le fait que lorsque R > 0 est suffisamment grand alors la moyenne de la fonction

3
[ (en termes de la norme LP) sur la boule B(zo, ) décroit a I'infini comme R~ ¢ ol 'exposant
—% correspond & homogénéité de I'espace MP4(R3).

Les espaces de Morrey ont été largement étudiés en connexion avec la régularité des solutions
faibles de certaines équations aux dérivées partielles (voir par exemple le Chapitre 13 du livre
[46] pour des applications a I’étude de la théorie de la régularité des équations de Navier-Stokes) ;
et nous allons maintenant voir comment ces espaces permettent aussi d’étudier le probleme de
Liouville pour les équations de Navier-Stokes stationnaires. Nous avons ainsi le résultat suivant
obtenu par G. Seregin en 2016 dans ’article [68].

Théoréme 4.1.3 ([68], Théoreme 1.1) Soit U € L2 (R3) une solution des équations de Navier-
Stokes stationnaires (4.3). Si U € M5 M%’3(R3) alors U = 0.

Si nous comparons ce résultat avec le résultat obtenu dans le Théoreme 4.1.2, ot1 'on a comme
hypothese U € L°NBM O~ (R?), nous pouvons observer qu’ici on a remplacé 'espace L(R?) par
I’espace de Morrey M 2’6(R3) qui a la méme homogénéité —% (plus précisément on a LS c M 2’6),
tandis que l'espace BMO™! a été remplacé par l'espace de Morrey M 33 qui a la méme ho-
mogénéité —1.

La preuve du Théoreme 4.1.3 suit les grandes lignes de la preuve du Théoreme 4.1.2 et cette
fois-ci on a que si la solution U appartient & 'espace M25NM 573(R3) alors il existe une constante
c3 = c3(||U|| y2.6 ||U||M%3) > 0 telle que pour tout R > 0 on a une méme estimation que celle

donnée dans (4.14) :
/ IV & U|?dz < cs, (4.19)
g

et alors en prenant la limite lorsque R — +o0o on obtient U € H L(R3). Ensuite comme
U e M%’?’(R‘g) et comme par le Lemme 4.1.4 I'on a I'inclusion M%’g(Rg) C B;O%OO(RE') alors
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nous avons U € H' N Bo_ol,oo(R‘g) et donc par les inégalité de Sobolev précisées (4.17) nous avons

Ue L*(R?) et finalement grace & la Proposition 4.1.1 nous pouvons écrire l'identité U =0.

En résumé, nous observons que le probleme de Liouville pour les équations de Navier-Stokes
stationnaires (4.3) peut étre résolu dans certains espaces de Lebesgue et de Morrey ; et que 'es-
sentiel de la preuve de ces résultats repose sur le fait que I’on a besoin d’une certaine décroissance
3 Dinfini de la solution U qui est caractérisée en termes des normes des ces espaces fonctionnels.

Avec cette idée en téte, dans la section qui suit nous démontrons quelques résultats nouveaux
sur le probleme de Liouville pour les équations (4.3).

4.2 Quelques résultats sur le probleme de Liouville

En suivant les idées de la section précédente dans la Section 4.2.1 ci-dessous on commence
par traiter le cadre des espaces de Lebesgue pour ensuite traiter le cadre des espaces de Morrey
dans la Section 4.2.2.

4.2.1 Le cadre des espaces de Lebesgue

Dans la section précédente nous avons énoncé trois résultats connus sur le probleme de Liou-
ville pour les équations (4.3) dans les espaces de Lebesgue : dans la Proposition 4.1.1 et dans
le Théoréme 4.1.1 nous avons observé que ce probléeme est résolu dans les I'espaces L*(R?) et
L%(R3) respectivement, tandis que dans le Théoreme 4.1.2 nous observons que ce probleme est
aussi résolu dans un sous-espace particulier de Lé(R?) donné par L5 N BMO~!(R?). Nous nous
posons alors la question s’il est possible d’étudier le probleme de Liouville dans des espaces
LP(R3) avec d’autres valeurs du paramétre d’intégration p € [1, 4+00].

Dans ce cadre nous allons démontrer que 'on peut résoudre le probleme de Liouville pour les
équations (4.3) dans l'espace LP(R?) avec p € [3, 3[ et pour ces valeurs du parametre p n’avons
pas besoin d’aucune hypothese additionnelle sur la solution U.En revanche, si nous considérons
espace LP(R?) avec le parametre p €]3,6[ alors I'hypothese U € LP(R3) ne suffit pas pour

pouvoir obtenir I'identité cherchée U = 0 et, en suivant les idées du Théoreme 4.1.2, nous avons
3

33
besoin de considérer un sous-espace de LP(R3) qui est donné par I'espace LP N B% - (R?), ou
3_3

I'espace de Besov BL 2(R?) est défini dans 'expression (4.16).

Nous avons ainsi le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1 Soit U € L2 (R3) une solution des équations de Navier-Stokes stationnaires
(4.3).
1) SiU e LP(R3) avec 3 < p < 5 alors on alU=0.

.3_3 -
2) SiU € LP(R3) N B% «(R3) avec § < p <6 alors on a U = 0.
Dans ce résultat nous pouvons observer que l'espace L3 (R?) (considéré dans le Théoreme 4.1.1

de G. Galdi) semble étre un espace limite pour résoudre le probleme de Liouville dans le sens
ou pour les valeurs du parametre d’intégration p 6]%, 6[ on a besoin d’ajouter une hypotheése sur
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la solution U comme nous I'observons dans le point 2) ci)dessus.

Soulignons aussi que le probleme de Liouville dans les espaces de Lebesgue pour les valeurs
du parametre d’intégration p € [1,3[ ou p €]6,400[ est encore (dans nos connaissances ac-
tuelles) une question ouverte.

Démonstration du Théoréme 4.2.1.

1) Nous supposons que la solution U vérifie U € LP(R3) avec p € [3, %] Nous allons mon-

trer l'identité U = 0 et pour cela nous allons suivre les grandes lignes de la preuve du
Théoreme 4.1.1 donnée dans le livre [29].

On commence par introduire la fonction de troncature suivante : soit 6 € C°(R?) telle
que 0 <0 <1,0(x)=1silz| <3 etd(x)=0si|z]> 1. Soit R > 1, on définit la fonction
Or(x) par Or(z) = 6 (%) ol nous pouvons observer que 'on a Op(z) = 1 si [z < & et
Or(xz) =0si |z| > R.

Nous multiplions maintenant 1’équation (4.3) par la fonction 0rU, ensuite nous intégrons
sur la boule B = {x € R? : |x| < R} et nous obtenons I'identité

u/<ﬂAﬁ+@f®ﬁ+ﬁﬂ-%&mz&
Br

Observons maintenant que comme U € LP(R3) avec p € [3 ,3] alors U e L} (R3) et

par le Lemme 4.1.2 nous obtenons U € C®(R3) et P € C>®°(R3). Ainsi, chaque terme
de l'identité ci-dessus est suffisamment régulier et par des intégrations par parties nous

pouvons écrire
2
o= 52 [, (v () Yo

S 2 |U!2
v Op|lV@U|?de = v OpA
Br Br 1,j=1

—Z/ (8;P)ORU;dx
Br

_ y/BRe A<|U2|2> dw—/BReR [dw<<|ﬁ;+P> ﬁ)

2 2
= v Abgr v | ——dxr + Vg - <<|U| +P> U) dx.
Br 2 Br 2

D’autre part, comme fg(z) = 1 si |z| < £ alors nous avons

dx

y/ W®ﬁmmg¢/emv®mm%
B§ Br

et par l'identité précédente nous obtenons I’estimation

= o U2 = U2 =
v IVeU|?dx < v AOp——dx + VOr- || —=—+P|U |dz
Br Br 2 Br 2
2

= L(R) + L(R), (4.20)
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et nous allons maintenant montrer que lim I;(R) =0 pour i = 1, 2.
R—+o0

En effet, pour le terme I1(R), par les inégalités de Holder (avec % + % = 1) nous avons

1 2 1
I(R) < </ |Aequdx>q (/ |c7|de>” < (/ |AeR|qu>q 10|12,
Br Bpgr Br

De plus, comme 0g(z) = 6 (%) nous avons

1
q 3_
</ |A9R\qd$> = R A0 Las),
Br

et comme % + % = 1 nous pouvons écrire

_6 —
L(R) < R 7[|A0]| Loy T35

Dans cette estimation, observons que comme p € [3, %] alors on a 1 — g € [-1, —%] d’ou
nous obtenons lim Ij(R) =0.
R—+o00

Etudions maintenant le terme I5(R). On commence par observer que comme fOp(z) = 1
si|z| < & et Op(z) =0 si || > R alors on a supp <§03> Cc{zeR®: & <|z| < R}, et

nous pouvons écrire

> U2 5 > U2 =
I(R) = Vg - —+ P U |dx= Vg - — 4+ P | U |dx
Br 2 Boz|<Rr 2

< / WeRHﬁPdH/ IVOR||P||U|dx
B jzl<r Ejzl<R
= (l2)a(R) + (I2)s(R),

ou, pour étudier ces deux termes ci-dessus nous allons suivre essentiellement les mémes
lignes dans 1’étude du terme I;(R). En effet, pour le terme (I3),(R), toujours par les

inégalités de Holder avec — + — = 1, et par la définition de la fonction #g nous avons
r.p

r
/ T Pda
Bjal<r

Tk < R¥ 5 |V0|| o | T2
Li( ) S LU

S ie

(L)u(R) < ( /R<| KRweerx)

31
< R~ HVQHLT(%<|:C|<1) §<|x|<R §<|x|<R).
_9
Ainsi, comme p € [3, 3] alors on a 2 — % € [-1,0] et comme R > 1 on obtient R* 7 < 1
et par lestimation précédente nous pouvons écrire

(IQ)G(R) < ||69||LT||U_:||ip(§<|x\<R)7

d’on, étant donné que U € LP(R3) alors nous obtenons  lim  (I3)q(R) = 0.
R—+o0

Pour étudier le terme (I2),(R), rappelons tout d’abord que comme la vitesse U appartient
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a Iespace LP(R3) alors par les inégalités de Holder et par la continuité du projecteur de
Leray nous avons que la pression P appartient a ’espace L%(Rg) et ainsi, toujours par

les inégalités de Holder nous pouvons écrire
1
R p
i)
Ejz|<R

(I2)(R) < ( Joion WeRde) ( Jrin ypyé’dx>

et en suivant les mémes estimations ci-dessus nous obtenons " lim (l2)q(R) =0. De
—+o00

S =
= o

cette fagons nous avons _lim I»(R) = 0.
R—+o00

Maintenant que 'on dispose de l'information " lirIJlr I;(R) =0 pour i = 1,2; nous re-
—+o0
venons a 'estimation (4.20) ou, en prenant la limite lorsque R — +00, nous obtenons

I// IV @ UJ*dz = 0, et de cette fagon nous avons l'identité cherchée U = 0.
R3

.83
Nous supposons maintenant U € LP(R3) N B% o5 (R3) avec % < p < 6 et nous allons mon-
trer que U=0.La preuve de ce résultat suit les grandes lignes de la preuve du Théoreme
4.1.2 donnée dans l'article [67] et la premiere chose a faire est vérifier la proposition sui-
vante.

3

Proposition 4.2.1 Soit U € LP N BZ = (R3) avec % < p < 6 une solution des équations
(4.3). Alors U € H*(R3).

Preuve. La preuve de cette proposition repose essentiellement sur I’estimation suivante :
soit R > 1 et la boule Br = {z € R3 : |z| < R}, alors on a

[ wetwra<cm ([ wpe). a21)

— 6 —
ou C(R) = c(U)[RPE + 1] avec une constante c¢UU) > 0 qui dépend seulement de la
solution U et qui ne dépend pas de R > 1.

Pour vérifier l'estimation (4.21) nous allons suivre quelques idées des articles [67] et

[68] de G. Seregin et nous introduisons les fonctions de test ¢ et Wr de la fagon sui-

vante : pour R > 1 fixe, nous définissons tout d’abord la fonction ¢ en considérant
R

R € C3°(R3) telle que vérifie : 0 < pr < 1, pour 5 < p<r<Rfixes on a pr(r) = 1 si
o] < p, er(@) =0t fa] = 73 et [Veor|i~ < 755

Ensuite, nous définissons la fonction Wg comme la solution du probleme
div(WR) =U- ﬁgoR, sur By, et Wpg =0 sur 0B,; (4.22)

olt par le Lemme I71.3.1 page 162 du livre [29] il existe une solution Wx € W'?(B,) qui
vérifie en plus 'estimation

IV & WellLes,) < cllT - VeorllLes,)- (4.23)
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Avec les fonctions pg et Wg ci- dessus, et avec la solution U des équations (4.3) nous
considérons maintenant la fonction ¢ RU WR et nous écrivons

/ (—Aﬁ+ (U-WU + ﬁp) : (@Rﬁ - WR) dxr =0,

T

d’ou1 nous avons
[, (-a0+@-9)0) - (enl < W)zt [ (%) - (eal - W) az =0

A ce stade, soulignons que comme U € LP(R?) avec p €]9,6[ alors Ue L} (R3) et donc
par le Lemme 4.1.2 nous avons U € C°(R3) et P € C>°(R3). De cette facon, chaque terme
de l'identité ci-dessus est bien défini.

Dans cette identité nous étudions le deuxieme terme a gauche ou, étant donné que la
fonction Wg vérifie I’équations (4.22) et que div(U) = 0, par une intégration par parties
nous avons

/ Vp- (@Rﬁ — WR) dx = —/ D (6@3 — div(WR) + @Rdiv(ﬁ)) dx =0,
B, Br
et nous pouvons ainsi écrire
/ (AT + (@ )0 - (ol W) dz =0,
By

et toujours par des intégrations par parties nous obtenons l'identité suivante

/ orlV @R = — [ Veob:(VereMdzt | VoWn: Ve ld
Br Bgr Br

—/ (([7 . ﬁ) : (_j) : ((pR[j - WR)dI' = Il + IQ + I3. (4.24)
Br

Nous devons estimer les termes I, Is et I3 ci-dessus et nous avons ainsi le lemme technique
suivant :

Lemme 4.2.1 Soit U € LP N B” (R3) une solution des équations (4.3). On a les
estimations suivantes :

1) Comme Ue LP(R3) alors il existe une constante numérique ¢ > 0 telle que l'on a

3(l_l> 1 1
R\27p . =19 2 N P
11+12§C</ V& U] dx) (/ \U]pdx> :
r—p . B
3_3
2) Comme Ue B2 o (R3) alors il existe une constante ¢y = ¢y (U , qui ne dépend que

=G

de la solution U', telle que l'on a I3 < ¢q

1 1
R (/ \V@U\Qda:)2( ]ﬁ\pda;)p
- P Br

L’estimation donnée dans le point 1) repose essentiellement sur les inégalités de Hoder,
tandis que 'estimation donnée dans le point 2) repose sur quelques propriétés des es-
paces de Besov et nous allons vérifier ces estimations en détail a la fin du chapitre
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page 145. Ainsi, avec les estimations ci-dessus on pose tout d’abord la constante c(ﬁ ) =

—

max(c,c1(U)) > 0 et on définit la quantité
o(R) = c(D[R*="7) + R]. (4.25)

Avec cette quantité nous revenons maintenant a l'identité (4.24) pour écrire

1
L R L 3
L/¢MV®W%¢§CE)</|V®WMO|th
B, (r—p) Br

D’autre part, comme @r(z) = 1si|z| < palors nous avons /

|§®ﬂ%x§/g®ﬁ®m%@
B, B,

et par ’estimation précédente nous écrivons

1
/)W®ﬁﬁgcm)</\ﬁ®ﬁ%0ﬁwmm
B, (r—p) Br

ol, en appliquant les inégalités de Young au terme de droite nous obtenons I’estimation

(BT 7

T (4.26)

L 1 ..
/1N®UWMS/V®m%wM
B, 4 /B,

et nous allons choisir les parametres p > 0 et r > 0 (avec % < p < r < R) convenable-
ment pour obtenir 'estimation cherchée (4.21).

R
En effet, pour tout k € N positif on pose p, = —, et dans 'estimation (4.26) on pose les
2%

parametres p = pr et r = pgyq1 (ot l'on a % < pr < pr+1 < R) pour écrire

[cBPIU7

- o 1 - o
/ W@UFS/ |V @ Ul2dx + 4 2.
B 4 /B (P41 — Pr)

Pk PE+1

Nous devons maintenant étudier le deuxieme terme & droite ci-dessus. Etant donné que
2

R 1 R
pr = — alors nous avons (pg41 — pr)? = R%(2 BT 2*%)2 > g et ainsi nous écrivons
2%
JARRITN, _ o RPTS,
(Prt1 — pr)* — R?

d’on nous obtenons ’estimation

R | o o
/ W@UP§4/ IV @ U2dx + 4c k?
B

Pk

[cBP1U7
R

Boji1

et comme et py+1 < R nous écrivons la formule de récurrence suivante

o oo 1 S o
|V®UF</|V®U&m+@H
Br

(BRPIUZ
<37 :

R2
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A cette stade, on itere cette formule de récurrence pour kK = 1,--- ,n et comme p; = %
nous obtenons

()| T1Z

I, 1 -,
/ V& Ulde < n/ IV @ U|?dx + 4c L
By 4" By R

>4

k=1
d’ou, en prenant maintenant la limite lorsque n — +00 nous avons 'estimation

(RPN s

vV @ Ul2dz <
/BR|V® |“de < ¢ 7
2

3=

- 1
Finalement, par I'identité (4.25) nous savons que ¢(R) = c(U)[Rs<2 ) + R] d’out nous

2
obtenons [C(R}z)] <c(U) [Rk% + 1]. Ainsi, on pose la constante

et nous obtenons finalement ’estimation (4.21).

- _6
Maintenant que 1’on dispose de cette estimation, observons que comme C(R) = ¢(U) [Rl P+
1], et comme 'on a p < 6 alors 'exposant 1 — g est une quantité négative et donc

—

on a (R) < ¢(U) < 400. Ainsi, en prenant la limite lorsque R — +oo dans

lim C
R—+o0
'estimation (4.21) et de plus, étant donné que U € LP(R?®) nous obtenons HUHZ1 <
c(ﬁ)HﬁH%p < 4o00. Nous avons de cette facon U € H'(R?) et la Proposition 4.2.1 est
maintenant vérifiée. [

Par la Proposition 4.2.1 nous avons que la solution U appartient & 'espace H L(R3) et
i .3 3 o
comme I'on a en plus U € B» ™ 2(R3) nous pouvons alors vérifier que U € L4(R?), pour
3_3

un certain q € ]3, % [ En effet, si I'on pose 8 = § — 5 (ot comme % < p < 6 alors on a

5 < B < 1) alors par les inégalités de Sobolev précisées (voir toujours I'article [30]) nous
pouvons écrire

G121 < TG TS

avec 0 = % et g = % ; et par ces identités nous avons la relation ¢ = % + 2 ou, comme
% < 8 < 1 alors nous obtenons 3 < ¢ < %.

9
72
Proposition ?? nous avons l'identité cherchée U = 0. Le Théoreme 4.2.1 est maintenant
démontré. |

Une que nous disposons de la linformation U e Li(R3) avec q € ]3 [ alors par la

Dans la section qui suit nous nous intéressons & étudier le probleme de Liouville pour les
équations (4.3) lorsque la solution U appartient a certains espaces de Morrey.
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4.2.2 Le cadre des espaces de Morrey

Comme annoncé nous considérons dans cette section les espaces de Morrey MP4(R?) (avec
1 < p < g < +00) qui ont été introduits dans la Définition 4.1.2; et en suivant les idées de la
section précédente nous étudions pour quelles valeurs des parametres p et g ci-dessus nous pou-
vons résoudre le probleme de Liouville suivant : si la solution U des équations de Navier-Stokes
stationnaires (4.3) vérifie U € MP4(R3) alors U = 0.

Rappelons rapidement que par le Théoreme 4.1.3 (obtenue par G. Seregin dans larticle [68])
nous avons que ce probleme de Liouville est résolu dans Pespace M 33 M M2 (R?) et I’essentiel
des idées de la preuve de ce résultat (voir la Section 4.1.2 pour plus de détails) repose sur le
fait que pour obtenir I'identité U=0 nous avons besoin de considérer deux espaces de Morrey
avec homogénéités différentes : Pespace M 2:3(R?) est espace homogene de degré —1, tandis que
Pespace M?0(IR3) est un espace homogene de degré —%.

Dans ce cadre, nous allons observer que I’on peut généraliser ce résultat de la fagon suivante : nous
allons supposer maintenant que la solution vérifie U € M 23(R3) N M29(R3), avec 3 < ¢ < 400,
ol nous observons que I’on a conservé un espace de Morrey homogene de degré —1 : M?3(R3),
mais I'espace M?6(R?) a été remplacé par n’importe quel espace M29(R3) qui a une homogénéité
—% €]—1,0[, et c’est dans ce sens que le résultat suivant est une généralisation du Théoreme 4.1.3.

Théoréme 4.2.2 Soit U € L2 (R3) une solution des équations de Navier-Stokes stationnaires

(4.8). Si U € M23(R3) N M2>4(R3) avec 3 < q¢ < +oo alors U = 0.

Démonstration. Nous considérons tout d’abord la solution stationnaire U/ comme la donnée
initiale du probleme de Cauchy pour les équations de Navier-Stokes :

Oyt + (- V)i —vAG+ Vp =0, div(d) =0, @0,-)="0U. (4.27)

Ensuite, par le Théoréeme 8.2 du livre [46] il existe un temps Ty > 0, et une fonction @ €
C([0, Tp[, M?>7(R?)) qui est une solution du probleme de Cauchy (4.27) et qui vérifie en plus
I’estimation .

sup t2a||U(t,-)||e < +o0. (4.28)

0<t<Tp

De plus, par le Théoréme 8.4 du livre [46] nous avons que la solution @ est I'unique solution de
(4.27) et comme U € C([0, Ty[, M24(R3)) est aussi une solution du probléme (4.27) nous avons
alors l'identité @ = U. Ainsi, par 'estimation (4.28) nous pouvons écrire

TO % — 1 —
OV T < sup t2]|T]| 100 < oo, (4.29)
2 0<t<To

pour obtenir U € L®(R3).

Maintenant que l'on dispose de l'information U e L*(R3), nous utilisons I'information ad-
ditionnelle U € M?3(R3) pour montrer que U = 0. La premiere chose & faire est de vérifier la
proposition suivante :

Proposition 4.2.2 Si U € M2’3 N L®(R3) est une solution des équations de Navier-Stokes
stationnaires (4.3) alors U € H'(R3).
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Preuve. En suivant quelques idées des articles [67] et [68] nous considérons la fonction de tron-
cature suivante : pour R > 1 fixe, la fonction pr € C§°(R3) est telle que 0 < pr < 1, pr(z) =1
si|z] < &, pr(z) =0si|z| > Retl'ona IVorlze < % et [Apr|ze < 7 ot ¢ > 0 est une
constante qui ne dépend pas de R > 1.

Une fois que l'on a introduit la fonction ¢pr ci-dessus, pour la solution U nous considérons
maintenant la fonction @rU et comme U et P vérifie les équations (4.3) nous pouvons écrire

/ (~vAT + (T - 90 +VP) - pplidz =0,
Br

ot By dénote toujours la boule {z € R? : |z| < R}. Nous allons maintenant étudier cette identité
et pour cela nous avons besoin du résultat technique suivant :

L . 2 L1
Lemme 4.2.2 Soit U € M?3 N L>®(R3). Alors on a HUHM?,% < U325 IU oo -

La preuve de ce lemme repose sur les inégalités de interpolation et elle sera faite en détail a la
fin du chapitre page 147. Avec linformation U € M 3’%(R3), observons tout d’abord que 1'on a
Ue L3 (R3) et alors par le Lemme 4.1.2 on obtient U € C®(R3) et P € C>°(R?). De cette facon,
nous pouvons faire une intégration par parties dans 'identité précédente et nous obtenons

I U2 U2 T
/ ¢r|V@U[*dr = / |A¢Rdx+/ Ul + P | (U-Vor)dr = I;(R)+ I2(R), (4.30)
Br Br 2 Br \ 2
ou nous cherchons & estimer les termes I1(R) et I2(R).

Pour le terme I (R) de l'identité (4.30), comme ||Apg||r~ < % nous avons

R2
%
( / rﬁ\Sdm) ,
Br

2
Cc = cC 1_1 _ 3
(R g/ U2dx§R6(2_3)</ U3dx> <
111 (R)| RBRII 7 BRH
WWQ QW@%W@%M%ﬁ

=l e

Wl

— . 9 , .
et alors, comme U € M 3’§(R3) nous pouvons écrire ( /
Br
nous obtenons 'estimation

C = 1_2 C -
I(R)| < G013 7G5 < Ty (4.31)

Pour le terme I5(R) de lidentité (4.30), étant donné que ||Vg||pe < % alors nous avons

()< g [

- c —
MWM+R/\MWM=®M+@% (4.32)
Br Br

et nous avons encore besoin d’estimer les termes (I2), et (I2), ci-dessus. Pour le terme (I2)q,
2

1-3)
379) et alors

toujours comme U € M&%(Ri%) nous pouvons écrire IBR |UPdz < ||ﬁ|!§’\43 gRg(
2
nous obtenons
¢ 713 s 9(3-2 713
(e < [ 107dr < GO, RG8) < IO, (433

Nous allons maintenant étudier le terme (I3), de l'identité (4.32) et pour cela nous avons besoin
du lemme technique suivant.
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Lemme 4.2.3 Soient (7, P une solution des équations de Navier-Stokes stationnaires (4.3). Si
U e MP4(R3) avec p > 2 et q > 3 alors P € M23(R3).

La preuve de ce lemme repose essentiellement sur la continuité du projecteur de Leray sur les
espaces de Morrey et cette preuve sera faite & la fin du chapitre page 148. Comme U € M?>2 (R3)

alors par le Lemme 4.2.3 nous avons P € M 31 (R3) ; et par les inégalités de Holder nous écrivons

2 1
C 3\ 3 =13 3 C 3(2_4 = 3(i_
< 5 () (] 10P)" < 5 (1ol 20E 9] (1000 g

< lpll 3.3 101 g < elTIE. g (4.34)

o

)

IN

Ainsi, avec les estimations (4.33) et (4.34) nous revenons a 'inégalité (4.32) pour écrire
L(R)] < cl|U]7 g (4.35)

Revenons maintenant & l'identité (4.30) o1, étant donné que wg(z) = 1si |z| < &, et de plus,
par les estimations (4.31) et (4.35), nous pouvons alors écrire

/ ¥ ® 0|2dz <
B

R
2

o =9 IS =19 =03
<
Br ?,Z)R|V ® U| dx = R% HUHMB,% + CHUHMB,%’

d’ou1, nous prenons la limite lorsque R — 400 et nous avons UeH 1(R3). La Proposition 4.2.2
est démontrée. |

Maintenant nous avons l'information dont on a besoin pour montrer l’i(jentité U = 0. En
effet, par le Lemme 4.1.4 nous avons M*3(R%) C B3! (R?) et comme U € M?*?(R?) alors
Ue Bo_ol’oo(]Rg). Ensuite, para la Proposition 4.2.2 nous avons ainsi U € H*(R?) et alors par les
inégalités de Sobolev précisées (4.17) nous avons U e L*(R3). Ainsi, par le point 1) du Théoréme
4.2.1 nous avons finalement U = 0. Le théoreme 4.2.2 est maintenant démontré |

Dans la démonstration du Théoreme 4.2.2 que nous venons de faire nous pouvons observer
que nous avons besoin de I'information U € M23(R3) et U € M24(R3) (avec 3 < q < +00) pour
obtenir l'identité U = 0. Néanmoins, dans le théoreme ci-dessous nous allons observer que si 'on
considére maintenant un sous-espace particulier de M?23 (R?) alors nous n’avons pas besoin de
considérer un deuxiéme espace de Morrey (avec une homogénéité différente) pour obtenir U=0.

Nous commengons donc par introduire, en toute généralité, les espaces fonctionnels qui nous
utiliserons ci-apres.

Définition 4.2.1 (L’espace M (R3)) Soient 1 < p < q < +o0. On définit lespace Mp’q(R3)
comme l'adhérence de Uespace des fonction de test CS°(R3) dans l'espace de Morrey MP4(R3)
donné dans la Définition 4.18.

Une fois que l'on a défini ces espaces fonctionnels, on fixe maintenant le parametre ¢ = 3
et pour p €]1,3] on considere ’espace Mp’g(R:S) C MP3(R3). Observons tout d’abord que
par la définition ci-dessus nous avons M" ’3(R3) C MP3(R?) et comme l'on a aussi Uinclusion
MP3(R3) ¢ M?3(R?) alors 'espace IV (R3) est un sous-espace de M23(R?) et il est un espace
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homogene de degré —1.

Nous allons démontrer que ’on peut résoudre un probléeme de Liouville pour les équations (4.3)
lorsque la solution U appartient a I'espace Mp’3(R3) pour des valeurs convenables du parametre
p.

Théoréme 4.2.3 Soit [’espace Mp’g(R?’) avec p €)2,3], donné la Définition 4.2.1. Soit U €

L? (R3) une solution des équations de Navier-Stokes stationnaires (4.3). Si Ue Mp’g(]R?’) alors

—

U=0.

Si nous comparons ce résultat avec le Théoreme 4.2.2 nous observons que dans le cadre par-
ticulier de ’espace Mp’s(]RS) on n’a pas besoin de faire aucune hypothese additionnelle sur la
solution U pour obtenir I'identité U = 0.

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme nous allons suivre les grandes lignes de la
démonstration du Théoreme 4.2.2 et on commence par considérer la solution U comme la donnée
initiale du probléeme de Cauchy (4.27). Ainsi, toujours par Théoreme 8.2 du livre [46] il existe
une fonction @ € C([0, To[, M” ’3(R3)) qui est I'unique solution du probléeme de Cauchy (4.27)
(grace au Théoreme 8.4 du livre [46]) et qui vérifie en plus l'estimation

sup 12 ||a@(t, )| e < +oo. (4.36)
0<t<To

Mais, comme la solution stationnaire U est aussi une solution du probléme (4.27) alors on a
@i = U et donc la solution U vérifie I'estimation (4.36) d’ott nous pouvons en tirer U € L>(R3).

Maintenant que 1'on dispose de l'information U € M AL (R3) nous allons montrer I'identité
U =0. En effet, rappelons tout d’abord que l'on a l’inclusion P c M 23(R3) et nous avons
ainsi U € M23(R3) N L>®(R3). Ensuite, par la Proposition 4.2.2 nous avons U € H'(R3) et alors
U e HY (R N M3 (R3) ¢ H' (R N Bo_ofoo(R?’), d’oll, toujours par les inégalités de Sobolev
précisées (4.17) nous avons U e LA(R3), et par le point 1) du Théoréme 4.2.1 nous pouvons
finalement écrire U = 0. |

4.3 Preuve des lemmes techniques

Preuve du Lemme 4.1.3 page 128

On commence par montrer que si U € L*(R3) alors on a VP € H~(R3). En effet, pour le

3
- 1
champ de vitesse U = (Uy, Uz, Us) nous pouvons écrire la pression P comme P = Z zﬁiaj(Uin),
i’j
oll nous observons que comme U e L*(R3) alors par les inégalités de Holder nous avons
UiU; € L*(R?) (pour 1 < 4,5 < 3) et donc P € L?*(R3). De cette fagcon nous obtenons
VP e H1(R?).
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Vérifions maintenant que (U - V) - U € H~'(R3). Nous écrivons la solution U comme

. 1 . .

alors toujours par les inégalités de Holder nous avons
)) e H'(R3). Ainsi, par 'identité (4.37) nous avons

ol nous observons que comme U € LA(
U®U e L%(R3) et donc P (idiv(ﬁ
U e HY(R3) et alors AU € H~(R3).

R3)
®U

—

Nous écrivons finalement (U - V) - U = AU — VP pour obtenir (U - V)-U € H 1(R?). [

Preuve du Lemme 4.2.1 page 138

1) On commence par estimer le terme ;. En utilisant les inégalités de Holder (avec 3 = %4—%)
rip

et comme ||[Vg| e < nous pouvons écrire

NI

1 1 1
- - 2 - - 2 - - 2 - q
L] < </ |V®U|2dx> </ |V¢R®U|2d:v> g(/ !V®U|2dx> </ |V¢R|qu>q><
B, B, By B,

N T DY
« / Trdz )’ < e / Y @ 0 2de / T Pdz
BR T_p B By
3 l,l) 1 1
7RG NN B}
P </ IV ® U|2d:17> (/ |Updx> .
r—p 3 B,

Estimons maintenant le terme Io. FEn utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et comme
la fonction W vérifie |V @ Wr||rr(p,) < c|U - Vg 1r(B,) nous avons

1 1
- — 2 - - 2 - — 2 1_1
(/ \V®U\2dx> </ |V®WR|2dx> < (/ V®U12dx> r3(2 5 X
B, . By
; % 11 2
— - p — — 1_1 — — p
X (/ IV ® WR|pdx> < </ |V®U|2dx> 7“3(2 P) </ [V - U|pd$>
r B7‘ B,»
#G3) L o \? . 5
c—— |V ®U|“dx |U|Pdx | . (4.39)
r=p ", B,

2) Etudions maintenant le terme I3 défini par

|12

IN

I3 = —/ (Uﬁlﬁ + U282U + U3(93(7) . ((pRU — WR)dl‘ (4.40)

On commence par observer que l’on peut toujours écrire U=VAV.En effet, il suffit de
définir
V=VA (U) , (4.41)

(4.38)
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et comme div(U) = 0 on a I'identité

L. L (L 1 - -/ (1 = 1 - .

3_3
Observons aussi le fait que comme U € B =(R3) alors par I'identité (4.41) on a

3_1
Ve Bgo_o%(R‘?) De plus, pour mener a bien les estimations dont on aura besoin nous
allons poser la fonction V* = V — V(0) et comme I'on a V AV =V AV* (car V(0) € R3
est un vecteur constant) et nous allons écrire U =V AV*, cest a dire, nous avons les
identités U; = 0; V" — ﬁij* ou les indices i, j, k = 1,2, 3 sont ordonnés par la regle de la
main droite.

De cette fagon, dans l'expression (4.40) nous remplacons U; par 0;V};" — 8k.Vj* et nous

obtenons l'identité suivante :

Iy = —/ ((821/3 — 8V + (85V; — 01V U + (D1Vy — 621/1*)83[7> (orU — Wg)da

_ / Z (03Vi — V)00 ) - (prll — Wr)da
Br =1

= / Z 8 Vk 8 U) ((pRﬁ — WR) - 8}6‘/]*(61[7) . ((PRU - WR)} dx,
B

T =1

et en faisant une intégration par parties nous avons

3
- / £0,00) -V} (00.0)) (ol ~ Wa) | do+ [ 5~ [Vie(@.0) - 0ol ~ W)
Bri=1 Bri=1
—V (,0) - ak(goRﬁ - VVR)} dz = (I3)a + (I3)s. (4.42)

Nous devons étudier encore les termes (I3), et (I3), ci-dessus. Pour le terme (I3),, comme
les indices ¢, j, k = 1,2, 3 sont ordonnées par la regle de la main droite nous avons alors

Zg’zl {(Vk*(ﬁj&(j) - ‘/]*(ak&ﬁ))] = (0,0,0) et donc nous avons

k 2 (0k0:0)) - (9rU — W z = 0. .
Iga—/BZ [(vi(@,0.0) - Vi @000)) - (o0 — W) de =0 (4.43)

T g=1
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Pour le terme (I3), nos écrivons
(Is)y = /B Z Vio,U - (0;0rU + @rO;U — 9;Wg) — Vj*aiﬁ'(3k90R(7+<PR3kﬁ*3kWR)} d
T a=1

= /Z Vi d,U - (ppr0;U) — Vi o;U - (chakU d:U+ Z Vi o,U - (8rprU — 9;Wg)
BTz 1 B’"z 1

(a)
= —V;oU - (OhprU — OxWr)| d

oll, toujours par le fait que les indices i, j, kK = 1, 2, 3 sont ordonnés par la regle de la main
droite nous avons que le terme (a) ci-dessus est égale a zéro et ainsi nous avons

Igb—/ Z VioU - (019RrU — ;W) — V;OiU - (OpprU — O, Wr) | do.  (4.44)
B

T i=1

Une fois que nous disposons des identités (4.43) et (4.44) nous revenons au terme I3
donné dans (4.42) pour écrire

I3 = ; Z VioU - (010rU — ;W) — V;0;U - (OpprU — 8kWR)} dx
T =1

d’ou nous avons
L) < / V1% @ 0|V © T|de +/ V19 @ TS @ Walda.
By B,

Dans les deux termes a droite de cette estimation nous appliquons tout d’abord I'inégalité
de Cauchy—Schwarz ensuite 'inégalité de Hélder (avec 5 = 2 + ) et comme |Vopg| e <

) < ¢|Vor ® Ul v, alors nous obtenons

c LN e NEOL NG
[V*|? IV ® U?dz \U|Pdx ) .
- P B, Br Br

= q
Dans cette derniere estimation nous avons besoin d’étudier le terme ( / \V*\q> . Rap-

T

1
pelons que V' € B : (R3) et comme 2 <p<6alors0 < 7—5 <35 L ot donc V est une fone-

Vv V(0
tion a—Holderienne avec a = 3—1 < g et nous avons ainsi sup —| (2 2 - 1( ) <V s_1,
p sS—o<s BP 2
0<|z|<r |gg|p 276 Boo,oo

o 3 1 -
d’ot nous obtenons ||V — V(0| (p,) < cor? 2, avec co = [|[V]| :

3_1.
P
[e’s}

2
A ce stade, rappelons aussi que V*(z) = V(z) — V(0), et comme 3= % + % alors nous

obtenons

~ . ., 3 3_1.3
/ V) <[[Vlpeeyre <corr 27e <cor < co R,
B,
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d’oli, en posant la constante ¢; = max(c, ¢1) nous avons estimation cherchée :

1 1

R Lo\ L\

</ |V®U|2dx> (/ |U|pdaz)p.
—p Bgr Br

Observons ﬁnalement que la constante ¢; > 0 dépend de la fonction 1% qu1 dépend fina-
lement de solution U par l'identité (4.41) et nous écrivons alors ¢; = ¢;(0). [

13| < ¢
.

Preuve du Lemme 4.2.2 page 141

Nous allons montrer 1’estimation
. 2 L1
Ul a5 < ellUN 31U Zoe - (4.45)

Soient 29 € R3 et R > 0 et soir la boule B(zg, R) C R3. Par les inégalités d’interpolation nous

avons ’estimation
1
R 3 R S 1
[ gopae) <e|( [ joPa) | 100,
B($07R) B(CE(),R)

et alors nous pouvons écrire

(NI
@l

1 13

1 - : 1 7 ’ 23
R°5 / Ude | <ec|R > / U da U £os
B($(),R) B(:L‘(),R)

3

w
|
w

. . L . - 1 T . L .
d’ot1, dans I'estimation a gauche ci-dessus nous écrivons R~ 3 = Rz °, dans I'estimation a droite

. , 1 3_3 .
ci-dessus nous écrivons R~ 2 = R3™ 2 pour obtenir

Wi

1

-3 . 3 . L1

3 / UPdr | <c|Ri-3 / TPz ) | 10},
B(zo,R) B(zo,R)

et donc nous avons

nl|w
vl

R

ol
N

$-3 713 3_3 712 205
sup  R? |UPdz | <c¢ sup R372 \U|“dx NUI7 oo -
20€R3, R>0 B(zo,R) 20€R3,R>0 B(zo,R)

Ainsi, par la définition des quantités ||U HM3% et ||U] 1723 données dans la Définition 4.1.2 nous
écrivons 'estimation cherchée (4.45). [
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Preuve du Lemme 4.2.3 page 142

Pour le champ de vitesse U = (U;);=1,2,3 nous écrivons la pression P comme

3 3
1
P = E 7_A818](U2U]) = E 'RZ’R]'(UZ‘U]'),
Z7]

i,J

ouR; = \/% est la transformée de Riesz. Ainsi, étant donné que l'opérateur R;R; est borné

dans les espaces de Morrey MP4(R?) avec p > 2 et ¢ > 3 (voir le livre [46], page 171) et par les
inégalités de Holder nous avons I’estimation

3
1Pl 2.g <e Y IRR;UU 5.8 <cllU@UN 54 <cllUl3,.,.
ij=1
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Résumé : Cette these est consacrée a ’étude déterministe de la turbulence dans les équations
de Navier-Stokes; et elle est divisée en quatre chapitres indépendants. Le premier chapitre s’agit
d’une discussion rigoureuse sur 1’étude la loi de dissipation d’énergie, proposée par théorie de la
turbulence K41, dans le cadre déterministe des équations de Navier-Stokes homogenes et incom-
pressibles, avec une force externe stationnaire (la force ne dépende que de la variable spatiale)
et posées sur I'espace R? tout entier. Le but de ce chapitre est de mettre en évidence le fait que
si nous considérons les équations de Navier-Stokes posées sur R? alors certains quantités phy-
siques, nécessaires pour I’étude de la loi de dissipation de Kolmogorov, n’ont pas une définition
rigoureuse et alors pour donner un sens a ces quantités on propose de considérer les équations de
Navier-Stokes mais avec un terme additionnel d’amortissement . Dans le cadre de ces équations
de Navier-Stokes amorties, on obtient des estimations du taux de dissipation d’énergie selon la
loi de dissipation de Kolmogorov.

Dans le deuxieme chapitre on s’intéresse a 1’étude des solutions stationnaires des équations de
Navier-Stokes amorties introduites dans le chapitre précédent. Ces solutions stationnaires cor-
respondent a un type particulier des solutions qui ne dépendent que de la variable d’espace : la
motivation pour étudier ces solutions stationnaires étant donné que la force externe que nous
considérons tout au long de cette these est une fonction stationnaire. Dans ce chapitre on étudie
essentiellement deux propriétés des solutions stationnaires : la premiere propriété correspond a
la stabilité de ces solutions ou on montre que si I’on contréle la force externe des équations de
Navier-Stokes amorties alors toute solution non stationnaire (qui dépend de la variable d’espace
et aussi de la variable de temps) converge vers une solution stationnaire lorsque le temps tend
a I'infini. La deuxiéme propriété porte sur I’étude de la décroissance en variable spatiale des ces
solutions stationnaires.

Dans le troisieme chapitre on continue a étudier les solutions stationnaires des équations de
Navier-Stokes, mais cette fois-ci on considere les équations de Navier-Stokes classiques (sans
aucun terme d’amortissement) . Le but de ce chapitre est d’étudier un tout autre probleme relié
a l’étude déterministe de la turbulence et qui porte sur la décroissance de la transformée de
Fourier des solutions stationnaires. En effet, selon la théorie de la turbulence K41, si le fluide
est en régime laminaire on s’attend a observer une décroissance exponentielle de la transformée
de Fourier des solutions stationnaires et cette décroissance a lieu des les bases fréquences, tandis
que si le fluide est en régime turbulent alors on s’attend & observer cette méme décroissance
exponentielle mais seulement aux hautes fréquences. Ainsi, a l’aide des outils de I'analyse de
Fourier, dans ce chapitre on donne des descriptions précises sur cette décroissance exponentielle
fréquentiel (dans le régime laminaire et dans le régime turbulent) des solutions stationnaires.
Dans le quatrieme et dernier chapitre on revient aux solutions stationnaires des équations de
Navier-Stokes (on considere toujours les équations classiques) et on étude 'unicité de ces solu-
tions dans le cas particulier ou la force externe est nulle. En suivant essentiellement quelques
idées des travaux précédents de G. Seregin, on étudie 'unicité des ces solutions tout d’abord
dans les cadres des espaces de Lebesgue et ensuite dans le cadre plus général des espaces de
Morrey.




Title : Deterministic descriptions of the turbulence in the Navier-Stokes equations
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Abstract : This PhD thesis is devoted to deterministic study of the turbulence in the Navier-
Stokes equations. The thesis is divided in four independent chapters.

The first chapter involves a rigorous discussion about the energy’s dissipation law, proposed by
theory of the turbulence K41, in the deterministic setting of the homogeneous and incompressible
Navier-Stokes equations, with a stationary external force (the force only depends of the spatial
variable) and on the whole space R3. The energy’s dissipation law, also called the Kolmogorov’s
dissipation law, characterizes the energy’s dissipation rate (in the form of heat) of a turbulent
fluid and this law was developed by A.N. Kolmogorov in 1941. However, its deduction (which
uses mainly tools of statistics) is not fully understood until our days and then an active research
area consists in studying this law in the rigorous framework of the Navier-Stokes equations which
describe in a mathematical way the fluids motion and in particular the movement of turbulent
fluids. In this setting, the purpose of this chapter is to highlight the fact that if we consider
the Navier-Stokes equations on R? then certain physical quantities, necessary for the study of
the Kolmogorov’s dissipation law, have no a rigorous definition and then to give a sense to
these quantities we suggest to consider the Navier-Stokes equations with an additional damping
term. In the framework of these damped equations, we obtain some estimates for the energy’s
dissipation rate according to the Kolmogorov’s dissipation law.

In the second chapter we are interested in study the stationary solutions of the damped Navier-
Stokes introduced in the previous chapter. These stationary solutions are a particular type of
solutions which do not depend of the temporal variable and their study is motivated by the
fact that we always consider the Navier-Stokes equations with a stationary external force. In
this chapter we study two properties of the stationary solutions : the first property concerns
the stability of these solutions where we prove that if we have a control on the external force
then all non stationary solution (with depends of both spatial and temporal variables) converges
toward a stationary solution. The second property concerns the decay in spatial variable of the
stationary solutions. These properties of stationary solutions are a consequence of the damping
term introduced in the Navier-Stokes equations.

In the third chapter we still study the stationary solutions of Navier-Stokes equations but now
we consider the classical equations (without any additional damping term). The purpose of this
chapter is to study an other problem related to the deterministic description of the turbulence :
the frequency decay of the stationary solutions. Indeed, according to the K41 theory, if the fluid
is in a laminar setting then the stationary solutions of the Navier-Stokes equations must exhibit
a exponential frequency decay which starts at lows frequencies. But, if the fluid is in a turbulent
setting then this exponential frequency decay must be observed only at highs frequencies. In
this chapter, using some Fourier analysis tools, we give a precise description of this exponential
frequency decay in the laminar and in the turbulent setting.

In the fourth and last chapter we return to the stationary solutions of the classical Navier-Stokes
equations and we study the uniqueness of these solutions in the particular case without any
external force. Following some ideas of G. Seregin, we study the uniqueness of these solutions
first in the framework of Lebesgue spaces of and then in the a general framework of Morrey
spaces.




