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1 Introduction

Jusqu’au XXeéme siecle, rares étaient les mathématiciens a ne se focaliser
que sur les mathématiques dites pures. La plupart d’entre eux consacraient
une bonne partie de leur temps a réfléchir sur des problémes concrets. Comme
I'écrit Yves Chevallard[6], les mathématiques n’étaient pas aussi « purifiées »
qu’aujourd’hui. Francis Bacon|2| (1561-1626), dans sa « Grande Restaura-
tion des sciences », identifie deux catégories dans les mathématiques : « Ma-
thématique pure/Mathématiques mixtes ». Dans 'article de 1’encyclopédie
« Mathématiques », Jean le Rond D’Alembert[10] (1717-1783), définit les
« Mathématiques mixtes », comme celles qui ont « pour objet les propriétés
de la grandeur concréte, en tant qu’elle est mesurable ou calculable. Nous di-
sons de la grandeur concreéte, ¢’est-a-dire la grandeur envisagée dans certains
corps ou sujets particuliers ». Il précise ensuite : « Du nombre des mathéma-
tiques mixtes sont la Méchanique, ’Optique, I’Astronomie, la Géographie, La
Chronologie, 1’Architecture militaire, 'Hydrostatique, I’'Hydraulique, I’'Hy-
drographie ou Navigation etc »... En 1793, dans son Tableau Général de la
science, le marquis de Condorcet (1743-1794), mathématicien, philosophe et
homme politique, lance, au sein de ces mathématiques mixtes, un programme
de recherche ambitieux et innovant qu’il appelle «la mathématique sociale ».
Dans ces années d’effervescences philosophico-politiques, Condorcet|13] es-
pérait que 'analyse mathématique appliquée a 1'objet social, permettrait de
dépassionner les débats politiques en substituant « le raisonnement & 1’élo-
quence, les livres aux parleurs et de porter dans les sciences morales, la phi-
losophie et les méthodes des sciences physiques ». Pour Condorcet, la « ma-
thématique sociale » devait atteindre deux objectifs : donner aux sciences
sociales les outils rigoureux des mathématiques, pour assurer leur progres
et améliorer leur fiabilité; et préciser et éclaircir, pour chaque citoyen, des



choix & propos desquels des décisions collectives doivent étre prises. Ce pro-
jet ambitieux et prometteur, rencontre pourtant peu de succes pendant 150
ans. En France, il y a peu de productions scientifiques se réclamant expli-
citement de la mathématique sociale telle que définie par Condorcet. Au
cours du XIXeéme siécle, on peut toutefois noter les travaux remarquables
d’Antoine-Augustin Cournot (1801-1877) sur la « Recherche sur les prin-
cipes mathématiques de la théorie des richesses »[8] de Jules Dupuit|11]
(1804-1866) et de Léon Walras|20][21] (1834-1910). Il faut attendre la fin
de la seconde guerre mondiale, pour qu’on observe outre-atlantique, une re-
naissance de la mathématique sociale. Grace a ces deux monuments que sont
les travaux de Kenneth J. Arrow|[l]| sur les mathématiques des choix col-
lectifs, et ceux de John Von Neumann et Oskar Morgenstern|[19] en théorie
des interactions sociales, plus communément appelée la théorie des jeux, la
mathématique sociale dispose enfin d’outils spécifiques & son objet et perfor-
mants, qui lui permettront de se développer. Malheureusement, a la méme
époque, en France, les principaux mathématiciens s’intéressent peu a ces
productions. Il faut tout I’enthousiasme du mathématicien Georges Théo-
dule Guilbaud [17] (1916-2008), fondateur et directeur du Centre d’Analyse
et de Mathématiques Sociales a I'Ecole Pratique des Hautes Etudes, pour
que le programme de recherche de Condorcet soit enfin relancé en France.
Et, c’est souvent déguisés en économistes, dans des revues d’économie poli-
tique, que les principaux contributeurs a ce théme ont diffusé les résultats de
leurs travaux. Peut-étre est-ce par cette connivence forcée avec les sciences
sociales, que les mathématiques sociales, bien qu’elles aient gardé ce statut
de mathématiques mixtes, n’ont pas pénétré le champ des mathématiques
en France. La conséquence inéluctable est le peu d’espace réservé depuis a la
mathématique sociale dans ’enseignement secondaire et supérieur en France.
Cette absence devrait pourtant nous interpeller. Peu de collégiens, de lycéens
et d’étudiants deviendront des mathématiciens ou des physiciens profession-
nels. Par contre, nul ne doute qu’ils seront tous des citoyens. C’est cette
derniére constatation qui explique stirement que, depuis quelques décennies,
au gré des événements qui ponctuent ’actualité, les pouvoirs publics en ap-
pellent & une plus large prise en compte par 1’école de 1’éducation morale et
civique. Les nouveaux programmes de la derniére réforme du collége sont ex-
plicites a ce sujet. Le ministére de I’éducation nationale exige notamment que
chaque éléve puisse construire son Parcours Citoyen. On y précise aussi que
toutes les disciplines, y compris les mathématiques, sont invitées a se sentir
concernées par cette problématique. Ainsi, dans la partie sur « les contri-
butions essentielles des différents enseignements au socle commun du cycle
4 », on peut lire que « La formation de la personne et du citoyen reléve de
tous les enseignements ». Dans ’annexe du programme de mathématiques du



cycle terminal des séries ES et L, il est aussi affirmé que « ’enseignement des
mathématiques au collége et au lycée a pour but de donner a chaque éléve
la culture mathématique indispensable pour sa vie de citoyen ». Quand on
parcourt les programmes de mathématiques, on y trouve pourtant assez peu
d’entrées, que 'on pourrait considérer comme directement reliées a 1’éduca-
tion a la citoyenneté. D’une maniére générale, on y affirme que I'apprentissage
des mathématiques constitue en soi, un élément incontournable de la forma-
tion citoyenne. Basée sur des preuves et des démonstrations, la maitrise des
procédures de construction du discours mathématique apporterait les com-
pétences indispensables a I’émergence d’un esprit critique et d’une pensée
autonome permettant de faire des choix en citoyen responsable et rationnel.
Savoir démontrer les théorémes d’Euclide! serait donc, dans 'esprit des pro-
grammes, une méthodologie et une rationalité permettant d’assurer la bonne
compréhension par les citoyens des enjeux politiques de la cité. Bien sir, nous
pensons que ’enseignement de la rationalité mathématique est une condition
nécessaire a la formation des futurs citoyens. Par contre, nous pensons qu’il
n’est pas suffisant, car nous doutons que le transfert de la méthode mathé-
matique aux questions sociales et citoyennes se réalise aussi naturellement
que ne le prétendent les textes. L’expérience montre au contraire que les ma-
thématiques sont souvent percues comme la matiére scolaire par excellence
et qu’en dehors de ’école, en particulier dans le champ politique et social, les
mathématiques n’apportent pas grand chose au débat... Alors, pour pallier
ce dernier probléme, les programmes insistent sur I’enseignement des proba-
bilités et de leur articulation avec les statistiques. Depuis plusieurs années,
les probabilités, la statistique descriptive et la théorie de 1’échantillonnage
sont abordées systématiquement au collége et au lycée. Par exemple, ’entrée
retenue pour les mathématiques dans un EPI de type « Information, commu-
nication et citoyenneté » est « I'information chiffrée et son interprétation ».
Dans le programme du cycle 4, il est recommandé qu’on aborde « les notions
d’incertitude et de hasard, afin de construire une citoyenneté critique et ra-
tionnelle ». Il est vrai que Condorcet faisait des probabilités le socle a partir
duquel devait se construire la mathématique sociale. Mais, depuis le siécle
des Lumiéres, bien d’autres outils trés pertinents ont été développés. L’esprit
des programmes ne tient pas compte de I’ensemble des travaux en mathé-
matique sociale depuis Condorcet et se limite & la transmission de clés pour
comprendre I'information statistique produite dans notre société. A 1'école,
I’étude directe de I'objet social demeure par conséquent, le domaine réservé
des historiens, des géographes, des économistes, des philosophes et des litté-

1. On remarque que la place laissée a la démonstration mathématiques est de plus en
plus réduite dans les programmes.



raires. Le mathématicien n’aurait donc rien a dire sur cet objet. Pourtant,
et c’est 'objet du présent article, la mathématique sociale offre un corpus de
méthodes et de connaissances, qui dépasse trés largement 1’enseignement des
probabilités et des statistiques, et qui surtout permet d’étudier directement
I’objet social. Nous prétendons que cet enseignement des mathématiques so-
ciales n’est pas superflu et qu’il est aujourd’hui nécessaire a la formation des
futurs citoyens et du regard éclairé qu’ils porteront sur le monde. De plus,
nous croyons que ces notions, a condition qu’elles soient correctement élémen-
tarisées, peuvent étre abordées dés le cycle 4, pour étre ensuite développées
au lycée.

Dans une premiére section, nous présenterons ce que nous entendons par
la Mathématique Sociale, en élargissant la définition de Condorcet, pour y
intégrer notamment les outils développés depuis. Nous présenterons, ensuite,
en quoi notre plaidoyer souléve des questions plus globales, concernant no-
tamment 1’évolution des mathématiques et leur enseignement. Nous discu-
terons le processus de « purification » des mathématiques au siécle dernier,
et son impact encore visible aujourd’hui dans ’enseignement. Enfin, dans
une derniére section, ne pouvant aborder dans un seul article, I’ensemble
de la mathématique sociale, nous nous concentrerons sur les mathématiques
des choix collectifs. Nous présenterons quelques modalités d’enseignement de
cette discipline et les contenus a privilégier. Il est évident que le présent ar-
ticle ne permet qu'un développement restreint et superficiel de notre thése.
Le sujet fera I'objet d’autres articles dans lesquels nous présenterons plus
précisément le contenu formel de la mathématique sociale, les activités et les
outils pédagogiques a proposer aux enseignants.

2 Qu’est-ce que la mathématique sociale ?

Comme nous ’avons écrit en introduction, le terme de mathématique so-
ciale est une création de Condorcet qui explicite le choix de cette expression
dans Tableau de la science, [7] dans le Journal d’instruction So-
ciale 1793. 11 définit cette discipline comme « L’application du calcul aux
sciences morales et politiques ». Le champ d’application de cette science re-
couvre pour Condorcet « (...) les applications relatives aux intéréts sociaux
ou a l'analyse des opérations de ’esprit humain et dans ce dernier cas, elles
n’ont encore comme objet que 'homme perfectionné par la société ». Pour
Condorcet, la mathématique sociale tient son qualificatif non seulement de
son objet d’étude mais aussi, de la fonction qu’elle occupe dans la société. Les
connaissances qu’elle met au jour doivent améliorer, préciser la connaissance
dans ces champs d’investigation et surtout, mettre a disposition des citoyens



des outils qui leurs permettent de mener une réflexion critique, rationnelle
et éclairée, sur les décisions prises dans la cité. Contrairement aux sciences
établies, elles ne doivent pas nécessiter 1'utilisation implicite de connaissances
accumulées. Elles doivent fournir a chacun des critéres simples, clairs et expli-
cites pour prendre ses décisions en connaissance de cause. Pourtant, pendant
cent-cinquante ans, ce programme de recherche n’a guére connu de succeés. 11
a fallu attendre le milieu du XXéme siécle, pour que I'utilisation des mathé-
matiques dans les sciences humaines connaisse un développement rapide, en
particulier dans I’économie politique. Les statistiques, de leur coté, sont uti-
lisées réguliérement en psychologie et en sociologie. Claude Levi-Strauss|16]
dans son introduction sur « Les mathématiques de 'Homme », explique que
les sciences sociales ont toujours eu besoin des mathématiques. Les mathéma-
ticiens modernes, s’étant concentrés essentiellement sur des questions reliées
aux sciences physiques, s’occupérent peu de produire des outils mathéma-
tiques utilisables par les sciences humaines. C. Levi-Strauss|16] observe que,
désormais, avec ’apparition outre-atlantique de la théorie des jeux, des ou-
tils spécifiques existent et que la mathématique sociale peut contribuer &
des avancées significatives dans les domaines des sciences humaines. Il cite
notamment ses propres travaux avec G.Th. Guilbaud sur les régles du ma-
riage. Aujourd’hui, la mathématique sociale s’est fortement développée et a
connu de nombreuses innovations passionnantes. A ce stade, il nous semble
difficile et présomptueux de définir des critéres précis qui donneraient le la-
bel de « mathématique sociale » & une production scientifique. Comme nous
I’expliquerons dans la suite de I'article, c’est plus la fagcon dont les résultats
sont mis a la portée de chacun et 1'utilité pratique qu’elle rencontre dans le
débat démocratique, qui font qu’'une production peut étre considérée comme
faisant partie du corpus de la mathématique sociale. Toutefois, nous pou-
vons recenser quatre grands thémes autour desquels s’articule la plupart des
productions actuelles de la mathématique sociale :

— les mathématiques des choix collectifs qui constituent, historiquement,
le premier théme étudié par Condorcet, qui s’appelait alors I'arithmé-
tique politique;

— l’analyse de I’aléatoire, la théorie des probabilités appliquée aux ques-
tions sociales qui constituait pour Condorcet I'axe principal du déve-
loppement de la mathématique sociale ;

— les statistiques descriptives et inférentielles, et en particulier la théorie
de I’échantillonage ;

— la Théorie des interactions sociales ou Théorie des Jeux, inexistantes
du temps de Condorcet mais qui, comme ’avaient prévu jadis G.Th.
Guilbaud et C. Levi-Strauss, constitue désormais, I'un des thémes les
plus féconds de la mathématique sociale.



Dans le présent article, nous concentrons notre propos sur les mathéma-
tiques des choix collectifs, théme fondateur de la mathématique sociale chez
Condorcet, car ils constituent malheureusement un corpus totalement ignoré
de I'enseignement secondaire francais.

3 Pourquoi enseigner la mathématique sociale ?

Dans 'espoir de replacer la question de I’enseignement dans une perspec-
tive de Condorcet, nous abordons dans ce chapitre, la question de « Pourquoi
enseigner la mathématique sociale 7» Le projet social de Condorcet propose
d’ancrer 'idéal démocratique dans une augmentation des Lumiéres. Cet an-
crage relie la question du principe majoritaire dans les décisions collectives
et celle d'une instruction publique générale. Sur le principe majoritaire, on
retrouve les racines du « théoréme du jury », dont I’étude en classe permet de
motiver et problématiser des questions aussi importantes que celles du théo-
réme de la loi faible des grands nombres et de la loi binomiale. Comme nous
le verrons dans 4.2, afin de rendre efficace le principe majoritaire, un accrois-
sement des Lumiéres des citoyens est une condition nécessaire. Enfin, ce que
Condorcet développe & merveille dans les « Cing mémoires », cet accroisse-
ment des Lumiéres nécessite une instruction publique, elle-méme nécessitant
une élémentarisation du savoir.

Nous nous proposons donc de développer en deux temps, la question de
I’élémentarisation de la mathématique sociale, dans le contexte actuel de
I’enseignement, puis dans un deuxiéme temps, nous discuterons comment
cette élémentarisation continue de se heurter a des enjeux de pouvoir.

3.1 Purification des mathématiques, enjeux et consé-
quences

L’évolution de la science mathématique et de ses liens avec les autres
sciences peut étre lue au travers d’un processus de « purification ». On peut
retrouver ces discussions dans des textes aussi différents que ceux de Ru-
dolf Bkouche[4] ou d’Yves Chevallard[6]. Si 'on reprend la terminologie de
Bkouche, un point de vue aristotélicien sur la science distingue 'objet phy-
sique donné par la connaissance empirique de l’'objet mathématique du dis-
cours démonstratif. Ainsi, la classification de Bacon|2| faisait apparaitre les
mathématiques « pures » et les mathématiques « mixtes ». Au rang des
mathématiques mixtes, on y retrouvait : la mécanique, I'optique, I’hydrody-
namique, l'astronomie... Elles se distinguent des mathématiques pures, par
leur rapport au réel. La mathématique sociale de Condorcet rentre trés clai-



rement dans le cadre des mathématiques mixtes. Nous préférons revenir a
cette appellation de mathématiques mixtes, plutét que mathématiques ap-
pliquées, en ce sens que les mathématiques appliquées sont soumises a ce
processus de « purification » qui crée un éloignement du réel. En effet, ce
que nous proposons dans un enseignement de la mathématique sociale est
précisément de poser la question du réel et de ses rapports avec les idéali-
tés mathématiques. Cette approche promet de pouvoir interroger les deux
questions fondamentales que discute R. Bkouche[4] :

— De quoi parlent les mathématiques ?

— Pourquoi, les mathématiques permettent-elles de m’en apprendre sur

le monde réel ?

Ce processus de « purification » mériterait d’étre a nouveau exploré dans
une perspective didactique, car s’il trouve une partie de ses origines dans ce
qu’on peut nommer la naissance des disciplines — il en est ainsi des diffé-
rentes mathématiques mixtes susnommées — il se précise au sein méme de
la discipline par cette distinction — ou opposition — entre les mathématiques
pures et les mathématiques appliquées, perdant par la méme ce rapport au
réel. Enfin, il peut aussi étre percu dans les intentions de réformes comme
celle des mathématiques modernes qui peuvent étre entendues comme une
apothéose de ce processus de purification, au sein de l'institution scolaire. Ce
que nous voulons dire, c’est que I'enseignement n’échappe pas a ce proces-
sus de purification et que cette purification rend difficile, sinon impossible,
les deux questions fondamentales susvisées. On peut accepter que 'institu-
tion scolaire tente de revenir sur cet écueil de purification en proposant des
dispositifs de dialogue entre les disciplines, comme cela se retrouve dans les
TPE, les EPI et autres travaux interdisciplinaires. L.’idée d’une mathéma-
tique mixte va bien au-dela de cette problématique. Il s’agit d’interroger,
avec une pensée mathématisante, un véritable objet du réel au coeur méme
d’une activité mathématique. Cette étude permet bien évidemment de créer
des liens avec les autres disciplines, car il n’est pas question de prétendre
que la mathématique est la seule & pouvoir parler du social. Bien d’autres
disciplines le font et avec grand intérét, mais I'apport de la mathématique
sur ce champ permet d’interroger les autres disciplines sur des éléments de
savoir, peu ou pas discutés. La philosophie pourra interroger la question de
la démocratie, de la volonté générale, de la manipulation. La géographie et
I’histoire peuvent interroger les questions de politique ou de géopolitique, de
conflit, de pouvoir. Les différentes formes d’éducation a la citoyenneté, de
représentation des minorités, pourront aussi étre mobilisées.

Cette mathématique mixte pourrait intégrer différentes problématiques
de la statistique et de ’enseignement de 'aléatoire, dont on sait qu’ils ont
été longtemps sacrifiés dans la culture francaise d’enseignement. Elle parti-
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ciperait aussi a répondre a la question du sens des mathématiques pour des
éléves, davantage attirés par un programme ou un projet d’études en sciences
sociales.

3.2 Articulation pensée autonome et élémentarisation

La mathématique sociale ayant pour objet d’étude la question sociale, a
un role particulier a jouer dans le questionnement de 'idéal démocratique
et du développement d’éléments de savoirs utiles pour les citoyens. Comme
le souligne Coutel[5] : Condorcet, dans ses cing mémoires sur l'instruction
publique, discute de la question de la continuité entre la raison et 1’exercice
de la souveraineté. Bien stir, Condorcet entend cet exercice de la souveraineté
par le peuple comme une exigence a ce que la raison devienne commune et
fonde les choix faits via des scrutins impliquant ’ensemble des citoyens.

L’enjeu de l'instruction est bien donc de permettre, par un accroissement
des Lumiéres, une émancipation des individus, au sens de I’accés a une pensée
autonome. Le projet de la mathématique sociale, en prenant comme objet
I’humain, permet de comprendre les ressorts de cette raison commune et des
choix faits par celle-ci. Comme tout projet d’instruction, il s’agit de rendre
le savoir élémentaire, afin que le citoyen ne soit pas dépendant de quelques
initiés. Nous proposons de discuter dans un premier temps une formule de
Charles Dodgson[5] alias Sir Lewis Caroll : « Les élections devant refléter de
préférence le veeu de la majorité et non celui des plus habiles au jeu électoral,
il me parait souhaitable que tous maitrisent les régles de ce jeu ».

L’enseignement de la mathématique sociale répond ainsi a ce souhait que
« tous maitrisent les régles de ce jeu ». L’enseignement de cette mathéma-
tique sociale pourrait ainsi étre utilisé pour favoriser ’autonomisation de
I'individu. Elle pourrait de méme aider les gens a réorganiser leurs points
de vue sur les institutions sociales, les traditions et les différentes possibi-
lités des actions politiques. Le seul enseignement de 'arithmétique ou des
statistiques ne peut répondre a ce probléeme, vus les écueils produits par une
purification excessive des mathématiques. L’aspect « mixte » de la mathé-
matique sociale rend nécessaire une insertion propre au risque de laisser le
jeu électoral aux plus habiles. De nombreuses questions relévent d’un ensei-
gnement élémentaire au sens de cette élémentarisation du savoir proposée
par Condorcet. Encore faut-il avoir rendu ce savoir élémentaire! En effet, ce
savoir est réservé a un petit nombre dans des cursus de I’enseignement su-
périeur, principalement d’économie et de sciences politiques. Ainsi est rendu
possible des formules aussi malheureuses que lourdes de conséquence, comme
celles de Dominique Reynié[12] « La question de savoir comment extraire un
résultat conforme « au véritable veeu de la pluralité » (Condorcet) fera 1’ob-



jet de débats abondants, atteignant un niveau de formalisation finalement
accessible aux seuls mathématiciens. Ce degré de sophistication montre que
les difficultés liées a I'application du principe majoritaire restent invisibles,
pour ainsi dire, a I’ceil du simple électeur. Pour qui n’est pas mathématicien
avisé, la régle de majorité conserve presque intacte sa force de persuasion,
malgré les conséquences paradoxales et les effets de distorsion des préférences
individuelles qu’elle peut entrainer ». Cette citation peut étre discutée d’un
point de vue politique ou éthique. Néanmoins, le seul point de vue de I'ins-
truction nous interpelle ici dans sa dimension de 1’élémentarisation. Le projet
de Condorcet n’est pas de rendre les individus dépendant d’un savoir « acces-
sible aux seuls mathématiciens ». Sans étre d’'une naiveté aveugle, le probléme
posé est bien de savoir si une connaissance peut, et doit, rester accessible aux
seuls mathématiciens. Le pari que nous proposons est que la mathématique
sociale peut étre soumise & ce méme idéal d’élémentarisation pour réduire
cette distance qui sépare le citoyen du savant. Cela se fera au bénéfice du
développement de la pensée autonome.

Cette mathématique mixte permet de montrer que I'une des fonctions des
mathématiques reléve de la question de la modélisation qui permet d’abs-
traire le réel pour se concentrer sur les propriétés qui nous semblent perti-
nentes. Ce processus d’abstraction dans une mathématique mixte relie I’em-
pirique au théorique. L’activité mathématique, en interrogeant les théories,
permet ainsi de cerner ce qui pouvait faire obstacle dans le monde réel. Les
activités que nous discutons dans la suite et dans les annexes sont quelques
exemples de possibles.

4 Modalité d’enseignements de la mathématique
sociale : 'exemple des mathématiques des
choix collectifs

Les mathématiques des choix collectifs étudient les processus de décisions
collectives dans un milieu contraint. Dans cette littérature, on se restreint,
en général, aux décisions qui se réalisent dans un cadre dit démocratique.
La modélisation porte donc sur le collectif, les individus et la procédure des
choix collectifs. Ne pouvant étre exhaustif, nous ne présenterons que quelques
notions appartenant a ce champ et que 'on veut faire travailler aux éléves.



4.1 La diversité des régles de décision collective

Dans le discours ordinaire, on a I'impression que la notion de démocratie
va de soi : « En démocratie, c’est le peuple qui décide ». Or, si I'adage est
sans appel, sa mise en ceuvre est nettement plus complexe. Car, le peuple est
un ensemble d’individus qui, en régle générale, n’ont pas les mémes opinions.
La diversité des préférences sur les options proposées a une société s’op-
pose a ce concept fallacieusement unificateur de Peuple. Nous pouvons dire,
en premiére approximation qu’est démocratique, une procédure qui tiendrait
compte de la diversité des opinions. Or, et c¢’est bien la le probléme, il n’existe
pas de procédure unique qui s’imposerait naturellement. Nous proposons l’ac-
tivité suivante qui illustre ce probléme a partir du tableau ci-dessous :

TABLE 1 — Tableau de Balinski|3|

Nombre des électeurs | 33 |16 | 3 | 8 | 18 | 22
A|B|C|C|D]|E
Ordre B|D D E|E]|C
des C|C|B|B|C|B
préférences D|E|A|D|B|D
E|A|E|AA|A

Ce tableau récapitule les différents classements qu’ont des individus ap-
partenant & un méme collectif, entre 5 options A, B, C, D et E. Nous expli-
quons aux éléves que la premiére colonne signifie que 33 personnes préférent
AaB,BaC,CaDetD aE. La seconde colonne signifie que 16 individus
préferent BaD, DaC,CaEet EaA etc... On donne quelques minutes aux
éléves pour qu’ils proposent le candidat qui leur semble étre le plus légitime
pour ce collectif. On récupére les propositions des éléves et les justifications
qu’ils donnent a leur choix. On constate que les participants a cette activité
choisissent dans d’importantes proportions le candidat C, puis le candidat
A et le candidat B. Les candidats D et E sont rarement choisis. Ce résul-
tat, comme nous le verrons, est déja en lui-méme intéressant. En revanche,
les justifications avancées par les participants a ’activité restent la plupart
du temps approximatives. Ils choisissent de maniére intuitive sans modéle
explicite.

Nous montrons ensuite que tous les candidats peuvent gagner suivant le
mode de scrutin et donc le modéle retenu :

— Le candidat A est le vainqueur d’un scrutin a la pluralité qui est

I’équivalent d’un scrutin uninominal & un tour. On choisit le candidat
qui réunit le plus de suffrages. Ce type de scrutin est pratiqué par
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exemple, dans des quadrangulaires au second tour des élections muni-
cipales ou législatives en France. Dans ce type de scrutin on ne retient
du tableau ci-dessus :

TABLE 2 — Scrutin Uninominal & un tour
Nombre des électeurs | 33 | 16 | 3 | 8 | 18 | 22
A|B|C|C|D|E
Le candidat B est ce qu’on appelle le vainqueur de Borda. Dans ce
mode de scrutin, les électeurs attribuent un poids a chaque candi-
dat en fonction du classement qu’ils leur donnent. Dans le cas de 5
candidats, les électeurs mettent 4 points au premier, 3 au second, 2
au troisiéme, 1 au quatriéme et 0 au dernier. La procédure fait la
somme de ces différents poids et le vainqueur du scrutin est celui qui
a le plus de points. Cette méthode n’est jamais utilisée pour des élec-
tions politiques en raison de sa grande propension a étre manipulée
par les électeurs. Le chevalier de Borda déclarait d’ailleurs de sa mé-
thode : « Mon scrutin est fait pour les gens honnétes ». Toutefois, on
en retrouve de nombreuses variantes dans les méthodes de classements
sportifs.

Le candidat C est le vainqueur de Condorcet. Cette méthode consiste
a opposer tous les candidats deux & deux. Celui qui gagne tous ses
duels est le gagnant de Condorcet. Cette méthode n’est jamais prati-
quée car il peut exister des cas ou suivant les préférences individuelles
des électeurs, il n’existe pas de candidats capables de battre tous les
autres : C’est ce qu’on appelle le paradoxe de Condorcet.

Le candidat D est le vainqueur du vote alternatif pratiqué, par exemple,
en Australie pour 1’élection de la chambre des représentants, en Ir-
lande et aux élections municipales & San Francisco. Ce mode de scru-
tin consiste & faire autant de tours d’élections qu’il y a de candidats
a rejeter. Au premier tour, on élimine le candidat qui a le moins de
suffrages. Au second tour, on recommence la procédure sur les candi-
dats restants. Et, ainsi de suite, jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu’un
seul candidat.

Le candidat E est le vainqueur d’un scrutin uninominal a deux tours.
En France, la plupart des modes de scrutins se déroulent au scrutin
uninominal a deux tours. Il arrive souvent que, méme les élections de
délégués utilisent cette procédure, ce qui contribue a naturaliser dans
I’esprit des éléves ce mode de scrutin. Il n’a pourtant rien de naturel.
Nous rappelons qu’au terme de cette expérience, les participants le
choisissent rarement. En outre, il pose de nombreux problémes qui
devraient étre davantage discutés.
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Ce type d’activité permet d’illustrer plusieurs choses. La premiére, c’est qu’il
existe une diversité de méthodes qui permettent de concrétiser ce qu’on ap-
pelle la démocratie et que chacune d’entre elles peut donner un résultat diffé-
rent. Ensuite, au lieu de faire des choix basés sur 'intuition ou au petit bon-
heur la chance, les mathématiques proposent des modeéles axiomatiquement
caractérisés. En faisant apparaitre les propriétés intrinseques de ces régles,
le travail du mathématicien fournit & la société, les éléments fondamentaux
pour nourrir un débat éclairé sur les choix d’un scrutin plutdét qu’un autre.
Sans imposer elle-méme un choix définitif, la mathématique sociale permet
ainsi d’alimenter cette discussion avec des éléments rationnels évitant de s’en
remettre & la seule rhétorique.

4.2 Le Théoréme du jury de Condorcet

Le principe démocratique implique que les lois soient votées par ceux qui
doivent ensuite les respecter. Logiquement, comme chacun est concerné par
les lois qu’il vote, il faudrait que les choix se fassent & 'unanimité. Chaque
électeur détiendrait alors un droit de veto, ce qui conduirait, pour des po-
pulations suffisamment importantes, a I'indécision chronique. Pour éviter ce
probléme et assurer des prises de décisions, I'exigence d’'unanimité est rempla-
cée concreétement dans les systémes politiques démocratiques par celui, plus
faible, de principe majoritaire. Le théoréme du jury de Condorcet, découvert
en 1785, est une élégante justification de I'utilisation de ce dernier principe. Il
montre que, sous certaines hypothéses énoncées ci-dessous et pour un grand
nombre d’individus qui votent sur une question binaire, la majorité permet
de réaliser & coup str les vrais choix 2. Les conditions & satisfaire pour pouvoir
appliquer le Théoréme du jury, énumérées par Héléne Landemore[15], pour
que ce théoréeme s’applique sont :

— hypothése de 1’électeur éclairé : Les électeurs ont plus d’une

chance sur deux de choisir la réponse vraie;

— hypothése d’indépendance : Ils votent indépendamment les uns

des autres;

— hypothése du vote sincére : Ils votent sincérement ou véridique-

ment.
Pour illustrer rapidement la puissance des grands nombres mise au service de
la régle majoritaire, considérons dix électeurs, dont chacun a une probabilité
de 0,51 de répondre correctement & une question binaire. Avec la loi bino-

2. Dans le Théoréme du jury de Condorcet, il ne faut pas confondre cette notion de
vérité avec la vérité mathématique. Il n’est pas question de démontrer un résultat mais
plutét d’accéder a une vérité factuelle, comme lors d’un vote concernant la culpabilité d’un
accusé.
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miale, on peut calculer que sur 10 tirages, lorsque une majorité d’électeurs
emergent, la probabilité que cette majorité choisisse la « bonne » réponse,
est d’environ 53 pour 100°. Elargissons & présent le groupe & mille personnes,
dans ce cas, la probabilité que la majorité observée porte sur la « bonne »
réponse est égale & environ 74 pour 100 de chances*. Plus le groupe est nom-
breux, plus les chances que la majorité ait raison se rapprochent de 100 pour
100. Dans cet exemple tiré de Landemore[15], on voit la puissance du résultat
qui est une simple implication de la loi faible des grands nombres. En annexe,
on présente la démonstration de ce Théoréme a l'aide de cette derniére loi.
Dans 'exemple d'un jury de tribunal, il dit que, pour une population suffi-
samment grande de jurés et si chacun d’entre eux est suffisamment informé et
instruit, alors il est certain qu’'un vote a la majorité prendra la bonne décision
concernant la culpabilité d'un accusé. Ce résultat se généralise facilement a
tous les choix binaires comme, par exemple, les référendums. Une remarque
importante est que ce théoréme démontre l'articulation étroite entre une
nécessaire instruction et information des citoyens et la vie démocratique in-
carnée par le principe majoritaire. Ce qui explique pourquoi Condorcet avait
beaucoup insisté sur la nécessité d’élémentariser le savoir dans les systémes
d’instruction de régime démocratique. En annexe 6.1, on montre comment
formaliser ce théoréme qui est une application de la loi faible des grands
nombres. En classe, autour d’activités numériques (tableur, programmation
etc...), on peut faire découvrir ce résultat aux éléves.

4.3 Un jeu de role autour du paradoxe de Condorcet

A partir de Particle Agendas and Strategic Voting|14], nous avons déve-
loppé un jeu de roles : Gare et Autoroute. Les joueurs doivent participer
a un vote sur 4 options :

— Construction d'une gare,

— Construction d’une autoroute,

— Construction d’une gare et d’une autoroute,

— Statu quo : aucune construction

La structure de ce jeu est construite de maniére a ce qu’il n’existe pas
de gagnant de Condorcet, c’est-a-dire qu’aucune option ne gagnent en duel
toutes les autres au vote a la majorité. Comme nous ’avons vu plus haut, la
méthode de Condorcet consiste a faire voter les électeurs sur toutes les paires

3. En effet, soit X la variable aléatoire qui nous donne le nombre de « bons » votes,
telle que X ~ B(10,0.51). La probabilité que, quand on observe une majorité, celle-ci

porte sur la « bonne » réponse, est égale a % ~ 0.53.
4. Meéme raisonnement avec X ~ B(1000,0.51), on a alors P(X>§(Si()§§>?;()<499) ~ (.74
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d’options que 'on peut construire. Le gagnant de Condorcet est 'option qui
gagne tous ses duels. Or, ce gagnant peut ne pas exister, ce qui est la cas dans
ce jeu. Dans ce jeu, les roles des joueurs portent sur les préférences qu’ils ont
sur les options. Ces roles sont distribués de maniére & ce que, dans des votes
binaires :
— Construction d’une gare gagne sur Construction d’une auto-
route
— Construction d’une gare gagne sur Statu quo
— Construction d’une gare et d’une autoroute gagne sur Construc-
tion d’une gare
— Statu quo gagne sur Construction d’une gare et d’une auto-
route
Comme on le voit, aucune option ne peut gagner face a toutes les autres. Il
s’agit d’une situation de paradoxe de Condorcet. Dans de nombreux comités,
et en particulier dans les votes sur les amendements a 1’assemblée nationale,
on contourne cette possibilité de cycles, en votant selon un agenda, c’est-a-
dire une séquence préétablie de duels. Evidemment, suivant I’agenda retenu,
le résultat final sera différent. Dans ce jeu, trois agendas sont proposés. Cha-
cun d’eux fait émerger un vainqueur différent. Ce qui permet de montrer
in vivo I'impact du choix d'un agenda, et de ce fait, le pouvoir que repré-
sente une telle prérogative, sur le résultat final. Il montre aussi, quand les
joueurs ont bien compris les votes des autres, comment & certaines étapes,
par une manipulation adéquate de son vote individuel, on peut transformer
le résultat final pour son propre intérét. On permet des négociations libres
sur le vote, ol certains joueurs peuvent acheter le vote d’autres joueurs afin
de montrer notamment le danger du vote & main levée dans les assemblées.
Enfin, ce jeu permet aussi de réfléchir sur les notions d’optimum social et
montre que, suivant la procédure retenue pour le choix, la décision collective
peut complétement rater cet objectif.

5 Conclusion

Nous avons essayé de montrer dans cet article, I'importance qui peut étre
donnée aux mathématiques, via sa composante de la mathématique sociale,
dans le Parcours Citoyen de chaque éléve. Nous avons également plaidé pour
une élémentarisation de leur enseignement, afin de permettre aux éléves de
pouvoir mener des réflexions autour des différents concepts qui sont en jeu.
Cet enseignement est en fin de compte destiné aux éléves du secondaire, mais
il ne se limite pas a ¢a. Des formations regroupant des professeurs de mathé-
matiques, d’histoire-géographie, de philosophie, de sciences économiques et
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sociales et aussi des conseillers principaux d’éducation ont déja été expéri-
mentées dans I'académie de Montpellier. De fait, les élections des délégués de
classe, les élections au conseil de vie lycéenne se font via le scrutin uninominal
a deux tours. Ceci tend a naturaliser ce mode de scrutin trés discutable et peu
discuté. Les enseignants de mathématiques et d’autres disciplines pourraient
alors s’emparer de ces moments privilégiés pour mener, autour de EPI ou
de TPE, les réflexions évoquées dans cet article. Nous n’avons pu présenter
qu’une partie des dispositifs et des activités que nous avons déja expérimen-
tés devant divers publics. Enfin, ce travail n’est qu'une modeste contribution
pour revivifier I'idéal des lumiéres dans notre enseignement et de redonner
aux mathématiques toute la place qui leur revient, dans ce mouvement des
Lumaiéres actives.

6 annexe

6.1 Théoréme du Jury une application de la loi faible
des grands nombres

La loi faible des grands nombres. Soit (X, ),y une suite de variables

aléatoires non-corrélées définies sur un méme espace probabilisé ayant méme

espérance et méme variance finie, notées respectivement F[X] et V[X]. Le
théoréme de la loi faible des grands nombres stipule que

(‘XﬁXQ,---Xn

Ve >0, lim P

n—00 n

—IE[X]‘> a) =0

.. . el .. X14+Xg,Xn
Ceci signifie que la probabilité que la moyenne empirique ==2==x

s’écarte de l'espérance E[X] d’au moins ¢, est d’autant plus petite que n
est grand.
Le modéle de Condorcet :
— Soit un ensemble I de n électeurs;
— Ces électeurs doivent se prononcer sur 2 options {0, 1}
— Sans perte de généralité, on suppose que la « bonne » option est 1'op-
tion 1
— Ces électeurs ont tous la méme probabilité p > 1/2 de choisir la bonne
option. Ils votent sincérement et indépendamment les uns des autres.

Théoréme. Sous les conditions du modéle de Condorcet, lorsque le nombre
d’électeurs devient tres grand, la probabilité quune décision collective, prise
a la majorité, sur un choix binaire, soit la bonne, se rapproche de 1. Formel-
lement,
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n 2

n—o0

X+t Xy bt X, 1
limP( 1At An ):1

Preuve : Soit X, la variable aléatoire qui prend la valeur 1, si I’électeur
vote pour la bonne option et 0 sinon,

]P’(X:x): p six=1 (1)
1—p sixz=0

ou p est la probabilité qu'un électeur vote pour la bonne option. On a donc
E[X] = p. Etant donné que les électeurs votent indépendamment, (X, ),en est
une suite de variables non-corrélées, on peut donc appliquer, le théoréme de la
loi faible des grands nombres ot € est un réel strictement positif quelconque :

1imp(‘X1+X2+”'+X”—p‘>e) =0

n— 00 n

_1 .
Appliquons cette loi a g = % > (), car on suppose que p > % : On voit fa-
cilement sur la figure ci-dessus que 'événement {Z1tX2ttXn < 13 implique
Pévenement {XtX2ttXn o [ — o0 p 4 £0]} qui peut aussi s’écrire :

>€0}

Par suite, en prenant les probabilités de ces événements, on a :

Xi+Xo+-+X, 1 Xi+Xo+--+X
03]1»( 1+ Xo+ -+ ”<§>§]p><‘ 1+ Xo+ e+ n_p‘>€0)

n o n
(2)
Le dernier membre de cette inégalité tend vers 0 lorsque n tend vers +oc0.
Par le théoréme des gendarmes on trouve que :

)

{X1+X2+--~+Xn_p

n

n—oo

On obtient :

X+ X o+ X 1 X+ X . X, 1
lim P 1+ X9+ + "o ) 2 - lim P 1+ Xo+ + LR
n—o0o n 2 Nn—00 n 2
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6.2 Le théoréme de May

Le théoreme de May est un treés important résultat de ce champ de la
mathématique sociale, prouvé en 1952, qui donne une caractérisation de la
régle majoritaire comme procédure de choix vérifiant un ensemble de régles
restreint et raisonnable.

Afin de ne pas en rendre la présentation dans un langage trop ensembliste
et fonctionnel, nous faisons le choix de nommer quelques objets mathéma-
tiques par des conventions qui pourront paraitre peu orthodoxe.

Le probléme de choix du probléme de May est celui dit du référendum
ou de la décision dans le cas de deux candidats A et B. Nous supposons que
participent & cette décision, un ensemble de n électeurs { £y, Es, ... E,}. La
question posée aux électeurs est : « Entre les deux candidats A et B, lequel
préférez-vous 7 » Les électeurs peuvent répondre a cette question par :

— Je préfere A & B

— Je suis indifférent entre A et B

— Je préféere B a4 A
Cela est aussi équivalent a produire une valeur 1,0, —1 suivant que I'on préfére
A a B, que 'on est indifférent ou que 'on préfére B a A.

May commence par définir une fonction d’agrégation des préférences in-
dividuelles qui a la donnée des valeurs D; de chaque électeur E; associe une
valeur collective D = f(Dq, Do, -+ D,,). Les D; peuvent étre vus comme les
bulletins des électeurs. La fonction f dépend ainsi de la procédure de vote
utilisée. Dans ce contexte, on peut ainsi décrire la régle majoritaire :

— SiZDi>O, alors D =1

=1

— Si ZDi:O, alors D =0
i=1

n

— Si ZDi <0, alors D = —1

May dtéﬁlnit alors quatre conditions exigibles pour la procédure de choix

que l'on veut utiliser :

— Laberté individuelle : Tous les électeurs peuvent choisir la valeur de
leur choix pour D; ;

— Anonymat : La valeur collective D est déterminée entiérement par les
valeurs individuelles D; et ne dépend pas de l'ordre dans lequel les
électeurs ont votés. Cela se traduit aussi par « Une permutation des
bulletins ne change pas la valeur collective ». Cela se traduit encore
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par une expression universellement quantifiée :
Yo € &,, f(Doy, Do), - Dony) = f(D1, Do, -+ D,,)

ou &,, désigne 'ensemble des permutations de {1,2,--- n}.

— Neutralité : Si tous les électeurs échangent leur valeur pour la valeur
opposée, c’est-a-dire ceux qui choisissent 1 I’échange pour —1 et réci-
proquement et ceux qui choisissent 0 ne changent pas, alors la valeur
collective est échangée pour sa valeur opposée. Cela se traduit par une
propriété de la fonction f :

V(Dl,D2’ .. 'Dn)vf(_Dl’ _DQ, e — Dn) = —f(D17D2’ .. Dn)

— Réponse positive : Si la valeur collective D est positive pour la donnée
d’un ensemble de valeurs (Dy, Dy, -+ D,,) et qu’au moins un électeur
qui donnait une valeur —1 ’échange pour un 0 ou un 1 et que tous
les autres ne changent pas leur valeur, alors on demande a ce que la
valeur collective prenne la valeur 1. Cela s’écrit aussi :

Si f(Dl, DQ, cee Dn) Z 0et

2. Je{l,2,---n}, D> D,
alors f(Dy,D},---D/)=1
Théoréme. Théoréme de May

La régle majoritaire est 'unique régle vérifiant les quatre conditions pré-
cédentes.

Preuve : Comme il est trés simple de vérifier que la régle majoritaire
vérifie les conditions de May, on ne s’attarde que sur la question de montrer
I'unicité, c’est-a-dire qu'une fonction vérifiant les quatre conditions de May
est la régle majoritaire.

— On commence par montrer que si Z D; =0, alors f(Dy, Do, -+ D) =
i=1
0. En effet, par la régle de neutralité, on a

f(_Dlv_DQ""_ Dn) = _f(D17D2a"'Dn)-

On peut maintenant appliquer la condition d’anonymat et permuter
les bulletins qui valaient —1 avec ceux qui valaient 1 qui montre alors
que

f<_D17 _DQ, T Dn) = f(Dh DQ, T Dn)-

On en déduit donc f(Dq, Do, -+ D,,) = 0.
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n
— On montre ensuite que si ZDZ- =1, alors f(D1,Ds,---D,) = 1. En
i=1
effet, on applique maintenant la régle de réponse positive a une donnée
n

de vote (D, Dy, --- D) telle que ZDZ» = 0. On suppose qu'un des
électeurs change son vote —1 en 6 (l)u son vote 0 en 1, alors par la
propriété de réponse positive, on en déduit que f(Dy, Dy, --- D)) = 1.
La fin de la preuve est ensuite une récurrence.

Commentaires : Ce résultat a une grande portée épistémique sur ce
que permet l'intrusion des mathématiques dans le champ social. Il est treés
accessible et I'acte de modélisation permet d’illustrer la force de I'abstraction
en se concentrant sur ce qui semble réellement important : les quatre condi-
tions de May. La simplicité de ce résultat est potentiellement une justification
heuristique de la prédominance de la reégle majoritaire comme méthode de
choix.

6.3 Les mathématiques de base travaillées

Nous proposons un ensemble de notions ou compétences qui peuvent étre
travaillées dés le collége, en essayant de faire une classification suivant le
niveau :

— Au collége :

— C(Calcul mental
— Proportionnalité et pourcentages
— Au lycée :
— La question de la modélisation
— La logique
— Des éléments de probabilités et de statistiques
— La structure d’ensemble ordonné
— Dans le supérieur :
— Les relations binaires
— Les structures d’ordre et de préordre
— Les relations fonctionnelles avec des fonctions non définies par des
formules
— Du calcul des prédicats, avec des formules en général plus simples
qu’en analyse. Il y a rarement des inversions de quantificateurs V
et 4 ou dans des cas assez simples
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